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ńŏƭńٕء
اܳݱ؇ࠍ੆؇ت ّࡤࡲ ਍ಸأ݄ٺ۬ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ

ݿܹޚ؇۹َ و؜ޙࡗࡲ وۏ۹۳ ࠍఈః੊ل ௧ਟྡྷٴ཯ პაႰ ا৵৥ৠڎ ዻዧ ܾ۳ይዧا
୒ୖڍا أݬܭ أن ሒᇿ ෛ஖ݠ أن Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ َأ݄۬ ଫଃ܋ټ আॻ༟ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ

لݑ اܳޚݠ ۱ڍا ఈః༠ل ۬ਐಱ؇༟ߓߵ มฃۋڰ وأن اܳٷ༶؇ح
আॻݬ ඔ൹݁৙৑ا اܳݱ؇دق ᆇ୚୘ڎ ඔ൹ܹݠݿৎ৊ا ଫଃ༠ আॻ༟ وݿ޺޾ ݬܭ ܾ۳ይዧا

܋ټଫଃا. ૭૜ܹ٭݄؇ ݿ޺޾ و ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا
: اܳأ݄ܭ ۱ڍا أ۱ڎي

ሒᇧ؇ୖ୒إ ৎ৊ݱ؇در ሒᇀ آ݁ٷި દઊᄳፁዧ ܾዛኡدو ৙৑ݬܭ أ܋݆ ቕረ દઊᄳፁዧ
وܳފٷڎي ሒᇧ৙৑ أ༥ܹٷ؇ ݆݁ واܳٷڰ྘ݴ ً؇ܳٷڰݴ ොෘب มฆܳا มฃ؜٭ ܳگݠة
؜ٴڎاܳڰٺ؇ح ඔ൹ᆙᆊ؇ل ਵਦوى ا৙৑؜ਲ਼اء ሒᆶ؇ނگ৙৑و ሒᇀأ ً؇৙৑݁؇ن ৎ৊ލأݠي

ሒᇚوෑෂو رّ؇ج و દઊᄴᄟا ࢻࣖر
ر྘݁ފ؇ء و رڣ٭ڎة ༠؇ݬ۰ ሒᇿ ܾዛውٴො੼و আॻ༟ ا଩ଃ݄ৎ৊ات ሒᇆ؇وܳݱڎلگ

มฆܹف؇༟ أڣݠاد ሒᇬ؇ًو
႟ၽܳ اᄴᄟراݿ٭۰ ሒᇆଫଃ݁ފ ఈః༠ل ሒᇃިدرݿ દઊᄳᄟا ا৙৑ݿ؇ࣁࣕة ৵৩ৠ٭ؕ و
আॻ༟ ܾ۱୍ଲوأނ ًأ٭ڎ أو ೞಱڢݠ ݆݁ اܳأ݄ܭ ۱ڍا ሒᇭ ݿ؇۱ܾ ݆݁
೑ಸر؇༡ و ݬଫଊت มฆܳا ๴ཏܳٷڰ وأ۱ڎل۬ ሒᇿ ܾ۳ᆇᅦود ૰૜۠٭أ۳ܾ

. Մ៰Ղا ًڰݯܭ اܳٷ༶؇ح ୒ୖڍا ووݬܹب ܳߺࠊݬިل
اૃે׿ى ֿܙر



Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié deux types de problèmes paraboliques non locaux. On a

démontré des résultats d’existence pour ces problèmes par des arguments de point fixe et

la méthode de Faedo-Galerkin..

Mots-clés : Problèmes paraboliques non locaux, Lemma Aubin-Lions, Point fixe de Leray-

Schauder,Méthode de Faedo-Galerkin.
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Notations

Ω un ouvert borné de RN

∂ Ω frontière topologique de Ω

x = (x1, · · · , xN ) point générique de RN

d x = d x1d x2 · · ·d xN mesure de Lebesgue sur Ω

Q =Ω× ]0 , T [ t variable du temps, T > 0

Σ= ∂ Ω× ]0 , T [

Ω l’adhérence de l’ensemble Ω

* la convergence faible

p.p. presque partout

V un espace de Banach

H un espace de Hilbert

V ′ le dual topologique de V

〈., .〉V ′×V le crochet de dualité entre

l’espace V et son dual topologique V ′

∥.∥ la norme sur l’espace de Banach V

(., .) le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H

|.| la norme sur l’espace de Hilbert H

Rm×N l’espace des matrices réelles.

Id désigne la matrice d’identité.

f + =max( f , 0), f − =max(− f , 0) la partie positive et négative de la fonction f

C 0(R) l’espace des fonctions continues
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L p (Ω) espace de Lebesgue

D(Ω) =C∞0 (Ω) espace des fonctions différentiables et à support

compact dans Ω

C k (Ω) espace des fonctions k-fois continûment

différentiables dans Ω, Q

D ′(Ω) = (D(Ω))′ l’espace des distributions

W 1,p (Ω) = {u ∈ L p (Ω); ∇u ∈ L p (Ω)} un espace de Sobolev, 1≤ p ≤∞

W 1,p
0 (Ω) la fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p (Ω), 1≤ p <∞

W −1,p ′(Ω) le dual topologique de l’espace W 1,p
0 (Ω) ( 1

p +
1

p ′ = 1)

H 1(Ω) =W 1,2(Ω) un espace de Sobolev

C ([0, T ]; V ) espace des fonctions continues à valeurs dans l’espace

de Banach V

D([0, T ]; V ) espace des fonctions indéfiniment différentiables à

support compact et à valeurs dans V .

iii



TABLE DES MATIÈRES

Résumé i

Notation ii

Introduction 1

Introduction générale 1

1 Préliminaires 5
1 Espaces de Lebesgue 5

2 Espace de Sobolev H 1(Ω) 7

3 Quelques théorèmes utiles 9

2 Espaces de Bochner-Sobolev 10
1 Espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles 10

2 Dérivation faible 14

3 Espaces de Sobolev à valeurs vectorielles 14

3 Équations paraboliques linéaires 22
1 Cadre général 22

2 Application 29

3 Régularité 31

4 Problème parabolique quasi-linéaire non local 33
1 Position du problème 33

2 Énoncé du résultat principal 34

5 Problème parabolique de type Kirchhoff 39
1 Position du problème 39

2 Énoncé du résultat principal 40

iv



Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier quelques problèmes paraboliques non locaux.

Plus précisément, on démontre l’existence des solutions faibles pour les problèmes sui-

vants :

(P1)



























∂ u

∂ t
−M

�∫

Ω

u d x

�

∆u = f dans Q ,

u = 0, sur Σ,

u (0) = u0, dans Ω,

et

(P2)























∂ u

∂ t
−M
�∫

Ω
|u |2
�

∆u = f dans Q ,

u = 0 sur Σ,

u (0) = u0 dans Ω.

oùΩ est un ouvert borné deRN de frontière suffisamment régulière, et M :R+→R+ est

une fonction continue vérifiant

∃m0, M∞ > 0 m0 ≤M (s )≤M∞ ∀s ∈R+.

Dans le cas du problème (P1), on suppose que f ∈ L 2
�

0; T , H −1(Ω)
�

, u0 ∈ L 2(Ω), et pour

le problème (P2), on assume plus de régularité, en prenant f ∈ L 2
�

0; T , L 2(Ω)
�

, u0 ∈H 1
0 (Ω).

L’origine du problème (P1) est l’équation hyperbolique

∂ 2u

∂ t 2
−

�

τ0

m
+
σE

2m L

∫ L

0

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

2

d x

�

∂ 2u

∂ x 2
= 0 (1)

qui a été proposé par Kirchhoff dans [30] afin de généraliser le modèle de d’Alembert :

∂ 2u

∂ t 2
−
τ0

m

∂ 2u

∂ x 2
= 0, x ∈ [0, L ], t > 0, (2)

qui décrit des petites vibrations verticales d’une corde élastique, avec extrémités fixés.
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Les paramètres de l’équation (1) ont les significations suivantes : L est la longueur de la

corde,τ0 représente la tension initiale, m est la masse de la corde, E est le module de Young

(ou module d’élasticité) du matériau, etσ est l’aire de la section transversale de la corde à

la position de repos. L’inconnue u représente le déplacement de la corde dans la direction

orthogonale à [0, L ] (pour plus de détails voir [26, 33, 34, 35, 37], et les références qui s’y

trouvent). Tandis que le modèle de d’Alembert (2) suppose que la longueur de la corde est

invariante pour des petites vibrations transversales, le modèle de Kirchhoff (1) prend en

compte ces variations.

Dans [4], Carrier a établi l’équation qui modélise la vibration d’une corde élastique

lorsque les variations de tension ne sont pas faibles :

∂ 2u

∂ t 2
−

�

1

m
+
σE

τ0m L

∫ L

0

u 2 d x

�

∂ 2u

∂ x 2
= 0. (3)

Le cadre abstrait du modèle de Kirchhoff a été proposé dans [32] sous le forme suivante :































∂ 2u
∂ t 2 −M
�∫

Ω
|∇u (x , t )|2
�

∆u = f dansΩ× ]0, T [,

u = 0 dans ∂ Ω× ]0, T [,

u (0) = u0, u ′(1) = u1,

où M : [0,+∞[−→R est une fonction continue telle que M (s )≥ c > 0 pour tout s ≥ 0, et Ω

est un ouvert borné de RN , avec une frontière régulière.

Dans [1], il a été signalé que le problème (P1) pourrait modéliser plusieurs systèmes

physiques, où u décrit un processus qui dépend de la moyenne de lui-même. L’effet non

local (présence du terme M
�∫

Ω
|∇u |2
�

) trouve également ses applications dans les systèmes

biologiques. La version parabolique du problème (P1)peut être utilisé pour décrire la crois-

sance d’une espèce particulière (par exemple des bactéries).

Dans le cas où la fonction a ne dépend pas de x et l (u ) =

∫

Ω

u (x ) d x , Le problème (P2)

a été proposé par Chipot-Lovat [20]. Plus précisément, ils ont étudié le problème suivant :















M
�∫

Ω
u (x ) d x
�

∆u = f dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω,

et sa version parabolique :
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(P3)































∂ u
∂ t −M
�∫

Ω
u (x , t ) d x
�

∆u = f dansΩ× ]0, T [,

u (x , t ) = 0 sur ∂ Ω× ]0, T [,

u (x , 0) = u0 dansΩ.

Les auteurs de ce travail ont signalé que le problème (P3) se présente dans diverses

situations. Par exemple, la fonction inconnue u pourrait décrire la densité d’une popu-

lation (par exemple de bactéries). Le coefficient de diffusion a est alors censé dépendre

de l’ensemble de la population du domaine plutôt que de la densité locale c’est-à-dire les

mouvements sont guidés en tenant compte de l’état global du support. Une autre expli-

cation de la l’importance d’un tel modèle réside dans le fait que les mesures qui servent à

déterminer les constantes physiques ne sont pas faites en un point mais représentent une

moyenne dans un voisinage d’un point de sorte que ces constantes physiques dépendent

de moyennes locales.

Ce travail a été généralisé par la suite par Chipot-Lovat [21] au problème suivant

(P4)































∂ u
∂ t −M (l (u (., t )))∆u = f dansΩ× ]0, T [,

u (x , t ) = 0 sur ∂ Ω× ]0, T [,

u (x , 0) = u0 dansΩ,

où l est une forme linéaire continue sur L 2(Ω). Les auteurs de ce modèle ont mentionné que

dans le cas où l (u (., t )) =
∫

Ω′
u (x , t )d x , avecΩ′ est un sous-domaine deΩ, le problème (P4)

pourrait modéliser une migration de population (par exemple des bactéries dans un réci-

pient). Le terme non local M
�∫

Ω′
u (x , t )d x
�

signifie que la vitesse de la migration dépend

de la population totale dans un sous-domaine Ω′.

Ce mémoire est composé de cinq chapitres. Le premier est entièrement consacré à l’ex-

posé des définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail. L’objectif du deuxième

chapitre est de présenter les espaces de Lebesgue et ceux de Sobolev à valeurs vectorielles.

Dans le troisième chapitre, on prouve un résultat d’existence et d’unicité pour un cadre gé-

néral d’un problème parabolique linéaire. Le quatrième chapitre est consacré pour l’étude

du problème (P1)moyennant un théorème de point fixe. Dans le cinquième chapitre, on a

3



utilisé deux méthodes pour attaquer le problème (P2) ; la première est la méthode de com-

pacité (théorème du point fixe de Schauder), la deuxième est la méthode de Galerkin.
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Chapitre

PRÉLIMINAIRES 1
Sommaire

1 Espaces de Lebesgue 5
2 Espace de Sobolev H 1(Ω) 7
3 Quelques théorèmes utiles 9

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-
cessaires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et
quelques théorèmes sur les espaces fonctionnels et les espaces des mesures de Radon, en-
suite nous donnons quelques définitions et résultats sur les opérateurs.

1.1 Espaces de Lebesgue

DÉFINITION 1.1

On définit l’espace de Lebesgue L p (Ω) par :
Pour 1≤ p <+∞

L p (Ω) =

�

u :Ω−→R mesurable,

∫

Ω

|u (x )|p d x <+∞
�

,

muni de la norme

∥u∥L p (Ω) =

�∫

Ω

|u (x )|p d x

�
1
p

.

Pour p =+∞

L∞(Ω) =
§

u :Ω−→R mesurable, sup
x∈Ω

ess|u (x )|<+∞
ª

,

muni de la norme
∥u∥L∞(Ω) = sup

x∈Ω
ess|u (x )|.

L p (Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞ et de Hilbert Pour p = 2 muni de
produit scalaire

( f , g ) =

∫

Ω

f (x )g (x ) d x .

5



Préliminaires

PROPOSITION 1.1 – Complétude, séparabilité et dualité de l’espace L p (Ω)[3]. Les
assertions suivantes sont vraies.

1. L p (Ω) est séparable pour 1≤ p <+∞ et réflexif pour 1< p <+∞.

2. Le dual de L p (Ω) pour 1≤ p <+∞ est isomorphe à L q (Ω) avec 1
p +

1
p ′ = 1.

3. L 1(Ω) est séparable, ni réflexif et son dual est L∞(Ω).

4. L∞(Ω) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L 1(Ω).

PROPOSITION 1.2 – Inégalité de Young [3]. Soient p et q deux réels strictement po-
sitifs tels que 1

p +
1
q = 1. Pour tout réel positif a et b , on a

a b ≤
1

p
a p +

1

q
b q .

PROPOSITION 1.3 – Inégalité de Hölder [3]. Soient f ∈ L p et g ∈ L p ′ avec 1≤ p ≤∞
et 1

p +
1

p ′ = 1. Alors f g ∈ L 1(Ω) et

∫

| f g | ≤ ∥ f ∥L p ∥g ∥L p ′ (Ω).

PROPOSITION 1.4. Soit 1≤ p ≤ q ≤+∞, Si |Ω|<+∞ alors L q (Ω)⊂ L p (Ω).

DÉFINITION 1.2: Convergence forte, convergence faible dans L p (Ω)

Soient p ∈ [1,∞[ ,et
�

fn , f
	

une famille de L p (Ω).

• on dit que fn converge fortement vers f dans L p (Ω) et on note fn → f dans L p (Ω)
si lim

n→+∞
∥ fn − f ∥L p (Ω) = 0 .

• on dit que fn converge faiblement vers f dans L p (Ω) et on note fn * f dans

L p (Ω) si lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L q .

• on dit que fn converge faible ∗ vers f dans L∞(Ω) et on note fn
∗
* f dans L∞(Ω)

si lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L 1.

6



Espace de Sobolev H 1(Ω)

PROPOSITION 1.5 – Lemme de Fatou [11]. Soit ( fn )n une suite de fonction mesu-
rable, à valeurs dans [0,+∞[ on a

∫

Ω

lim inf
n−→+∞

fn (x ) d x ≤ lim inf
n−→+∞

∫

Ω

fn (x ) d x .

PROPOSITION 1.6 – Théorème de convergence dominée [11]. Soit 1 ≤ p < +∞ et
( fn )n ⊂ L p (Ω) et f ∈ L p (Ω). On suppose que,

1. fn −→ f p.p dans Ω.

2. il existe g ∈ L p (Ω) telle que pour tout n ∈N on a | fn | ≤ g p.p dans Ω .

Alors

fn → f fortement dans L p (Ω).

THÉORÈME 1.1 (Théorème de Convergence dominée de Lebesgue généralisé[28]):
Soit
�

fn

	

une suite des fonctions mesurables sur E qui convergent ponctuellement

p .p dans E à f . Supposons qu’il existe une suite des fonctions
�

gn

	

intégrables
sur E qui convergent ponctuellement p .p dans E à g tel que

| fn | ≤ gn dans E ∀n ∈N

si

lim
n→+∞

∫

E

gn =

∫

E

g <∞ alors lim
n→+∞

∫

E

fn =

∫

E

f

1.2 Espace de Sobolev H 1(Ω)

DÉFINITION 1.3

On définit l’espace de Sobolev H 1(Ω), par :

H 1(Ω) = {u ∈ L 2(Ω), ∇u ∈ (L 2(Ω))N }

muni de la norme

∥u∥H 1(Ω) =
�

∥u∥2L 2(Ω)+ ∥∇u∥2L 2(Ω)

�
1
2

.

et le produit scalaire

(u , v )H 1(Ω) = (u , v )L 2(Ω)+ (∇u ,∇v )L 2(Ω)

.

7



Préliminaires

PROPOSITION 1.7. L’espace H 1(Ω) est un espace de Hilbert séparable et réflexif.

DÉFINITION 1.4

On note H 1
0 (Ω) la fermeture deD(Ω) dans H 1(Ω), (c’est-à-dire H 1

0 (Ω) :=D(Ω)
H 1(Ω)

) avec

H 1,
0 (Ω) = {u ∈H 1(Ω), u|∂ Ω = 0}.

DÉFINITION 1.5: Convergence faible, convergence forte dans H 1(Ω)

Soient
�

fn , f
	

une famille de H 1(Ω).

• on dit que fn converge fortement vers f dans H 1(Ω) et on note fn → f dans
H 1(Ω) si

fn → f dans L 2(Ω) et ∇ fn →∇ f dans L 2(Ω)

• on dit que fn converge faiblement vers f dans H 1(Ω) et on note fn * f dans
H 1(Ω) si

fn * f dans L 2(Ω) et ∇ fn *∇ f dans L 2(Ω)

PROPOSITION 1.8 – Injéction de Rellich [12]. Soit Ω un ouvert borné de RN et de
classeC 1 , alors de toute suite bornée de H 1(Ω), on peut extraire une sous-suite conver-
gente dans L 2(Ω) (on dit que l’injection canonique de H 1

0 (Ω) dans L 2(Ω) est compacte).

PROPOSITION 1.9 – Inégalité de Poincaré [8]. On suppose queΩ est un ouvert borné
dans une direction de RN alors, il existe une constante positive C =C (N ,Ω) telle que :

∥u∥L 2 ≤C ∥∇u∥L 2 , ∀u ∈H 1
0 (Ω)

par conséquence l’application u 7→ ∥∇u∥L 2 définie une norme sur H 1
0 (Ω), équivalente à

la norme usuelle.

THÉORÈME 2.1: Supposons que Ω ∈ Rn soit un domaine borné de Lipschitz qui satisfait
une condition de boule externe uniforme. Alors l’espace H 2 ∩H 1

0 (Ω) devient un espace
de Hilbert lorsqu’il est doté du produit scalaire

(u , v )→
∫

Ω

∆u∆v d x ∀u , v ∈H 2 ∩H 1
0 (Ω).

Ce produit scalaire induit une norme équivalente à ∥.∥H 2

8



Quelques théorèmes utiles

Preuve.

Voir [25, theorem 2.31, p. 53].

1.3 Quelques théorèmes utiles

THÉORÈME 3.1 (Point fixe de Schauder [13]):
Soit V un espace de Banach, K un sous-ensemble convexe fermé de V et S une ap-

plication continue de K dans K telle que S (k ) est relativement compact, alors S admet
au-moins un point fixe dans K .

Le théorème suivant donne l’existence des solutions pour les systèmes d’équations dif-
férentielles linéaires. C’est une généralisation du théorème de Cauchy-Lipschitz.

THÉORÈME 3.2 (Théorème de Peano[17]): Soient O et Ω deux ouverts de R et Rn respecti-
vement avec (t0, u0) ∈O ×Ω, et soit f : O ×Ω→Rn une fonction continue. Alors, il existe
un voisinage I de t0 dans O , et une fonction u : I →Ω solution de problème de Cauchy







u ′(t ) = F (t , u (t )).

u (t0) = u0.
(1.1)

Plus précisément, si ]t0−α, t0+α[×B (u0, r ) a son adhérence incluse dans O ×Ω et si

Mα< r avec M = sup{∥ f (t , u )∥\(t , u ) ∈ ]t0−α, t0+α[×B (u0, r )},

alors il existe une solution définie sur I = ]t0−α, t0+α[.

9



Chapitre

ESPACES DE BOCHNER-SOBOLEV 2
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Dans ce qui suit I désigne un intervalle borné deR, V désigne un espace de Banach et
V ′ son dual topologique.

2.1 Espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles

2.1.1 Mesurable au sens de Bochner

DÉFINITION 2.1: (Fonction simple [14])

On dit que u : I → V est une fonction simple si elle ne prend qu’un nombre fini de
valeurs vi ∈V et Ai := u−1(vi ) est mesurable au sens de Lebesgue.

DÉFINITION 2.2: (Mesurabilité au sens de Bochner [14])

On dit que u : I → V est mesurable au sens de Bochner si elle est une limite simple
(pour la topologie forte de V ) d’une suite (un )n∈N de fonctions simples ; c’est à dire

un (t )→ u (t ) fortement dans V pour tout t ∈ I .

THÉORÈME 1.1 (Pettis [38] ): Soit u : I → V . Si V est séparable, alors u est mesurable au
sens de Bochner si et seulement si elle est faiblement mesurable au sens suivant :

〈 f , u (.) 〉V ′×V est mesurable au sens de Lebesgue pour tout f ∈V ′.

10



Espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles

2.1.2 Intégrabilité au sens de Bochner

DÉFINITION 2.3: (Intégrale de Bochner d’une fonction simple [14])

Soit u : I = ]0, T [ → V une fonction simple. On définit l’intégrale de Bochner de la
fonction u par :

∫ T

0

u (t )d t :=
∑

finie

|Ai |vi .

DÉFINITION 2.4: Intégrabilité au sens Bochner [14]

Soit u : I = ]0, T [→ V une fonction mesurable au sens de Bochner. On dit que u est
Bochner intégrable si

lim
n→∞

∫ T

0

∥u (t )−un (t )∥V d t = 0.

Dans ce cas la limite

∫ T

0

u (t )d t := lim
n→∞

∫ T

0

un (t )d t ,

existe et est indépendante du choix particulier de la suite (un )n∈N. De plus, si V est
séparable, alors une fonction u mesurable (au sens de Bochner) est intégrable au sens
Bochner si et seulement si ∥u (.)∥V est intégrable au sens de Lebesgue.

2.1.3 Espaces de Lebesgue L p (0, T ; V )

DÉFINITION 2.5: [40, 44]

On définit l’espace de Lebesgue L p (0, T ; V ) par :

1. Pour 1≤ p <+∞

L p (0, T ; V ) =

¨

u : ]0 , T [−→V mesurable,

∫ T

0

∥u (t )∥pV d t <+∞

«

,

muni de la norme

∥u∥L p (0,T ;V ) =

�

∫ T

0

∥u (t )∥pV d t

�
1
p

,

2. pour p =+∞ par :

11



Espaces de Bochner-Sobolev

L∞(0, T ; V ) =
�

u :−→V mesurable; ∃C > 0, ∥u (t )∥V ≤C p .p .t ∈ ]0 , T [
	

,

muni de la norme

∥u∥L∞(0,T ;V ) = inf
�

C > 0; ∥u (t )∥V ≤C p .p .t ∈ ]0 , T [
	

.

THÉORÈME 1.2 (Complétude): Pour tout 1≤ p ≤+∞ l’espace L p (0, T ; V ) est de Banach.

Preuve.

Voir [40, Satz 1.24, page 40] et [7, Satz 1.11, page 127]

PROPOSITION 2.1. [44] L’ensemble P de tous les polynômes p : [0, T ]→V coefficients
dans V , est dense dans L p (0, T ; V ).

THÉORÈME 1.3 (Densité[44]): Pour tout 1 ≤ p < +∞ l’espace C ([0, T ]; V ) est dense dans
L p (0, T ; V ).

Preuve.

Montrer d’abord que l’ensemble de toutes les fonctions échelonnées est dense dans
L p (0, T ; V ). En fait, il résulte de la définition de l’intégrale de Lebesgue que pour
chaque u ∈ L p (0, T ; V ), il existe une suite (un ) de fonctions échelons telle que

un (t )→ u (t ) p.p t ∈ [0, T ].

En prenant

vn (t ) =

¨

un (t ) si ∥un (t )∥ ≤ 2∥u (t )∥.
0 sinon.

On obtient
∫ T

0

∥u (t )− vn (t )∥p d t → 0.

Par le principe de convergence majoritaire 1.1.

THÉORÈME 1.4 (Séparabilité[44]): Si V est séparable alors pour tout 1≤ p <+∞ l’espace
L p (0, T ; V ) est séparable.

12



Espaces de Lebesgue à valeurs vectorielles

Preuve.

On suppose que V est séparable. Choisissant un ensemble M au plus dénombrable
(i.e., fini ou dénombrable), qui est dense dans V . Soit P l’ensemble de tous les po-
lynômes p : [0, T ] → V coefficients dans M . Un argument d’approximation simple
montre que P est dense dans L p (0, T ; V ) par (2.1).

THÉORÈME 1.5 ([29]): Si V s’injecte continûment dans un espace de Banach W , p , r ∈
[1,+∞], p ≤ r , alors L r (0, T ; V ) s’injecte continûment dans L p (0, T ; W ).

Preuve.

Soit f ∈ L r (0, T ; V ). Puisque V s’injecte continûment dans W , en utilisant l’inégalité
de Hölder , nous avons

�

∫ T

0

∥ f (t )∥pW d t

�
1
p

≤ c1

�

∫ T

0

∥ f (t )∥pV d t

�
1
p

≤

�

∫ T

0

∥ f (t )∥rV d t

�
1
r

.

pour certains c1, c2 > 0. Donc L r (0, T ; V ) s’injecte continûment dans L p (0, T ; W ).

2.1.4 Espace dual de L p (0, T ; V )

THÉORÈME 1.6 (Théorème de représentation de Riesz [43]): Si 1≤ p <+∞, l’espace dual de
L p (0, T ; V ) contient toujours L p ′(0, T ; V ′) et l’égalité tient si V ′ est séparable, le crochet
de la dualité étant donnée par la formule




g , u
�

L p ′ (0,T ;V ′)×L p (0,T ;V )
=

∫ T

0




f (t ), u (t )
�

V ′×V
d t .

Ainsi, si 1< p <+∞ et V est réflexif et séparable, alors L p (0, T ; V ) est réflexif.

Preuve.

Voir [43, Proposition 1.38., p. 23].

PROPOSITION 2.2 – Inégalité de Hölder [44]. Si u ∈ L p (0, T ; V ) et v ∈ L p ′(0, T ; V ′),
alors
∫ T

0

|〈v (t ), u (t )〉|V ′×V d t ≤

�

∫ T

0

∥v (t )∥p
′

V ′d t

�
1

p ′
�

∫ T

0

∥u (t )∥pV d t

�
1
p

.
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Espaces de Bochner-Sobolev

2.2 Dérivation faible

DÉFINITION 2.6

Soient V ⊂ W (avec injection continue) deux espaces de Banach, 1 ≤ p , q ≤ +∞.
Nous disons qu’une fonction u ∈ L p (0, T ; V ) a une dérivée faible dans L q (0, T ; W ) s’il
existe une fonction g ∈ L q (0, T ; W ) telle que

∫ T

0

ϕ′(t )u (t )d t =−
∫ T

0

ϕ(t )g (t )d t , ∀ϕ ∈D(]0 , T [).

(Cette égalité a lieu en W ). Si une telle fonction g existe, il est unique et nous notons

d u

d t
= g .

2.3 Espaces de Sobolev à valeurs vectorielles

2.3.1 Notions générales

DÉFINITION 2.7

Soit p ∈ [1,+∞], nous définissons l’espace

W 1,p (0, T ; V ) =
§

u ∈ L P (0, T ; V ); u ′ =
d u

d t
∈ L P (0, T ; V )
ª

,

muni de la norme

∥u∥W 1,p (0,T ;V ) = ∥u∥L p (0,T ;V )+ ∥u ′∥L p (0,T ;V ).

THÉORÈME 3.1 ([27]): Pour tout p ∈ [1,+∞], W 1,p (0, T ; V ) est un espace de Banach.

Preuve.

Soit (un )n≥1 une suite de Cauchy dans W 1,p (0, T ; V ), comme pour tous n ≥ 1 et m ≥ 1,
on a

∥un −um∥L p (0,T ;V ) ≤ ∥un −um∥W 1,p (0,T ;V ) et ∥u ′n −u ′m∥L p (0,T ;V ) ≤ ∥un −um∥W 1,p (0,T ;V ),

Les suites (un )n≥1 et (u ′n )n≥1 sont de Cauchy dans L p (0, T ; V ) et convergent donc dans
cet espace, on note u et v leurs limites respectives.
Mais la convergence de (un )n≥1 vers u dans L p (0, T ; V ) entraine la convergence dans

14



Espaces de Sobolev à valeurs vectorielles

D(0, T ; V ). et on a donc

u ′n → un dans L p (0, T ; V ),

u ′n → v dans W 1,p (0, T ; V ).

Ce qui donne u ′ = v ∈ L p (0, T ; V ). Ainsi u ∈W 1,p (0, T ; V ).et

∥un −u∥W 1,p (0,T ;V ) = ∥un −u∥L p (0,T ;V )+ ∥un − v ∥L p (0,T ;V )→ 0.

Donc la suite (un )n≥1 converge dans W 1,p (0, T ; V ), qui est donc complet.

LEMME 3.1 [27]

Si u ∈ W 1,p (0, T ; V ), alors u est continue sur ]0 , T [ et nous avons, pour tout t0, t ∈
]0 , T [

u (t ) = u (t0) +

∫ t

t0

u ′(s )d s .

Remarque 2.1. Puisque u ′ ∈ L p (0, T ; V )⊂ L 1
l o c (0, T ; V ), l’intégrale ci-dessus a bien un sens.

Preuve.

Soit g (t ) =

∫ t

t0

u ′(s )d s , comme u ′ ∈ L 1
l o c (0, T ; V ), g est continue si

tn → t∞ dans ]0 , T [.

Alors pour n assez grand, (tn ) demeure dans un compact [T0, T1] de ]0 , T [ et

∥g (tn )− g (t∞)∥V =









∫ tn

t∞

u (s )d s









V
≤
�

�

�∥
∫ tn

t∞

u (s )d s∥V
�

�

�→ 0.

Puisque u ′ ∈ L 1 ([T0, T1]; v ), alors par le théorème de convergence dominée, on a donc
g ∈ L 1

l o c (0, T ; v ). Maintenant, on calcule la dérivée de g au sens deD ′ (0, T ; V ).
Si ϕ ∈D (]0 , T [), par le théorème de Fubini on a

〈g ′,ϕ〉D ′V ,D =−
∫ T

0

g (t )ϕ′(t )d t

=−
∫ T

t0

�

∫ T

0

1[t0,t ]u
′(s )ϕ′(t )d s

�

d t −
∫ t0

0

�

∫ T

0

1[t ,t0]u
′(s )ϕ′(t )d s

�

d t

=−
∫ T

t0

u ′(s )

�

∫ T

s

ϕ′(t )d t

�

d s +

∫ t0

0

u ′(s )

�∫ s

0

ϕ′(t )d t

�

d s

=

∫ T

t0

u ′(s )ϕ(s )d s +

∫ t0

0

u ′(s )ϕ(s )d s =

∫ T

0

u ′(s )ϕ(s )d s .

Donc g ′ = u ′. Ainsi, il existe un vecteur a de V tel que

u = a + g dansD ′ (0, T ; V ) .

Par conséquent

15



Espaces de Bochner-Sobolev

u = g p.p dans L 1
l o c (0, T ; V ) .

Mais g est continue, donc u est (égale presque partout à) une fonction continue et on

a bien u (t ) = a +

∫ t

t0

u ′(s )d s , avec a = u (t0)−
∫ t0

t0

u ′(s )d s = u (t0).

Alors

u (t ) = u (t0) +

∫ t

t0

u (s )d s .

Convention 2.1. Nous identifions l’espace L 2(0, T ; L 2(Ω)) avec

L 2(Q ) = L 2(Ω× ]0 , T [) =

¨

ũ :Ω× ]0 , T [−→R;

∫ T

0

∫

Ω

|ũ (x , t )|2d x d t <+∞

«

,

par l’isomorphisme naturel ũ 7→ u : ũ (x , t ) = [u (t )](x ). Également, L 2(0, T ; H 1(Ω)) est iden-
tifié par cet isomorphisme avec

H 1(Q ) =

¨

ũ :Ω× ]0 , T [−→R;

∫ T

0

∫

Ω

|ũ (x , t )|2d x d t +

∫ T

0

∫

Ω

|∇ũ (x , t )|2d x d t <+∞

«

.

DÉFINITION 2.8: Triplet d’évolution

Soit V un espace de Banach réflexif contenu dans un espace de Hilbert H , V ⊂H avec
injection continue, V étant dense dans H ; identifiant H à son dual et V ′ désignant
le dual de V , nous pouvons alors identifier H à un sous-espace de V ′ de sorte que
V ⊂H ⊂V ′. Dans ce cas (V , H , V ′) est appelé triplet d’évolution.

Remarque 2.2. Pour un triplet d’évolution (V , H , V ′) le crochet de dualité



ϕ, v
�

pourϕ ∈V ′

et v ∈ V est considéré comme une extension continue du produit scalaire sur H , c’est à dire,
si ϕ ∈V ′ ∩H , alors




ϕ, v
�

=
�

ϕ, v
�

H
.

2.3.2 Espace de Sobolev H 1(0, T ; V , V ′)

THÉORÈME 3.2 ([24]): L’espace

H 1(0, T ; V , V ′) =
§

u ∈ L 2(0, T ; V ); u ′ =
d u

d t
∈ L 2(0, T ; V ′)
ª

est de Hilbert que l’on munit de la norme

∥u∥1 = ∥u∥2L 2(0,T ;V )+ ∥u
′∥2L p ′ (0,T ;V ′).
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Preuve.

Soit un une suite de Cauchy dans H 1(0, T ; V , V ′). Alors un est une suite de Cauchy
dans L 2(0, T ; V ) et (un )t est une suite de Cauchy dans L 2(0, T ; V ′). Ainsi, il existe u ∈
L 2(0, T ; V ), u ′ ∈ L 2(0, T ; V ′) tels que

un → u dans L 2(0, T ; V )

(un )t → u ′ dans L 2(0, T ; V ′).

Bien sûr un → u dans D ′(0, T ; V ) et dans D ′(0, T ; V ′) et donc (un )t →
ut dans D ′(0, T ; V ′). Cela implique que u ′ = ut et la preuve du théorème est ter-
minée puisqu’il est facile de montrer que un → u dans H 1(0, T ; V , V ′).

THÉORÈME 3.3 (Density[24]): L’espaceD([0, T ]; V ) est dense dans H 1(0, T ; V , V ′).

Preuve.

Tout d’abord, on suppose que a =−∞, b =+∞ ; c’est-à-dire on veut démontrer que
D(R; V ) est dense dans H 1(−∞,+∞; V , V ′). Soit u ∈ H 1(−∞,+∞; V , V ′). On peut
approcher u par des fonctions à support compact dans H 1(−∞,+∞; V , V ′). En effet,
soit ϱ ∈D(R) une fonction régulière telle que

ϱ(t ) =

¨

1 x ∈ [−1, 1],
0 x /∈ [−2, 2].

(2.1)

On définit la suite tronquante

un (t ) =ϱ(
1

n
)u (t ) pour tout n ∈N.

Ainsi, on a

un → u dans H 1(−∞,+∞; V , V ′).

Alors, sans perte de généralité, on peut supposer que u à support compact. Soit ϱ ∈
D(R) telle que

ϱ ≤ 0

∫

R
ϱ(t )d t = 1.

On définit la suite régularisante (ρϵ)ϵ>0 par

ϱϵ(t ) =
1

ϵ
ϱ(

1

ϵ
).

Il est facile de prouver que

uϵ =ϱϵ ∗u (t )→ u dans H 1(−∞,+∞; V , V ′).

Passons maintenant à H 1(a ,+∞; V , V ′), avec a >−∞. Alors, siψh désigne un fonc-
tion régulière telle que

ψh (t ) =

¨

1 si t ≥ a − h
2 ,

0 si t < a −h ,
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où h est un nombre positif. Il est facile de voir que la fonction

uh (t ) =ψh (t )u (t +h )

appartenant à H 1(−∞,+∞; V , V ′) et que

uh → u dans H 1(−∞,+∞; V , V ′) lorsque h→ 0.

Ainsi, l’espaceD([a ,+∞[ ; V ) est dense en H 1(a ,+∞; V , V ′).
En raisonnant de la même manière pour H 1(−∞, b ; V , V ′) avec b <+∞.

Soient θ1 et θ2 deux fonctions régulières telles que















θ1 = 0 dans ]−∞, a ] ,

θ2 = 0 dans [b ,+∞[ ,

θ1+θ2 = 1 dans [a , b ].

Alors, il est facile de vérifier que u1 ∈H 1(−∞, b ; V , V ′), u2 ∈H 1(a ,+∞; V , V ′) et

u = θ1u +θ2u = u1+u2,

Finalement, obtient le résultat voulu, en approchant u1 et u2 comme précédemment.

LEMME 3.2 [24]

Il existe un opérateur de prolongement linéaire et continu, que l’on note P , de
H 1(0, T ; V , V ′) dans H 1(−∞,+∞; V , V ′) tel que

P u = u p .p t ∈ [0, T ] ∀u ∈H 1(0, T ; V , V ′).

THÉORÈME 3.4 ([24]): L’injection H1(0, T ; V , V ′)⊂C ([0, T ]; H ) est continue.

Preuve.

Soient u ∈ H 1(0, T ; V , V ′) et P u ∈ H 1(−∞,+∞; V , V ′) le prolongement introduit
dans lemme 3.2. Soit (ϕn ) une suite deD(R, V ) telle que

ϕn → P u dans H 1(−∞,+∞; V , V ′).

Ensuite, on a

1

2

d

d t
|ϕn (x )|2 =
�

dϕn

d t
,ϕn

�

=
¬ϕn

d t
,ϕn

¶

≤ ∥ϕ′n∥∥ϕn∥.

(la dualité entre parenthésés est la dualité V −V ′ : note pour deux vecteur de V ,V ,→
H ,→ V ′ on a (u , v ) = 〈u , v 〉 en l’identifiant u avec la forme linéaire v → (u , v ) qui il
définit sur V dans V ′ ).

En intégrant sur ]−∞ , t [, on obtient

|ϕn (t )|2 ≤ 2

∫ t

−∞
∥ϕ′n∥∥ϕn∥d t .
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En utilisant l’inégalité de Young , il s’ensuit que

|ϕn (t )|2 ≤ ∥ϕ′n∥L 2(−∞,+∞,V ′)+ ∥ϕn∥L 2(−∞,+∞,V ).

Par conséquent,

|ϕn (t )|2 ≤ ∥ϕn∥2H 1(−∞,+∞;V ,V ′) ∀t ∈R. (2.2)

Ainsi si l’on applique cette inégalité à ϕn −ϕ, on voit que ϕn est une suite de Cauchy
dansC ((−∞,+∞), H ) donc converge uniformément dans cet espace. Ceci que P u ∈
C ((−∞,+∞), H ) l’implique donc u ∈ C ([0; T ], H ) et en passant à la limite en (2.2)
on obtient

|u |C ((−∞,+∞),H ) ≤ ∥P u∥H 1(−∞,+∞;V ,V ′) ≤C ∥u∥H 1(0,T ;V ,V ′).

Ce qui prouve que L’injection H1(0, T ; V , V ′)⊂C ([0, T ]; H ) est continue.

THÉORÈME 3.5 (Formule d’intégration par parties[24]): Si u , v ∈ H1(0, T ; V , V ′) et si t1, t2 ∈
]0 , T [, on a alors la formule d’intégration par parties

(u (t2), v (t2))H − (u (t1), v (t1))H =

∫ t2

t1

�


u ′, v
�

+



v ′, u
��

d t .

Preuve.

Soient u et v deux élément deD ([t1, t2; V ]). On a

∫ t2

t1

�

u ′, v
�

+
�

v ′, u
�

d t =

∫ t2

t1

d

d t
(u (t ), v (t )) d t = (u (t2), v (t2))− (u (t1), v (t1)) . (2.3)

Ensuite, le résultat suit par la densité de l’espaceD ([t1, t2; V ]) dans H 1 (0, T ; V , V ′).

THÉORÈME 3.6 ([24]): Si u ∈H1(0, T ; V , V ′), alors pour tout v ∈V , on a

d

d t
〈u (.), v 〉= 〈

∂ u

∂ t
, v 〉 dansD ′(]0 , T [).

En particulier, on a

1

2

d

d t
∥u (t )∥2H =



u ′(t ), u (t )
�

p .p t ∈ [0, T ].

Preuve.

Soit ϕ ∈D (0, T ) , d’apprêt (2.3) on a
∫ T

0

〈u ′(t ), w (t )〉d t +

∫ T

0

〈w ′(t ), u (t )〉d t = u (T )w (T )−u (0)w (0).

On prendre w = vϕ(t ) ∈D (0, T ), on a
∫ T

0

〈u ′(t ), vϕ(t )〉d t +

∫ T

0

〈vϕ′(t ), u (t )〉d t = u (T )v (T )ϕ(T )−u (0)v (0)ϕ(0).
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Alors
∫ T

0

〈u ′, v 〉ϕ(t )d t =−
∫ T

0

〈v, u〉ϕ′(t )d t ∀v ∈V .

D’où le résultat.

2.3.3 Lemme de Compacité

THÉORÈME 3.7 (Aubin-Lions [10, 42, 19]): Soient V0, V et V1 trois espaces de Banach, tels
que V0 ⊂ V ⊂ V1. On suppose de plus que V0 ,→ V est compacte V ,→ V1 est continue.
Soient 1≤ p , q <∞ et 1< q <∞, Nous supposons que V0, V1 sont réflexifs.

On définit l’espace

W = {u ∈ L p (0, T ; V0), u ′ ∈ L q (0, T ; V1)}.

Alors l’injection W ,→ L p (0, T ; V ) est compacte.

PROPOSITION 2.3 – Bochner[6]. Si f un fonction f : (0, T )→ X est fortement mesu-
rable alors

¬

u ,

∫ T

0

f (t )d t
¶

=

∫ T

0

〈u , f (t )〉d t ∀u ∈ X ′

THÉORÈME 3.8 (Continuité de la dérivation faible [6]): Si (un ) une suite de L 2(0, T ; H 1
0 (Ω))

vérifiant






un → u faiblement dans L 2(0, T ; H 1
0 (Ω)),

u ′n → v faiblement dans L 2(0, T ; H −1(Ω)),
(2.4)

alors v = u ′.

Preuve.

Soit (un ) une suite de L 2(0, T ; H 1
0 (Ω)) satisfaisant (2.4). Soit ϕ ∈ D ′(0, T ) et w ∈H 1

0 (Ω).
Prenant g = ϕ(t )w , alors g ∈ L 2(0, T ; H 1

0 (Ω)). D’après la définition de la dérivation
faible, il s’ensuit que

∫ T

0

〈u ′n ,ϕw 〉d t =−
∫ T

0

〈un ,ϕ′w 〉d t . (2.5)

En utilisant (2.4), on peut passer à la limite dans (2.5) pour obtenir

∫ T

0

〈v,ϕw 〉d t =−
∫ T

0

〈u ,ϕ′w 〉d t . (2.6)

D’après la proposition 2.3, il découle que

∫ T

0

〈u ,ϕ′w 〉d t =

∫ T

0

〈uϕ′, w 〉d t = 〈
∫ T

0

u (t )ϕ′(t )d t , w 〉. (2.7)
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Puis on remarque que

∫ T

0

〈v,ϕw 〉d t =

∫ T

0

〈vϕ, w 〉d t . (2.8)

En combinant (2.6), (2.7) et (2.8), il vient

〈
∫ T

0

u (t )ϕ′(t )d t , w 〉= 〈−
∫ T

0

v (t )ϕ(t )d t , w 〉 ∀w ∈H 1
0 (Ω).

Par conséquent,

∫ T

0

u (t )ϕ′(t ) =−
∫ T

0

v (t )ϕ(t )d t ∀ϕ ∈D ′(0, T ).

Ce qui signifie que v = u ′.
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Soit Ω un domaine de RN . Pour T > 0, On note Q le cylindre Ω× ]0, T [ et Σ sa surface
latérale ∂ Ω× ]0, T [. On considère le problème parabolique linéaire suivant















ut −∆u = f dans Q ,

u = 0, sur Σ,

u (0) = u0, dans Ω,

(3.1)

où u = u (x , t ) est une fonction sur Q à valeurs dans R, u0 et f sont des fonctions don-
nées telles que

u0 ∈ L 2(Ω), f ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

. (3.2)

Remarque 3.1. Le première équation du problème (3.1) est connue sous le nom de l’équation
de la chaleur. Elle est utilisée pour modéliser le transfert de chaleur par conduction.

DÉFINITION 3.1

Une fonction u est dite solution faible au problème (3.1) si



















u ∈ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

∩C
�

[0, T ]; L 2(Ω)
�

, ut ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

,

u (0) = u0,

〈ut , v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)
+

∫

Ω

∇u ·∇v d x = 〈 f , v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)

dansD ′ (]0, T [) ∀v ∈H 1
0 (Ω).

(3.3)

3.1 Cadre général

Soit (V , H , V ′)un triplet d’évolution, V étant séparable. Pour t ∈ ]0, T [, on note a (t ; u , v )
une forme bilinéaire sur V avec la suivante propriétés :
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Cadre général

∀u , v ∈V , t 7→ a (t ; u , v ) est mesurable, (3.4)

il existe deux constantes αβ > 0 telles que

|a (t ; u , v )| ≤β∥u∥∥v ∥ ∀u , v ∈V , p.p. t ∈ ]0, T [, (3.5)

et

|a (t ; u , u )| ≥α∥u∥2 ∀u ∈V , p.p. t ∈ ]0, T [. (3.6)

On se donne deux fonctions u0 et f telles que

u0 ∈H , f ∈ L 2
�

0, T ; V ′
�

. (3.7)

On peut maintenant donner le théorème d existence suivant

THÉORÈME 1.1 ([22]): Sous les hypothèses (3.4)–(3.7), il existe une solution unique au pro-
blème :

u ∈ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

, ut ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

,

u (0) = u0,

d

d t
(u , v )+a (.; u , v ) = 〈 f , v 〉 dans D ′ (]0, T [) ∀v ∈H 1

0 (Ω).

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Preuve.

La démonstration de l’existence de la solution du problème (3.1) est basée sur la mé-
thode de Faedo-Galerkin est l’une des techniques les plus efficaces pour déterminer
des solutions approximatives pour une équation différentielle donnée dans un es-
pace abstrait. Une suite de solutions approchées construites à partir de cette méthode
qui converge uniformément vers la solution exacte du problème donné. La méthode
de Faedo-Galerkin consiste à réaliser les trois étapes suivantes :

1- Rechercher de solutions approchées.

2- Établir des estimations à priori sur ces solutions approchées .

3- Passer à la limite dans le problème approché.

1. Construction d’une approximation de u . Pour cela soit w1, . . . , wn , . . . une base
de V , i.e. les vecteurs wi sont linéairement indépendants et l’espace vectoriel
engendré par ces vecteurs est dense dans V et également dans H puisque V
est dense dans H . Notant que la séparabilité de V assure l’existence d’une telle
base. Puisque u0 ∈H , alors

u n
0 =

n
∑

i=1

βi wi → u0 fortement dans L 2(Ω) lorsque n→∞, (3.11)

où βi = (u0, wi )L 2(Ω)

On affirme alors qu’il existe des fonctions α1(t ) . . . . . .αn (t ) définies sur ]0, T [ qui
sont des solutions du système différentiel linéaire
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Équations paraboliques linéaires

αi (0) =βi ∀i = 1, · · · , n .

un (t ) =
n
∑

i=1

αi (t )wi ,

�

u ′n (t ), w j

�

+a
�

t ; un (t ), w j

�

= 〈 f (t ), w j 〉 p.p. t ∈ ]0, T [ ∀ j = 1, · · ·n .

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Notant que l’équation (3.14) est également vraie dans D ′(]0, T [). Posant α(t ) =
�

α j (t )
�

1≤ j≤n
et F (t ) =
�

〈 f (t ), w j 〉
�

1≤ j≤n
alors on peut écrire (3.14) sous la forme

suivante :
α′(t ) = B (t )α(t ) +G (t ) (3.15)

où G (t ) =M −1 · F (t ) et B (t ) =−M −1 ·
�

a (t ; wi , w j )
�

i , j
avec M =
�

(wi , w j )
�

i , j
.

Puisque les coefficients de la matrice B (t ) sont L∞ (]0, T [) et G est un vec-
teur avec des composantes dans L 2 (]0, T [), alors α(t ) est la solution unique de
l’équation intégrale

α(t ) =α(0) +

∫ t

0

�

B (s ) ·α(s ) +G (s )
�

d s . (3.16)

2. Estimations à priori sur un . En multipliant chaque équation de (3.14) par x j (t )
et en sommant en j on obtient :

�

u ′n (t ), un (t )
�

+a (t ; un (t ), un (t )) =



f (t ), un (t )
�

ou bien

1

2

d

d t
|un (t )|2+a (t ; un (t ), un (t )) =




f (t ), un (t )
�

≤ ∥ f (t )∥∗ ∥un (t )∥ (3.17)

où ∥ · ∥∗. désigne la norme forte dans V ′. En utilisant (3.6), il découle que

1

2

d

d t
|un (t )|2+α∥un (t )∥2 ≤ ∥ f (t )∥ · ∥un (t )∥ .

On peut alors appliquer l’inégalité de Young

a b ≤
α

2
a 2+

1

2α
b 2 ∀a , b

afin d’obtenir

1

2

d

d t
|un (t )|2+α∥un (t )∥2 ≤

α

2
∥un (t )∥2+

1

2α
∥ f (t )∥2· .

Donc finalement

1

2

d

d t
|un (t )|2+

α

2
∥un (t )∥2 ≤

1

2α
∥ f (t )∥2∗ .

En intégrant entre 0 et t on obtient pour chaque t ∈ [0, T ] :

|un (t )|2

2
+
α

2

∫ t

0

∥un (s )∥2 d s ≤
|un (0)|2

2
+

1

2α

∫ t

0

∥ f (s )∥2∗d s .
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Cadre général

Or, nous avons vu (voir (3.11)) que

un (0)→ u0 dans H ,

de sorte que pour un C constant,

|un (0)| ≤C |u0| .

Ainsi, l’inégalité ci-dessus s’écrit, pour une autre constante C ,

|un (t )|2+α
∫ t

0

∥un (s )∥2 d s ≤C

�

|u0|2+
∫ t

0

∥ f (s )∥2∗d s

�

∀t ∈ [0, T ]. (3.18)

Pour une certaine constante C , on a obtenu

|un |L∞(0,T ;H ) , |un |L 2(0,T ;V ) ≤C . (3.19)

3. Passage à la limite . Avant de passer à la limite, on fait une remarque. Il résulte
de (3.5) que

v 7→ a (t ; u , v )

est une forme continue linéaire sur V pour p.p. t , et chaque u . Ainsi, d’après le
théorème de représentation de Riesz, il existe un élément que l’on notera A(t )u
dans V ′ tel que

a (t ; u , v ) = 〈A(t )u , v ) ∀u , v, p.p. t . (3.20)

Il n’est pas difficile de voir que pour les t , l’opérateur

u 7→ A(t )u

est linéaire de V dans V ′. De plus, grâce à (3.5), pour p.p. t

∥A(t )u∥∗ ≤M ∥u∥ ∀u ∈V . (3.21)

Il résulte donc de (3.19) que

|A(t )un |L 2(0,T ;V ′) ≤C (3.22)

pour une certaine constante C . En considérant (3.19), (3.22), on peut extraire
une sous-suite de un , notée toujours un , telle que

un * u dans L 2(0, T ; V ),
un * ū dans L∞(0, T ; H ) faible *,

A(t )un * ū dans L 2
�

0, T ; V ′
�

,

(3.23)

(3.24)

(3.25)

pour u , ū , ū appropriés. Mais il n’est pas alors difficile de montrer que

ū = u , ū = A(t )u . (3.26)
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En effet, si v ∈ L 2(0, T ; V ), alors v ∈ L 2(0, T ; H ) et

|v | ≤C ∥v ∥ ∀v ∈V . (3.27)

Ainsi, pour tout v ∈ L 2(0, T ; V ), d’après (3.24),

∫ T

0

(un , v ) d t →
∫ T

0

(ũ , v )d t .

Maintenant, pour v fixé

u 7→
∫ T

0

(u , v )

est une forme linéaire sur L 2(0, T ; V ), ceci est également dû à (3.27) et de (3.23)
on déduit

∫ T

0

(un , v ) d t →
∫ T

0

(u , v )d t .

Par conséquent
∫ T

0

(ū −u , v )d t = 0

pour chaque v ∈ L 2(0, T ; V ) et par densité de V dans H on conclut que u = ū .
Ensuite, pour v ∈ L 2(0, T ; V ) on a

∫ T

0

〈A(t )un , v 〉 d t →
∫ T

0

〈ū , v 〉d t .

Mais depuis
〈A(t )un , v 〉= a (t ; un , v ) .

Et puisque pour v fixé
t 7→ a (t ; ·, v ).

Appartient à L 2 (0, T ; V ′), on a aussi

∫ T

0

〈A(t )un , v 〉 d t →
∫ T

0

(A(t )u , v )d t .

Donc
∫ T

0

〈A(t )u , v 〉d t =

∫ T

0

〈ū , v 〉d t

pour tout v ∈ L 2(0, T ; V ) et ainsi on obtient (3.26). On a donc maintenant une
séquence un telle que

un * u dans L 2(0, T ; V ),

un * u dans L∞(0, T ; H ) faible *,

A(t )un * A(t )u dans L 2 (0, T ; V ′) ,

Et on aura terminé, à condition de montrer que u est une solution de (3.8)–
(3.10).
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4. u est une solution de (3.8)–(3.10). Soit v ∈ V . On peut alors clairement trouver
une suite

vn =
n
∑

j=1

αn
j w j

telle que vn → v in V et également dans H . Alors pour chaque ϕ ∈ D (]0, T [), il
vient

ϕ(t )vn →ϕ(t )v dans L 2(0, T ; V )

et aussi dans L 2(0, T ; H ). Maintenant, clairement, en multipliant chaque équa-
tion de (3.14) par ϕ(t )αn

j , en sommant et en intégrant sur ]0, T [ on obtient

∫ T

0

−
�

un (t ),ϕ
′(t )vn

�

+
�

A(t )un ,ϕ(t )vn

�

d t =

∫ T

0

�

f (t ),ϕ(t )vn

�

d t . (3.28)

En passant à la limite on obtient immédiatement

∫ T

0

−
�

u (t ),ϕ′(t )v
�

+a (t ; u ,ϕ(t )v )d t =

∫ t

0

( f (t ),ϕ(t )v )d t .

Cela peut aussi s’écrire

∫ T

0

−(u (t ), v )ϕ′+a (t ; u , v )ϕd t =

∫ T

0

〈 f (t ), v 〉ϕd t , (3.29)

c’est-à-dire que (3.10) est vraie. Il reste à montrer que

ut ∈ L 2
�

0, T ; V ′
�

, u (0) = u0.

Pour le premier point on remarque que (3.29) peut aussi s’écrire

d

d t
(u (t ), v ) = 〈 f (t )−A(t )u , v 〉 dansD ′ (]0, T [) ,

pour chaque v ∈V . Cela signifie également que

−
∫ T

0

(u (t ), v )ϕ′(t )d t =

∫ T

0

〈 f (t )−A(t )u , v 〉ϕ(t )d t ∀v ∈V , ∀ϕ ∈D (]0, T [) .

Et, en considérant des intégrales à valeurs dans V ′,

−
∫ T

0

(u (t ), ·)ϕ′d t =

∫ T

0

〈 f (t )−A(t )u , ·〉ϕd t ∀ϕ ∈D (]0, T [) .

Ainsi :
ut = f (t )−A(t )u dans L 2

�

0, T ; V ′
�

. (3.30)

Ensuite, pour établir que u (0) = u0 On considéra une fonction régulière ϕ telle
que ϕ(0) ̸= 0,ϕ(T ) = 0. De (3.30) et du fait que ϕ(t )v ∈ L 2(0, T ; V ) ∀v ∈ V , on
dérive

〈ut , v 〉ϕ(t ) = 〈 f (t )−A(t )u , v 〉ϕ(t ) p.p. t ∈ ]0, T [.
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En intégrant dans t entre 0, T on conclut que (voir formule d’intégration par
parties)

∫ T

0

(u , v )tϕd t =

∫ T

0

〈 f (t )−A(t )u , v 〉ϕd t .

Donc après intégration

−
∫ T

0

(u , v )ϕ′d t − (u (0), v )ϕ(0) =

∫ T

0

〈 f (t )−A(t )u , v 〉ϕd t .

En utilisant (3.28) avec notre ϕ et en intégrant par parties, on obtient

−
∫ T

0

(un , vn )ϕ
′d t − (un (0), vn )ϕ(0) =

∫ T

0




f (t )−A(t )un , vn

�

ϕd t .

Passer à la limite en n donnera

−
∫ T

0

(u , v )ϕ′d t − (u0, v )ϕ(0) =

∫ T

0

〈 f (t )−A(t )u , v 〉ϕd t .

Ainsi
(u0−u (0), v ) = 0 ∀v ∈V

et par densité de V dans H on conclut que u (0) = u0.

5. Unicité . En supposant que u1 et u2 sont deux solutions de (3.8)–(3.10), on a par
soustraction

d

d t
(u1−u2, v )+a (· ; u1−u2, v ) = 0 dansD ′ (]0, T [) ,∀v ∈V

ou bien
d

d t
(u1−u2)+A(t ) (u1−u2) = 0 dans L 2

�

0, T ; V ′
�

.

Multiplier les deux côtés par u1−u2 et intégrer sur ]0, T [ donne

|(u1−u2) (t )|2+
∫ t

0

a (s ; u1−u2, u1−u2) d s = 0

d’où le résultat puisque a ≥ 0. Concernant la convergence de un on peut être
un peu plus précis et montrer que un → u fortement dans L 2(0, T ; V ). En effet,
d’après (3.18) écrit pour t = T , il est clair que un (T ) reste borné dans H . Donc,
il existe u∞ ∈H tel que

un (T )* u∞ dans H .

Pour montrer que u∞ = u (T ) on procède alors comme dans la preuve de u (0) =
u0, en choisissant ϕ une fonction régulière telle que ϕ(0) = 0 et ϕ(T ) ̸= 0. On
considère alors la quantité

Un (t ) =
1

2
|un (T )−u (T )|2+

∫ T

0

a (t ; un (t )−u (t ), un (t )−u (t )) d t

=
1

2
|un (T )|2+
∫ T

0

a (t ; un (t ), un (t )) d t +Rn (T )

(3.31)
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Application

où

Rn (T ) =
1

2
|u (T )|2− (un (T ), u (T )) +

∫ T

0

a (t ; u (t ), u (t ))d t

+

∫ T

0

a (t ; −u (t ), un (t )−u (t )) d t +

∫ T

0

a (t ; un (t )−u (t ),−u (t )) d t .

Sachant que un (T )→ u (T ) et du fait de la faible convergence de un , il est clair
que

lim
n→+∞

Rn (T ) =−
1

2
|u (T )|2−
∫ T

0

a (t ; u (t ), u (t ))d t . (3.32)

Maintenant à partir de (3.17) intégré sur ]0, T [ on dérive :

1

2
|un (T )|2+
∫ T

0

a (t ; un (t ), un (t )) d t =
1

2
|un (0)|2+
∫ T

0




f (t ), un (t )
�

d t .

Donc en passant à la limite

lim
n→+∞

1

2
|un (T )|2+
∫ T

0

a (t ; un (t ), un (t )) d t =
1

2
|u0|2+
∫ T

0

〈 f (t ), u (t )〉d t .

Mais on a également de (3.10) écrit avec v = u (t ) et après l’intégration

1

2
|u (T )|2+
∫ T

0

a (t ; u (t ), u (t ))d t =
1

2
|u0|2+
∫ T

0

( f (t ), u (t )〉d t . (3.33)

En combinant (3.31), (3.32) et (3.33) on en déduit que

lim
n→+∞

Un (T ) = 0.

Le résultat découle alors du fait que

α

∫ T

0

∥un (t )−u (t )∥2 d t ≤Un (T ).

3.2 Application

Soient Ω est un ouvert borné de RN et u0 ∈ L 2(Ω) et f ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

. On considère
le problème parabolique linéaire suivant



















∂ u

∂ t
− g (t )∆u = f dans Q ,

u = 0, sur Σ,

u (x , 0) = u0(x ), dans Ω,

(3.34)
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où g : R+ −→R+ est une fonction mesurable vérifiant la condition suivante :

∃λ, Λ> 0; λ≤ g (t )≤Λ, ∀t ∈R+. (3.35)

Remarque 3.2. Dans le cas où g ≡ 1, le problème de la chaleur.

DÉFINITION 3.2

Une fonction u est dite solution faible au problème (3.34) si















u ∈ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

∩C
�

[0, T ]; L 2(Ω)
�

, ut ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

,

u (0) = u0,

〈ut ,ϕ 〉+a
�

t , u ,ϕ
�

= 〈 f ,ϕ 〉 dansD ′ (]0, T [) ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

(3.36)

où a
�

t , u ,ϕ
�

= g (t )

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x .

THÉORÈME 2.1: Sous l’hypothèses (3.35), le problème (3.1) au- moins une solution faible.

Preuve.

Pour démontrer que problème (4.6) admet une unique solution faible, il suffit de dé-
montrer que la forme bilinéaire a : H 1

0 (Ω)×H 1
0 (Ω)→R satisfait toutes les hypothèses

du théorème 1.1.

a
�

t , u ,ϕ
�

= g (t )

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x (3.37)

1. Soient u , ϕ ∈ H 1
0 (Ω). Puisque g est une fonction continue, alors l’application

h : ]0, T [→R définie par

h (t ) = a (t ; u ,ϕ) = g (t )

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x , (3.38)

est mesurable.

2. a est continue : Soient u , ϕ ∈H 1
0 (Ω). Pour presque partout t ∈ ]0, T [, on a

|a (t ; u ,ϕ)|= g (t )
�

�

�

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x
�

�

� ≤Λ
∫

Ω

|∇u ||∇ϕ|d x ≤Λ∥u∥H 1
0 (Ω)
∥ϕ∥H 1

0 (Ω)
.

(3.39)

3. a est coercive : Soit u ∈H 1
0 (Ω). Pour presque partout t ∈ ]0, T [, on a

a (t ; u , u ) = g (t )

∫

Ω

|∇u |2 d x ≥λ∥u∥2H 1
0 (Ω)

. (3.40)
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3.3 Régularité

THÉORÈME 3.1: Dans le problème (3.34), si on suppose que les données f , u0, et g sont
plus régulières :

f ∈ L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

, u0 ∈H 1
0 (Ω), (3.41)

et g ∈C 1([0, T ]) satisfaisant (3.35). Alors la solution faible u du problème (3.34) ayant la
régularité suivante :

u ∈ L 2
�

0, T ; H 2(Ω)
�

∩ L∞
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

, u ′ ∈ L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

. (3.42)

De plus on a l’estimation suivante :

sup ess
0≤t≤T

∥u (t )∥H 1
0 (Ω)
+ ∥u∥L 2(0,T ;H 2(Ω))+ ∥u ′∥L 2(0,T ;L 2(Ω)) ≤C

�

∥ f ∥L 2(0,T ;L 2(Ω))+ ∥u0∥H 1
0 (Ω)

�

, (3.43)

où C est une constante positive dépend seulement deΩ, T ,λ,Λet ∥g ′∥∞ = supt ∈[0,T ] |g ′(t )|.

Preuve.

Soit n ≥ 1 fixé. En multipliant l’équation (3.14) par α′j (t ) et en sommant en j , il vient

�

u ′n , u ′n
�

+ g (t )
�

∇un ,∇u ′n
�

=
�

f (t ), u ′n
�

, p.p. t ∈ ]0, T [.

En utilisant le fait que
�

∇un ,∇u ′n
�

=
d

2d t
∥un∥2H 1

0 (Ω)
, et l’inégalité de Hölder, on obtient

∥u ′n∥
2
L 2(Ω)+

d

2t

�

g (t )∥un∥2H 1
0 (Ω)

�

≤
1

2
g ′(t )∥un∥2H 1

0 (Ω)
+2∥ f ∥2L 2(Ω)+

1

2
∥u ′n∥

2
L 2(Ω), p.p. t ∈ ]0, T [.

En utilisant (3.35), l’estimation (3.19) et le fait que ∥un (0)∥H 1
0 (Ω)
≤ ∥u0∥H 1

0 (Ω)
, il s’ensuit

que

∫ T

0

∥u ′n∥
2
L 2(Ω)d t +λsup ess

0≤t≤T
∥un (t )∥2H 1

0 (Ω)
≤Λ∥u0∥2H 1

0 (Ω)
+4∥ f ∥2L 2(0,T ;L 2(Ω))

+ ∥g ′∥∞∥un∥2L 2(0,T ;L 2(Ω))

≤C
�

∥u0∥2H 1
0 (Ω)
+ ∥ f ∥2L 2(0,T ;L 2(Ω))

�

.

(3.44)

Passer à la limite in (3.44), on en déduit que u ∈ L∞
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

, u ′ ∈ L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

et l’estimation suivante :

∥u ′∥L 2(0,T ;L 2(Ω))+ sup ess
0≤t≤T

∥u (t )∥H 1
0 (Ω)
≤C
�

∥ f ∥L 2(0,T ;L 2(Ω))+ ∥u0∥H 1
0 (Ω)

�

. (3.45)

Puisque, pour presque partout t ∈ [0, T ], la fonction u satisfait

(∇u ,∇v ) = (h , v ) ∀v ∈H 1
0 (Ω), (3.46)

où h (t ) =
1

g (t )
( f − u ′) ∈ L 2(Ω), alors par la régularité elliptique (voir [5, Theorem 4,

page 334]), il découle que
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∥u∥2H 2(Ω) ≤C
�

∥h∥2L 2(Ω)+ ∥u∥
2
L 2(Ω)

�

≤C
�

∥ f ∥2L 2(Ω)+ ∥u
′∥2L 2(Ω)+ ∥u∥

2
L 2(Ω)

�

.
(3.47)

En intégrant sur [0, T ] et en utilisant l’estimation (3.45), il vient

∥u∥L 2(0,T ;H 2(Ω)) ≤C
�

∥ f ∥L 2(0,T ;L 2(Ω))+ ∥u0∥H 1
0 (Ω)

�

. (3.48)
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4.1 Position du problème

SoitΩ un ouvert borné deRN . Pour T > 0, On note Q le cylindreΩ×]0, T [ etΣ sa surface
latérale ∂ Ω× ]0, T [. On considère le problème parabolique non local suivant



















∂ u

∂ t
−M

�∫

Ω

u d x

�

∆u = f dans Q ,

u = 0, sur Σ,

u (0) = u0, dans Ω,

(4.1)

où u = u (x , t ) est une fonction sur Q à valeurs dans R, u0 et f sont des fonctions données
telles que

u0 ∈ L 2(Ω), f ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

. (4.2)

On suppose en outre que M :R→R est une fonction continue vérifiant

∃m0, m∞ > 0; 0<m0 ≤M (s )≤m∞, ∀s ∈R. (4.3)

DÉFINITION 4.1

Une fonction u est dite solution faible au problème (3.1) si



















u ∈ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

∩C
�

[0, T ]; L 2(Ω)
�

, ut ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

,

u (0) = u0,

〈ut ,ϕ 〉+M

�∫

Ω

u d x

�∫

Ω

∇u ·∇ϕd x = 〈 f ,ϕ 〉 dansD ′ (]0, T [) ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

(4.4)
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4.2 Énoncé du résultat principal

Dans cette section, on va démontrer le théorème d’existence suivant :

THÉORÈME 2.1: Sous les hypothèses (4.2) et (4.3), le problème (3.1) a au moins une solu-
tion.

Preuve.

On utilise le théorème du point fixe de Schauder. On définit l’application

S : L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

−→ L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

,

v −→ S (v ) =w ,
où w est la solution faible unique du problème linéaire

(pv )



















∂ w

∂ t
−M

�∫

Ω

v d x

�

∆w = f dans Q ,

w = 0, sur Σ,

w (0) = u0, dans Ω,

(4.5)

au sens faible suivant :















w ∈ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

, wt ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

,

w (0) = u0,

〈wt ,ϕ 〉+av (t ; w ,ϕ) = 〈 f ,ϕ 〉 dansD ′ (]0, T [) ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω),

(4.6)

où

av (t ; w ,ϕ) =M

�∫

Ω

v d x

�∫

Ω

∇w ·∇ϕd x . (4.7)

Pour démontrer que problème (4.6) admet une unique solution faible, il suffit de dé-
montrer que la forme bilinéaire av : H 1

0 (Ω)×H 1
0 (Ω)→R satisfait toutes les hypothèses

du théorème 1.1.

1. Soient u , ϕ ∈H 1
0 (Ω). Le fait que M est une fonction continue, alors l’application

h : ]0, T [→R définie par

h (t ) = av (t ; w ,ϕ) =M

�∫

Ω

v d x

�∫

Ω

∇w ·∇ϕd x , (4.8)

est mesurable.

2. Continuité de av . Soient u et v deux éléments de H 1
0 (Ω). En utilisant (4.3), puis

l’inégalité de Hölder, on obtient

|av (t ; w ,ϕ)|=M

�∫

Ω

v d x

�

�

�

�

∫

Ω

∇w ·∇ϕd x
�

�

�

≤m∞

∫

Ω

|∇w ||∇ϕ|d x

≤m∞∥w ∥H 1
0 (Ω)
∥ϕ∥H 1

0 (Ω)
.

(4.9)
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3. Coercivité de av . Soit u un élément de H 1
0 (Ω). En utilisant (4.3), il vient

av (t ; w , w ) =M

�∫

Ω

v d x

�∫

Ω

|∇w |2 d x

≥m0∥w ∥2H 1
0 (Ω)

.

(4.10)

Maintenant, on prouve que l’application S est vérifie toutes les hypothèses du point
fixe de Schauder 3.1.

1. L’application S laisse invariante une certaine boule fermée de L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

.

Prenant ϕ =w in (4.4), il s’ensuit que

〈wt , w 〉+M

�∫

Ω

v d x

�

∥w ∥2H 1
0 (Ω)
= 〈 f , w 〉. (4.11)

Puisque

1

2

d

d t
∥w (t )∥2L 2(Ω) = 〈wt , w 〉 p.p. t ∈ [0, T ],

alors, en utilisant (4.3), il vient

1

2

d

d t
∥w (t )∥2L 2(Ω)+m0∥w ∥2H 1

0 (Ω)
≤ ∥ f ∥H −1(Ω)∥w ∥H 1

0 (Ω)
p.p. t ∈ ]0, T [. (4.12)

En utilisant l’inégalité de Young, il découle que

1

2

d

d t
∥w (t )∥2H +m0∥w ∥2H 1

0 (Ω)
≤

1

2m0
∥ f ∥2H −1(Ω)+

m0

2
∥w ∥2H 1

0 (Ω)
p.p. t ∈ ]0, T [.

(4.13)

Par conséquent,

1

2

d

d t
∥w (t )∥2L 2(Ω)+

m0

2
∥w ∥2H 1

0 (Ω)
≤

1

2m0
∥ f ∥2H −1(Ω) p.p. t ∈ ]0, T [. (4.14)

En intégrant sur ]0, T [, il s’ensuit que

1

2
∥w (T )∥2L 2(Ω)+

m0

2

∫

Ω

∥w ∥2H 1
0 (Ω)

d x ≤
1

2
∥u0∥2L 2(Ω)+

1

2m0

∫

Ω

∥ f ∥2H −1(Ω) d x . (4.15)

En conséquence,

∥w ∥L 2(0,T ;L 2(Ω)), ∥w ∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)) ≤R , (4.16)

où

R 2 =
1

m0
∥u0∥2L 2(Ω)+

1

m 2
0

∥ f ∥2L 2(0,T ;H −1(Ω)). (4.17)
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Donc la boule fermée

B̄ (0, R ) =
�

w ∈ L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

; ∥w ∥L 2(0,T ;L 2(Ω)) ≤R
	

,

est invariante par l’application S .

2. L’application S est continue de B̄ (0, R ) dans B̄ (0, R ).

Soit (vn ) une suite de B̄ (0, R ) telle que

vn −→ v fortement dans L 2(0, T ; L 2(Ω)) (4.18)

On veut montrer que

wn = S (vn )−→w = S (v ) fortement dans L 2(0, T ; L 2(Ω)) (4.19)

Tenant compte de (4.18), alors par la réciproque partielle du théorème de
convergence dominée, il s’ensuit que

∥vn (t )− v (t )∥2L 2(Ω) =

∫

Ω

|vn (x , t )− v (x , t )|2 d x → 0, p.p. t ∈ ]0, T [.

Par conséquent,

∫

Ω

vn (x , t )d x →
∫

Ω

v (x , t )d x , p.p. t ∈ ]0, T [. (4.20)

Puisque M :R→R est continue, alors

M

�∫

Ω

vn (x , t )d x

�

→M

�∫

Ω

v (x , t )d x

�

, p.p. t ∈ ]0, T [. (4.21)

Comme wn et w sont respectivement solution des problèmes (pvn
) et (pv ) alors

d

d t

�

wn −w ,ϕ
�

+M

�∫

Ω

vn d x

�∫

Ω

∇(wn −w ) ·∇ϕd x

=

�

M

�∫

Ω

v d x

�

−M

�∫

Ω

vn d x

��∫

Ω

∇w ·∇ϕd x dansD ′ (]0, T [) ,
(4.22)

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω). En prenant ϕ =wn −w dans (4.22), et en utilisant (4.3), il

vient

〈w ′n −w ′, wn −w 〉+m0∥wn −w ∥2H 1
0 (Ω)

≤
�

M

�∫

Ω

v d x

�

−M

�∫

Ω

vn d x

��∫

Ω

∇w ·∇(wn −w )d x p.p. t ∈ ]0, T [.

(4.23)
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Par conséquent,

〈w ′n −w ′, wn −w 〉+m0∥wn −w ∥2H 1
0 (Ω)

≤
�

M

�∫

Ω

v d x

�

−M

�∫

Ω

vn d x

��∫

Ω

∇w ·∇(wn −w )d x

≤
�

�

�

�

M

�∫

Ω

v d x

�

−M

�∫

Ω

vn d x

��

�

�

�

∥w (.)||H 1
0 (Ω)
∥wn −w ∥H 1

0 (Ω)
,

(4.24)

pour presque partout t ∈ ]0, T [. En appliquant l’inégalité de Young, il découle
que,

〈w ′n −w ′, wn −w 〉+m0∥wn −w ∥2H 1
0 (Ω)
≤

m0

2
∥wn −w ∥2H 1

0 (Ω)

+
1

2m0

�

�

�

�

M

�∫

Ω

v d x

�

−M

�∫

Ω

vn d x

��

�

�

�

2

∥w (.)||2H 1
0 (Ω)

,
(4.25)

pour presque partout t ∈ ]0, T [. En intégrant sur ]0, T [, il s’ensuit que

1

2
||wn (T )−w (T )||L 2(Ω)+

m0

2
∥wn −w ∥2

L 2(0,T ;H 1
0 (Ω))

≤
1

2m0

∫ T

0

�

�

�

�

M

�∫

Ω

v d x

�

−M

�∫

Ω

vn d x

��

�

�

�

2

∥w (.)||2H 1
0 (Ω)

d t .
(4.26)

Par conséquent,

∥wn −w ∥2
L 2(0,T ;H 1

0 (Ω))

≤
1

m 2
0

∫ T

0

�

�

�

�

M

�∫

Ω

v d x

�

−M

�∫

Ω

vn d x

��

�

�

�

2

∥w (.)||2H 1
0 (Ω)

d t .
(4.27)

Alors en laissant n tendre vers +∞, on en déduit (4.19).

3. S
�

B̄ (0, R )
�

est relativement compacte.

Soit (vn ) une suite de B̄ (0, R ). On veut démontrer que la suite (wn ) = (S (vn )) est
relativement compacte. Soit ψ ∈ L 2

�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

. Le fait que wn est la solution
du problème (pvn

), alors

〈
d wn

d t
,ψ 〉=−M

�∫

Ω

vn d x

�∫

Ω

∇wn ·∇ψd x + 〈 f ,ψ 〉 p.p t ∈ ]0, T [. (4.28)

En intégrant sur ]0, T [, et en utilisant (4.3), il s’ensuit que

�

�

�

∫ T

0

〈
d wn

d t
,ψ 〉d t
�

�

�≤
∫ T

0

∫

Ω

|∇wn ||∇ψ|d x d t +
�

�

�

∫ T

0

〈 f ,ψ 〉
�

�

�d t . (4.29)

En employant l’inégalité de Hölder et en utilisant l’estimation (4.16), on trouve
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�

�

�

∫ T

0

〈
d wn

d t
,ψ 〉d t
�

�

�≤
�

∥wn∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)) + ∥ f ∥L 2(0,T ;H −1(Ω))

�

∥ψ∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω))

≤
�

∥ f ∥L 2(0,T ;H −1(Ω))+R
�

∥ψ∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)).

(4.30)

En conséquence, il vient










d wn

d t










L 2(0,T ;H −1(Ω))
≤ ∥ f ∥L 2(0,T ;H −1(Ω))+R . (4.31)

De (4.16) et (4.31), on déduit que la suite (wn ) est bornée dans l’espace

W
�

0, T , H 1
0 (Ω), H −1(Ω)
�

=
§

v ∈ L 2(0, T , H 1
0 (Ω));

d v

d t
∈ L 2(0, T , H −1(Ω))

ª

,

qui s’injecte de façon compacte dans L 2(0, T , L 2(Ω)) (par lemme de Compacité
de type Aubin-Lions 3.7). Par conséquent la suite (wn ) est relativement com-
pacte dans L 2(0, T , L 2(Ω)).
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5.1 Position du problème

Ce chapitre est basé essentiellement sur l’article de [23]. Soit Ω un ouvert borné de RN

de frontière lipschitzienne ∂ Ω. On s’intéresse au problème de trouver u = u (x , t ) solution
faible à



















∂ u

∂ t
−M

�∫

Ω

|∇u |2 d x

�

∆u = f dans Q ,

u = 0, sur Σ,

u (x , 0) = u0(x ), dans Ω,

(5.1)

où M :R→R est une fonction continue vérifiant

0<m0 ≤M (s )≤m∞, ∀s ∈R. (5.2)

On suppose de plus que u0 et f sont des fonctions données satisfaisant :

u0 ∈H 1
0 (Ω), f ∈ L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

. (5.3)

DÉFINITION 5.1

Une fonction u est dite solution faible au problème (5.1) si































u ∈ L 2
�

0, T ; H 1(Ω)
�

∩C
�

[0, T ]; L 2(Ω)
�

, ut ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

,

u (., 0) = u0,

u = 0,

〈ut , v 〉+M
�

||u ||2H 1
0 (Ω)

�

∫

Ω

∇u ·∇v d x =

∫

Ω

f v d x dansD ′ (]0, T [) ,

(5.4)

pour tout v ∈H 1
0 (Ω).
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5.2 Énoncé du résultat principal

THÉORÈME 2.1: Sous les hypothèses (5.2) et (5.3), le problème (5.1) admet au moins une
solution.

Preuve.

1. Méthode 1 : Via le théorème du point fixe de Schauder 3.1.

On procède par un argument du point fixe. On définit l’application

S : L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

−→ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

,

w −→ S (w ) = u ,

où u est la solution unique du problème suivant

(Pv )































u ∈ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

∩C
�

[0, T ]; L 2(Ω)
�

ut ∈ L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

,

u (0) = u0,

u = 0,

〈wt ,ϕ 〉+aw (t ; u , v ) =

∫

Ω

f v d x dansD ′ (]0, T [) ∀v ∈H 1
0 (Ω),

(5.5)

où aw (t ; u , v ) =M

�∫

Ω

|∇w |2 d x

�∫

Ω

∇u ·∇v d x .

Pour démontrer que problème (5.5) admet une unique solution, il suffit de
montrer que la forme bilinéaire aw : H 1

0 (Ω)×H 1
0 (Ω)→R satisfait toutes les hy-

pothèses du théorème 1.1.

aw (t ; u , v ) =M

�∫

Ω

|∇w |2 d x

�∫

Ω

∇u ·∇v d x (5.6)

(a). Soient u , v ∈H 1
0 (Ω). Puisque M est une fonction continue, alors l’applica-

tion
h : ]0, T [→R définie par

h (t ) = aw (t ; u , v ) =M

�∫

Ω

|∇w |2 d x

�∫

Ω

∇u ·∇v d x , (5.7)

est mesurable.

(b). Continuité de aw . Soient u et v deux éléments de H 1
0 (Ω). En utilisant (5.2),

puis l’inégalité de Hölder, on obtient

|aw (t ; u , v )|=M

�∫

Ω

|∇w |2 d x

�

�

�

�

∫

Ω

∇u ·∇v d x
�

�

�

≤m∞

∫

Ω

|∇u ||∇v |d x

≤m∞∥u∥H 1
0 (Ω)
∥v ∥H 1

0 (Ω)
.

(5.8)

40



Énoncé du résultat principal

(c). Coercivité de av . Soit u un élément de H 1
0 (Ω). En utilisant (5.2), il vient

aw (t ; u , u ) =M

�∫

Ω

|∇w |2 d x

�∫

Ω

|∇u |2 d x

≥m0∥u∥2H 1(Ω).

(5.9)

Maintenant, on prouve que l’application S est satisfait toutes les hypo-
thèses du point fixe de Schauder 3.1.

I. On prouve qu’il existe une certaine boule fermée de L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

invariante par S .

Prenant v = u dans (5.5), il s’ensuit que

〈ut , u 〉+M
�

∥w ∥2H 1
0 (Ω)

�

∥u∥2H 1
0 (Ω)
= 〈 f , u 〉. (5.10)

Puisque

1

2

d

d t
∥u (t )∥2L 2(Ω) = 〈ut , u 〉 p.p. t ∈ [0, T ],

alors en utilisant (5.2) et l’inégalité de Hölder, puis celle de Poincaré,
il vient

1

2

d

d t
∥u (t )∥2L 2(Ω)+m0∥u∥2H 1

0 (Ω)
≤CΩ∥ f ∥L 2(Ω)∥u∥H 1

0 (Ω)
p.p. t ∈ ]0, T [.

(5.11)

Appliquant l’inégalité de Young, il découle que

1

2

d

d t
∥u (t )∥2L 2(Ω)+m0∥u∥2H 1

0 (Ω)
≤

CΩ
2m0
∥ f ∥2L 2(Ω)+

m0

2
∥u∥2H 1

0 (Ω)
p.p. t ∈ ]0, T [.

(5.12)

C’est-à-dire

1

2

d

d t
∥u (t )∥2L 2(Ω)+

m0

2
∥u∥2H 1

0 (Ω)
≤

CΩ
2m0
∥ f ∥2L 2(Ω) p.p. t ∈ ]0, T [. (5.13)

En intégrant sur ]0, T [, il s’ensuit que,

1

2
∥u (T )∥2L 2(Ω)+

m0

2

∫ T

0

∥u∥2H 1
0 (Ω)

d t ≤
1

2
∥u0∥2L 2(Ω)+

1

2m0

∫ T

0

∥ f ∥2L 2(Ω) d t .

(5.14)

Par conséquent,
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∫ T

0

∥u∥2H 1
0 (Ω)

d t ≤
1

m0
∥u0∥2L 2(Ω)+

1

m 2
0

∫ T

0

∥ f ∥2L 2(Ω) d t . p.p. t ∈ ]0, T [.

(5.15)

Il en résulte que

∥u∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)) ≤R , (5.16)

où

R 2 =
1

m0
∥u0∥2L 2(Ω)+

1

m 2
0

∥ f ∥2L 2(0,T ;L 2(Ω)). (5.17)

Donc la boule fermée

B̄ (0, R ) =
¦

u ∈ L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

; ∥u∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)) ≤R
©

,

est invariante par l’application S .

I. L’application S est continue de B̄ (0, R ) dans B̄ (0, R ).

Soit (vn ) une suite de B̄ (0, R ) telle que

wn −→w fortement dans L 2(0, T ; H 1
0 (Ω)) (5.18)

On veut démontrer que

un = S (wn )−→ u = S (w ) fortement dans L 2(0, T ; H 1
0 (Ω)) (5.19)

Tenant compte de (5.18), alors par la réciproque partielle du théorème
de convergence dominée, il s’ensuit que

∥wn (t )−w (t )∥2H 1
0 (Ω)
=

∫

Ω

∇ (wn (x , t )−w (x , t ))2 d x → 0, p.p. t ∈ ]0, T [.

Par conséquent,

∫

Ω

∇wn (x , t )d x →
∫

Ω

∇w (x , t )d x , p.p. t ∈ ]0, T [. (5.20)

Le fait que M est continue, alors

M

�∫

Ω

∥wn∥H 1
0 (Ω)

d x

�

→M

�∫

Ω

∥w ∥H 1
0 (Ω)

d x

�

, p.p. t ∈ ]0, T [. (5.21)

Comme wn et w sont respectivement solutions des problèmes (Pvn
) et

(Pv ) alors
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d

d t
(un −u , v )+M

�

∥wn∥2H 1
0 (Ω)

�

∫

Ω

∇(un −u ) ·∇v d x

=
�

M
�

∥w ∥2H 1
0 (Ω)

�

−M
�

∥wn∥2H 1
0 (Ω)

��

∫

Ω

∇u ·∇v d x ,

(5.22)

dansD ′ (]0, T [) pour tout v ∈H 1
0 (Ω).

En prenant v = un − u dans (5.22), et en utilisant (5.2), il vient, pour
presque partout t ∈ ]0, T [,

�

u ′n −u ′, un −u
�

+m0∥un −u∥2H 1
0 (Ω)
≤

�

M
�

∥w ∥2H 1
0 (Ω)

�

−M
�

∥wn∥2H 1
0 (Ω)

��

∫

Ω

∇un ·∇un −u d x

≤
�

M
�

∥w ∥2H 1
0 (Ω)

�

−M
�

∥wn∥2H 1
0 (Ω)

��

∥u∥H 1
0 (Ω)
∥un −u∥H 1

0 (Ω)
.

(5.23)

En appliquant l’inégalité de Young, puis en intégrant sur ]0, T [ il vient,

1

2
∥(un −u )(T )∥2L 2(Ω)+

m0

2
∥un −u∥2L 2(0,T ;H 1

0 (Ω))

≤
1

2m0

∫ T

0

�

M
�

∥w ∥2H 1
0 (Ω)

�

−M
�

∥wn∥2H 1
0 (Ω)

��

∥un −u∥2H 1
0 (Ω)

d t

+
m0

2
∥un −u∥2L 2(0,T ;H 1

0 (Ω))
.

(5.24)

Par conséquent

m0

2
∥un −u∥2L 2(0,T ;H 1

0 (Ω))
≤

1

2m0

∫ T

0

�

M
�

∥w ∥2H 1
0 (Ω)

�

−M
�

∥wn∥2H 1
0 (Ω)

��

∥un −u∥2H 1
0 (Ω)

d t p.p. t ∈ ]0, T [.

(5.25)

Alors en laissant n tendre vers +∞, on déduit que

un = S (wn )−→ u = S (w ) fortement dans L 2(0, T ; H 1
0 (Ω)). (5.26)

II. S
�

B̄ (0, R )
�

est relativement compacte.

Soit (vn ) une suite de B̄ (0, R ). On veut démontrer que la suite (wn ) =
(S (vn )) est relativement compacte. D’après le théorème 3.1, il découle
que

sup ess
0≤t≤T

∥wn (t )∥H 1
0 (Ω)
+ ∥wn∥L 2(0,T ;H 2(Ω))+ ∥wn∥L 2(0,T ;L 2(Ω))

≤C
�

∥ f ∥L 2(0,T ;L 2(Ω))

+∥u
0
∥H 1

0 (Ω)

�

,

où C est une constante positive ne dépend pas de n . Alors, on en dé-
duit que la suite (wn ) est bornée dans l’espace
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W =
§

v ∈ L 2
�

0, T ; H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω)
�

;
d v

d t
∈ L 2(0, T ; L 2(Ω))

ª

.

Puisque l’injection de H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω) dans H 1

0 (Ω) est compacte, alors
par le lemme de Compacité de type Aubin-Lions 3.7), l’espace W s’in-
jecte de façon compacte dans L 2(0, T ; H 1

0 (Ω)). Par conséquent la suite
(wn ) est relativement compacte dans L 2(0, T , H 1

0 (Ω)).

2. Méthode 2 : Via l’approximation de Faedo-Galerkin. Quitte à régulariser la
fonction f par une suite de fonctions suffisamment régulières, on peut sup-
poser que f ∈ L 2(0, T ; H 1

0 (Ω)).

La démonstration de l’existence de la solution du problème (5.1) est basée sur
la méthode de Faedo-Galerkin

(a). Construction d’une approximation de u . Tout d’abord, on résout le pro-
blème dans un espace de dimension fine. On désigne par

�

ϕi

	∞
i=1
⊂H 1

0 (Ω),
λi les vecteurs propres et les valeurs propres pour le problème de Dirichlet
pour l’équation de Laplace : ϕi ∈H 1

0 (Ω)

�

∇ϕi ,∇ϕ
�

L 2(Ω)
=λi

�

ϕi ,ϕ
�

L 2(Ω)
∀ϕ ∈H 1

0 (Ω).

La famille
�

ϕi

	∞
i=1

forme une base orthonormale de L 2(Ω), et

�

ϕi
p

λi

�∞

i=1
une base orthogonale de H 1

0 (Ω).

On cherche une solution du problème (5.4) comme limite de la suite de
fonctions :

un (t ) =
n
∑

i=1

αi n (t )ϕi ,

où les coefficientsαi n sont des fonctions à déterminés. Comme l’ensemble
�

ϕi

	

est dense dans H 1
0 (Ω), et u0 ∈H 1

0 (Ω), alors

u n
0 =

n
∑

i

βiϕi → u0 fortement dans H 1
0 (Ω) lorsque n→∞, (5.27)

où βi =
�

u0,ϕi

�

pour tout i = 1, · · · , m .

Les fonctions αi n satisfont les conditions initiales

αi n (0) =
�

u0,ϕi

�

L 2(Ω)
, i = 1, · · · , n .

Les fonctionsαi n (t ) sont définies à partir du système d’équations différen-
tielles ordinaires non linéaires :

d

d t

�

un ,ϕ
�

+M
�

∥un∥2H 1
0 (Ω)

�

∫

Ω

∇un∇ϕd x =

∫

Ω

f ϕd x . (5.28)
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En prenantϕ =ϕ j est en utilisant le fait que lesϕi sont orthogonaux, alors
le problème (5.28) est équivalent à celui de Cauchy suivant :











α′j n (t ) =−λ j

�

∥un∥2H 1
0 (Ω)

�

α j n (t ) +

∫

Ω

f ϕ j d x

α j n (0) =β j =
�

u0,ϕ j

�

L 2(Ω)
, j = 1, · · · , n .

(5.29)

Puisque la fonction M est continue par rapport à αi n , il découle du théo-
rème d’existence de Carathéodory 3.2 que pour tout n fini le problème de
Cauchy (5.29) a une solution dans l’intervalle [0, tn ] avec tn < T et tenant
compte que les estimations établies ci-après ne dépendent pas de t , alors
on peut prendre tn = T .

(b). Estimation à priori.

En choisissant un comme fonction test dans la formulation (5.28), on ob-
tient

〈u ′n , un 〉+M
�

∥un∥2H 1
0 (Ω)

�

∫

Ω

|∇un |2 d x = 〈 f , un 〉 p.p. t ∈ ]0, T [

Appliquant à droite l’inégalité de Hölder, puis celle de Poincaré, ensuite
l’inégalité de Young, il vient

1

2

d

d t
∥un∥2L 2(Ω)+m0||∇un∥2L 2(Ω) ≤

CΩ
2m0
∥ f ∥2L 2(Ω)+

m0

2
∥un∥2H 1

0 (Ω)
p.p. t ∈ ]0, T [

En intégrant sur ]0, T [, il s’ensuit que

1

2
∥un (T )∥2L 2(Ω)+

m0

2
∥un∥L 2(0,T ;H 1

0 (Ω))
≤

1

2
∥un (0)∥2L 2(Ω)

+
CΩ

2m0
∥ f ∥L 2(0,T ;L 2(Ω)).

(5.30)

Donc,

∥un∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω))
≤C
�

∥ f ∥L 2(0,T ;L 2(Ω))+ ∥u0∥H 1
0 (Ω)

�

, (5.31)

où C est une constante positive ne dépend pas de n . Par conséquent, en
utilisant le théorème 3.8 et le lemme de compacité de type Aubin-Lions
3.7, il vient

un −→ u faiblement dans L 2
�

0, T ; H 1
0 (Ω)
�

u ′n −→ u ′ faiblement dans L 2
�

0, T ; H −1(Ω)
�

un −→ u dans L 2
�

0, T ; L 2(Ω)
�

.

(5.32)

Puisque M est une fonction en générale non linéaire, alors pour passer à la
limite dans le problème approché (5.28), on a besoin la convergence forte
de la suite un dans L 2(0, T ; H 1

0 (Ω)).
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En multipliant chacune des équations (5.29) par λ jα j n (t ) et en sommant
en j , puis en intégrant par parties et en appliquant l’inégalité de Young on
obtient

1

2

d

d t

�

∥∇un∥2L 2(Ω)

�

+M
�

∥un∥2H 1
0 (Ω)

�

∥∆un∥2L 2(Ω) ≤
∫

Ω

|∇ f ||∇un |d x

≤
1

2
∥∇un∥2L 2(Ω)+

1

2
∥∇ f ∥2L 2(Ω)

En intégrant sur ]0, t [, et en utilisant (5.2), il vient

1

2
sup ess

0≤t≤T
∥un (t )∥2H 1

0 (Ω)
+m0∥∆un∥L 2(0,T ;L 2(Ω)) ≤

∫

Ω

|∇ f ||∇un |d x

≤
1

2
∥un∥2L 2(0,T ;H 1

0 (Ω))
+

1

2
∥ f ∥2

L 2(0,T ;H 1
0 (Ω))
+ ∥un (0)∥2H 1

0 (Ω)

En utilisant l’estimation (5.31) et le fait que ∥un (0)∥H 1
0 (Ω)
≤ ∥u0∥H 1

0 (Ω)
, il s’en-

suit que

∥∆un∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)) ≤C
�

∥ f ∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)) + ∥u0∥H 1

0 (Ω)

�

,

où C est une constante positive ne dépend pas de n .

Comme ∥∆v ∥L 2(Ω) est une norme équivalente de l’espace H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω), on

déduit de l’estimation précédente que

∥u∥L 2(0,T ;H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω)) ≤C
�

∥ f ∥L 2(0,T ;H 1
0 (Ω)) + ∥u0∥H 1

0 (Ω)

�

. (5.33)

De (5.31) et (5.33), on en déduit que la suite (un ) est bornée dans l’espace

W =
§

v ∈ L 2
�

0, T ; H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω)
�

;
d v

d t
∈ L 2(0, T ; L 2(Ω))

ª

,

qui s’injecte de façon compacte dans L 2(0, T ; H 1
0 (Ω))par le lemme de Com-

pacité de type Aubin-Lions 3.7). Par conséquent la suite (un ) admet une
sous-suite, toujours notée (un ), telle que

un → u fortement dans L 2(0, T , H 1
0 (Ω)). (5.34)

(c). Passage à la limite.

De (5.34), il découle que, pour presque partout t ∈ ]0, T [,

un (t )→ u (t ) fortement dans H 1
0 (Ω),

et comme M est continue, alors

M
�

∥un∥2H 1
0 (Ω)

�

→M
�

∥u∥2H 1
0 (Ω)

�

p.p t ∈ ]0, T [. (5.35)
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En utilisant (5.32), (5.34) et (5.35), on peut passer a la limite dans (5.28),
pour obtenir

d

d t

�

u ,ϕ
�

+M
�

∥u∥2H 1
0 (Ω)

�

∫

Ω

∇u∇ϕd x = 〈 f ,ϕ 〉 p.p t ∈ ]0, T [, ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

(5.36)

Tenant compte du théorème 3.4 et (5.27), on en déduit que u (0) = u0.
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