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Résumeé

Dans ce mémoire, on a étudié deux types de problemes paraboliques non locaux. On a
démontré des résultats d’existence pour ces problemes par des arguments de point fixe et

la méthode de Faedo-Galerkin..

Mots-clés : Problemes paraboliques non locaux, Lemma Aubin-Lions, Point fixe de Leray-

Schauder,Méthode de Faedo-Galerkin.



Notations

0 un ouvert borné de RY
o0 frontiere topologique de (2
x=(xp, -, Xy) point générique de RY
dx=dx,dx,---dxy mesure de Lebesgue sur Q2
Q=0x]10,T[t variable du temps, T >0
Yx=00x]0,T]
Q I’adhérence de I’ensemble Q2
— la convergence faible
p-p- presque partout
1% un espace de Banach
H un espace de Hilbert
v’ le dual topologique de V'
(., Yvrxv le crochet de dualité entre

I'espace V et son dual topologique V’
I].] la norme sur 'espace de Banach V
(,.) le produit scalaire sur 'espace de Hilbert H
| la norme sur I'espace de Hilbert H
R™*N I'espace des matrices réelles.
Id désigne la matrice d’identité.

fr=max(f,0), f-=max(—f,0) lapartie positive et négative de la fonction f

6°(R) I'espace des fonctions continues
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LP($))
P(Q) = 62°(Q)

Q)

7')=(2(Q)Y
WP(Q)={u e LP();
()

wr'(Q)
H(Q)=W2(Q)
¢((0, T V)

2(0,T]; V)

VueLP(Q)}

espace de Lebesgue

espace des fonctions différentiables et a support
compact dans

espace des fonctions k-fois continiment
différentiables dans €2, Q

'espace des distributions

un espace de Sobolev, 1 < p < 00

la fermeture de C°(2) dans W'?(Q), 1< p < oo

le dual topologique de I'espace W,"" () (G+5=1)
un espace de Sobolev

espace des fonctions continues a valeurs dans I'espace
de Banach V

espace des fonctions indéfiniment différentiables a

support compact et a valeurs dans V.
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Introduction

Lobjectif de ce mémoire est d’étudier quelques problémes paraboliques non locaux.

Plus précisément, on démontre I'existence des solutions faibles pour les problémes sui-

vants :
p
0
—u—M(J udx)Au:f dans Q,
ot 0
(22)) A u=0, sur Y,
L u(0) = u,, dans €2,
et
a_u_M(f |u|2)Au=f dans Q
ot 0 ’
(#) 1 u=o0 suryY,
u(0)=u, dans Q.

ou 2 est un ouvert borné de RN de frontiére suffisamment réguliere, et M : R, — R, est

une fonction continue vérifiant

dmy, Moo >0 my<M(s)<M,, VseR,.

Dans le cas du probléme (2,), on suppose que f € L? (0; T,H ‘I(Q)), u, € L*(9Q), et pour
le probleme (22,), on assume plus de régularité, en prenant f € L? (0; T, LZ(Q)), uy € H}().

Lorigine du probleme (£7,) est 'équation hyperbolique

2 o%u
= 1
dx)ﬁxZ 0 (1)

ot2 m  2mlL |, ox

2%u (To oE ("ou
qui a été proposé par Kirchhoff dans [30] afin de généraliser le modéle de d’Alembert :

o’u 7o %u _
otz m dx2

0, x€[0,L], t>0, 2)
qui décrit des petites vibrations verticales d'une corde élastique, avec extrémités fixés.
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Les parametres de I’équation (1) ont les significations suivantes : L est la longueur de la
corde, T, représente la tension initiale, m estla masse dela corde, E estle module de Young
(ou module d’élasticité) du matériau, et o est ’aire de la section transversale de la corde a
la position de repos. Linconnue u représente le déplacement de la corde dans la direction
orthogonale a [0, L] (pour plus de détails voir [26, 33, 34, 35, 37], et les références qui s’y
trouvent). Tandis que le modele de d’Alembert (2) suppose que la longueur de la corde est
invariante pour des petites vibrations transversales, le modele de Kirchhoff (1) prend en
compte ces variations.

Dans [4], Carrier a établi 'équation qui modélise la vibration d'une corde élastique

lorsque les variations de tension ne sont pas faibles :

?u (1 oE (', o%u
- —+ u“dx =0. (3)
ot2 m  tomlL | 0 x2

Le cadre abstrait du modele de Kirchhoff a été proposé dans [32] sous le forme suivante :

SH =M ([, IVu(x, )P)Au=f dansQx]o,TI,

1 u=o0 dans 99 x 10, T,

| u(0)=u,, u'(1)=u,
ol M : [0,+00[ — R est une fonction continue telle que M(s)> ¢ > 0 pour tout s >0, et Q

est un ouvert borné de R", avec une frontiére réguliere.

Dans [1], il a été signalé que le probleme (£,) pourrait modéliser plusieurs systémes
physiques, ou u© décrit un processus qui dépend de la moyenne de lui-méme. L'effet non
local (présence du terme M ( f olVu IZ)) trouve également ses applications dans les systemes
biologiques. La version parabolique du probleme (22, ) peut étre utilisé pour décrire la crois-
sance d’'une espéce particuliére (par exemple des bactéries).

Dans le cas ot la fonction a ne dépend pas de x et [(u)= | u(x)dx, Le probleme (%,)

Q
a été proposé par Chipot-Lovat [20]. Plus précisément, ils ont étudié le probleme suivant :

M(fQ u(x) dx)Au =f dans(,
u=0 sur a1,

et sa version parabolique :




Su_M([,u(x,t)dx)Au=f dansQx]o,TI,

(Z5){ w(x,t)=0 sur a0 x 10, T[,

u(x,0)=u, dans Q.
\

Les auteurs de ce travail ont signalé que le probleme (2%) se présente dans diverses
situations. Par exemple, la fonction inconnue u pourrait décrire la densité d'une popu-
lation (par exemple de bactéries). Le coefficient de diffusion a est alors censé dépendre
de I'ensemble de la population du domaine plutét que de la densité locale c’est-a-dire les
mouvements sont guidés en tenant compte de I'état global du support. Une autre expli-
cation de la I'importance d’un tel modele réside dans le fait que les mesures qui servent a
déterminer les constantes physiques ne sont pas faites en un point mais représentent une
moyenne dans un voisinage d'un point de sorte que ces constantes physiques dépendent

de moyennes locales.

Ce travail a été généralisé par la suite par Chipot-Lovat [21] au probléeme suivant

‘;—’;—M(l(u(., t)Au=f dansQx]0, T,
(P u(x,t)=0 sur 9N x 10, T,

u(x,0)=u, dans ,

\
ot / estune forme linéaire continue sur L?(2). Les auteurs de ce modéle ont mentionné que
danslecasoul(u(., t))= fQ, u(x, t)dx, avec £ est un sous-domaine de 2, le probleme (2,)
pourrait modéliser une migration de population (par exemple des bactéries dans un réci-
pient). Le terme non local M (fﬂ, u(x,t)d x) signifie que la vitesse de la migration dépend

de la population totale dans un sous-domaine .

Ce mémoire est composé de cing chapitres. Le premier est entierement consacré a I’ex-
posé des définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail. Lobjectif du deuxieme
chapitre est de présenter les espaces de Lebesgue et ceux de Sobolev a valeurs vectorielles.
Dans le troisieme chapitre, on prouve un résultat d’existence et d'unicité pour un cadre gé-
néral d'un probleme parabolique linéaire. Le quatrieme chapitre est consacré pour I'étude

du probléme (#?,) moyennant un théoreme de point fixe. Dans le cinquieme chapitre, on a




utilisé deux méthodes pour attaquer le probléeme (%); la premiere est la méthode de com-

pacité (théoreme du point fixe de Schauder), la deuxieme est la méthode de Galerkin.




PRELIMINAIRES
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Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-
cessaires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et
quelques théorémes sur les espaces fonctionnels et les espaces des mesures de Radon, en-
suite nous donnons quelques définitions et résultats sur les opérateurs.

Espaces de Lebesgue

DEFINITION 1.1

On définit 'espace de Lebesgue L”(Q2) par :
Pourl1<p<+00

LP(Q) {u:Q—>R mesurable, Jlu(x)lpdx<+oo},
Q

]l Loy = (J |u(x)|pdx)p )
)

L“(Q)z{u:Q—>R mesurable, supess|u(x)|<+oo},

muni de la norme

—

Pour p =+00

xe

muni de la norme

[l ]| Loo () = sUPp s8] u(x)].
x€

LP(£2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo et de Hilbert Pour p = 2 muni de
produit scalaire

(f»g)=ff(X)g(x)dx.
Q




Préliminaires

PROPOSITION 1.1 - Complétude, séparabilité et dualité de I'’espace L”(2)[3]. Les
assertions suivantes sont vraies.

1. LP(Q2) est séparable pour 1 < p <400 et réflexif pour 1 < p <+00.
2. Le dual de L”(Q) pour 1 < p < +00 est isomorphe a L9(Q) avec %+ % =1.
3. LY(Q) est séparable, ni réflexif et son dual est L>°(Q).

4. L°°(2) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L(£2).

PROPOSITION 1.2 —Inégalité de Young [3]. Soient p et g deux réels strictement po-
sitifs tels que o + 7 = 1. Pour tout réel positif a et b, on a

1 1
ab<—a”’+—b1.
p q

PROPOSITION 1.3 —Inégalité de Holder [3]. Soient f e LP etge LP avec1<p < oo
et 5+, = 1. Alors fg € L'(Q) et

flfgl <Al g er -

PROPOSITION 1.4. Soit1<p <q <+00,Si|Q| <+o0o alors L9(2) C LP(R2).

DEFINITION 1.2: Convergence forte, convergence faible dans L”(1)

Soient p €[1, o0[ ,et {fn,f} une famille de L?(92).
* onditque f, converge fortement vers f dans L”({2) et on note f,, — f dans L”(2)
si nl_1>£rIIOO||f” — fllLry=0.

* on dit que f, converge faiblement vers f dans LP({2) et on note f,, — f dans

LP@)si lim_ J (f,—f)-g=0, Vg e L.
Q

* ondit que f,, converge faible x vers f dans L°°(2) et on note f, = f dans L*°(Q2)

si ligrnC>O (f,—f)g=0, VgeLl.

Q




Espace de Sobolev H'()

PROPOSITION 1.5- 11]. Soit (f,,), une suite de fonction mesu-
rable, a valeurs dans [0,+00[ on a

n—+00

fliminffn(x) dx < limilgf fulx)dx.
Q

Q

PROPOSITION 1.6— 11]. Soit1 < p <+00 et
(f)n CLP(Q) et f € LP(92). On suppose que,

1. f,—f p.p dansQ.
2. il existe g € LP(2) telle que pour tout n €Nonalf,|<g p.p dansQ.
Alors

f,— f fortementdans LP(Q).

THEOREME 1.1 (Théoréme de Convergence dominée de Lebesgue généralisé[28]):
Soit { fn} une suite des fonctions mesurables sur E qui convergent ponctuellement

p.p dans E a f.Supposons qu'il existe une suite des fonctions { gn} intégrables
sur E qui convergent ponctuellement p.p dans E a g tel que

|f,|<g, dans E VneN

lim Jgn:f g<oo alors lim an:J f
n—+0o E B n—+0Q B 5

Espace de Sobolev H!(Q)

si

DEFINITION 1.3

On définit 'espace de Sobolev H!(Q2), par :
H'(Q)={uecLl*), Vue(L )"}

muni de la norme )
2

2 2
el = (11l + IV 2,0 ) -

et le produit scalaire

(, V)i = (U, V) 1200 +(VU, V) 12




Préliminaires

PROPOSITION 1.7. Lespace H'(f2) est un espace de Hilbert séparable et réflexif.

DEFINITION 1.4

On note Hj () la fermeture de 2(Q2) dans H'(), (c’est-a-dire H;(Q) := @(Q)H (ﬂ)) avec

HY(@Q)={ueH'(Q), wuyn=0}

DEFINITION 1.5: Convergence faible, convergence forte dans H'!(()

Soient {f,,, f} une famille de H'(9).

* on dit que f, converge fortement vers f dans H'(Q) et on note f,, — f dans
H(Q)si
fu— fdans L*() et Vf,— Vf dansL*f)

* on dit que f, converge faiblement vers f dans H!(Q2) et on note f,, — f dans
H'(Q)si
f,— fdans L*(2) et Vf,—Vf dansL*)

PROPOSITION 1.8—Injéction de Rellich [12]. Soit Q un ouvert borné de RY et de
classe 6!, alors de toute suite bornée de H'({2), on peut extraire une sous-suite conver-
gente dans L3(£2) (on dit que I'injection canonique de Hol(Q) dans L?(Q) est compacte).

PROPOSITION 1.9 —Inégalité de Poincaré [8]. On suppose que Q2 est un ouvert borné
dans une direction de R" alors, il existe une constante positive C = C(IN, ) telle que :

lull <ClIVulle ,  YueH)(Q)

par conséquence l'application u — ||Vu/||;. définie une norme sur H;(€2), équivalente a
la norme usuelle.

THEOREME 2.1: Supposons que 2 € R” soit un domaine borné de Lipschitz qui satisfait
une condition de boule externe uniforme. Alors I'espace H* N H}(£2) devient un espace
de Hilbert lorsqu’il est doté du produit scalaire

(u, v)—»f AuAvdx Yu,veH’NH(Q).
Q

Ce produit scalaire induit une norme équivalente a ||.|| ;-




Quelques théoremes utiles

Preuve.

Voir [25, theorem 2.31, p. 53].

Quelques théoremes utiles

THEOREME 3.1 (Point fixe de Schauder [13]):

Soit V un espace de Banach, K un sous-ensemble convexe fermé de V et S une ap-
plication continue de K dans K telle que S(k) est relativement compact, alors S admet
au-moins un point fixe dans K .

Le théoreme suivant donne I'existence des solutions pour les systemes d’équations dif-
férentielles linéaires. C’est une généralisation du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

THEOREME 3.2 (Théoréme de Peano[17]): Soient O et 2 deux ouverts de R et R” respecti-
vement avec (f, #y) € O x (Q, et soit f : O x 2 — R" une fonction continue. Alors, il existe
un voisinage I de ¢, dans O, et une fonction u : I — Q solution de probleme de Cauchy

u'(t)=F(t,u(t)). (1.1)
u(ty) = uy.

Plus précisément, si |, —a, t, + a[ x B(u,, r) a son adhérence incluse dans O x {2 et si
Ma<r avec M =sup{||f(t,uw)|\(t,u)elty—a,ty+al x B(uy, r)},

alors il existe une solution définie sur I =t,—a, t, + af.




ESPACES DE BOCHNER-SOBOLEV

Sommaire

1 Espaces de Lebesgue a valeurs vectorielles 10
2 Dérivation faible 14
3 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles 14

Dans ce qui suit I désigne un intervalle borné de R, V désigne un espace de Banach et
V’ son dual topologique.

Espaces de Lebesgue a valeurs vectorielles

Mesurable au sens de Bochner

DEFINITION 2.1: (Fonction simple [ ])

On dit que u : I — V est une fonction simple si elle ne prend qu'un nombre fini de
valeurs v; € V et A; := u(v;) est mesurable au sens de Lebesgue.

DEFINITION 2.2: (Mesurabilité au sens de Bochner [ )

On dit que u : I — V est mesurable au sens de Bochner si elle est une limite simple
(pour la topologie forte de V') d'une suite (u,,),«y de fonctions simples; c’est a dire

u,(t)— u(t) fortementdans V pourtouttel.

THEOREME 1.1 (Pettis [38] ): Soit u : I — V. Si V est séparable, alors u est mesurable au
sens de Bochner si et seulement si elle est faiblement mesurable au sens suivant :

(f,u(.))yy estmesurable au sens de Lebesgue pour tout f € V'.

10



Espaces de Lebesgue a valeurs vectorielles

R WA Intégrabilité au sens de Bochner

DEFINITION 2.3: (Intégrale de Bochner d’une fonction simple [ ])

Soit u : I =)0, T[ — V une fonction simple. On définit I'intégrale de Bochner de la
fonction u par:

T
f u(t)de:=>>"|A;lv;.
0

finie

DEFINITION 2.4: Intégrabilité au sens Bochner [ ]

Soit u : I =)0, T[ — V une fonction mesurable au sens de Bochner. On dit que u est
Bochner intégrable si

limf lu(t)—u,(O)lly dt =0.

n—oo

T T
f u(t)dt = lirgOJ u,(t)dt,
0 0

existe et est indépendante du choix particulier de la suite (u,),cy. De plus, si V' est
séparable, alors une fonction u mesurable (au sens de Bochner) estintégrable au sens
Bochner si et seulement si ||u(.)||, est intégrable au sens de Lebesgue.

Dans ce cas la limite

YRWKE Espaces de Lebesgue LP(0,T;V)

DEFINITION 2.5: [ , ]

On définit 'espace de Lebesgue L?(0,T; V) par :
1. Pour1<p<+00

T

LP(0,T; V)= {u :]0,T[— V  mesurable, f
0

T p
||u||Lp(o,T;V):(f ||u(t)||€/dt) )
0

lu(o)ly,dr < +c>o},

muni de la norme

|~

2. pour p =+00Q par:

11



Espaces de Bochner-Sobolev

L0, T;V)= {u :— V' mesurable; 3C >0, ||u(t)]|y < C p.p.t€]0, T[},

muni de la norme

lttll oo, 7y = Inf{C > 0;  |lu(t)lly <C p.p.t€lo, T[}.

THEOREME 1.2 (Complétude): Pour tout 1 < p <400 'espace L?(0, T; V) est de Banach.

Preuve.

Voir [40, Satz 1.24, page 40] et [7, Satz 1.11, page 127]

PROPOSITION 2.1. [44] Lensemble P de tous les polynémes p : [0, T] — V coefficients
dans V, est dense dans L?(0, T; V).

THEOREME 1.3 (Densité[44]): Pour tout 1 < p < +00 l'espace 6([0, T]; V) est dense dans
LP(0, T; V).

Preuve.

Montrer d’abord que I'ensemble de toutes les fonctions échelonnées est dense dans
LP(0,T; V). En fait, il résulte de la définition de l'intégrale de Lebesgue que pour
chaque u € L?(0, T; V), il existe une suite (u,) de fonctions échelons telle que

u,(t)— u(t) pp t€[0,T].

En prenant

0 sinon.

vn(t):{”n(” si [lun(Oll < 2/lu(o)].

On obtient .
f lu(t)— v, ()P dt — 0.
0

Par le principe de convergence majoritaire 1.1.

THEOREME 1.4 (Séparabilité[44]): Si V est séparable alors pour tout 1 < p < +00 I'espace
LP(0, T; V) est séparable.

12



Espaces de Lebesgue a valeurs vectorielles

Preuve.

On suppose que V est séparable. Choisissant un ensemble M au plus dénombrable
(i.e., fini ou dénombrable), qui est dense dans V. Soit P I'ensemble de tous les po-
lyndmes p : [0, T] — V coefficients dans M. Un argument d’approximation simple
montre que P est dense dans L”(0, T; V) par (2.1).

THEOREME 1.5 ([29]): Si V s’injecte continiment dans un espace de Banach W, p,r €
[1,+00], p <r,alors L"(0, T; V) s'injecte continiment dans L”(0, T; W).

Preuve.

Soit f € L7(0, T; V). Puisque V s’injecte continiment dans W, en utilisant I'inégalité
de Holder , nous avons

(f ||f(t)||’5vdl‘) Scl(f ||f(t)||"'}dt) S(f ||f(t)||(,dt) :
0 0 0

pour certains ¢, ¢, > 0. Donc L"(0, T; V) s’'injecte continiment dans L”(0, T; W).

YAW:® Espace dual de LP(0,T;V)

THEOREME 1.6 (Théoréme de représentation de Riesz[43]): Si 1 < p < +00, I'espace dual de
L?(0, T; V) contient toujours LP'(0,T; V') et I'égalité tient si V' est séparable, le crochet
de la dualité étant donnée par la formule

T

<g’ u>LP’(0,T;V’)><LP(0,T;V) :J <f(t)’ u(t)>V’><V dt'

0

Ainsi, sil < p <400 et V est réflexif et séparable, alors L”(0, T; V) est réflexif.

Preuve.

Voir [43, Proposition 1.38., p. 23].

PROPOSITION 2.2— 44). Siu e LP(0,T;V)etv e LP(0,T; V"),
alors

1

J |<V(t)’u(t)>|V’detS(f IIV(t)Ilﬁlldt) (f IIM(I)II"H/dt)-
0 0 0

13



Espaces de Bochner-Sobolev

8 Dérivation faible

DEFINITION 2.6

Soient V ¢ W (avec injection continue) deux espaces de Banach, 1 < p,g < +00.
Nous disons qu'une fonction u € L”(0, T; V) a une dérivée faible dans L9(0, T; W) s’il
existe une fonction g € L9(0, T; W) telle que

T T
f o(u(r)dt =— f p(tg(t)de, Yo e2(0,T0).
0 0

(Cette égalité a lieu en W). Si une telle fonction g existe, il est unique et nous notons

du_

ai &

Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Notions générales
DEFINITION 2.7

Soit p €[1,4+00], nous définissons I'espace

du
WhP(0,T; V)= {u el?(0,T;V); u'= € L0, T; V)} ,
muni de la norme
el wir,rv) = 1l Lo, 7;v) I u/“LP(O,T;V)-

THEOREME 3.1 ([27]): Pour tout p €[1,+00], WP(0, T; V) est un espace de Banach.

Preuve.
Soit (u,,),>1 une suite de Cauchy dans W'?(0, T; V), comme pour tous n >l et m > 1,
ona

ey — Ul oo, rv) < Ntk — pllwivo, vy €t NN, — ) oo, r,v) < Nty — Unllwivo, v

Les suites (u,),> et(u)),>; sontde Cauchy dans L”(0, T'; V) et convergent donc dans
cet espace, on note u et v leurs limites respectives.
Mais la convergence de (u,),>; vers u dans L”(0, T; V') entraine la convergence dans

14
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9(0,T;V).etonadonc

u, —u, dans LP(0,T;V),
u —v dans W'(0,T;V).

Ce quidonne u'=v € LP(0,T; V). Ainsi ue WHP(0,T; V).et
lw, — wllwrvo, vy = 1ty — Ul oo, vy + 1ty — Vll o0, 73y — 0.
Donc la suite (u,),>; converge dans W?(0, T; V), qui est donc complet.

LEMME 3.1 [27]

Si u € WP(0,T; V), alors u est continue sur ]0, T[ et nous avons, pour tout #,, ¢ €
10, T7]

u(t)= u(to)+f u'(s)ds.

0

Remarque 2.1. Puisque u’ € LP(0,T;V)C L), (0, T;V), l'intégrale ci-dessus a bien un sens.

Preuve.

loc

t
Soit g(1) =J u'(s)ds,comme u’€L! (0,T;V), g est continue si
7

0

t,—t, dans ]0,T].

Alors pour n assez grand, (¢,,) demeure dans un compact [T, T;] de |0, T'| et

lg(t, oo)nv—M u(s)ds|| \HJ u(s)dslly| —

Puisque u’ € L ([T;, T;]; v), alors par le théoréme de convergence dominée, on a donc
g €L, (0,T;v). Maintenant, on calcule la dérivée de g au sens de 2’(0, T'; V).
Sipe2(]0,T]), par le théoreme de Fubini on a

T
(g, Oy, :_J g(t)p'(r)dt

0

FT T to[ ;T
= (J jl[toyt]u’(s)go’(t)ds) dt—f (f ﬂ[tlto]u’(s)ga’(t)ds) dt
Ji 0 0 0
rT T Io s
:_J u’(s)(J go’(t)dt) ds+f u’(s)(f cp’(t)dt) ds
ty s 0 0

T to T
=f u'(s)tp(s)ds+f u’(s)cp(s)ds=f u'(s)p(s)ds
fo 0 0

Donc g’ = u’. Ainsi, il existe un vecteur a de V tel que

u=a+g dans%2'(0,T;V).

Par conséquent

15
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u=g ppdansL] (0,T;V).

loc

Mais g est continue, donc u est (égale presque partout a) une fonction continue et on

t )

abien u(t)=a +J u'(s)ds,avec a = u(to)—f u'(s)ds = u(t,).
Io

Alors

Io

u(t)= u(t0)+J u(s)ds.

)

Convention 2.1. Nous identifions U'espace L*(0, T; L*(2)) avec
T
L*(Q)=L*(Qx]0,T[)= {a :0x]0, T[—R; f f li(x, )Pdxdt < +oo},
0o Ja

par lisomorphisme naturel it — u : @i(x, t) = [u(t)](x). Egalement, L*(0, T; H'(S2)) est iden-
tifié par cet isomorphisme avec

HI(Q)z{a:Qx]o,T[—»R; f flﬁ(x,t)lzdxdt+J flva(x,t)lzdxdt<+oo}.
0 Q 0 Q

DEFINITION 2.8: Triplet d’évolution

Soit V un espace de Banach réflexif contenu dans un espace de Hilbert H, V C H avec
injection continue, V' étant dense dans H ; identifiant H a son dual et V'’ désignant
le dual de V, nous pouvons alors identifier H a un sous-espace de V' de sorte que
V c H c V’.Dans ce cas (V, H, V') est appelé triplet d’évolution.

Remarque 2.2. Pour un triplet d’évolution(V, H, V') le crochet de dualité < @, v> pourp eV’
et v € V est considéré comme une extension continue du produit scalaire sur H, c’est a dire,
sio e V'NH, alors

(o, v)=(0,0),,-

yX WA Espace de Sobolev H(0,T;V,V’)

THEOREME 3.2 ([24]): Lespace
1 / 2 / du 2 /
H 0, T;V,V)={ueL0,T;V); uzﬁeL(O,T;V)

est de Hilbert que I'’on munit de la norme

||u||1 = || ulliZ(O,T;V) + ||u/||ip/(0,T;V’)'

16
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Preuve.

Soit u,, une suite de Cauchy dans H'(0, T; V, V’). Alors u,, est une suite de Cauchy
dans L?(0, T; V) et (u,,),; est une suite de Cauchy dans L?(0, T; V). Ainsi, il existe u €
L?(0,T; V), u’ € L*0, T; V') tels que

u,—u dans L*0,T;V)
(u,), —u’ dans L*0,T;V’).
Bien str u, — wu dans %'(0,T;V) et dans 2'(0,T;V’) et donc (u,), —

u, dans 92’(0,T;V’). Celaimplique que u’ = u, et la preuve du théoreme est ter-
minée puisqu'’il est facile de montrer que u,, » u dans H'0,T;V, V).

THEOREME 3.3 (Density[24]): Lespace 2([0, T]; V) est dense dans H'(0, T; V, V).

Preuve.

Tout d’abord, on suppose que a =—00, b =+00; c’est-a-dire on veut démontrer que
2(R; V) est dense dans H!(—oo,+00; V, V’). Soit u € H'(—00,+00; V,V’). On peut
approcher u par des fonctions a support compact dans H'(—oo,+00; V, V’). En effet,
soit o € Z(R) une fonction réguliere telle que

1 xel-1,1],
o(t)= 2.1
0 x¢[-2,2].
On définit la suite tronquante
1
u,(t)= Q(;)u(t) pour tout n € N.

Ainsi, on a

u,—u dans H'(—00,+00;V,V’).

Alors, sans perte de généralité, on peut supposer que u a support compact. Soit p €
2(R) telle que

0<0 f o(t)dr=1.
R

On définit la suite régularisante (p,),-, par

1 1
on)="0().

Il est facile de prouver que

u, =0, xu(t)— u dans H'(—o0,+00;V, V).

Passons maintenant a H'(a,+o00; V, V'), avec a > —o00. Alors, si ¢;, désigne un fonc-
tion réguliere telle que
1 si t>a—2=1

¢h(t)={ .

0 si t<a-—hnh,

17
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ol h est un nombre positif. Il est facile de voir que la fonction

up(t)=1v,(t)ult+h)
appartenant a H'!(—oo,+00; V, V') et que
u,— u dans H'(—00,+00;V,V’) lorsque h — 0.

Ainsi, 'espace 9([a,+00[; V) est dense en H!(a,+oo;V, V).
En raisonnant de la méme maniére pour H'(—oo, b; V, V') avec b < +00.

Soient 6, et 6, deux fonctions réguliéres telles que
0,=0 dans ]—o0,a],
0,=0 dans [b,+o0o[,
0,+6,=1 dans |[a,b].
Alors, il est facile de vérifier que u;, € H'(—oo, b; V, V'), u, € H(a,+oo; V, V') et
u=0u+0,u=u,+ u,,
Finalement, obtient le résultat voulu, en approchant u, et u, comme précédemment.

LEMME 3.2 [24]

Il existe un opérateur de prolongement linéaire et continu, que 'on note P, de
HY(0,T;V,V’)dans H!(—o0,+00; V, V') tel que

Pu=u p.p te€l0,T] VYueH0,T;V,V).

THEOREME 3.4 ([24]): Uinjection H,(0, T; V, V') C 6([0, T']; H) est continue.

Preuve.
Soient u € HY0,T;V,V’) et Pu € H'(—o00,+00;V,V’) le prolongement introduit
dans lemme 3.2. Soit (¢,,) une suite de Z(R, V) telle que
¢,—Pu dans H'(—oo0,+00;V, V).
Ensuite, on a

1d
2dt

d n n /
onF =2t g0 | =(22, ) < 16l

(la dualité entre parenthésés est la dualité V —V’ : note pour deux vecteur de V,V —
H — V’ona(u,v)=(u,v) enlidentifiant u avec la forme linéaire v — (u, v) qui il
définit sur V dans V’).

En intégrant sur ]—co, t[, on obtient

t
lpn(2)? SZJ e llllenllde.

(o]
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En utilisant I'inégalité de Young, il s’ensuit que

|2 < ”(p;,”L?(—ooﬂ-oo,V/) + ”SOnHLZ(—ooA—oo,V)'

lpn(t)

Par conséquent,

(O <NPullfcoosoovyy  VEER. (2.2)

Ainsi si'on applique cette inégalité a ¢, — ¢, on voit que ¢,, est une suite de Cauchy
dans6((—oo,+00), H) donc converge uniformément dans cet espace. Cecique Pu €
6 ((—o0,+00), H) I'implique donc u € 6([0; T], H) et en passant a la limite en (2.2)
on obtient

| 1] ((—00,+00), 1) S 1P Ul i1 (—o0+00;v, vy < CllUl o, 73v, v

Ce qui prouve que Linjection H,(0, T; V, V) c 6([0, T]; H) est continue.

THEOREME 3.5 (Formule d’intégration par parties[24]): Si u,v € H;(0,T;V, V') etsi t;,t, €
10, T'[, on a alors la formule d’intégration par parties

2]

(ults), V(82 —(u(ty), V(1) = f [(w,v)+ (v, u]dr.

5]

Preuve.

Soient u et v deux élément de Z([t;, f,; V]). Ona

f (u’,v)+(v’,u)dt:J- %(u(t),v(t))dtz(u(tz),v(tz))—(u(tl),v(tl)). 2.3)

1

Ensuite, le résultat suit par la densité de 'espace 2 ([1,, t,; V]) dans H'(0, T; V, V).

THEOREME 3.6 ([24]): Si u € H,(0, T; V, V'), alors pour tout v € V, on a

d du /
E(u(')’ V)= <E’ v) dans 2'(]0, T[).

En particulier, on a

1d

> dt||u(t)||§,=(u’(t),u(t)> p.p t€0,Tl.

Preuve.

Soit p €2(0,T), d’apprét (2.3) ona

T T
J (u’(t),w(t))dt—i—f (w'(t), u(t))dt=u(T)w(T)— u(0)w(0).
0 0

On prendre w =vp(t)€ %(0,T),ona

T T
J (W(t)ve(t)de +J (ve'(), u(t) dt = u(T)v(T)p(T)— u(0)v(0)¢(0).
0 0
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Alors , ;
J (u’,v)go(t)dt:—f (v,u)p'(t)dt YveV.
0 0

D’ou le résultat.

YA Lemme de Compacité

THEOREME 3.7 (Aubin-Lions [10, 42, 19]): Soient Vj, V et V; trois espaces de Banach, tels
que V, ¢ V c V;. On suppose de plus que V; — V est compacte V — V] est continue.
Soient 1 < p,q < oo et 1< g < 0o, Nous supposons que V;, V; sont réflexifs.

On définit 'espace

W={uelLP(0,T;Vy), u'eL0,T;W)}.

Alors I'injection W — LP(0, T; V') est compacte.

PROPOSITION 2.3- 6. Si f un fonction f : (0, T) — X est fortement mesu-
rable alors r
0

<uJ f(t)dt>:J (u,f(t)dt VYueX’

THEOREME 3.8 (Continuité de la dérivation faible [6]): Si (u,) une suite de L?(0, T; HOI(Q))
vérifiant

U, — u faiblement dans L*(0, T; H;(2)), 2.4

u, —v faiblement dans L2(0, T; H~1(£2)),

alors v =1u'.

Preuve.

Soit (u,) une suite de L*(0, T'; Hy (Q2)) satisfaisant (2.4). Soit ¢ € 2’(0, T) et w € H} ().
Prenant g = ¢(f)w, alors g € L*(0, T;Hol(Q)). D’apres la définition de la dérivation
faible, il s’ensuit que

T T
f (u;,cpw)dt:—f (u,,p'w)dt. (2.5)
0 0

En utilisant (2.4), on peut passer a la limite dans (2.5) pour obtenir

T T
f (v,«pw)dtz—J (u,p'w)dt. (2.6)
0 0

D’apres la proposition 2.3, il découle que

T T T
J (u,cp’w)dt:f (uy’, w)dt:(J u(t)’(t)dte, w). 2.7)
0 0 0
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Puis on remarque que

T T
f (v,gow)dt:J (vp,w)dt. (2.8)
0 0

En combinant (2.6), (2.7) et (2.8), il vient

T T
(f u(t)ga’(t)dt,w)z(—f v(t)e(t)dt, w) Yw € H, (.
0 0

Par conséquent,

Ju(t)go’(t):—J v(e(t)dt Yo eZ(0,T).
0 0

Ce qui signifie que v =u’.
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Soit  un domaine de RY. Pour T > 0, On note Q le cylindre Q x ]0, T[ et X sa surface
latérale 92 x ]0, T[. On considere le probleme parabolique linéaire suivant

u,—Au=f dans Q,
u=0, sur Y, (3.1

u(0) = u, dans Q,

ol u = u(x, t) est une fonction sur Q a valeurs dans R, i, et f sont des fonctions don-
nées telles que

upe L*(Q), felL*(0,T;H'(). (3.2)

Remarque 3.1. Le premiere équation du probleme (3.1) est connue sous le nom de l'équation
de la chaleur. Elle est utilisée pour modéliser le transfert de chaleur par conduction.

DEFINITION 3.1

Une fonction u est dite solution faible au probleme (3.1) si

ueL?(0, T; H )N ([0, T LX), u, €L?(0,T; H'(R)),
u(o): Uy,

( Us U >H*1(Q)><H01(Q) +f VYu-Vvdx= (f, v >H*1(Q)><H01(Q) dans @/(]0, T[) VU S HOI(Q)
Q

(3.3)

Cadre général

Soit (V, H, V’)un triplet d’évolution, V étant séparable. Pour t €10, T[, on note a(¢; u, v)
une forme bilinéaire sur V avec la suivante propriétés :
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Yu,veV, t— a(t;u,v)estmesurable, (3.4)
il existe deux constantes a 5 > 0 telles que
la(t;u, v)I < Bllullllvll Vu,veV, pp.te€]o,T], (3.5)
et
la(t;u, u)|>allul*> YueV, p.p.telo,Tl. (3.6)
On se donne deux fonctions u, et f telles que
ueH, felL*(0,T;V). (3.7)

On peut maintenant donner le théoreme d existence suivant

THEOREME 1.1 ([22]): Sous les hypotheses (3.4)—(3.7), il existe une solution unique au pro-

bleme :
ueL*(0,T;H)(Q), u,eL*(0,T;H (), (3.8)
u(0) = u, (3.9)
%(u,v)+a(.; u,v)=(f,v) dans 2'(10,T[) VveH, (. (3.10)
Preuve.

La démonstration de I’existence de la solution du probleme (3.1) est basée sur la mé-
thode de Faedo-Galerkin est 'une des techniques les plus efficaces pour déterminer
des solutions approximatives pour une équation différentielle donnée dans un es-
pace abstrait. Une suite de solutions approchées construites a partir de cette méthode
qui converge uniformément vers la solution exacte du probleme donné. La méthode

de Faedo-Galerkin consiste a réaliser les trois étapes suivantes :
1- Rechercher de solutions approchées.
2- Etablir des estimations a priori sur ces solutions approchées .

3- Passer ala limite dans le probleme approché.

1. Construction d'une approximation de u. Pour cela soit w;,..., w,,... une base

de V, i.e. les vecteurs w; sont linéairement indépendants et |’espace vectoriel
engendré par ces vecteurs est dense dans V' et également dans H puisque V
est dense dans H. Notant que la séparabilité de V assure I'existence d’'une telle
base. Puisque u, € H, alors

n
U, = Zﬂi w; — u, fortementdans L*(Q)) lorsque n — oo, (3.11)
i=1
ol f; = (U, Wi)12(q)
On affirme alors qu'il existe des fonctions a,(1)...... a,(t)définies sur 0, T qui
sont des solutions du systeme différentiel linéaire
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a;(0)=p; Vi=1,-,n. (3.12)
w,(1)= Y e (t)w;, (3.13)
i=1

(u;(t),wj)-l-a(t;u,,(t),wj):(f(t),wj)p.p.te]O,T[ Vi=1,---n. (3.14)

Notant que I'équation (3.14) est également vraie dans 2’(]0, T'[). Posant a(t) =
(aj(t))1<].<n et F(t)= ((f(t), w]-))1<].<n alors on peut écrire (3.14) sous la forme
suivante :

a'(t)=B(t)a(t)+ G(1) (3.15)

ouG(t)=M"'-F(t)etB(t)=—M""- (a(t; w;, wj))l. j avec M = ((wi, wj))l. i
Puisque les coefficients de la matrice B(¢) sont L°°(]0, T[) et G est un vec-

teur avec des composantes dans L?(]0, T[), alors a(t) est la solution unique de
I’équation intégrale

t

a(t):a(0)+f (B(s)-a(s)+ G(s))ds. (3.16)

0

. Estimations a priori sur «,, . En multipliant chaque équation de (3.14) par x;()
et en sommant en j on obtient :

(W (1), u () +a(t; u,(t), u,(£) = (1), u,(2))

1d

Ealun(t)lzﬂl(t; t(2), ()= (£ (), () < IOl N ()] (3.17)

ou ||-||,. désigne la norme forte dans V’. En utilisant (3.6), il découle que

1d

2 2
3 77 | U+ allun (O < L7 I llaea (oI

On peut alors appliquer I'inégalité de Young

a 1
ab<—=a*+-—b? Va,b
2 2a

afin d’obtenir

1d ) , , 1 )
[ < — _ .
5 7 [ (OF + allen(OF < S (O + S 1A (0]

Donc finalement

O+ S (0 < 5P,

En intégrant entre 0 et £ on obtient pour chaque t €[0, T']:

2 t of 1 (°
o« f ()P ds <2y f If(s)Eds.
0 0

2 2
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Or, nous avons vu (voir (3.11)) que

un(O) — Uy dans H,

de sorte que pour un C constant,

|14,(0)] < C |use]-

Ainsi, I'inégalité ci-dessus s’écrit, pour une autre constante C,

t t
Iun(t)|2+af u,(s)IPds < C(|”O|Z+J ||f(S)||§dS) Veel0,T]. (3.18)
0 0
Pour une certaine constante C, on a obtenu

|t pooio, 730y | Ul 1200, 751y < € (3.19)
3. Passage a la limite . Avant de passer a la limite, on fait une remarque. Il résulte
de (3.5) que
v—a(t;u,v)

est une forme continue linéaire sur V pour p.p. t, et chaque u. Ainsi, d’aprés le
théoréeme de représentation de Riesz, il existe un élément que I'on notera A(t)u
dans V' tel que

a(t;u,v)=(A(f)u,v) Yu,v, p.p.t. (3.20)
Il n’est pas difficile de voir que pour les t, I'opérateur

u— A(t)u

est linéaire de V dans V’. De plus, grace a (3.5), pour p.p. t

IA()ull, < Mljull YueV. 3.21)

Il résulte donc de (3.19) que

|A() | 20,70 < C (3.22)

pour une certaine constante C. En considérant (3.19), (3.22), on peut extraire
une sous-suite de u,, notée toujours u,, telle que

U, —u dans L*(0, T; V), (3.23)
u,— i dans L°°(0, T; H) faible *, (3.24)
Al u, — 0 dans L*(0,T; V'), (3.25)

pour u, it, ii appropriés. Mais il n’est pas alors difficile de montrer que

ii=u, u=A()u. (3.26)
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En effet, si v € L?(0, T; V), alors v € L?(0, T; H) et

lv|<Cllvl| VveV. (3.27)
Ainsi, pour tout v € L?(0, T; V), d’apres (3.24),

T T
f (un,v)dtﬁf (,v)dt.
0 0
T
u-—>J (u,v)
0

est une forme linéaire sur L(0, T; V), ceci est également di a (3.27) et de (3.23)

on déduit
T T
f (un,v)dtﬁf (u,v)de.
0 0

T
f (t—u,v)dt=0
0

pour chaque v € L?(0, T; V) et par densité de V dans H on conclut que u = .
Ensuite, pour v € L?(0, T; V) on a

Maintenant, pour v fixé

Par conséquent

T T
f (A(t)un,v)dtﬁf (n,v)dt.
0 0

Mais depuis
(A(t)u,,vy=al(t;u,,v).

Et puisque pour v fixé
t—al(t;-v).

Appartient a L?(0, T; V'), on a aussi

T T
f (A(t)un,v)dtaf (A(t)u,v)dt.
0 0

T T
f (A(t)u, v)dtzf (w,v)dt

pour tout v € L?(0, T; V) et ainsi on obtient (3.26). On a donc maintenant une
séquence u, telle que

Donc

u,—u dans L?(0,T;V),
U,—u dans L°°(0,T; H) faible *,
A()u, — A(t)u dans L2(0,T;V"),

Et on aura terminé, a condition de montrer que u est une solution de (3.8)—
(3.10).
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4. u est une solution de (3.8)—(3.10). Soit v € V. On peut alors clairement trouver
une suite .
— n
v, = Z a]. w]
=1

telle que v, — v in V et également dans H. Alors pour chaque ¢ € Z(]0, T[), il
vient
o(t)v, — @(t)v dans L*0,T;V)

et aussi dans L?(0, T; H). Maintenant, clairement, en multipliant chaque équa-
tion de (3.14) par go(t)a;.’, en sommant et en intégrant sur |0, 7[ on obtient

T

T
f—(un(t),cp’(t)vn)+(A(t)un,go(t)vn)dtzf (f(),o(t)v,)dt.  (3.28)
0

0

En passant a la limite on obtient immédiatement

f —(u(r), ¢'(t)v)+al(t; u,ﬁ,o(t)v)dt—J(f e(t)v)dt.
0

Cela peut aussi s’écrire

f —(u(t),v)p’+a(t;u,v)pdt :J (f(r),vypdrt, (3.29)
0 0

c’'est-a-dire que (3.10) est vraie. Il reste a montrer que
u, €L*(0,T;V’), u(0)=u,.

Pour le premier point on remarque que (3.29) peut aussi s’écrire

d
E(U(t) v)={(f(t)—A(t)u,v) dans2'(]0,T),

pour chaque v € V. Cela signifie également que

T T
—f (u(t),v)ga'(t)dt:J (f()—A(t)u,v)p(t)dt YveV,Voe2(]0,T]).
0 0

Et, en considérant des intégrales a valeurs dans V’,

T T
—f (u(t),-)so’dt=f (fO)—Au,Yypdr Yee2(10,T]).
0 0

Ainsi :
= f(t)—A(t)u dans L*(0,T; V). (3.30)

Ensuite, pour établir que u(0) = u, On considéra une fonction réguliere @ telle
que ¢(0)#0,¢(T)= 0. De (3.30) et du fait que ¢(t)v € L*(0,T; V) VYveV,on
dérive

(u, v)p(t)=(f(£)—A(t)u,v)p(t) p.p.t€]0,TI.
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En intégrant dans ¢ entre 0, T on conclut que (voir formule d’intégration par
parties)

T T
f (w,v)pdt :f (f(t)—Au,v)pdt.
0 0

Donc apres intégration

- J (u,v)so’dr—(u(oxv)so(mzf (F(1)—A(t)u, v)p .
0 0

En utilisant (3.28) avec notre ¢ et en intégrant par parties, on obtient

T

T
_J (un,vn)go’dt—(un(o),vn)cp(o)zf (f()— A u,, v,)pdt.
0 0

Passer a la limite en n donnera

T T
—f (u,v)w’dt—(uo,vww):J (f(6)— A1), v) @ dt.
0 0

Ainsi
(ug—u(0),v)=0 VveV
et par densité de V dans H on conclut que u(0) = u,.

. Unicité . En supposant que u; et u, sont deux solutions de (3.8)-(3.10), on a par
soustraction

d
E(ul—uz, v)+a(;u,—u,v)=0 dans%'(]0,T[),YveV

ou bien

d
E(ul_ up)+A(t)(u; —up)=0 dans L*(0, T; V').

Multiplier les deux cotés par u, — u, et intégrer sur |0, T[ donne

t

|(u1—u2)(t)|2+J a(s; uy— Uy, Uy —Uy) ds =0
0

d’ou le résultat puisque a > 0. Concernant la convergence de u, on peut étre
un peu plus précis et montrer que u, — u fortement dans L?(0, T; V). En effet,
d’apres (3.18) écrit pour t = T, il est clair que u,(T) reste borné dans H. Donc,
il existe u, € H tel que

u,(T)— u,, dansH.

Pour montrer que u, = u(T) on procede alors comme dans la preuve de u(0) =
Uy, en choisissant ¢ une fonction réguliere telle que ¢(0) =0 et ¢(T) # 0. On
considere alors la quantité

Un(t)=%|un(T)—u(T)|2+f a(t; u,(t)—u(t), u,(t)—u(r)) dt
0

. (3.31)
=%|un(T)|2+J a(t; u,(1), uy(1)) d i+ R,(T)
0
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Application

ol

T

R,(T)= %IM(T)Iz—(un(T), u(T))+f a(t; u(t), u(r))de

T ° T
+J a(t; —u(r), un(t)—u(t))dHf a(t; u,(t)—u(t),—u(r) dt
0 0
Sachant que u,,(T) — u(T) et du fait de la faible convergence de u,, il est clair
que

T
lim Rn(T)z—llu(T)lz—f a(t; u(t), u(t)dt. (3.32)
0

Maintenant a partir de (3.17) intégré sur ]0, T'[ on dérive :

1 ’ 1 ’
Elun(T)|2+f a(t; u,(t), u,(t ))dt—glun(0)|2+f <f(t),un(t)>dt
0 0

Donc en passant a la limite

T

T
nlii%o%'”nm'z*f al(t; un(t),un(t))dt=%|uo|2+J (f(e),u(e) dt
0

0

Mais on a également de (3.10) écrit avec v = u(t) et aprés 'intégration

T T
%|u(T)|2+ f a(r;u(r),u(t))dr=%|uo|2+ f (F),uehde.  (333)
0 0

En combinant (3.31), (3.32) et (3.33) on en déduit que

lim U,(T)=0.

n—+00

Le résultat découle alors du fait que

f ll22,( I dt <UL(T).

Application

Soient 2 est un ouvert borné de RY et u, € L*(Q) et f € L? (0, T;:H _I(Q)). On considere
le probleme parabolique linéaire suivant

0
a—L;— (t)Au=f dans Q,
u=0, sur X, (3.34)

u(x,0) = uy(x), dans Q,
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ol g : Rt — R* est une fonction mesurable vérifiant la condition suivante :

I A>0; A<g(r)<A, VteR". (3.35)

Remarque 3.2. Dans le cas oit g =1, le probleme de la chaleur.

DEFINITION 3.2

Une fonction u est dite solution faible au probléme (3.34) si

ueL?(0, T; H{@)n<% ([0, T]; LAQ)), u,L?(0, T; H'(),
u(0) = u,, (3.36)
(u,o)+a(t,u,0)=(f,¢p) dans2'(]0,T)) V¢ <€H} (.

oua(t, u,go)zg(t)J Vu-Vedx.

Q

THEOREME 2.1: Sous I'’hypotheéses (3.35), le probléme (3.1) au- moins une solution faible.

Preuve.

Pour démontrer que probleme (4.6) admet une unique solution faible, il suffit de dé-
montrer que la forme bilinéaire a : HOI(Q) X HOI(Q) — R satisfait toutes les hypotheses
du théoréme 1.1.

a(t,u,go):g(t)J Vu-Vodx (3.37)
0

1. Soient u, ¢ € H}(2). Puisque g est une fonction continue, alors 'application
h : 10, T[ — R définie par

h(t)za(t;u,go):g(t)f Vu-Veodx, (3.38)

Q

est mesurable.

2. a est continue : Soient u, ¢ € H}(2). Pour presque partout ¢ €10, T[, on a

la(t;u, 9)| = g(t)

f Vu-Veds| <A f IV ullVeldx < Alullgoll¢llmo-
Q Q

(3.39)

3. a est coercive : Soit u € H} (). Pour presque partout €0, T[, ona

a(t;u, u):g(t)J IVul>dx ZAIIuIIi&(m. (3.40)
Q
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Régularité

Régularité

THEOREME 3.1: Dans le probléme (3.34), si on suppose que les données f, u,, et g sont
plus régulieres :

feL?*(0,T; L), uo € Hy (), (3.41)
et g € 61([0, T)) satisfaisant (3.35). Alors la solution faible u du probléeme (3.34) ayant la
régularité suivante :

ue L*(0, T; H(Q)N L (0, T; Hy (), u’ € L*(0, T; L*(Q)). (3.42)

De plus on aI’estimation suivante :

sup ess || ()l g + 1wl 20,720 )+ 1t 220,73 1200 < (||f||L20TL2 )+||u0||H01(Q))’ (3.43)
0<t<T

ou C estune constante positive dépend seulementde 2, T, A, A et||g’||co = SUP, 0,71 18(¥)I-

Preuve.

Soit n > 1 fixé. En multipliant I'’équation (3.14) par a’j(t) et en sommant en j, il vient

(u,u')+g(t)(Vu,, Vu,)=(f(t),u.), p.p.-telo,TI.

d
En utilisant le fait que (V u,, Vu:l) = ﬁll u ||2 et I'inégalité de Holder, on obtient

d 1 1
st (8l o)) < 58 Ol # 2 f st 5 114 gy P2 €10, T

En utilisant (3.35), 'estimation (3.19) et le fait que ||u,,(0)|| Hi©@) < [ 20| HI Q) il s’ensuit
que

T
Jllu;ll yd ¢+ Asup ess |1, (0I5 o) < Mol ) + 41 200,720
0

0<t<T

3.44
118 ool g (544

< C (1l 0y + 1 1)

Passer 4 la limite in (3.44), on en déduit que u € L>(0, T; HOI(Q)), u' € L?(0, T; LA())
et 'estimation suivante :

el 20,7220 +5101P eTSS” u(Ollgpe<C (||f||L2(0,T;L2(Q)) + ||uo||H01(Q))- (3.45)
<t<

Puisque, pour presque partout ¢ € [0, T'], la fonction u satisfait

(Vu,Vv)=(h,v) YveH) ), (3.46)

1
ou h(t)= ﬁ( f—u’) € L¥(f), alors par la régularité elliptique (voir [5, Theorem 4,

page 334)), il découle que
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2 2
1l 20y < € (I1BIE gy + 112l

2 n2 2 (3.47)

< C(IF 1By + 12 12y + N2l )

En intégrant sur [0, T'] et en utilisant I’estimation (3.45), il vient
2]l 200, 7512 < C (||f||L2(0,T;L2(Q)) +1| uo||H(}(Q))- (3.48)
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PROBLEME PARABOLIQUE QUASI-
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Position du probleme

Soit 2 un ouvert borné de RY. Pour T > 0, On note Q le cylindre Q2x ]0, T| et X sa surface
latérale 02 x ]0, T[. On considere le probléme parabolique non local suivant

0

—u—M(f udx)Au:f dans Q,

dt 0

u=0, sur X, (4.1)
u(0) = u,, dans Q,

ol u = u(x, t) est une fonction sur Q a valeurs dans R, u, et f sont des fonctions données
telles que

up€ L), felL*(0,T;H (). (4.2)

On suppose en outre que M : R — R est une fonction continue vérifiant

dmyg, meo > 0; 0<my<M(S)< My, Vs eR. (4.3)

DEFINITION 4.1

Une fonction u est dite solution faible au probléeme (3.1) si

ue L2(0, T; Hi )N <6 ([0, T} L), u, € L?(0, T; HY(Q)),

u(0) = u,

(ut,(p)-l-M(J udx)fVu-Vgodxz(f,cp) dans 2'(10, T[) V¢ € H, ().
Q Q

(4.4)
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Probleme parabolique quasi-linéaire non local

m Enoncé du résultat principal

Dans cette section, on va démontrer le théoreme d’existence suivant :

THEOREME 2.1: Sous les hypotheses (4.2) et (4.3), le probléme (3.1) a au moins une solu-
tion.
Preuve.
On utilise le théoreme du point fixe de Schauder. On définit I'application
S:L*(0, T; L*(Q)) — L?(0, T; L*(),

v—S(v)=w,
ol w est la solution faible unique du probleme linéaire

d
—w—M(J vdx)ALU:f dans Q,
aJt 0

Py w=o surs (4.5)
w(0) = uy, dans Q,

au sens faible suivant :

weL?(0,T;HI(Q), w,eL?(0,T;H'(9),
w(0) = u,, (4.6)
(wy, 0)+a,(t;w,)=(f,¢) dansZ’(10,T]) V¢ €H;(Q),

ol

a,,(t;w,tp):M(f vdx)wa-Vgodx. 4.7)
Q Q

Pour démontrer que probléme (4.6) admet une unique solution faible, il suffit de dé-
montrer que la forme bilinéaire a, : H}(92)x H;(Q2) — R satisfait toutes les hypotheses
du théoreme 1.1.

1. Soient u, ¢ € Hy(Q). Le fait que M est une fonction continue, alors 'application
h : 10, T[ — R définie par

h(t)=a,(t;w, ) :M(J

Q

vdx)wa-Vgadx, (4.8)
Q

est mesurable.

2. Continuité de a,. Soient u et v deux éléments de HOI(Q). En utilisant (4.3), puis
I'inégalité de Holder, on obtient

Ia,,(t;w,tp)le(J vdx) JVw-chdx‘
Q Q

< mOOJ IVwl||Ve|dx
Q

(4.9)

< meollwllgrollelm -
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Enoncé du résultat principal

3. Coercivité de a,. Soit u un élément de H,(Q). En utilisant (4.3), il vient

a,(t;w, w):M(f vdx)f Vw|*dx
Q Q

2 m0||w||§_]01(ﬂ)

(4.10)

Maintenant, on prouve que I'application S est vérifie toutes les hypothéses du point
fixe de Schauder 3.1.

1. Lapplication S laisse invariante une certaine boule fermée de L? (0, T; LZ(Q)).

Prenant ¢ = w in (4.4), il s’ensuit que

(wt,w)+M(f vdx)llw”f%l(m:(f,w). (4.11)
Q
Puisque

1d

EEHW(I)H =(w,, w) pp-t€[0,T]

alors, en utilisant (4.3), il vient

1d
EEIIW(K)II y+ mollwlin g <Iflu@llwlye pp-t€l0, Tl (4.12)

En utilisant I'inégalité de Young, il découle que

1d
S = Nw Ol + mollwlly

m
+ 70||w||§{01(m p.p. t €10, T[.

2dt
(4.13)
Par conséquent,
my 2 1 2
——II (o + 5 Nl < 5 I1fI3q PP-£€10,TL (4.14)
2dt ) H@ = 2pm, Y HO)

En intégrant sur ]0, T'[, il s’ensuit que

1 m 1 1
E” w(T)HZLz(Q) + 7 L ”w”zol(m dx < E” u0||2L2(Q) + 2_n10JQ||f”§{—1(Q) dx. (4.15)
En conséquence,

”w“LZ(O,T;LZ(Q))’ ||w||L2(0,T;H01(Q)) < R, (4-16)

1
R2: ;”uOH +_||f||L20TH Q) (4.17)
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Donc la boule fermée

BO,R)={we L*(0, T; L%Q); Wl z0,r:20) < R}
est invariante par 'application S.
. Lapplication S est continue de B(0, R) dans B(0, R).

Soit (v,) une suite de B(0, R) telle que

v, — v fortement dans L*(0, T; L*(Q2)) (4.18)
On veut montrer que
w,=S(v,)— w=S(v) fortementdans L*(0, T;L*(f2)) (4.19)

Tenant compte de (4.18), alors par la réciproque partielle du théoreme de
convergence dominée, il s’ensuit que

||vn(t)—v(t)||izm)=JIvn(x,t)—V(x,t)lzdxﬁO, p.p- €10, T[.
Q

Par conséquent,

J v,(x,t)dx —>J v(x,t)dx, p.p.te€l0,TI. (4.20)
Q Q

Puisque M : R — R est continue, alors

M(f v,(x, t)dx) —>M(J v(x, t)dx), p.p-t<€]0,TI. (4.21)
Q Q

Comme w, et w sont respectivement solution des problemes (p, ) et (p,) alors

%(wn—wwHMU

vndx)J V(w,—w)-Vyodx
Q Q

=lM(f vdx)—M(f vndx)]J Vw-Vydx dans2’'(]0,T]),
Q Q Q

pour tout ¢ € H}(€). En prenant ¢ = w, — w dans (4.22), et en utilisant (4.3), il
vient

(4.22)

(w,/l - w/’ wy, — w) + mOllwn - w“ilol(m

SlM(f vdx)—M(J vndx)lf Vw-V(w,—w)dx p.p.t€]0,TI.
Q Q Q

(4.23)
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Enoncé du résultat principal

Par conséquent,

(w;_ w/’ Wy — LU) + mOllwn - w“ifol(ﬂ)

SlM(Lfdx)dw(LUMMJLLVuhVWM—wMHT (4.24)
(oo

pour presque partout ¢ € ]0, T[. En appliquant I'inégalité de Young, il découle

<

lwOllg@llw, — wllg @

que,
my
(W —w', w, — w)+ my|lw, — w”irol(sz) < 7|Iwn - w||§{01(m
1 2 , (4.25)
+ o M(L vdx)—M(L vndx) ||w(.)||H01(Q),

pour presque partout ¢ € |0, T'[. En intégrant sur |0, T, il s’ensuit que

2
12(0,T;H ()

2 (4.26)
M(f vdx)—M(f vndx)
Q Q
2

2
£2(0,T;Hy ()

o) o)

Alors en laissant n tendre vers +00, on en déduit (4.19).

1 m,
S (1) = w(Dll ey + = llw, = wll
T

1
S_
2my ),

Par conséquent,

lw, —w||

2 (4.27)
<— lwOIE g dt.

2
mOO

3.8 (B(O, R)) est relativement compacte.

Soit (v,) une suite de B(0, R). On veut démontrer que la suite (w,,) = (S(v,)) est
relativement compacte. Soit ¢ € L? (0, T; HOI(Q)). Le fait que w,, est la solution
du probleme (p,, ), alors

dw,

( ,lP):—M(f vndx)Jan-dexﬂf,zp) pptelo, T[. (4.28)
dt 0 0

En intégrant sur |0, T, et en utilisant (4.3), il s’ensuit que

T dw T
( "d/))dt‘s YV w, IV dxdt +
T )

En employant I'inégalité de Holder et en utilisant |’estimation (4.16), on trouve

f (f,l/))’dt. (4.29)
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T
dw,
L (S| < [l o) + 1 s oo |19 lus(o g

(4.30)
< [ s + R oo oo
En conséquence, il vient
dw,
s oyt R (4.31)
H drt llizo,r;H-19) 1 W20, 7311150

De (4.16) et (4.31), on déduit que la suite (w,) est bornée dans I'espace

dv

w (o, T, H/ (), H'(Q)) = {v € L*(0, T, H} (Q)); T

e L*0,T, H‘l(Q))} )

qui s'injecte de facon compacte dans L?(0, T, L?(£2)) (par lemme de Compacité
de type Aubin-Lions 3.7). Par conséquent la suite (w,,) est relativement com-
pacte dans L2(0, T, L%()).
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Position du probleme

Ce chapitre est basé essentiellement sur l'article de [23]. Soit 2 un ouvert borné de RY
de frontiére lipschitzienne 92. On s’intéresse au probleme de trouver u = u(x, t) solution
faible a

——M(J |V ul* dx)Au f dans Q,

u=0, sur X, (5.1)
u(x,0)= uy(x), dans Q,
ol M :R — R est une fonction continue vérifiant
0<my<M(s)< My, Vs eR. (5.2)
On suppose de plus que u, et f sont des fonctions données satisfaisant :
up€ H'(Q), feL*(0,T;L*R)). (5.3)
DEFINITION 5.1
Une fonction u est dite solution faible au probléeme (5.1) si
ueL?(0, T; H'(Q)N % ([0, TH LX), u,€L?(0,T; H'(Q)),
u(.,0)= uy,
3 L=0 (5.4)
& (ug,v) +M(||u||§{01(m)JQVu-VV dx =Lfv dx dans2'(]0, T]),

pour tout v € HJ ().
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Probleme parabolique de type Kirchhoff

m Enoncé du résultat principal

THEOREME 2.1: Sous les hypotheéses (5.2) et (5.3), le probléme (5.1) admet au moins une
solution.

Preuve.

1. Méthode 1 : Via le théoréme du point fixe de Schauder 3.1.

On procede par un argument du point fixe. On définit I'application

S:L*(0, T; H, () — L*(0, T; H, (),
w— S(w)=u,
ol u est la solution unique du probléme suivant

ueL?(0, T; H\()N 6 ([0, TELAQ) u, €L?(0, T; HTY(),
u(O): uO)

P o (5.5

(wt,go)+aw(t;u,v)=vadx dans 2'(10, T[) Vv e H,}(9),
\ 0

ot a,(t;u, v)=M(J IVw|? dx)f Vu-Vvdx.
Q Q

Pour démontrer que probleme (5.5) admet une unique solution, il suffit de
montrer que la forme bilinéaire a,, : H}(Q) x H,(2) — R satisfait toutes les hy-
pothéses du théoreme 1.1.

aw(t;u,v):M(f IVw|? dx)fVu-Vvdx (5.6)
Q Q
(a). Soient u, v € Hj(Q). Puisque M est une fonction continue, alors I'applica-

tion
h : 10, T[ — R définie par

h(t)=aw(t;u,0)=M(f Vw|* dx)fVu-Vvdx, (5.7)
Q Q
est mesurable.

(b). Continuité de a,,. Soient u et v deux éléments de HOI(Q). En utilisant (5.2),
puis I'inégalité de Holder, on obtient

Iaw(t;u,v)|=M(f IV wl|? dx) f Vu-Vv dx‘
Q Q

< mooJ Vul||lVv|dx
Q

(5.8)

< meo|lull gl 5@
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Enoncé du résultat principal

(c). Coercivité de a,. Soit u un élément de H;(Q). En utilisant (5.2), il vient

a,(t;u,u) (J IVw|? dx)f IVul*dx
(5.9

2 m0||u||H1(Q)

Maintenant, on prouve que l'application S est satisfait toutes les hypo-
théses du point fixe de Schauder 3.1.

I. On prouve qu'il existe une certaine boule fermée de L? (0, T;HOI(Q))
invariante par S.

Prenant v = u dans (5.5), il s’ensuit que

Cttg )+ M (1wl )11y = f 10). (5.10)
Puisque

1d

5Ol = (o) pp.refo,T)
alors en utilisant (5.2) et I'inégalité de Holder, puis celle de Poincaré,
il vient

1d
Eﬁllu(t)ll y+ mollullfy o) < Coll fll ol ullige)  P-p- £ €10, TL.

(5.11)
Appliquant I'inégalité de Young, il découle que

C m
2 Q 2 0 2
3 @O+ ol < 2l + 5 o) P2 €10, 71

(5.12)

C’est-a-dire

- 2
I i+l

izm) p.p-t€]0, T[. (5.13)

En intégrant sur ]0, T, il s’ensuit que,

T
1
—|lu(T +— 2 0dt < 2 dt
IIM( % f [l ||uo|| 2m0£ 11720

(5.14)

Par conséquent,
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T 1 1 T
J lelfyey 41 <l + - f Il d. pp.1E10,TL
0 0Jo

(5.15)

Il en résulte que

el 20,7 0) S R (5.16)

1
Rzz_lluolliz( ||f||L20TL2 (5.17)
my
Donc la boule fermée
BO,R)={uel?(0, T3 HY)  Null o rio) <R},

est invariante par 'application S.

I. Lapplication S est continue de B(0, R) dans B(0, R).
Soit (v,,) une suite de B(0, R) telle que
w, — w fortement dans L*(0, T; H, () (5.18)
On veut démontrer que
u,=S(w,)— u=S(w) fortementdans L*(0,T;H,(Q)) (5.19)

Tenant compte de (5.18), alors par la réciproque partielle du théoreme
de convergence dominée, il s’ensuit que

|w,(t)— w(t)llilolm) =f V(w,(x,t)—w(x,t))?dx—0, p.p.telo,Tl.
Q

Par conséquent,

f Vw,(x,t)dx —>J‘ Vw(x,t)dx, p.p.te<]0,Tl. (5.20)
Q Q

Le fait que M est continue, alors

M(f ||wn||H01(Q)dx)—>M(J ||w||H01(mdx), p-p-t€]0, T[. (5.21)
Q Q

Comme w, et w sont respectivement solutions des problemes (P, ) et
(P,) alors
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dt

=[M (1wl o)) =M (i, )]fw Vvdx,

dans 2'(]0, T[) pour tout v € H (Q).

En prenant v = u,, — u dans (5.22), et en utilisant (5.2), il vient, pour
presque partout ¢ €10, T,

d
—(u, —u, v)+M lw, ||2 f (u,—u)-Vvdx
“ (5.22)

(v — ', up,—u)+ mgllu, — u”ilol(ﬂ) <
[M (118 )= M (il ) L Vi, Vi, —udx (5.23)
<[ M (l112y10y) =M (11w 200y ) ] el ol 40— wll sy

En appliquant I'inégalité de Young, puis en intégrant sur ]0, T'[ il vient,

1 my
Ell(un_u)(T)”iz(Q)—i_?”u u”LZOTH 1)

1
< 2_f [M(HW“}quI(Q)) (5.24)

2 2
—M(|w o) 2t — el oy A 2
+7”u u”ngTH(Q))

Par conséquent

m
it =l —f [M(lwlly)

_M(||wn||§101(m)]||un— ullygdt pp.1elo Tl

(5.25)

Alors en laissant n tendre vers +00, on déduit que
u,=S(w,)— u=S(w) fortementdans L*(0, T;H, (). (5.26)
II. S (B (0, R)) est relativement compacte.

Soit (v,) une suite de B(0, R). On veut démontrer que la suite (w,) =
(S(v,)) est relativement compacte. D’apres le théoreme 3.1, il découle
que

sup ess|| wn(t)”H )+ Wil 20,7 m2000) + 1 Wn ll 1200, 7 12()

0<t<T
< C (1 lzeo, 732200

et )

ol C est une constante positive ne dépend pas de n. Alors, on en dé-
duit que la suite (w,,) est bornée dans I’espace
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dv

W= {u e L*(0, T; HA Q)N H}(Q); -

eL¥0,T; LZ(Q))} )
Puisque I'injection de H*(2) N Hy () dans H(£2) est compacte, alors
par lelemme de Compacité de type Aubin-Lions 3.7),’espace W s’in-
jecte de facon compacte dans L*(0, T; H}(£2)). Par conséquent la suite
(w,) est relativement compacte dans L*(0, T, H; (2)).

2. Méthode 2 : Via 'approximation de Faedo-Galerkin. Quitte a régulariser la
fonction f par une suite de fonctions suffisamment régulieres, on peut sup-
poser que f € L*(0, T; Hy ().

La démonstration de I'existence de la solution du probléeme (5.1) est basée sur
la méthode de Faedo-Galerkin

(a). Construction d'une approximation de u. Tout d’abord, on résout le pro-
bleme dans un espace de dimension fine. On désigne par {go,- }: C H} (%),
A; les vecteurs propres et les valeurs propres pour le probléeme de Dirichlet
pour I'équation de Laplace : ¢; € H/(Q2)

(V(pi’v(p)LZ(Q):A’i((pi’ (p)LZ(Q) VSO eI_IOI(Q)'

La famille {gol-}: forme une base orthonormale de L?(9), et { vi }
i=1

une base orthogonale de HOI(Q).

On cherche une solution du probleme (5.4) comme limite de la suite de
fonctions :

n
un(t) = Z ain(t)(;pii
i=1
ou les coefficients a;,, sont des fonctions a déterminés. Comme I’ensemble

{(,0 l—} est dense dans H,' (), et u, € H, (), alors

n
u(’; = Z Bip: — u, fortementdans HOI(Q) lorsque n — oo,  (5.27)
i

ol ﬂi :(uo;SOi) pour touti=1,---, m.

Les fonctions «;,, satisfont les conditions initiales

ain(O):(uo,(‘Di)Lz(Q), l=1,,n

Les fonctions a;,(t) sont définies a partir du systeme d’équations différen-
tielles ordinaires non linéaires :

d
E(”n’w"‘M(””n”iIg(m)j Vu,Vodx =f fodx. (5.28)
a 0
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(b).

En prenant ¢ = @ ; est en utilisant le fait que les ¢; sont orthogonaux, alors
le probléeme (5.28) est équivalent a celui de Cauchy suivant :

&, ()= =2 (Il oy @ (£)+ L fojdx

a]n(o):ﬁ]:(u()r([)])Lz(Q)) j:L"‘,I’l.

(5.29)

Puisque la fonction M est continue par rapport a @;,, il découle du théo-
reme d’existence de Carathéodory 3.2 que pour tout 7 fini le probleme de
Cauchy (5.29) a une solution dans 'intervalle [0, #,,] avec £, < T et tenant
compte que les estimations établies ci-aprés ne dépendent pas de ¢, alors
on peut prendre £, =T.

Estimation a priori.
En choisissant u,, comme fonction test dans la formulation (5.28), on ob-
tient

<u;,un>+M(||un||i,g(m)J Vu,[*dx=(f,u,) pp.telo,T]
Q

Appliquant a droite 'inégalité de Holder, puis celle de Poincaré, ensuite
I'inégalité de Young, il vient

C m,
2 2 Q 2 0 2
__”un”LZ(Q) + m0||vunllL2(Q) < Z_H’Z()Hf”LZ(Q) + 7” u””HOI(Q) p-p- S ]0’ T[

En intégrant sur ]0, T, il s’ensuit que

1 9 my 1 9
E” Un(TI 20+ 7” Unl 20,71 < Ellun(o)llem)
(5.30)
Q0
+ Z_rnO”f”LZ(O,T;LZ(Q))-
Dong,
lttnll 20,2 < C (1 20, 7522009 + 1 uOHHOl(Q)); (5.31)

ol C est une constante positive ne dépend pas de n. Par conséquent, en
utilisant le théoreme 3.8 et le lemme de compacité de type Aubin-Lions
3.7, il vient

U,— u faiblement dans L2 (0, T; HOI(Q))
u, —u faiblement dans L? (0, T;H _1(9)) (5.32)
Uu,— u dans [L? (0, T; LZ(Q)).

Puisque M est une fonction en générale non linéaire, alors pour passer ala
limite dans le probleme approché (5.28), on a besoin la convergence forte
de la suite u, dans L*(0, T; H; ().
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().

En multipliant chacune des équations (5.29) par A ;a;,(¢) et en sommant
en j, puis en intégrant par parties et en appliquant I'inégalité de Young on
obtient

d 2 2 2
= (1700 43 (0 1A ] < GRS

DN | =~

1 2 1 2
< E“Vun”LZ(Q) + Ellvf”p(m

En intégrant sur |0, [, et en utilisant (5.2), il vient

1
—sup ess|| un(ﬂ”ip(m"‘mo”Aun||L2(0,T;L2(Q)) < f IVfllVu,ldx
2 o<i<r v Q

2 2

1
2
S || un”LZ(O,T,'HOl(Q)) + EHf”LZ(O,T;HOl(Q)) + || un(o)”HOl(Q)

DN =~

En utilisant I'’estimation (5.31) et le fait que || u,,(0)|| Hi@) S || 2o ]| Hi@ il s’en-
suit que

1AL 2o, 7:0530) < C (1F Nl 2o, i) + 1tolligi )

ol C est une constante positive ne dépend pas de n.

Comme [|Av||;2) est une norme équivalente de I'espace H*(Q)NH, (£2), on
déduit de I'’estimation précédente que

||u||L2(o,T;H2(Q)nH01(Q)) <C (”fllLZ(O,T;HOl(Q)) +I uOHHJ(ﬂ))- (5.33)

De (5.31) et (5.33), on en déduit que la suite (u,,) est bornée dans I’espace

W= {v e L*(0, T; H* Q)N H} (Q); % e L0, T; LZ(Q))},

quis'injecte de fagon compacte dans L*(0, T'; H} (©2)) par lelemme de Com-
pacité de type Aubin-Lions 3.7). Par conséquent la suite (u,) admet une
sous-suite, toujours notée (u,,), telle que

u, — u fortement dans L*(0, T, H, (). (5.34)

Passage a la limite.
De (5.34), il découle que, pour presque partout ¢ € ]0, T,

u,(t)— u(t) fortement dans H, (),

et comme M est continue, alors

M () = M (1l ) P2 €10, TL. (5.35)
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Enoncé du résultat principal

En utilisant (5.32), (5.34) et (5.35), on peut passer a la limite dans (5.28),
pour obtenir

d

E(u,¢)+M(|IuII§{&(m)J VuVedx=(f,¢) pptelo,T[, Vy<H Q).
0

(5.36)

Tenant compte du théoreme 3.4 et (5.27), on en déduit que u(0) = u,.
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