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Résumé

Dans ce travail, nous prouvons 'existence et la régularité des solutions faibles pour une
classe de les équations elliptiques non linéaires avec des exposants variables et des données
de mesure ou L™, avec m étant petit. Le cadre fonctionnel implique des espaces de Lebesgue-
Sobolev avec des exposants variables.

Mots-clés :

exposant variable, équation elliptique.



Abstract

In this work, we prove existence and régularity of weak solutions for a class of nonlinear
elliptic equations with variable exponents and measure or L™ data, with m being small.
The functional setting involves Lebesgue-Sobolev spaces with variable exponents.

Key word :

variable exponent, elliptic equation.



Notations et symboles

(.,.) : produit scalaire.
E’ : le dual topologique.
< .,. >pwpg: le crochet de dualité entre 'espace E et son dual topologique.
Q : un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue.
0€) : la frontiere de (2.
LP(Q) : 'espace de Lebesgue.
supp(.) : support d’une fonction.
D(Q) = C™(2) [ C.(Q2) : espace des fonctions indéfiniments différentiables a support com-
pact dans €.
D'(Q2) : 'espace des distributions sur €2.
a € NV : un multi-indice o = (g, ..., ay) de longueur |a| = a; + ... + ay.
0; : la i-iéme dérivée partielle, %.

0% : la dérivée d’ordre a.

0 .
V = <8l‘i>1§i§N le gradient.
29
div = Z oz la divergence.
k=1

Xk : la fonction caractéristique de I’ensemble E.
—: la convergence faible.

—: I'injection.

WHP(Q) : Iespace de Sobolev.

WP (Q) : la ferméture de D(Q) dans WH(Q).
P(Q) : 'ensemble des fonctions mésurable sur .
p(.) : une fonction exposante.

P'(.) : la conjugué de p(.).



pt,p~ : supess et infess de p(.).

A(.) : semi-modulaire, modulaire.

LPO(Q) : I'espace de Lebesgue & exposants variables.
|I.]lp() : la norme dans LPO(€).

WEPL)(Q) : Pespace de Sobolev & exposants variables.
I.l|£.p() : la norme dans W*r()(Q).

px : c’est I'exposant critique de Sobolev.

T;. : fonction troncature de niveau k > 0.

Co(€2) : espace des fonctions continues nulles au bord de €.
C>(Q) : 'espace des fonctions infiniment différentiables sur 2.
C.(Q) : 'espace des fonctions continue a support compact.

supessq |u| = inf{M > 0; |u(z)]| <M ppxe Q}.



Table des matiéres

Introduction

Rappels et définitions

1.1 Espace de Lebesgue LP(Q2) . . . . . . .. ..o
1.2 Distributions . . . . . ..o
1.3 Espace de Sobolev W'P(Q) . . . . . . .. ...

Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable
2.1 Espace de Lebesgue LPO(Q) . . . . . ... ...
2.2 Espace de Sobolev WHEPL(Q) . .. . ... oL

Probléme a donnée L™

3.1 Imtroduction . . . . . . . ..
3.2 Preuve de théoréme . . . . . . . . ..o
3.2.1 Etape 1: Approximation . . . . . .. . ... ... ... .. ... ...
3.2.2 Etape 2 : Estimations & priori . . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.2.3 Etape 3 : Passage a lalimite . . . . . . .. ... ... ... ......
3.3 FindePreuve . . . . . . .

Probléme a donnée mesure

4.1 Introduction . . . . . . . . .
4.2 Preuve de théoreme . . . . . . . . ..o
4.2.1 Etape 1: Approximation . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..
4.2.2  Etape 2 : Estimations & priori . . . . . . . .. .. ... .. .. ...
4.2.3 Etape 3 : Passage a lalimite . . . . . . ... ... ... .. ......

11
11
14
15

21
21
27

30
30
31
31
33
38
42



TABLE DES MATIERES

4.3 Finde Preuve . . . . . . 50

Conclusion 52



Introduction

Les mathématiques consistent d’abord en un langage, qui permet de transcrire des pro-
blémes de nature quantitative : c¢’est la modélisation. Une fois cette transcription faite, des
outils sont disponibles pour comprendre et résoudre les problémes issus des phénomén du
monde reél qui utilise les lois de la physique (mécanique, thermodynamique, électromagné-
tisme, etc.), ces lois sont, généralement, écrites sous la forme de bilans qui se traduisent
mathématiquement par Equation Différentielles Ordinaires ou par des Equations aux Déri-
vées Partielles.

Les équations aux dérivées Partielles (EDPs) interviennent aussi dans beaucoup d’autres
domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier les comporte-
ment des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en traitement d’images
pour restaurer les dégradations.

Les EDPs sont probalement apparues pour la premiere fois lors de la naissance de la mé-
canique rationnelle au cours du 17 éme (Newton, Leibniz...). En suite le "Catalogue" des
EDPs s’est enrichi au fur et & mesure du développement des sciences et en particulier de la
physique. S’il ne faut retenir que quelques noms, on se doit citer celui d’Euler puis ceux de
Navier et Stokes, pour les équations de la mécanique des fluides.

La notion de solution faible ne suffit donc pas a déterminer la solution physique observée
car elle n’est pas unique. Il apparait alors nécessaire de trouver un critére d’origine physique
qui permet de sélectionner parmi toutes les solutions faibles, la solution physiquement ad-
missible (celle qui est la plus proche de la solution physique) et qui permet d’obtenir des
résultats d’existence et d’unicité. Pour remédier a cela, trois approches ont été utilisées.
Dall’Algio a montré que , la méthode par approximation conduit & une unique solution

appelée SOLA (Solution Obtenue comme Limite d’Approximations) . Bénilan, Boccardo,
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Gallouét, Gariepy, Pierre et Vazquez définissent la notion de solution entropique.

Enfin, Lions et Murat ont introduit une autre notion celle de solution renormalisée.

Le champ d’espace & exposant variable a assiste a un exposif criossance ces derniére années.
Une recherche pour "exposante variable" rendements de 15 articles avant 'années 2000, 31
articles entre 2000 et 2004, et 267 articles entre 2005 et 2010.

L’espace de Lebesgue & exposant variable dans la littérature a été introduits par Orlicz en
1931. Aprés le travail d’Orlicz, H.Hudzik et J.Musielak ont étidié les espaces de Sobolev &
exposante variables. L’espace de Lebegue & exposante variable a été indépendamente dé-
vellopé par des chercheures Russes, particuliément Sharpudinov. Ceux-ci recherches sont &
I'origine dans l'article de Tsenoven 1961, de plus les espaces de Sobolev & exposant variables
ont été utilisées de modéliser différents phénoménes.

Ce mémoire, qui est compose de quatre chapitres, présente une étude I'existence de solutions
faibles pour quelques problémes elliptique non-linéaire & exposant variable et & données me-
sure .

Dans le premiér chapitre, on a présenté quelques rappelle et définition nécessaire a la suite
de ce travail.

Le chapitre 2, nous rappelons quelque résultat de base sur les espaces de Lebesgue-Sobolev
& exposants variables.

L’objéctif du troiséme chapitre, on traite le probléme elliptique non-linéaire sous forme de
divergence de second membre fonction donnée L™.

En fin, dans le dernier chapitre, on montre I'existence de solution faible pour un probléme

elliptique non-linéaire a exposant variable et & donnée mesure.
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Chapitre 1

Rappels et définitions

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats nécessaires
pour la suite de ce travail. Dans la suite  sera un ouvert borné de R avec N € N*, muni

de la mesure de Lebesgue.

1.1 Espace de Lebesgue L*(2)

Définition 1.1 On définit l’espace de Lebesque LP(QY) par :

Pour 1 <p< +o0

LP(Q2) = {u : Q — R mesurable ; /]u(x)|p dr < oo},

Q

s = ([ 1u()l dz)",

Q

munt de la norme

=

Pour p = oo, on note

L>*(Q) = {u : 2 — R mesurable ; supessg |u| < oo},

muni de la norme

||| Lo (@) = supessq |ul.

11



Rappels et définitions

Pour p = 2, 'espace L*(Q) est de Hilbert muni du produit scalaire

(. 9 o) = / f(2)g(z) de

Proposition 1.1 (Séparabilité, réflexivité et dual de LP(S))
1. D(Q) est un sous espace dense dans LP(€2) pour tout 1 < p < oo.
2. LP(Q) est séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo.

3. Le dual de LP(Q) pour 1 < p < oo est isomorphe a LP' (Q) avec % + % =1

4. LY(Q) est séparable mais pas réflexif et son dual est L°°(S2).

5. L>(Q) n’est ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L'(Q).

Lemme 1.2 (Inégalité de Young) Soient a,b € R, tels que 1 < p,q < 400 avec

1,1 _ )
5—!—5—1. On a :
ab b
ab < — + —.
p q

Lemme 1.3 (Inégalité de Holder généralisé) Soit p,q,r € [1,+oo[ avec L =
Siu e LP(Q) et v e LYNQ), alors uv € L"(Q) et on a

Sl
Q=

Juvl|zr ) < [ullze@) X |[v]]La@)

Lemme 1.4 (Inégalité d’interpolation) Soit 1 < p, q < +c0.
Siu e LP(Q) N LYQ) alors u € L™(Y), pour tout r € [p,q| et on a
1 0 1-90

T < X ) - = - — 5 9 € O, 1 .
Lr( HUHLP(Q HUHLq(Q) ow -~ » + . avec [0, 1]
(

[l

Lemme 1.5 (Lemme de Fatou) Soilt Q un ouvert (f,)nen une suite de fonction mesu-

rables, a valeurs dans [0; 00|, on a

/liminffn( Ydx < hmlnf/fn

n——+oo n——+0oo
Q

Corollaire 1.6 Soit p,q € [1,+oo[ tel que 1 < p < q < +0c0.

Si Q] < oo alors

L¥Q)c..cLYQ)c..CcLP(Q)cC..CcL' ).

12



Rappels et définitions

La convergence dans L”(f2)

Définition 1.2 (Convergence faible-forte dans L?(2)) Soient p,p’ € [1,+0o0] avec
% + 1% = 17 (fn)nEN C LP(Q> et f c LP(Q)

e On dit que (f,) converge fortement vers f dans LP(2) et on note f, — f dans LP(Q) si
Jm ([ fu = fllze@ =0.

e On dit que (f,) converge faiblement vers f dans LP(Q2) et on note f, — f dans LP(Q)
St

lim [ (fo—f)-¢ =0, VeeL'(Q).

n—-+o00
Q

Théoréme 1.1 Soit 1 < p < g < +oo.
Soient (fn)nen C LP(QY), f € LP(Q), (gn)nen C LI(2) et g € LI(Q) tels que
fo— f dans LP(Q) et g, — g dans LI(R2), alors
fagn — fg dans L"(Q), avec t.! + —.
r P g
Théoréme 1.2 Soit 1 < ¢ < p < +oo.

Soient (fn)nen C LP(Q) et f € LP(Q) tel que f, — f dans LP(Q) et f, — f dans L),
alors

fo— f dans L"(Q), Vr€lq,p|
Définition 1.3 (Equi-intégrabilité) Soit p > 1, et soit (fn)nen € LP(Q). On dit que

(fr)nen est equi-intégrable, si pour tout E C ) mesurable on a

|E|—0

lim /\fnp:o, VneN.
E

Théoréme 1.3 (Vitali) Soit p > 1, et soient (f)nen C LP(2) une suite de fonction équi-
intégrable et f € LP(R2), telle que f, — f pp dans Q, Alors

fn — f fortement dans LP().

Théoréme 1.4 (Théoréme de convergence monotone) Soit (f,)nen une suite de fonc-

tion de LP(QY) et f € LP(QY), tel que fn(x) — f(x) pp sur Q. Alors

nl_lgloog/fn(x) dx:Q/f(x) dx.

13



Rappels et définitions

Théoréme 1.5 (La convergence dominé de Lebesgue) Soit 1 < p < +o0.

Soient (fn)nen C LP(Q) et f € LP(Q2). On suppose que
1. fo— f pp dans
2. g€ LP(Q):|ful <g pp dans Q, ¥ n €N; alors

fo — f dans LP(Q).

Théoréme 1.6 (la réciproque partielle du théoréme de convergence dominé)
Soit p € [1,400] et (fn)nen une suite de fonction dans LP(S)) converge fortement vers f

dans LP(Q), avec g € LP(Q2). Alors il existe une sous-suite extraite (fp, )ren telle que
o fn. — [ p.psur.
o |fu.l < g, pour tout k € N, p.p sur .

Définition 1.4 (Fonction Carathéodory) Soit f : Q@ x R — R. On dit que f est de

Carathéodory si
(1) f(-,s): Q2 = R mesurable pour tout s € R,

(2) f(x,) : R =R continue p.p. x € .

1.2 Distributions

Définition 1.5 On appelle support d’une fonction continue @ sur ), et on le note supp(p)

I’ensemble définie par :

supp(p) ={z € Q: p(x) # 0}.

Définition 1.6 On désigne par D(Q2) a l’espace des fonctions de classe C™ sur §) a support

compact, un élément de D(QY) est appelé fonction test.

Définition 1.7 Le dual topologique de D(Y) noté par D'(2), un élément T de D'(Q) est

appelé distribution sur 2 définie par :

T: D) — R
o = (T,o)p@pe = (T ¢).

14



Rappels et définitions

Proposition 1.7 D(Q) est un sous-espace dense dans LP(S)) pour tout 1 < p < +00.
Définition 1.8 Soit K C €2 compact, on note
Dr(Q) ={p € C*(Q) : supp(p) C K7}.

Proposition 1.8 Soit T € D'(2). Donc pour tout compact K C €, ils existent C' > 0 et

m € N tels que
(T,o)| <C- sup [D%| Vo€ Dr(),

z€K, |a|<m

la plus petit constant m vérifie I'inégalité président s’appele ordre de la distribution T'.

Définition 1.9 (Dérivées aux sens de distributions) Soient N € N*, k € {1..N},

a €NV et T €D ().

On appelle dérivé partielle de T par rapport a la k-ieme variable et on la note — la
Ty

distribution définie par :

oT B Oy
(a—gjk,@ = —(T, 8_35;) Vi € D(1Q),

par récurrence, on définit la dérivé partielle de T d’ordre o par :

(DT, ) = (=1) AT, D) Vi € D().

1.3 Espace de Sobolev W'?(Q)

Définition 1.10 Soit 1 < p < +o0.
On définit 'espace de Sobolev WHP(Q2) par
Pour 1 <p< +o0
Wi (Q) = {u eLPQ); Vue LP(Q)},

munt de la norme

=

P

lullwro@) = (1141l 0y + 1190l50y)
pour faire un espace de Banach.
Pour p = +o00
Whe(Q) = {u eL¥(); Vue LOO(Q)N},

15



Rappels et définitions

munt de la norme
fullwroge) = maix (llul [z (@), [[Vtll 1< )
Pour p =2 ’espace W12(Q) noté H'(Q) est de Hilbert muni du produit scalaire
(U, v) i) = (U, V) r2(0) + (Vu, Vo) 12(0),

et de la norme

-

2

lullimiy = (1l + 190l )

Proposition 1.9 Soit 1 < p < 4o0.
L’espace W1P(Q) est séparable pour 1 < p < +o0, et réflezif pour 1 < p < +o00.

Théoréme 1.7 (Traces des fonctions W'?(Q))[4],[5] Soit Q@ un ouvert borné et lip-

schitzienne de RY et 1 < p < +o0.

L’application ~: C>®(Q)) — LP(0Q) , se prolonge de maniére unique et de fagon

u = y(u) = upg
continue a WYP(Q). v s’appele opérateur de trace.

On définit l'espace Wi’p(aQ) par :

W) = {g € /0R) - Jue W@ g=a}  ave 41

On muni Wi’p(é?Q) par la norme

101,y = 08 { Pl = € W) A(w) = g,

pour faire un espace de Banach.

Sip =2, on note H2(9Q) = W22(99).

Définition 1.11 Soit 1 < p < 4o00.
On note Wy () la ferméture de D(Q) dans Wy(Q) i.e
war(Q) =) .
Proposition 1.10 Soit 1 < p < +o0. Donc
Wv(Q) = {u EWMW(Q) 5 wpn = 0}.

Hy ()

{u € HY (Q); wupa= O}.

16



Rappels et définitions

Définition 1.12 Soit 1 < p < 4o00.
L’espace D(Q) est par définition dense dans Wy (Q), donc on peut identifier le dual de
Wy (Q) & un sous-espace de D'(Q) par :

/ ! 1
W (@) = (WgH(Q) | Sp— =1
Remarque 1.1 On note H*(Q) le dual de Hy(S2).
Définition 1.13 Soit Q un ouvert borné de RY avec (N > 2).

Si on peut trouver un nombre fini d’ouverts (O;)o<i<n de RY | et un nombre fini de bijection

(@i)o<i<n, tels que

e Oy CQ, INCULO;et QCUL0;.

e Pour tout i = 1...n, p; est lipschitzienne de O; dans Brn(0,1), et l'inverse de p; lipschit-

zienne.

e Pourtouti=1.n, ¢;(O;,NQ) = {(x’,a:N) ERNIXR/ x> O} N B~ (0,1)
@Z(OzﬂﬁQ) = {(I/,ZEN) GRN_l XR/ IN:O}QBRN«),l)

On dit que Q) lipschitzien.
Théoréme 1.8 (Inégalité de Poincaré)

Soit Q un ouwvert de RN borné au moins d’une direction et p € [1,+o0ol. Alors il existe

Cq > 0, tel que pour tout u € Wol’p(Q) on a :
lullze@) < Ca - [[VullLr().

Corollaire 1.11 Soit p € [1,+o0|. Alors lapplication u — ||Vu||rr) définie une norme

sur Wy P(Q) équivalente o la norme usuelle || - wir()-

Corollaire 1.12 Soit p €]1, +00[. Soit (up)nen une suite borné de W, *(Q). Alors elle existe

une sous-suite de (u,)nen notée la méme, telle que Vu,, — Vu dans LP(Q).

Théoréme 1.9 (Inégalité de Sobolev)
Soit Q un ouvert borné de RN et p € [1,400|. Alors 3 Sq > 0, tel que pour tout u € W, (Q)

on a :

Sq - HUHLP*(Q) < HVU/HLP(Q).

17



Rappels et définitions

Lemme 1.13 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soient 1 < p < oo et  un ouvert

borné, connexe et Lipschitzien de RYN. Alors il existe une constant C > 0 telle que pour tout
u e Wh(Q) on ait
Ju—all, < Cf[Vul,,
ouu = %l/u(a:) dx.
Q

convergence dans W'?(Q)

Définition 1.14 (Convergence faible-forte dans W'*(Q)) Soient p € [1,+0o0],
(fa)nen C WHP(Q) et f € WIP(Q).

e On dit que f, converge fortement vers f dans WP(Q) et on note f, — f dans WH(Q)
st

fo— f dans LP(Q2) et Vf,—Vf dans LP(Q).

e On dit que f, converge faiblement vers f dans WP(Q) et on note f, — f dans WHP()
%

fao—f dans LP(Q) et Vf,—=Vf dans LP(Q).

Théoréme 1.10 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov) Soit Q2 un ouvert borné

et Lipschitizien de RN, N > 1 et p* = NN—_’;). Alors on a :

e Sil<p< N alors Uinjection W, ?(Q) — L(Q) est compact pour q € [1,p*[, et continue
pour ¢ = p*. En particulier l’injection Wol’p(Q) — LP(Q2) est compact pour tout

p € [1,+o0l.
e Sip=N alors Uinjection Wy (Q) — L1(Q) est compact et continue pour q € [1,+0l.
e Sip=N alors Uinjection Wy (Q) < C(Q) est compact et continue.
Exemple 1.1 Soit  un ouvert borné et lipschitzienne de RY.
1. Avec N = 3 linjection H(Q2) — L?(Q) est compact, et H} () — L%(Q) est continue.
2. Avec N = 2 linjection H}(Q) < L?(Q) est compact et continue.

3. Avec N = 1 Uinjection H:(Q) — C(Q) est compact, et HX(Q) — L>®(Q) est continue.

18



Rappels et définitions

Théoréme 1.11 e Soit E un espace de Banach réflexif (i.e. E est isomorphe a E"), alors

de toute suite bornée de E, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement

dans E.

e Soit E un espace de Banach séparable (i.e. qui admet une partie dénombrable dense),

alors de toute suite bornée de E', on peut extraire une sous suite qui converge faible x

dans E'.

Définition 1.15 Pour tout k > 0, la fonction troncature de niveau k est la fonction définie

sur R par
s, si|s| < k,
Ti(s) =
ksign(s), si|s| > k.
Ou
1,  si|s| >0,
sign(s) = 0,  sils| =0,

-1, st s<O.

Définition 1.16 Soit Q C RY un ouvert, on désigne par Co(Q) la fermeture de L’espace
C.(92).

Définition 1.17 L’espace des mesures de Radon finies sur ) noté M (), est par définition
le dual de L’espace Cy(£2).

Définition 1.18 (Convergence faible dans M(Q2)) On dit qu’une suite (A, )nen C M(£2)
de mesure de Radon finies sur Q converge faiblement vers A dans M () si pour tout
v e Cy(Q) tel que

/v d)\n—>/v d\ lorsque n — oo.
Q Q

Définition 1.19 Soit V' un espace de Banach. Un opérateure A : V. — V' est dit monotone
St

(A(u) — A(v),u—v) >0, ¥V w,veV.

Définition 1.20 Soit V' un espace de Banach. Un opérateur A : V. — V' est dit hémi-
continue si [’application

A — (A(u + ), w),

19



Rappels et définitions

est continue de R dans R, pour tout u,v,w dans V.
Définition 1.21 Soit V un espace de Banach. Un opérateur A : V. — V' est dit borné si
3C>0:||[AW)||v < C|vllv, YveV.

Définition 1.22 Soit V' un espace de Banach réflexif. Un opérateur A : V. — V' est dit

coércif si
L (AW).)

lollv=oo  ||]|v

= +00.

Théoréme 1.12 (Surjectivité)[2] Soit V' un espace de Banach, réflexif et séparable. Soit
AV = V' un opérateur monotone, hémi-continue, coércif et borné. Alors A est surjectif,
c’est-a-dire

VeV, 3 ueV tel que Alu) = f.
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Chapitre 2

Espace de Lebesgue et de Sobolev a

exposant variable

2.1 Espace de Lebesgue L")(Q)

Définition 2.1 Soit P(2) l’ensemble des fonctions mesurables p(.) : @ —]1,00[. Les élé-

ments de P()) sont appelées les exposants. On note

* =supess p(z).

N
p~ = ifess p(z),p Sup

p'(z) le conjugué de p(x) : p/(x) = %, avec = = 0. Alors on a

Définition 2.2 Soit p(.) € P(Q2), on dit que p(.) est localement log-Hélder continue, et on

note par p(.) € LHy, sl existe une constante Cy tel que pour tout z,y € Q, |x —y| < %

Co
Ip(z) — p(y)| < “log(lz —y))°

Définition 2.3 Soient p(.) € P(QQ) et f fonction mesurable, on définie le modulaire associe
ap(.) par
A1) = [ 11@)P® d < oo,
0

Proposition 2.1 1. A,(f) = 0, pour tout f.
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

2. 4)(f)=0& f=0.
3. Ayy(f) = Ap)(=f) pour tout f.
4. Ap)(f) et convexe.

5. Si|f(z)| = |g(@)| pp et si Ap)(f) < oo alors Ap)(f) = Apy(9)-

6. Si 0 < Ayy(f) < oo, alors la fonction X — Ap(.)(f) est continue décroissant sur

Uintervalle [1, 0o].

Preuve 2.1 La preuve de la propriété (1 +2+ 344+ 5) par la définition de Ayy(f).
Pour la propriété (6) décroissant d’apres (5) et continue en effet ; soit (\g) suite décroissant

avec !

WNTTIIC]

p(z)

[@) croissant,

croissant, et on a : ’ 3
k

p(z)
’@ < |f(2)P®) e LY Q) d’apres le théoreme 1.4.

Définition 2.4 Soit p(.) € P(S2). On définié l’espace de Lebesgue a exposant variable

LP(-)(Q):{f:Q%R : Ap(~)(f)<oo}’
et muni de la norme

f

111z = 1 llor = £l = in {1 > 05 4y (3) < 1}

Remarque 2.1 pour p(.) = cst est reste vraie

||f||Lp(A)(Q):inf{)\>01/<§>pdx§1} mf A>0: /|f|pdx<x?
Q

Q
>\>0 / \f]” x<)\}

Q

it | / (1) woo = [ (1) o = lflvi
Q

Q

Proposition 2.2 (Séparabilité, Réflexivité et dual de LP)(Q)) :

1. L’espace LP)(Q) est un espace de Banach.
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

2. LPO(Q) est séparable si p* < oco.

3. LPU(Q) réflexif pour p~ = inf p(x) > 1.
e

4. Le dual de LP)(Q) pour 1 < p(.) < oo est isomorphe a LP)(Q) avec p(% + o~ =1

v
’U\
=
B
N

Exemple 2.1 Q =R, p(z) = max(|z],1) et u(z) = 3.

1
Pour p=cst on a : /|§| dx = 400, doncu & LP(Q),V1<p < +oo. Et on a :

+o0
/\U(a:)\p(x) dx:/ Lyp)
Q — 00
1 p(2)
:/ — dx-l—/ =
|z|<1 ej>1 12
1 —1 _ +o0o
1 1|—= 1
— “ld i B ‘_

2
1 1 -1 +oo
= [—x} +/ 2% dx +/ 277 dx
2 -1 —00 1

p(z)

1
dx

T

dx

= [%x} 1 [é exp(z In 2)] - [% exp(—zIn 2)} :roo
14 é

Donc :

u e LPV(Q).

Proposition 2.3 Si 0 < || f||,) < +oo, alors

A“’(Hfﬁp(.)) =t

Preuve 2.2 Soit 7y, converge vers ||f||,.) décroissant, pour tout k € N :

p(z) p(x) p(x p(z)
f( ) /(@) croissant, et L ‘ < 00. d’apres le lemme 1.5,
Yk o) Vi ||f||p(
donc

p(z) ) |p(=)

dx<hm1nf/‘
Q/‘Hpr() o

Corollaire 2.4 Si 0 < ||f||, <1, alors

4,00 < L.
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

Preuve 2.3 On a : ||f1||p > 1= Ap(~)<\|ffup> > A,(f), donc

AD = [ iz

_ M@l
- p(x)
I
f

Proposition 2.5 Sip™ < oo, et 0 < ||f]|p()0 < 00. Alors

f
Ap("(ufup(.)@) =t
f

Preuve 2.4 On montrer par contradiction : Soit 0 < X < || f||,, Ap(.)(Hpr) > 1.
N _ @)
4o (5) = | e @
Q
() (=)
_ /( |f ()] )p .<Hf!|p<.>,sz>l’ dr
J Mo 2 A

Fboers*
< (Vo) AP<||f||J;<.>,Q>‘

st on a: Ap(.)(ﬁ) < 1, on choisi X < ||f]|| tel que Ap(.)<§) < 1 contradiction avec la

définition de la norme || f||,-

Corollaire 2.6 Sip*t < oo et || f||p),0 < 1, alors

Ay (f) < M fllpey s tel que p(x) € [p~,p*] CJ1, 00, 2 p.p dans Q.
Lemme 2.7 Pour tout f € LP)(Q), alors :
) - + - +
mind[| f1[7 ) o 1f 115y 0} < Ay (f) < max{[|fI[7 ) o 1 f110) 0

Preuve 2.5 On pose i = ||f|[p)0 et h(z) = % tel que h € LPO(Q) donc |||y =1

D’une part :

L= [[h]lp0).0
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

< Ap(y(h)
< (B Ay (f) sip<1
()P Ay (f) sip>1

Alors :
Ay (f) = min{” "},

D’autre part :

aolh) = [P do = [ wopp
Q

Q

Posin <1,
o <
uP s> 1,

Alors :
Ay (f) < max{” 1),

St || fllp),0 =0, alors f =0 p.pdans Q et Ay y(f) = 0.

Corollaire 2.8 Pour tout f € LPY)(Q), alors

L

min{ A7 () Ay ()} < 1l < max{A3 (), A5 (D).
Si p = cst alors p* =p~ donc A,(f) = HfH
Corollaire 2.9 1. [|f|[,0,0 =1 A4,)(f) =1.
2. 1fllpire <1 e A0 (f) < 1.
3 N fllpore > 1€ Ao (f) > 1.
4o 11l < Ao (f) + 1.

Lemme 2.10 Soit p(.) € P(Q2). On suppose p™ < 0.
Pour toute suite (fn)nen € LPO(Q) et f € LPO(Q),

an - f”p(~) -0 AP(~)(fn - f) — 0.
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

Preuve 2.6 Supposer la suite converge en norme. D’aprés le corollaire 2.6, pour n grand

Alfo =) <Ml = flloo) < 1,

et donc A(f, — f) = 0. Pour montrer linverse, firant A < 1. Donc

+

(fn _ f) 1\
A7) < (R) A -
Alors A(@) < 1. Donc || fo = fllpe) < A
Lemme 2.11 Soit p(.),q(.) € P(Q) tel que p(z) = q(z) pp dans 2, alors
LP(-)(Q) C LQ(J(Q)‘

Preuve 2.7 Soit u € LPV)(Q) donc Ay )(u) < co. D’apres le lemme 1.2, on a

Ag(y(u) < / (%MP(%) —i—%) "

< [ (14 [uf™) do = |Q] + Ay (u).

@\{O

Lemme 2.12 (Inégalité de Hélder)[3] Soit p(.) € P(R), pour tout f € LPL(Q) et

g € LPO(Q) avec p(x) = p(pgzl, on a :

1 1
sl do= (o= + ) lhoallglios < 2 lbosllollioa
J p- (V)

Lemme 2.13 Soit p(.) € P(Q) et q = cst tel que p(x) = q pp dans Q, alors
a2 < Cllflpe).0
Tel que C'= (1 + \QD%

Preuve 2.8 Soit f € LPV(Q) et || f|p()0 = A < 00. Soit g(x) = @ d’aprés le lemme 2.11,
g € LPO(Q) C L) avec ||g]lp)0 = Ap)(g) =1, et

1 1
o = llgllae < Ai(g). (2.1.1)
D’aprés le lemme 1.2 on a

Ao = [152

q
dzx
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

< [ (e )

< Q[+ Apiyalg) =1+ Q.

D’aprés ( 2.1.1) on a
1 1
1 fllge < (LR sA = 1+ QD) ([ fllp0).0:
densité de L)(Q)

Lemme 2.14 [3] Soit p(.) € P(Q2), suppose p* < 0.

Alors Uensemble des fonctions mesurables et borné est dense dans LPO) ().

Preuve 2.9 Soit f € LPV)(Q) et soit (f,) € LPO(Q) N L¥(Q) définie par :

f(z), si|f(x)] <k,
ksignf(x), si|f(x)| > k.

fi(x) =

On a : |fxl <|f| et fx = f pp. dans Q d’aprés le théoréme 1.5, donc
Ay (Je= 1) = 0, e-id
[ fn = Fllpor @) = 0.

Lemme 2.15 Soit p(.) € P(Q), suppose pt < co. Alors

D(Q) dense dans LPY(Q).

2.2 Espace de Sobolev W"r0)(Q)

Définition 2.5 Soit k € N et p(.) € P(). On définit I’espace de Sobolev W*P()(Q) par :
WEPO(Q) = {u € LPV(Q) : yu € LPV(Q), V]| < k}
muni de la norme :

el =l + D 0atllo @)
0< || <K
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

Sik=0ona
Wwort(Q) = LPO(Q).

Sik=1ona:
wirO(Q) = {u e LPV(Q) : |[Vu| € LPO(Q),u = 0 sur 89},

munt de la norme :

lelly 10y =l + 1Vl 00
Proposition 2.16 [8] Soit p € P(Q)
1. L’espace Wol’p(')(Q) est un espace de Banach.
2. L’espace Wol’p(')(Q) est séparable si pt < oo, réflexif et uniformément convexe si

1<p <p' <o

3. Stue Wol’p(')(Q) alors , u est prolongeable par 0 a RN d’hors de ()

u(z), six e,
0, six ¢

u(z) =

et i € WHPO(RN).

Proposition 2.17 [7] Soit I’ensemble

CL(Q2) = {p € C(Q)erigp(x) > 1}-
Soit

Np(x)
N—p(z)

. , sip(z) <N,
p(z) =
oo, sip(x) = N.

Soit p,q € C(Q) tel quel < q(x) < p*(x) pour tout x € Q alors il y a une injection
continue :

W) (Q) e L1 (Q).
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Espace de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

De plus, si p* > q ['injection est compacts.

Et on a pour ¢ € C(Q) tel que q(x) < p*(z) pour tout x € Q
Wy (Q) = L),
est continue et compacts.

Lemme 2.18 (Inégalité de Poincaré)[8] Soit p(.) € P(2), pour tout u € Wol’p(')(Q)
alors

HUHP(-) < CHVUHP(-)'

Ou C ne dépend que de € et p.

Lemme 2.19 [3] Soit Q' CC Q. Sip(x) est localement log-Holder continue, alors pour tout
fe )

on a

I fellpr.er < CUIf .2 + 1 110), (2.2.1)

1fe = fllp),0r = 058 £ = 0. (2.2.2)
Lemme 2.20 [3] Soit p(.) € P(2). Si p(x) est localement log-Hélder continue, alors
D(Q) dense dans Wol’p(')(Q).

Lemme 2.21 [8] Soit p(z),q(z) € Cq et q(x) < p*(x) dans Q, alors pour tout u €
Wy ()
lullge.0 < ClIVullp),0-

Donc Wol’p(')(Q) C L9(Q) continue et compacts.
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Chapitre 3

Probléme a donnée L'

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre 'existence de solutions faibles pour certains problémes
elliptiques non-linéaires & exposant variable et & donnée intégrable .

Pour cela on va étudier le probléme suivant :

—div(a(z,u, Vu)) = f dans Q,
u =0 sur 012,

(P)

ol f € L™(Q), avec Q un ouvert régulier dans RV (N > 2).
Soient a : @ x R x RN — RY a = (ay,...,ay) fonction Carathéodory, tell que pour tout

(5,) e Rx RN et = pp dans  , avec les propriétés suivantes :
a- Ja >0 tel que a(z,s,§).£ > al¢P@);
b- 38 >0 tel que |a(xz,s,&)| < B(h+ [sP@=1 4 |¢[p@)-1):;

C- (a(x,s,{) - a(x,s,f’)).(f _5/) >0 st €7é 5/'

ot h fonction positive dans L ()(Q), et p(.) : Q —]1, +oo[ fonction continue et m € N*

vérifient :
1 _
Z_N <p(x) <N, Vze. (3.1.1)

Np(x)

No@) = N 1 p(@)’ Vr € Q. (3.1.2)

l<m<
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Probléme a donnée L™

Définition 3.1 On dit que u solution faible de (P) si :
ue WyH(Q), a(z,u, Vu) € (LY(Q)N.

Et
/a(x,u, Vu)Vo do = /gbf dx, Yo € C5°(9).
Q

Q
Théoréme 3.1 Soit f € L™(Q2). On pose p(.) et m vérifient (3.1.1) et (3.1.2)
Soient a satisfait (a) — (¢). Alors le probleme (P) admet une solution faible u € Wol’q(')(Q),

ot q(.) fonction continue dans Q vérifie

1<q(z) < ](\f(x) Y v.en (3.1.3)

3.2 Preuve de théoréme

La preuve se fait en trois étape.

3.2.1 Etape 1 : Approximation

On veut utilise I'approximation pour montre ’existence de solution aux sens de distri-

bution pour le probélme (P). Pour cela on considére le probléme :

—div(a(z, Uy, Vuy,)) = f, dans Q,
u, =0 sur 0f).

(Fn)

D’aprés la densité de C°(€2) dans L™(2), on choisi (f,) C C5°(Q2) tel que
fo — f fortoment dans L™(Q),sin — oo, (3.2.1)
et

[ fullzm@) < | fllem@), ¥V n>1. (3.2.2)

Pour montrer I’existence de solution, on applique le théoréme de surjectivité (Théoréme 1.12)

a 'opérateur
A WePOQ) - wy O
u —  —div(a(z, u, Vu)).

31



Probléme a donnée L™

La démonstration décompose en quatre étape.
Etape 1 : A est coércif en effet ;
pour tout u € WOLP(’)(Q) on a:

(A(u),u) = /a(x,u,Vu)Vu}a/|Vu\p(') d’aprés 'hypothése (a) de a
Q Q
2 OéAp(.)(VIO
(Au, u) - Apy(Vu)

. +
min {1l 10101000 §

> o d’aprés le lemme (2.7).
||UHW01’p(‘)(Q)
Donc A est coércif, si ﬁ — +o00 lorsque ||u||W01,p(4)(Q) — +00.
0
Etape 2 : A est bornée en effet ; pour tout u € Wol’p(')(Q)
||Au||(W1 2Oy T sup{|<A(u),¢>| : ||¢||W3»P(->(Q) < 1}
< sup [(A(u), 9)
||¢HW(Z)l,p(.)<Q)§1
HAuH WOy S sup B(h+ [uff@=1 + |Vu|f® 1| Ve| de  d’aprés (b) de a

1,p(.)
peW, (Q)vl‘(b”Wé,p(,)(Q)Sl 0

< Cl|(h + [uff® =t 4+ | VuP® Y| ,,  daprés Holder.
p(.)—1
Comme : ||ul|p) < Ap)(u) + 1, on obtient :

||AU|| 1p() Q) = <y + 03/ <hp’(£!3) + |u|P(x) + |Vu|p(w)>
Q

Donc ||Au|| wir Oy €5t borné, si ||(h + [u[P®~1 + |[Vul[P@=1)|| 4, est borné.
p()—1

@)
Etape 3 : A est monotone en effet ;

le résultat est une conséquence de '’hypothése (c), de a on a

(A(u) — A(v),u —v) = /(a(:c,u, Vu) —a(x,v, Vv))(u —v) > 0.

Q

Etape 4 : A est hémi-continue en effet ;
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Probléme a donnée L™

Pour tout u € Wol’p(')(Q), A(u) est hémi-continue i-e; 'opérateur A — (A(u + Av), w) est

continue pour tout u, u,w € Wol’p(')(Q) on a

A—0

lim (A(u + \v), w) = }\iH(l) / a(z,u+ M, V(u+ \v))Vw
Q

_ /a(q;,u, Vu)Vw = (A(u), w).

Q
Donc A est surjective d’aprés la définition Awu,, = f,, et par conséquent il existe suite de

solution (uy,)nen C Wol’p(')(Q), satisfait

/ a(, Un, Vi, )V da = / fatb dz Yo € WiPO(Q). (3.2.3)
Q

Q

3.2.2 Etape 2 : Estimations a priori

Lemme 3.1 Soit p(.) définie dans (3.1.1), m définie dans (3.1.2). Donc pour tout

0 <0 <1, alors il existe un constant Cs > 0 indépendent de n tell que

p(z) m 1_%
/—(W“"' s e < o1+ (/(1 o+ Jua) 07T dz) ) (3.24)
Q

1+ |u,|)
Q
Preuve 3.1 Pour tout 0 < § < 1, on définie la fonction s : R — R par

¢ dx
lt) = | G
Et

Uslt) = - ! (1 = lltDél)sign(t), (3.2.5)

ot s fonction continue vérifie 5(0) =0, et [s(.)| < 1. On prend 5(u,) comme fonction
test de (3.2.3) on obtient

/a(m,un,Vun)V¢5(un) dr = /fn¢5(un) dx.
Q

Q

De (a) et linégalité de Hélder, on trouve

—d < n m n m!
o [ A o < iAllini st o
Q

1—L1

< Cy( [ [slun) |77 da) "
3(9/ 5 (U fL’)
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Probléme a donnée L™

Pour tout 0 < 6 < 1, |¢s(t)| = ﬁ(W - 1), on obtient

z)

[s(0)]71 < Ca1+ (1+ g )7

Et

Donc
‘Vun|p($) (1—6) m 17%
- < m—1 .
/uﬂ%w“—@@+<“+WD a) ")
Q Q

Lemme 3.2 Soit p(.) définie dans (3.1.1), m définie dans (3.1.2), et f € L™(Q2). Alors il

existe une constant Cg > 0 tell que
HU/TLHWOL‘Z()(Q) S CG?
pour tout q(.) fonction continue dans (3.1.3).

Preuve 3.2 On prend m > 1 et p(.) définie dans (3.1.1), on obtient

Nmlp@) =1) -y cq.

N-m
On distinct deuz cas
Cas(a) : Soit q* constant vérifie
Nm(p~ —1)
< 3.2.6
q N (3.2.6)
De (3.1.2) implique
Nm(p~-1)
—= < p . 3.2.7
N o p (3.2.7)
Grace a linégalité de Holder avec exposant % et (3.2.4), on obtient
Vu,|?" o
/wwfw—/—LiL—a+me
o (1+ [un )
+ +
|Vu, [P )Z_</ §oat 1-1=
<( Lt )
< ([ ot (14 )
Q Q
+ +

1.4

< Ca(l + (/(1—|— |Un|) (1-8) - dx>1_m>p(/<1 N |un|)5% dx)l_p

Q Q
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Probléme a donnée L™

1ot ot

<foe (fire o) F) oo ( fue et )
Q

Q

+

et
/ ]Vun|qu dx
Q
1 +

< 0(1 + (/(1+ ) DT dx)>(1’")5(1 + (/(1 + ug|) dx))lz. (3.2.8)
Q

Q

De (3.2.6) et (3.2.7), on obtient

m(p~ —q")

D tm —g) ="

0<

D’autre part, linégalité m < # équivalent a NT%ZH_I) < mN"j“%er, de (3.2.6),
mN

on obtient q+ < mN_NTm

équivalent a

0<1- (NN_C];)(m_l), (3.2.9)

et (3.2.6) équivalent a

L= (NN—(IqJF) (mn; 1) < (m — 1732?;;1%pz —qt) (3:2.10)

On choisi 0 €]0,1[ tel que
dq* m(1—9)

3.2.11
O o) (3211
et
m(l—-248) Ng*
— ti= . 212
m — 1 <4 N —qt (3 )
De (3.2.11) et (3.2.12), on obtient
m(p~ —q")
)< , 3.2.13
(m —1)g* +m(p~ —q7) (3219
et
Nqg*t m—1
6>1-( (). 3.2.14
” N —q* m ( )
On choisi § €]0, 1] pour inégalité (3.2.10) il reste vraie, de (3.2.8), on peut écrire
n NG F Aaly s
/\Vun]q+ dr < Cg<1 + /(1 + |ty | ) d:1:> Lo
Q 0
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- (1 §)m W‘fp_
|Vu,|? do < Og || :

On prend (3.2.12) le demzer inégalité on obtzent

Et on a

qt

/\Vunyq dx < C /|un\q da: T (3.2.15)

D’aprés inégalité de Sobolev avec g™, on obtient

/|Vun|q+ dr < Cyg (1 + / |Vun]‘fr d:l?) <#> (17%>

Q Q

_ "

<O+ Cn</ V|7 da:) <N%> <1 mp). (3.2.16)
Q

Np~ N
m<-——+ < 3.2.17
Np=—N+p p- ( )

d’aprés (3.2.6), implique

gt <mp~ et 0<< N )(1—q—> <1
N —q* mp~ '
D’aprés (3.2.16) (Vu,) bornée dans LT (),
et de |V, |1®) < |Vu, |7 +1, (Vuy,) bornée dans L1 (Q). D’oiu (u,) bornée dans Wy’ Q).
Cas(b) : Soit q fonction continue vérifie (3.1.3) et
N —m
D’aprés la continuité de q(.) et p(.) dans Q, alors il existe n > 0 tel que

N ~1 _
max__q(y) < &M, Ve (3.2.18)
yeB(z,n)NN yeB(z,n)NQ N-—m

On a Q compact, donc il existe un nombre finie des boules (B;)i—1... . Et il existe un constant

77777

p >0 tel que
1] =mes($y) >p, Qi =B,NQ, Vi=1,..,k. (3.2.19)

Et on note ¢ le mazimum local de q dans Q; ( respectivement, p; le minimum local de p
dans €;), tell que
, Vi=1,..., k. (3.2.20)
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La meéme manier comme estime dans (3.2.15)

/ |Vu,
Q;

De plus la suite (up)nen est borné dans LY (), dans (3.2.19) on obtient

* 1- qi—
¢ dy < 012(1+/ | dx) o= 1, . k. (3.2.21)
Q;

||un||L1(Q) S C
D’aprés le lemme (1.18), on obtient

luall g o,

(%)

< ||Un - u_nHLq?_*(Qi) + ||u_n||qu_*(Qz)

§013||Vun|| +Cl4, VZzl,,k

+
L% (Q;)

On utilisant (3.2.21), on obtient

+
N 1,&;)
/|Vun|qj de < Cis + 015</ |V, | dx) <N*"i+>< me; /)
@ Q

De (3.2.17) et (3.2.20) on obtient

0<( N )(1 9i )<1
N —qf mp; ’

donc
/ ‘V’U/n q;L < 0167 Vi= 1, ...,]{7,
Q;
la notion
qx) <q" V zeQ,etVi=1,..k.
On donne

qi+ dz + |Ql| S 017.

/ |V, 1) dmﬁ/ |Vu,
Qi Qi

i=k
OnaQQC U V i=1,..k, on conclu

=1

k

/|Vun|q(x) dr < E / |Vun|q(x) dx = C}3.
- Q.

Q =1 z

Donc d’aprés 'inégalité de Poincaré u, borné.
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3.2.3 Etape 3 : Passage a la limite

D’aprés le lemme 3.2, et I'injection continue de W(}’Q(')(Q) — W, 9(Q), on peut trouve a

une sous-suite note u,, tel que

U, — u faiblement dans W,9(Q), (3.2.22)
n —u fortement dans L(2), (3.2.23)
Up, — u p.p. dans Q, (3.2.24)
Ti(un) — Ty (u) faiblement dans Wol’p(')(Q), (3.2.25)
Ti(un) — Ti(u) fortement dans LPY(S). (3.2.26)
Pour montrer on a besoin les lemmes suivant
Lemme 3.3 On a
Vu, = Vu pp. dans €. (3.2.27)
Preuve 3.3 Il suffit montrer
Vu, = Vu en mesure. (3.2.28)

Soient A\, e,k des nombres réels positives, nous avons l’ensemble suivant :

EY ={z € Q|u,| >k} U{z e Q|ul > k}U{r € Q,|Vu,| >k} U{zx € Q,|Vu| >k},
EY ={x € Q, |u, —u| > €},

EY ={z € Q|u, —u| <e¢,|u,| <k, |ul <k, |Vu,| <k, |Vu| <k, |Vu, — Vu| > A}
On remarque ["inclusion suivante
{r € Q,|Vu, —Vu| > \} C E} UE} UEY.
D’apré (3.2.23), pour € > 0, on a pour
mes(Ey) — 0 lorsque n — +00.
En effet; on a : u, — u dans L9 (Q) fortement c-a-d / [up, —ul? =0 quand n — co, et
Q

1 -
mes(Ey) = / dr = / dr = o / el dx

Ey |un—u|>e |un—u|>e
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1 _
R _ q
< e / |uy, —ul|? dx
|un—ul>e
1 - 1
S / |un —ul? dr = g?Hun = ull Lo ()
0

e fize, donc mes(E}) — 0 quand n — oo.

Dans (3.2.22), on a : u, —u dans Wy'? (Q) faiblement, et

1 - c
mes({|u,| > k}) = / dr < kT/|u”|q < o
Q

|un|>k

k assez grand, donc mes(E}) assez petite.

D’autre part, Uapplication

A : (S7§) — a(x7 875)7

est continue pour p.p x € €1, l’ensemble

K = {’8‘7 ‘51’7 ’62' S k? ’61 - 62‘ } )\}7
est compact, et
(a(z,s,61) — alz,5,8))(& — &2) > 0, pour tout & # &

Par conséquent, Uapplication A atteint son minimum sur K, que nous noterons par w(zx).

En outre, pour tout n > 0, alors il existe n’ > 0, tell que

/ w(z) de < n' = mes(EY) <. (3.2.29)
E

n
3

On prend pour tout n' et choisi € > 0 plus petit, tel que

/ w(z) de <1 (3.2.30)

D’aprés la définition de w(x) et EY, on peut écrire

J

w(x) dr < /En(a(yc, Up, Vuy,) — a(z, up, Vu))(Vu, — Vu) d

n
3 3

< / (a(z, up, V) — a(z, u,, VuF)) (Vu, — Vur)xe(Ju, —u¥|) do
{@:|un |<k,|u|<k}
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/(a(a:, Uy, Vi) — a(z, up, Vu*)) (Vu, — VuF)xe(Ju, —u¥|) do

0
< /a(x,un,Vun)VT / a(x, up,, VuF) VT, (u, — u")

Q Q

=T, —1T:.. (3.2.31)
OU x: la fonction caractéristique dans [0,¢] C [0,1], et ici

0, silu, —u*| >¢
Xe([un = u*]) = , ' ,
1, silu, —u*| <e.

D’abord avec T?

nes ON peul écrire

Tia = /a(m,un,Vuk)(Vun — Vuk)xe(\un — uk\) dx

k1 Yu )(Vuffl — Vuk)xe(|uﬁ+1 — uk|) dr.

? TL

a(z,u

D\D

Dans (5.2.24), u, —u pp dans 2, donc uF*t — u**t pp dans €, alors
a(z, u"™ VuF) . ([uf T — uF)) = a(x, o VR ) e (JuF T = uF|) pp dans Q.
D’aprés l'hypothése (b) on a

R0 e ([ub 4 uF)) | < B(h + |k + 1PO™L + | Vb PO,

? n

|a(z, u
et d’aprés le lemme 3.1 on a

/ k| OO / Vb O < kG
Q Q

Donc d’aprés le théoreme de la convergence dominée de Lebesque, on obtient

BHLTuR) o (Juf T = uf)) = alz, uF Y VP o ([uf T — uF|) fortement dans LV O(Q),

) ’fL

a(x,u
dans (8.2.25) on a uf — u* dans Wol’p(')(Q), alors
Vuktt —~ Vo faiblement dans LV (Q),

donc

LmT7, = /a(x, u VUV (@ — P )y (Juft = uf)) de
Q
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Maintenant

limlim 72 = 0, (3.2.32)

e—=0 n

en estime T, ., on choisi T.(u, — u*) comme fonction test de (3.2.3), on trouve

12] = | [ £ = o da| < ey > 0512 0, (3.2.33)
Q

Donc pour € assez petite, on trouve

/w(x) dx <1f,

EZ
donc

mes(E3) <.

Alors Vu,, — Vu en mesure. Donc
Vu, — Vu pp dans €.
Lemme 3.4 On a
a(z, Uy, V) = a(z,u, Vu) fortement dans L1 (Q). (3.2.34)
Pour une certaine fonction q(.) : Q@ — [1, 22%[, avec m définie dans (5.1.2).
Preuve 3.4 Dans (3.2.24), on a u, — u pp dans €2, et on a Vu, — Vu pp dans €2, donc
a(x, uy, Vu,) = a(z,u, Vu) p.p. dans Q.

d’autre part q(.) : Q@ — [1, [ Bt d’aprés (3.1.1), on choisi r(.) fonction continue dans Q

tel que V z € Q

1<q(x) <r(x) < ]\J[VTTH
zﬁ <r(r) < 2%
On trouve
1< r()(p() = 1) < %‘Zl) et () < NN_mm <), (3.2.35)

En utilisant (b), on trouve la suite (a(x, u,, Vu,)), borné dans L™ (), en effet ;
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Q

/|a(a:,un, Vau,)|"® dr < C’183T(x)1</ |h"® da + / |ty |" @@= gy 4 / |V, |7 @) @) =1) dx).
0 Q 9

Comme r(.) < p'(.), on trouve

/|h|f<$> dr < /|h|p’<-> dz + |Q| < 0.
Q Q

En utilisant (3.2.35) et le lemme 3.2, le corollaire 2.9, et l'inégalité de Poincaré, on trouve

/|un|r($)(l’(ﬂt)—1) dr < Clg et /|vun‘r(z)(p(az)—1) dx < 0207
Q Q

pour montrer a(x, u,, Vu,) equi-intégrabilité, on utilisant l'inégalité de Holder avec exposant
223, et le corollaire 2.8, tel que a(x,u,, Vu,) est bornée dans L") (), on obtient

(@)’

/ a2, t, Vi)' da < 2|2, 1, Vein] | 1]
B a(.) q(x)

< Cy max{|E|ﬁ, |E|w%}’ v ﬁ

Donc d’aprés le théoreme de Vitali on a
a(x, u,, Vu,) — a(z,u, Vu) fortement dans LQ(')(Q).

3.3 Fin de Preuve

Finalement

Q

/a(x,un,Vun)V¢ dr = /¢fn dr ¥V ¢ € C;°(92), (3.3.1)
0

on a a(x, Uy, Vu,) — a(z,u, Vu) fortement dans L1 (Q), passe a la limite si n — oo sur
la formulation faible (3.3.1), on obtient

Q

/a(aj, u, Vu)Vo dx = /fgb de ¥V ¢ € C*(Q), (3.3.2)
Q

Donc u est un solution faible de (P).
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Chapitre 4

Probléme a donnée mesure

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre 'existence de solutions faibles pour certains problémes
elliptiques non-linéaires a donnée mesure et a exposant variable.

Pour cela on va étudier le probléme suivant :

—div(a(z,u, Vu)) = p dans Q,
i =0 sur 09,

(P)

ol € M() mesure de Radon, avec 2 un ouvert régulier dans RY (N > 2).
Soient a : Q@ x R x RN — RY a = (ay,...,ay) fonction Carathéodory, tell que pour tout

(5,6) € R x RN et z pp dans ), avec les propriétés suivantes :
a- Ja >0 tel que a(x,s,£).£ > al¢P@);
b- 35 >0 tel que |a(z,s,&)| < B(h+ |s[P)71 4 [¢[1);
c- (a(z,5,8) —a(z,5,£)).(6 = &) >0 si £ #E
Ow h fonction positive dans LP'O)(Q), p(.) : Q —]1, 4-00[ fonction continue tel que :
2—%<p(x) <N, Vrefl. (4.1.1)

Définition 4.1 On dit que u solution faible de (P) si :

ue W' (Q), alz,u, Vu) € (LH(Q)N.
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Et
/a(x,u, Vu)Vé dr = /gb du, Yo € C(Q).

Q Q
Théoréme 4.1 Soit € M(S2), on pose p(.) vérifie (4.1.1). Soit a fonction Carathéodory
satisfait (a) — (c). Alors le probléme (P) admet une solution faible u € Wol’q(')(Q),

ot q(.) fonction continue dans Q tel que

N(p(z) —1)

1< qlz) <
< q(z) N1

V€ Q. (4.1.2)

4.2 Preuve de théoréme

La preuve se faite en trois étape.

4.2.1 Etape 1 : Approximation

On veut utilise I’approximation pour montre ’existence de solution aux sens de distri-

bution pour le probléme (P). Pour cela on considére le probléme :

—div(a(z, un, Vuy,)) = w, dans ,
u, =0 sur 0.

(Pn)

Ou (uy,) C C§(R) telle que p, — p dans D'(Q2) et vérifie I'inégalité
pnllLr @) < llullar@), V=1 (4.2.1)

On applique le théoréme de surjectivité (Théoréme 1.12) a 'opérateur

A WePOQ) - wy O
u —  —div(a(z, u, Vu)).
La démonstration décompose en quatre étape.

Etape 1 : A est coércif en effet ;

pour tout u € Wol’p(')(Q) on a:

(A(u),u) = /a(x,qu)Vu} a/|Vu|p(‘) d’aprés l'hypothése (a) de a
Q Q
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2 aAp(,)(Vu)
(Au, u) _— Ap(,)(Vu)

mm{uuuplp() Al s}
> o d’aprés le lemme (2.7).
||UHW01’p(‘)(Q)

Donc A est coércif, si H\ﬁ% — +oo lorsque ||u||W1,p<.>(Q) — +o0.
Etape 2 : A est bornée en effet ; pour tout u € W, () (Q)
HAUH(Wl 2O )y — Sup{’<A(U)>¢>‘ : “QS”W()I'F(')(Q) < 1}

< sup o [(A(w), 0)

||¢\\W&,p(.)m)§1

||Au|| 100y < sup B(h 4+ [u[f@=1 + |Vu|f® 1| Ve| de  d’aprés (b) de a

O ewtO @), o <1
0 ) W&m(»)(mf Q

< Cool|(h + [uff® L 4 |Vu|f® Y| .,  daprés Holder.
p()—1
Comme : ||u||p) < Apey(u) + 1, on obtient :

[1Aul] g0 gy < Cas + Coa / (W 4 ful @)+ [T,
Q

Done [|Aul] y,, 100) (g, €5t bOrné, i (A + [u|P@=L + | Vu|P@=1)|| Lo est borné.
p()—1

@)y
Etape 3 : A est monotone en effet ;

le résultat est une conséquence de ’hypothése (c), de a on a

(A(u) — A(v),u —v) = /(a(:p,u, Vu) —a(z,v, Vv))(u —v) > 0.
Q

Etape 4 : A est hémi-continue en effet ;
Pour tout u € Wol’p(‘)(Q), A(u) est hémi-continue i-e; 'opérateur A — (A(u + ), w) est

continue pour tout u,u,w € Wol’p(')(Q) on a

hm(A(u + M), w) = }\irr(l) / a(x,u+ v, V(u+ \v))Vw
_>

A—0

= /a(a;,u, Vu)Vw = (A(u), w).

Q
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Donc A est surjective d’aprés la définition Au,, = f,, et par conséquent il existe suite de

solution (u, )nen C Wo(Q), satisfait

/ a(, Un, V)V dz = / [ dz Yo € WePH(Q). (4.2.2)

Q Q

4.2.2 Etape 2 : Estimations a priori

Lemme 4.1 [ existe un constant Cos > 0 tel que

/ (VT (1) P dae < kCos, ¥ k>0, (4.2.3)
Q
ou Ty définie par :
k, siv>k,
Ti(v) = v, silv] <k,

—k, siv<—k.

Preuve 4.1 On prend Ty(u,) comme fonction test dans (4.2.2) on obtient :

/a(x,un,Vun)V(Tk(un)) dx = /,unTk(un) dx
Q Q

< Kl arcey-

On utilisant (a), et on note T, = T,"™ ¥ k > 0, on obtient :

a/ |V, [P T () dae < k||l | ar e,
Q

donc

/|VTk(un)|p(”C) dr < kCqs, Yk > 0.
Q

Lemme 4.2 Soit p(.) fonction continue dans ) et § > 1.

Alors il eziste un constant C(§) > 0 indépendant de n, tell que :

Wun|p(w)
/ Tt )y =00

Preuve 4.2 On fize § > 1, et on définie la fonction s pour tout t € R, sous la forme

t dx
%(t):/o CENEG
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alors on obtient 15(0) = 0,0 < ¢b5 < 1 et [¢hs] < 515. On prend Ys(u,) comme fonction test

dans (4.2.2), on obtient
|Vun|p
o [ s | Inlston)
Q

Ry
Q

_ lellarey
- 0—1

D’ou le résulta.

Lemme 4.3 Soit p(.) vérifie (4.1.1). Alors il existe un constant Cas > 0 tel que

’ ’un’ ’WOI»‘Z(>(Q) S 026'

Pour tout q(.) € Q vérifie (4.1.2).

Preuve 4.3 La démonstration décompose en deux étapes.
Etape 1 : Soit gt constant vérifie

N(p~—1)

+
<
1 N_1

<p . (4.2.4)

Grace a linégalité de Holder avec exposant % et d’aprés le lemme 4.2, on obtient

+
/|Vun‘q+ dx = / |Vu”| (1 + |Un|)
(

) 1+ fun) >~
P L_ -4t
(ot (o )
Up|)
Q Q
5 qt 1*@
gas(/<1+|un|> P dr)
Q
+* = ]{][\:q(ﬁ_ _q — < q+*'

Grace a l'inégalité de Pomcare de Sobolev, on a

qt

* 17 -
/|Vun|q+ dxr = 027 + Cgs(/ |un|qJr dl‘) 2
Q Q

* +
1-10)

+
L( —
S 027 + ng(/ ]Vun\q+ d.’]?) o P
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0
= C27 + CQg(/ |Vun]q+ d.’lﬂ') s (425)
Q

ou 0 = N]_Vq+(1 — Z—f), d’aprés (4.1.1) on trouve 6 € (0,1). On déduire

/|Vun|q+ d[L‘ S 030.
Q

Comme |Vu,|"™® < |Vu,|?" + 1, on obtient

/ Vi, |1 dx < Cs.
Q

On particulier, il existe C3o > 0 tell que
|[tn|[ 1) < Csa. (4.2.6)

Etape 2 : On suppose (4.1.2) vérifie , et

N -1

D’aprés la continuité de q(.) et p(.) dans Q, alors il existe § > 0 tel que

max ¢(t) < min Ne® =1

 Yazeq. 42.7
t€B(2,0)N0 teBaore N —1 ( )

.....

v > 0 tel que
Q] = mes(Q) >0, Qi :==B,NQ, Vi=1,.. k. (4.2.8)

Et on note ¢ le mazimum local de q dans Q;( respectivement, p; le minimum local de p

dans €;), tell que
N(p; —1)
+ < —r 7
& N-1

Grace a linégalité de Poincaré-Wiritinger, (4.2.6),(4.2.8), on trouve

Vi=1,.. k. (4.2.9)

ol ) < e =l e+ Nl
S C’ggHVunHquu(Qi) + 034.
dans (4.2.5) on obtient
0; N +
/ IV, |% da 3035+036(/ |V, | d:v) ,0; = -ty 1 @210
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et
W <Oy, Vi=1,.. k.

/ |Vu,
Q;

Et q(z) < g vérifie pour tout x € Q;, et i = 1,..., k, donc
L/\VUA%mdxg(%7+HLL
Q;

et

k

/|Vun\q(x) dx < E / |V, |1 da = Css.
- Q.

Q =1 z

4.2.3 Etape 3 : Passage a la limite

La méme preuve dans |’ étape 3 (chapter 3).
Lemme 4.4 On a
a(z, Uy, V) = a(z,u, Vu) fortement dans L1V (Q). (4.2.11)
Pour une certaine fonction q(.) : @ — [1, 2=

Preuve 4.4 Dans (4.2.13), on a u,, — u pp dans Q, et d’aprés (4.2.16) on a
Vu, — Vu pp dans €2, donc

a(x, u,, Vu,) = a(z,u, Vu) p.p. dans Q.

d’autre part q(.) : Q@ — [1, 5[ Bt d’aprés (4.1.1), on choisi r(.) fonction continue dans Q
tel que V z € Q

1<q(z) <r(z) < 35
N

<7"([L') < N_T

1
p(x)—1

On trouve
N(p(.) —1)

L<r()pl) = 1) < =

et r(.) <

<), (4.2.12)

En utilisant (b), pour prend la suite (a(x, u,, Vuy,)), borné dans L™ (Q), en effet;

/|a(a;,un, V)" dr < C393T("‘”)1</ |A"®) da + / |t |7 @@= Gy - / |V, |"@ @) =1 d:c).
Q 0 Q 0
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Comme r(.) < p'(.), on trouve

/|h|r<f) dr < /|h|f“<~> dz + 0] < 0.
Q Q

En utilisant (4.2.24) et le lemme 4.3, le corollaire 2.9, l'inégalité de Poincaré, on trouve

/’un|r(x)(p(x)l) dz < Oy et /yvun‘r(x)(p(x)l) dx < 0417
Q Q

pour montrer a(x, u,, Vu,) equi-intégrabilité , on utilisant l'inégalité de Holder avec exposant

r(z)
q(z)

, et le corollaire 2.8, tel que a(z,u,, Vu,) est bornée dans L") (), on obtient

/ (2, n, V)| ") da < 2[]a(@, wn, V|| |11]] 1)
E q(.) q(z)

q(x)

< Cpymax{ | B, | B ), w = —0)
:

BET)

Donc d’aprés le théoreme de Vitali on a

a(z, U, Vu,) = a(z,u, Vu) fortement dans L1 (Q).

4.3 Fin de Preuve

Finalement

/a(:ﬁ,un, Vu,)Vo de = /gzﬁ,un de ¥V ¢ € C(Q), (4.3.1)
0 0

on a a(x, Uy, Vu,) = a(z,u, Vu) fortement dans L1 (Q), passe a la limite si n — oo sur

la formulation faible (4.3.1) on obtient

/a(x,u, Vu)Vo dx = /gzﬁ du Y ¢ € C° (), (4.3.2)
0

Q

Donc u est un solution faible de (P).

Remarque 4.1 On remarque dans le case constant et f € L™ (), on choisi dans (3.2.8),

_ pN —mp —mpN +mN

4] 0,1
N —mp €10, 11
pour obtient
N(p-1 4] N
=" (p ):»(1—5) m 0  Ng
N —m m—1 p—q N—q
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Par estimation générale de (3.2.16), on trouve
()(e2)
/|Vun|q de < C + C(/ |Vu,|? dx) - "
Q Q

ol
0<<N><1 q><1
N —q mp '

Alors (P) admet une solution faible u € Wy(Q) régulier pour tout q = Nm(—pmfl

)
N Pourle
cas non constant on a

Nm(p(z) — 1)

uwe W(Q) avee q() = N

Remarque 4.2 On remarque de le résultat donne dans Lemme 4.3

(resp Lemme 3.2), pour tout q : Q — R fonction mesurable tel que

essi%f (%_)Il) — q(a:)> > 0(7’65]?7 ess i%f (ij(\f(_xl; b _ q(:c)>) > 0.

Donc il existe une fonction continue s : Q — R tel que pour z € Q :

N(p(z) —1) Nm(p(z) — 1))
N -1 N—m '

q(z) < s(z) < <7’esp,q(a:) <s(z) <

Pour Lemme 4.8 (resp Lemme 38.2) on déduire pour les deuz cases,
(un) bornée dans Wy ().

Finalement, par la continuité de Wol’s(')(Q) — Wol’q(')(Q), on obtient le résultat.
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Conclusion

Dans ce mémoire, je me suis étudie des questions d’existence de solution faible pour des
problémes de type elliptique faisant intervenir des données peu réguliéres (L™ ou mesure).
Pour ces problémes, la nécessité de travailler dans des espaces de Lebesgue et de Sobolev
a exposants variables est motivée par I'apparition de ces espaces dans la modélisation de
fluides électrhéologiques et thermorhéologiques et dans la restauration d’image.

Ce travail m’a ouvert un champ sur ’étude :

e Quelques rappelle sur les espaces fonctionnés.

e [’existence de solution faible sur les probléme elliptique.
e Les solutions faibles dans ’espace & exposante variable.

En fin, notons que dans la littérature, trés peu de problémes elliptiques ont été traités. Il
semble que cette difficulté soit liéé a la compréhension et a la définition d’espaces fonctionnels
adapté. Par conséquent, des questions intéressantes ouvert des pistes de recherche dans ce

volet.
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