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Resumé

Dans ce travail, nous n’intéressons à étudier la stabilité d’un système de Bresse avec un

contrôle de type mémoire infini et des conditions aux limites de dirichlet

nous étudions la stabilisation exponentielle du système. On utilisant une méthode de spec-

tral pour résoudre les l’équation au dérivée partielle (la méthode de Galerkin où la méthode

de tau ([15])) , On va essayé détailler les calcule de l’article : Stability resules of distribu-

ted problem involving Bresse system with history and/or cattaneo law under fully Dirichlet

or mixed boundary conditions de Farah ABDALLAH, Mouhammad GHADER, and Ali

WEHBE.

mots clés :système de Bresse, condition de Dirichlet, stabilité exponentielle.

Abstract

In this work, we are interested in studying the stability of a Bresse system with in fi

ne memory control and dirichlet boundary conditions, or we study the exponential stability

of the system. using a spectrum method to solve the partial derivative equation (Galer-

kin’s method), we will try to compute the calculations of the article : Stability resules of

distributed problem involving Bresse system with history and/or cattaneo law under fully

Dirichlet or mixed boundary conditions of Farah ABDALLAH, Mouhammad GHADER,

and Ali WEHBE.

key words : system of Bresse, condition of Dirichlet, exponential stability .
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Introduction

Le système de Bresse est appliqué dans un diverses disciplines scientifiques et techniques

pour la réduction du bruit, la vibration des structures comme les ondes sismiques et les trem-

blements de terre, la régulation de systèmes biologiques comme le système cardiovasculaire

humain, la conception de systèmes robotiques, contrôle laser dans les systèmes mécaniques

et moléculaires quantiques.

Dans ce travail, nous implémentons la théorie du semi groupe dans la théorie spectrale étu-

dier les approximations et la stabilisation de certaines équations couplées.

En général, les résultats de la stabilisation sont obtenus en utilisant différentes méthodes

comme la théorie de décomposition spectrale.

Ce système défini sur (0, L)× (0,+∞) sous la forme suivante :

(0.1)


ρ1ϕtt − k1(ϕx + ψ + lω)− lk3(ωx − lϕ) = 0,

ρ2ψtt − k2ψxx + k1(ϕx + ψ + lω)−
∫ +∞
0

g(s)ψxx(x, t− s)ds = 0

ρ1ωtt − k3(ωx − lϕ)x + lk1(ϕx + ψ + lω) = 0,

avec les conditions aux limites de Dirichlet :

(0.2)

 ϕ(0, .) = ϕ(L, .) = ψ(0, .) = ψ(L, .) = 0 dans R+,

ω(0, .) = ω(L, .) = 0 dans R+,

ou les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann-Dirichlet-Dirichlet

(0.3)

 ϕ(0, .) = ϕ(L, .) = ψx(0, .) = ψx = (L, .) = 0 dans R+,

ω(0, .) = ω(L, .) = 0 dans R+,

ou avec les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann-Neumann-Dirichlet

(0.4)

 ϕ(0, .) = ϕ(L, .) = ψx(0, .) = ψx = (L, .) = 0 dans R+,

ωx(0, .) = ωx(L, .) = 0 dans R+,
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et les conditions initiales suivantes ϕ(., 0) = ϕ0(.), ψ(.,−t) = ψ0(., t), ω(., 0) = ω0(.),

ϕt(., 0) = ϕ1(.), ψt(., 0) = ψ1(.), ωt(., 0) = ω1(.), dans (0, L).

Où les fonctions ϕ, ψ et ω désignent respectivement de modèle de verticale , l’angle de rota-

tion d’un filament , et le déplacement longitudinal du filament de la poutre. Les coefficients

ρ1, ρ2, ρ3, k1, k2, k3, l, δ, τ, β sont des constantes positives.

Cet mémoire est organisé comme suit :

chapitre 1 :

est entièrement consacré à l’exposé des définitions et des résultats nécessaire comme espaces

de Banach, les espaces Lp, espaces de Hilbert, Les opérateurs m-dissipatifs, et les Semi-

groupes des opérateurs linéaires bornés .

Chapitre 2 :

nous donnons la formulation du système (2,1) avec entièrement des conditions de frontière

de Dirichlet, et nous prouvons la stabilité forte du système dans le manque de la compacité

du résolvent du générateur, et nous étudions l’existence d’une solution de système.

Chapitre 3 :

nous prouvons la stabilisation exponentielle du système avec une condition que les propaga-

tions des ondes et des vitesses sont égaux (k1
ρ1

= k2
ρ2

= k3
ρ3

et k1 = k3), et nous montrons que

le système de Bresse considéré avec entièrement des conditions de frontière de Dirichlet est

non uniformément stable quand les vitesses de la propagation des vagues sont différentes,

plus avec précision, nous considérons le système réduit de Timochenko avec entièrement

des conditions de frontière de Dirichlet et montrons qu’un nombre infini de valeurs propres

approchent l’axe imaginaire, si les vagues propagent avec différentes vitesses, nous prouvons

la stabilité polynomiale du système.
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Chapitre 1

Rappels et outils de base

1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1. : Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Proposition 1.1. :Les espaces vectoriels normés de dimension finie sur K = R où C sont

des Banach.

Proposition 1.2. : Soit E un espace vectoriel normé et B un Banach alors L(E;B) est

aussi un espace de Banach pour la norme des applications linéaires.

Lemme 1.1. :[6]

tout espace de Banach (E, ‖‖) est fermé.

1.1.1 Théorème de l’application ouverte

Théorème 1.1. [6]

Soient E et F deux espaces Banach, et T ∈ L(E,F ) surjective. Alors T est une application

ouverte.

Définition 1.2. Une application f : U −→ V est un isomorphisme ( ou biholomorphe) si

elle bijective, holomorphe et son inverse est holomorphe

Corollaire 1.1. Soient E et F deux espaces Banach, et T ∈ L(E,F ) bijective. Alors T−1

est continue.

9



Espaces Lp

1.1.2 Théorème du graphe fermé

Théorème 1.2. : Soient E, F deux espaces vectoriel normé, et T une application linéaire

de E vers F. On appelle graphe de T (noté G(T)) le sous-ensemble de E × F suivant :

G(T ) = {(x, y) ∈ E × F |y = T (x)}.

Théorème 1.3. (Théorème du graphe fermé). Soient E et F deux espaces Banach, soit T

une application linéaire de E vers F , T est continue si et seulement si G(T) est un fermé

de E × F .

Définition 1.3. on dit qu’un opérateur T est fermé si G(T) est fermé dans E × F

[6]

1.2 Espaces Lp

soit A un borélien de R de mesure non nulle. Pour p ∈ [1; +∞[ ; on note

Lp(A,K) := {f : A → K| f Lebesgue mesurable et
∫
A

|f(x)|pdx <∞}.

L’application

f 7−→ ‖f‖Lp :=

(∫
A

|f(x)|pdx
) 1

p

a toutes les propriétés d’une norme sauf celle qui stipule que ‖f‖Lp = 0 si et seulement si f

= 0.

Théorème 1.4. (Inégalité de Hölder)[6]

soient f ∈ Lp et g ∈ Lp
′
avec 1 ≤ p ≤ ∞, et 1

p
+ 1

p′
alors f.g ∈ L1 et∫

|fg| ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′

1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.4. :Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u, u)
1
2
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Espaces de Hilbert

Théorème 1.5. . (Théorème de représentation de Riesz). Soit l ∈ H′ tel que H′ le

dual de H , une forme linéaire continue, alors il existe un unique vecteur u ∈ H tel que

∀v ∈ H l(v) = (u, v)

Corollaire 1.2. : Soit a une forme linéaire continue, alors il existe A ∈ L(H) tel que

∀(u, v) ∈ H ×H, a(u, v) = (Au, v).

Théorème 1.6. :(Théorème de Lax Milgram). soit H un espace de Hilbert,

soit a : H × H −→ R une forme bilinéaire. Supposons qu’il existe deux constants c, α > 0

tel que

(i) a continue : |a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖ pour tout (u, v) ∈ H ×H ;

(ii) a coercive : a(u, u) ≥ α‖u‖2 pour tout u ∈ H.

Alors pour toute forme linéaire l ∈ H′ (espace dual de H), il existe un unique solution u ∈ H

tel que

∀v ∈ H, a(u, v) = l(v)

[6]

Problème de Dirichlet homogène

On appelle problème de Dirichlet homogène, dans le cas d’un problème différentiel du

première ordre, en dimension un, sur un intervalle [a, b], un problème dans lequel les condi-

tions aux limites aux extrémités a et b de l’intervalle sont

u(a) = 0, u(b) = 0.

le problème de Dirichlet homogène est vérifie

1) L’espace H1
0 [a, b] est un espace de Hilbert, (voir page 14)

2) La forme bilinéaire a est continue.

3) La forme a est coercive.

En conséquence, les hypothèses du théorème de Lax-Milgram étant vérifiées, le problème de

Dirichlet admet une solution unique dans H1
0 [a, b]

(preuve : voir [8])
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Méthode spectrale

1.4 Méthode spectrale

on présente les méthodes spectrales pour résoudre quelques équations aux dérivées par-

tielles dans des domaines bornées

Exemple d’équation aux dérivées partielles

1) Equation de la chaleur
∂u

∂t
− v4u = f.

1) Equation de poison

4u = f.

Principe des Méthode spectrale

les méthodes spectrales consistent à traiter la dépendance spéciale. En décomposant les

éléments de H sur une base des fonctions (φn)n≥1 et cherche

uN =
N∑
n=1

an(t)φn(x)

élément de l’espace HN tel que : HN : vect{φn : n = 1..N}

Méthode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypothèses suivantes : H espace de Hilbert,

a : forme bilinaire continue et coercive, L ∈ H′,

remarquons que maintenant, a n’est pas nécessairement symétrique, On considère le pro-

blème  u ∈ H,

a(u, v) = L(v), v ∈ H,
Par le théorème de Lax Milgram, il y a l’existence et l’unicité de u ∈ H solution de ce

problème . Le principe de la méthode de Galerkin est similaire à celui de la méthode de

Ritz, et on cherche à résoudre le problème approché : uN ∈ H,

a(uN , v) = L(v), ∀v ∈ H,

12



Méthode spectrale

Par le théorème de Lax-Milgram ([15])

Théorème 1.7. : (Théoreme du rang)Soit E, F deux espaces vectoriels normés sur K = R

où C

et A ∈ L(E,F ). On suppose que E est de dimension finie, alors

dim(Im(A)) + dim(ker(A)) = dim(E),

et A est une bijection et ker(A) = {0} et donc un isomorphisme

Corollaire 1.3. : Soit E un espace vectoriel normé sur K = R où C de dimension finie et

A ∈ L(E)(:= L(E,E)). On a alors l’équivalence entre les trois proposition suivante :

— A est bijectif,

— A est injectif, N(A) = {0},

— A est surjectif,Im(A) = E.

Théorème 1.8. :(Alternative de Fredholm) Soit H un espace de Hilbert et K ∈ K(H)

tel que K(H) l’ensemble des opérateurs compact de H . On a alors

a) ker(Id - K) est de dimension finie,

b) Im(Id−K) = ker(Id−K∗)T est fermé,

c) Im( Id - K ) est de co-dimension finie et codim(Im(Id - K)) = dim( ker( Id - K ).

En particulier Id - K est surjectif si et seulement si Id - K est injectif.

(Ker (I − T ) = {0} si et seulement si Im(I − T ) = H)

Remarque 1.1. L’Alternative de Fredholm concerne la résolution de l’équation

u − Au = f . Elle exprime que on a pour tout f ∈ E l’équation u − Au = f admet une

solution unique.

Définition 1.5. (Spectre des opérateurs) :Soit E un espace vectoriel sur K = R où C,

et T un endomorphisme de E : On appelle :

spectre de T : l’ensemble σ(T ) des λ ∈ K tels que T − λI ne soit pas bijectif de E dans E,

spectre ponctuel de T : l’ensemble σp(T ) des valeurs propres de T,

ensemble résolvant de T : le complémentaire ρ(T ) du spectre σ(T ).

13



Espace de Sobolev W n,p(Ω).

Théorème 1.9. : Soit H un espace de Hilbert et T ∈ K(H).

(i) Si H est de dimension infinie alors 0 ∈ σ(T ),

(ii) si λ ∈ σ(T )\{0} alors λ est valeur propre de T de multiplicité finie,

(iii) si σ(T ) contient une suite d’éléments deux à deux distincts alors cette suite tend

vers 0.

Remarque 1.2. On interprété légalité Im(Id−K) = ker(Id−K∗)T de la façon suivante.

Soit (e1, ..., eN) une base de ker(Id−K∗) et f ∈ H. Le problème :

Trouver u ∈ H tel que, u−Ku = f,

a des solutions si et seulement si f vérifie N conditions de compatibilités :

∀i ∈ 1, ..., N, (f, ei) = 0.

C’est l’alternative de Fredholm :

— ou le second membre vérifie N conditions de compatibilités et dans ce cas l’ensemble

des solutions est un espace affine de dimension N de la forme u0 + ker(Id−K).

— ou il n’y a aucune solution.

1.5 Espace de Sobolev W n,p(Ω).

Définition 1.6. L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)/Dα(u) ∈ Lp(Ω),∀α : |α| ≤ m}

Hm(Ω) = Wm,2(Ω) et W 0,p(Ω) = Lp(Ω), H0(Ω) = L2(Ω)

Wm,p(Ω) est un espace de Banach

Définition 1.7. on note H1
0 (Ω) l’adhérence de D(Ω) dans H1(Ω) tel que

D(Ω) = {ϕ : Ω −→ R/ϕ ∈ C∞}

Définition 1.8. soit Ω un ouvert, soit γ0 l’application de trace de H1(Ω) dans L2(∂Ω) on

a l’égalité :

H1
0 = {u ∈ H1(Ω)/γ0(u) = 0}

14



Opérateurs m-dissipatifs

1.6 Opérateurs m-dissipatifs

1.6.1 Définitions

Définition 1.9. Un opérateur linéaire non borné dans X est un couple (A,D(A)) ou

(A,D(A)) un sous-espace vectoriel de X et A une application linéaire de (A,D(A)) dans

X. Le sous-espace (A,D(A)) est le domaine de A.

Définition 1.10. Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, est fermé si son

graphe

G(A) = {(x,Ax) \ x ∈ D(A)}

est fermé dans X ×X.

Définition 1.11. Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné dans X. Lorsque D(A)

est dense dans X, on dit que D(A) est de domaine dense dans X.

Définition 1.12. On noterons par X un espace de Banach sur le corps des nombres com-

plexes C, par L(X) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X et par I l’unité

de L(X). Pour un opérateur linéaire A : X → X nous noterons par

ρ(A) = {λ ∈ C \ I −A est inversible dans L(X)}

l’ensemble résolvant de A ∈ L(x) et par

R(.;A) : ρ(A)→ L(X)

R(λ;A) = (λI −A)−1

la résolvante de l’opérateur linéaire A.

Théorème 1.10. [10] Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, est dissipatif si

et seulement si

∀x ∈ D(A), (Ax, x) ≤ 0

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente remplacée par

∀x ∈ D(A), R(Ax, x) ≤ 0

15



Semi-groupes

Remarque 1.3. :En fait que A− λIest bijectif d’inverse continu car

−Re〈(A− λ)u, u〉 ≥ λ‖u‖2

implique que A− λI est injectif et de plus par Cauchy-Schwarz

‖(A− λ)u‖ ≥ λ‖u‖

ce qui implique ‖(A− λI)−1‖ ≤ 1
λ

Théorème 1.11. [10] Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans X.

Définition 1.13. Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, est m-dissipatif si :

1. A est dissipatif,

2. ∀f ∈ X, ∀λ > 0, ∃x ∈ D(A) tel que λx−Ax = f.

Remarque 1.4. : Un opérateur est maximal dissipatif si en outre il existe λ > 0 tel que

A− λI soit surjectif

Théorème 1.12. [10] Soit (A,D(A)) un opérateur non borné dans X. S’il existe λ0 > 0

pour lequel l’opérateur λ0I − A est un bijection de D(A) sur X, et si (λ0I − A)−1 est un

opérateur borné sur X, alors A est fermé. En particulier, si A est m-dissipatif alors A est

fermé.

1.7 Semi-groupes

Définition 1.14. On appelle C0- semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opé-

rateurs linéaires bornés sur X une famille {T (t)}t≤0 ⊂ L(X)} vérifiant les propriétès sui-

vantes :

1. T (0) = IL(X)

2. T (t+ s) = T (t)T (s), pour touts, t ≥ 0

3. limt→0 T (t)x = x, ∀x ∈ X

4. pour tout x ∈ X, t→ T (t)x est continue de R+

16



Semi-groupes

Exemple :

Soit A ∈ L(H) tel que :

T (t) = eAt =
∑
n≥0

(At)n

n!

alors {T (t)}t≥0 est un C0 semi-groupe

Définition 1.15. : On appelle générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t)}t ≥ 0,

un opérateur A défini sur l’ensemble :

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

T (t)x− x
t

existes

}
et

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

pour tout x ∈ D(A)

.

Définition 1.16. : On appelle semi-groupe uniformément continu {T (t)}t≤0 vérifiant la

propriété suivante :

lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0

Corollaire 1.4. Soit T (t)t≥0 un C0-semi-groupe des opérateurs linéaires bornés. Alors :

1. Il existe τ > 0 et M ≥ 1 tel que :

‖T (t)‖ ≤M,∀t ∈ [0, τ ];

2. il existe ω ∈ R et M ≥ 1 tel que :

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Théorème 1.13. [2] Si :

(a) : A est un opérateur linéaire fermé tel que D(A) = H.

(b) : (λI −A)−1 existe pour tout λ > ω.

(c) : ‖ (λI −A)−m ‖≤ M
(λ−ω)n , λ > ωm = 1, 2, ... alors A est un générateur infinitésimal

d’un C0semi-groupe avec

‖ T (t) ‖≤Meωt,∀t ≥ 0
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Semi-groupes

1.7.1 Semi-groupes des contractions

Définition 1.17. un semi-groupe {T (t)}t≤0 fortement continue sur X est un semi groupe

de contraction si :

‖T (t)‖ ≤ 1, ∀t ≥ 0

Proposition 1.3. T(t) est un C0semi-groupe compact (i.e T(t) est compact pour tout t>

0), alors T(t) est continu pour la norme uniforme.

Réciproquement, on a

Proposition 1.4. Supposons que A est un générateur infinitésimal d’un C0semi-groupe

T(t).

Le semi-groupe S(t) est compact si et seulement si il est continu pour la topologie uniforme

et la résolvante R(λ,A) est compacte pour tout λ ∈ ρ(A).

Corollaire 1.5. Si (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T (t))t≥0

fortement continu sur X alors D(A) est dense dans X, et A est fermé. (preuve : Voir [10]).

Théorème 1.14. : Soit (A,D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T (t))t≥0

fortement continu sur X. Pour tout x0 ∈ D(A), x(t) = T (t)x0 est l’unique solution du

problème

x ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞);X),

x0(t) = Ax(t) pour tout t ≥ 0, x(0) = x0.

(preuve : voir [10]).

1.7.2 Théorème de Hille Yosida

Théorème 1.15. ( Hille Yosida 1) Un opérateur linéaire non borné (A,D(A)) dans X

est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contractions sur X si et seulement si

les conditions suivantes sont satisfaites :

1. A est fermé,

2. D(A) est dense dans X,

18



Semi-groupes

3. Pour tout λ > 0, (λI−A) est une application bijective de D(A) sur X, et (λI−A)−1

est un opérateur borné sur X vérifiant :

‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

λ

Théorème 1.16. ( Hille Yosida 2) Un opérateur linéaire non borné (A,D(A)) dans X

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement si A

est m-dissipatif et de domaine dense dans X.

[2]

Théorème 1.17. (Arendt- Batty) Supposons que A est un générateur infinitésimal for-

tement continue d’un semi-groupe (T (t)t≥0 sur un espace de Banach réflexif X. Si

— A n’a aucune valeur propre imaginaire pure

— σ(A) ∩ iR est dénombrable.

Alors T(t) est fortement stable

Remarque 1.5. si la résolvante (I − T )−1 de T est compact, alors σ(T ) = σp(T ), tel que

σp(T ) = {λ ∈ C : ker(λI − T ) 6= {0}}

de plus, la condition du théorème président diminue dans σp(T )
⋂
iR = ∅.

Théorème 1.18. (Huang-Pruss)Supposons que A est un générateur infinitésimal forte-

ment continue d’un semi-groupe (T (t)t≥0 sur H. T(t) est uniformément stable si et seulement

si

— iR ⊆ ρ(A).

— supβ∈R ‖ (iβI −A)−1 ‖L(H)< +∞.

Théorème 1.19. ( Lumer-Phillips)[2] Soit (A;D(A)) un opérateur linéaire non borné de

domaine dense dans X. Si A et A∗ sont dissipatifs et si A est fermé (λI −A est surjectif)

alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X.

Théorème 1.20. (inégalité de Hölder).([6]) soient f ∈ Lp etg ∈ Lp
′
avec 1 ≤ p ≤ ∞ et

1
p

+ 1
p′

= 1 alors f.g ∈ L1 et ∫
fg ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′
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Théorème 1.21. (Théorème de Rouché) Soient f et g deux fonctions holomorphes non

constantes dans un ouvert connexe U, et soit K un compact à bord régulier inclus dans U.

Supposons qu’on a |f(z)−g(z)| < |f(z)|+ |g(z)| sur la frontière de K. Alors f et g ont même

nombre de zéros dans K (comptés avec leur multiplicité).
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Chapitre 2

Formulation de problème et l’existence

du solution

Dans ce chapitre, nous donnons la formulation de problème, et nous étudions l’existence

d’une solution du système de Bresse avec un seul amortissement de mémoire infinie agissant

dans l’équation sur le déplacement de l’angle de cisaillement dans des conditions aux limites

entièrement Dirichlet (notre étude peut être facilement adapté à d’autres conditions de

frontière mélangées). Le système est régi par les équations partielles suivantes :

(2.1)


ρ1ϕtt − k1(ϕx + ψ + lω)− lk3(ωx − lϕ) = 0,

ρ2ψtt − k2ψxx + k1(ϕx + ψ + lω) +
∫ +∞
0

g(s)ψxx(x, t− s)ds = 0

ρ1ωtt − k3(ωx − lϕ)x + lk1(ϕx + ψ + lω) = 0,

avec les conditions aux limites suivants :

(2.2) ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = ω(0, t) = ω(L, t) = 0

et les conditions initiales suivantes :

ϕ(0, t) = ϕ0(.), ψ(.,−t) = ψ0(., t), ω(., 0) = ω0(.),

ϕt(., 0) = ϕ1(.), ψt(., 0) = ψ1(.), ωt(., 0) = ω1(.).

Le terme intégral représente un terme d’histoire avec le noyau g satisfais l’hypothèse sui-

vante :
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Formulation du problème

(H)

g : R+ → R+

est une fonction différentiable décroissante tel que lim
s→0

g(s) existe et il existe c > 0

tel que

g′(s) ≤ −cg(s).

On pose k̃2 > 0 où k̃2 := k2 − g0 et g0 =
∫ +∞
0

g(s)ds.

En effet, la condition lims−→0 g(s) est tant vers zéro suffisante et peut remplacer la

condition g′(s) ≥ −cg(s) pour certains c̃ > 0

2.1 Formulation du problème

Dans cette partie, en utilisant une approche de semi groupe, nous établissons le

résultat possédantes pour le système (2.1)-(2.2) sous la condition (H) imposée sur la

fonction de relaxation.

Nous présentons la nouvelle variable

η(x, t, s) := ψ(x, t)− ψ(x, t− s) dans (0, L)× R+ × R+

donc

ηxx(x, t, s) := ψxx(x, t)− ψxx(x, t− s)

alors

ψxx(x, t− s) = ψxx(x, t)− ηxx(x, t, s)

Puis, le système (2.1)-(2.2) devient

(2.3)



ρ1ϕtt − k1(ϕx + ψ + lω)− lk3(ωx − lϕ) = 0,

, ρ2ψtt − (k2 −
∫ +∞
0

g(s)ds)ψxx + k1(ϕx + ψ + lω)−
∫ +∞
0

g(s)ηxxds = 0,

ρ1ωtt − k3(ωx − lϕ)x + lk1(ϕx + ψ + lω) = 0,

ψxx(x, t)− ψxx(x, t− s)− ηxx(x, t− s) = 0,

ηt + ηs − ψt = 0,
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Formulation du problème

avec les conditions aux limites

(2.4)
ϕ(0, .) = ϕ(L, 0) = ψ(0, .) = ψ(L, .) = ω(0, .) = ω(L, .) = 0 in R+,

η(0, ., .) = η(L, ., .) = 0 in R+ × R+,

η(0, 0, 0) = 0 in (0, L)× R+,

et les conditions initiales
ϕ(0, .) = ϕ0(.), ψ(.,−t) = ψ0(., t), ω(., 0) = ω0(.),

ϕt(., 0) = ϕ1(.), ψt(., 0) = ψ1(.), ωt(., 0) = ω1(.),

η0(., s) := η(., 0, s) = ψ0(., 0)− ψ(., s), in (0, L), s ≥ 0.

Proposition 2.1. L’énergie du système (2.3)-(2.4) est définit par

(2.5)
E(t) = 1

2

{∫ L
0

(ρ1|ϕ|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2 + k1|ϕx + ψ2 + lω|2)dx.

+k3
∫ L
0
|ωx − lϕ|2dx+

∫ L
0

∫ +∞
0

g(s)|ηx|2dxds
}

alors on a

(2.6) E
′
(t) =

1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)|ηx|2dxds ≤ 0.

Preuve :

On multiplient l’équation ρ1ϕtt− k1(ϕx +ψ+ lω)− lk3(ωx− lϕ) par ϕt et on integre

l’équation (ρ1ϕtt − k1(ϕx + ψ + lω)− lk3(ωx − lϕ) par ϕt)ϕt par rapport x .....(*)

et on multiplient l’équation ρ2ψtt−(k2−
∫ +∞
0

g(s)ds)ψxx+k1(ϕx+ψ+lω)−
∫ +∞
0

g(s)ηxxds

par ψt et on integre l’équation (ρ2ψtt − (k2 −
∫ +∞
0

g(s)ds)ψxx + k1(ϕx + ψ + lω) −∫ +∞
0

g(s)ηxxds)ψt pa rapport x.....(**)

et on multiplient l’équation ρ1ωtt − k3(ωx − lϕ)x + lk1(ϕx + ψ + lω) par ωt et on

intégrant l’équation (ρ1ωtt − k3(ωx − lϕ)x + lk1(ϕx + ψ + lω) par rapport x .....(***)

on addition (*) et (**),(***) ona alors
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Formulation du problème

∫ L

0

((ρ1ϕtt − k1(ϕx + ψ + lω)x − lk3(ωx − lϕ))ϕt

+(ρ1ωtt − k3(ωx − lϕ)x + lk1(ϕx + ψ + lω))ωt)dx

+(ρ2ψtt − k̃2ψxx + k1(ϕx + ψ + lω)−
∫ +∞

0

g(s)ηxxds)ψt

=

∫ L

0

(ρ1ϕttϕt + ρ2ψttψt + ρ1ωttωt)dx

=
1

2

∫ L

0

d

dt
(ρ1|ϕ|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2)dx.....(1)∫ L

0

(−k̃2ψxxψt)dx = k̃2

∫ L

0

ψxψtxdx =
1

2
k̃2

∫ L

0

d

dt
|ψxx|2dx....(2)

k1

∫ L

0

(−(ϕx + ψ + lω)xϕt + (ϕx + ψ + lω)ψt + l(ϕx + ψ + lω)ωt)dx

= k1

∫ L

0

(−ϕxxϕt − ϕtψx − lϕtωx

+ ψtϕx + ψtψ + lψtω

+ lωtϕx + lωtψ + l2ωtω)dx

= k1

∫ L

0

(ϕxϕtx + ϕtxψ + lϕtxω

+ ψtϕx + ψtψ + lψtω

+ lωtϕx + lωtψ + l2ωtω)dx

=
1

2
k1

∫ L

0

d

dt
|ϕx + ψ2 + lω|2.....(3)

k3

∫ L

0

(−l(ωx − lϕ)ϕt − (ωx − lϕ)ωt))dx

= k3

∫ L

0

(−lϕtωx + l2ϕtϕ+ lωtϕx − lωtωxx)dx

= k3

∫ L

0

(−lϕtωx + l2ϕtϕ− lωtxϕ+ lωtxωx)

=
1

2
k3

∫ L

0

d

dt
|ωx − lϕ|2dx.....(4)
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Formulation du problème

∫ L

0

(−
∫ +∞

0

g(s)ηxxdsψt)dx =

∫ L

0

(−
∫ +∞

0

g(s)ηxx(ηt + ηs)ds)dx

= −
∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)ηxxηtdsdx−
∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)ηxxηsdsdx

=

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)ηxηtxdsdx+

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)ηxsηxdsdx

(5)..... =
1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

d

dt
g(s)|ηx|2dxds−

1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)|ηx|2dsdx

A partir des equations (1),(2),(3)(4)et(5), on trouve

1

2

d

dt
(

∫ L

0

(ρ1|ϕ|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2 + k1|ϕx + ψ2 + lω|2)dx

+k3

∫ L

0

|ωx − lϕ|2dx+

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|ηx|2dxds) =
1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)|ηx|2dsdx

alors

E(t) =
1

2

∫ L

0

(ρ1|ϕ|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2

+k1|ϕx + ψ2 + lω|2)dx+ k3

∫ L

0

|ωx − lϕ|2dx+

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|ηx|2dxds

et

E
′
(t) =

1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)|ηx|2dxds.

Nous définissons l’espace d’énergie H par

H = (H1
0 (0, L))3 × (L2(0, L))3 × L2

g(R+, H
1
0 )

où L2
g(R+, H

1
0 ) dénote l’espace de Hilbert menu du produit scalaire

(η1, η2)g =

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)η1x(x, s)η
2
x(x, s)dsdx.

L’espace H d’énergie est menu de la norme suivante :

‖ U ‖2H = ‖ (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7) ‖2H

= ρ1 ‖ v4 ‖2 +ρ2 ‖ v5 ‖2 +ρ1 ‖ v6 ‖2 +k1 ‖ v1x + v2 + lv3 ‖2 +k̃2 ‖ v2x ‖2(2.7)

+ k3 ‖ v3x − lv1 ‖2 + ‖ v7 ‖2g

où ‖.‖ et ‖.‖g dénotent les normes sur L2(0, L) et L2
g(R+, H

1
0 ) respectivement. On

définissons l’opérateur linéaire A dans H par

D(A) =
{
U ∈ H | v1, v3 ∈ H2(0, L), v4, v5, v6 ∈ H1

0 (0, L), v7s ∈ L2
g(R+, H

1
0 ),

v2 +
∫ +∞
0

g(s)v7ds ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L), v7(x, 0) = 0

}
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Formulation du problème

et

A



v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7


=



v4

v5

v6

ρ−11 (k1(v
1
x + v2 + lv3)x + lk3(v

3
x − lv1))

ρ−12 (k̃2v
2
xx − k1(v1x + v2 + lv3) +

∫ +∞
0

g(s)v7xxds)

ρ−11 (k3(v
3
x − lv1)− lk1(v1x + v2 + lv3))

v5 − v7s


pour tout U = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7) ∈ D(A). Si U = (ϕ, ψ, ω, ϕt, ψt, ωt, η)T est les

conditions (2.4)-(2.5), ona

ρ1ϕtt − k1(ϕx + ψ + lω)x − lk3(ωx − lϕ) = 0

donc

ϕtt = ρ−11 (k1(ϕx + ψ + lω)x + lk3(ωx − lϕ))

et

ρ2ψtt − k̃2ψxx + k1(ϕx + ψ + lω)−
∫ +∞

0

g(s)ηxxds = 0

donc

ψtt = ρ−12 (k̃2ψxx − k1(ϕx + ψ + lω) +

∫ +∞

0

g(s)ηxxds)

et

ρ1ωtt − k3(ωx − lϕ)x + lk1(ϕx + ψ + lω) = 0

donc

ωtt = ρ−11 (k3(ωx − lϕ)x − lk1(ϕx + ψ + lω))

et

ηt + ηs − ψt = 0

donc

ηt = ψt − ηs.
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L’existence d’une solution de système

Alors le système de faisceau de Bresse est transformé en équation d’évolution du

première ordre sur l’espace de Hilbert H :

(2.8)

 Ut = AU

U(0) = U0

où

U0(x) = (ϕ0(x), ψ0(x), ω0(x), ϕ1(x), ψ1(x), ω1(x), η0(x, .))T

Remarque 2.1. . Grâce l’inégalité de Poincaré (
∫
u ≤ c

∫
∇u), il est facile de voir

qu’il existe une constante positive k′0 tels que

k1‖ϕx + ψ + lω‖2 + k̃2‖ψx‖2 + k3‖ωx − lϕ‖2 ≤ k
′

0(‖ϕx‖2 + ‖ψx‖2 + ‖ωx‖2)

D’autre part, sous l’hypothèse (H) k̃2 > 0, il est facile de voir qu’il existe une

constante positive k0 tels que

k0(‖ϕx‖2+‖ψx‖2+‖ωx‖2) ≤ k1‖ϕx+ψ+lω‖2+k̃2‖ψx‖2+k3‖ωx−lϕ‖2+
∫ L
0

∫ +∞
0

g(s)|ηx|2dxds.

Nous pouvons montrer par un argument de contradiction l’existence d’une constante

positive k̃0 tel que : pour (ϕ, ψ, ω) ∈ (H1
0(]0, L[))3

k̃0(‖ϕx‖2 + ‖ψx‖2 + ‖ωx‖2) ≤ k1‖ϕx + ψ + lω‖2 + k̃2‖ψx‖2 + k3‖ωx − lϕ‖2

2.2 L’existence d’une solution de système

Proposition 2.2. Sous l’hypothèse (H) l’opérateur A est m-dissipatif dans l’espace

d’énergie H

Preuve

Pour tout U ∈ D(A) on a

E(t) =
1

2
‖U‖2 et ona AU = Ut

donc

< AU,U > = < Ut, U >

= E
′
(t)
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L’existence d’une solution de système

d’où

(2.9) R(< AU,U >) =
1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)|ηx|2dxds

tel que R est la partie réel.

g est décroissante (g′ ≤ 0 alors E ′ ≤ 0) nous obtenons que A est dissipative.

Soit maintenant F = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 5, f 6, f 7)T ∈ H nous prouvons l’existence de

U = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7) ∈ D(A)

solution unique de l’équation

−AU = F

D’une manière équivalente, nous avons le système suivant

−v4 = f 1,(2.10)

−v5 = f 2,(2.11)

−v6 = f 3,(2.12)

−k1(v1x + v2 + lv3)x − lk3(v3x − lv1) = ρ1f
4,(2.13)

−k̃2v2xx + k1(v
1
x + v2 + lv3)−

∫ +∞

0

g(s)v7xxds = ρ2f
5,(2.14)

−k3(v3x − lv1) + lk1(v
1
x + v2 + lv3) = ρ1f

6,(2.15)

v7s − v5 = f 7,(2.16)

à partir (2.16) et (2.11), nous pouvons déterminer

v7s + f 2 = f 7

donc ∫ s

0

v7s(x, τ)dτ =

∫ s

0

(−f 2(x) + f 7(x, τ))dτ

alors

(2.17) v7(x, s) = −sf 2(x) +

∫ s

0

f 7(x, τ)dτ

Il est clair que v7(x, 0) = 0 et v7s ∈ L2
g(R+,H

1
0), Pour montrer que v7 ∈ L2

g(R+,H
1
0)

pour tout T, ε > 0 .
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L’existence d’une solution de système

En utilisant l’hypothèse (H),et on applique l’intégrale par partie, on peut trouver :∫ T

ε

g(s)‖v7x‖2ds ≤ −1

c

∫ T

ε

g
′
(s)‖v7x‖2ds

≤ −1

c

∫ T

ε

g
′
(s)

∫ L

0

(v7x)
2dxds

≤ −1

c
g(s)‖v7x(., s)‖|Tε +

2

c

∫ T

ε

g(s)R

{∫ L

0

v7xv
7
xsdx

}
ds

≤ −g(T )

c
‖v7s(., T )‖2 +

g(ε)

c
‖v7s(., ε)‖2 +

2

c

∫ T

ε

g(s)R

{∫ L

0

v7xv
7
xsdx

}
ds.(2.18)

Car vx ∈ Lp(0, L) donc ‖v7x‖2 =
∫ L
0

(v7x)
2dx

En utilisant l’hypothèse (H) sur g, v7(x, 0) = 0,

(T → +∞ ⇒ limT−→0 ‖v7s(., T )‖ = 0)et (ε → 0 ⇒ limε→0 g(ε) = 0) nous obtenons à

partir (2.18)∫ +∞

0

g(s)‖v7x‖2ds ≤
2

c

∫ +∞

0

g(s)R

{∫ L

0

v7xv
7
xsdx

}
ds

≤ 1

2

∫ +∞

0

g(s)‖v7x‖2ds+
2

c2

∫ +∞

0

g(s)‖v7xs‖2ds

(d’aprés xy ≤ 1
2
(x2 + y2))

On trouve∫ +∞

0

g(s)‖v7x‖2ds−
1

2

∫ +∞

0

g(s)‖v7x‖2ds ≤
2

c2

∫ +∞

0

g(s)‖v7xs‖2ds

donc ∫ +∞

0

g(s)‖v7x‖2ds ≤
4

c2

∫ +∞

0

g(s)‖v7xs‖2ds < +∞

Par conséquent v7 ∈ L2
g(R+, H

1
0 ). Maintenant, s’insérant (2.17) dans (2.13)-(2.15),

nous obtenons

(2.19)
−k1(v1x + v2 + lv3)x − lk3(v3x − lv1) = ρ1f

4,

−k2v2xx + k1(v
1
x + v2 + lv3) = ρ2f

5 +
∫ +∞
0

g(s)
(
−sf 2(x) +

∫ s
0
f 7(x, τ)dτ

)
xx
ds,

−k3(v3x − lv1) + lk1(v
1
x + v2 + lv3) = ρ1f

6,

La solution du système (2.19) est équivalente à U ∈ D(A) tel que :

∫ L
0
{−k1(v1x + v2 + lv3)x − lk3(v3x − lv1)}φ1dx =

∫ L
0
{ρ1f 4}φ1dx,∫ L

0

{
−k̃2v2xx + k1(v

1
x + v2 + lv3)

}
φ2dx

=
∫ L
0

{
ρ2f

5 +
∫ +∞
0

g(s)
(
−sf 2(x) +

∫ s
0
f 7(x, τ)dτds

)
xx

}
φ2dx,∫ L

0
{−k3(v3x − lv1) + lk1(v

1
x + v2 + lv3)}φ3dx =

∫ L
0
{ρ1f 6}φ3dx,
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L’existence d’une solution de système

En conséquence, le problème (2.19) est équivalent au problème

a(U, φ) = L(φ), tel que φ = (φ1, φ2, φ3)

où la forme bilinéaire a : H2 → R et la forme linéaire L : H → R sont définés par

a(U, φ) =

∫ L

0

{
−k1(v1x + v2 + lv3)x − lk3(v3x − lv1)

}
φ1dx

+

∫ L

0

{
−k̃2v2xx + k1(v

1
x + v2 + lv3)

}
φ2dx

+

∫ L

0

{
−k3(v3x − lv1) + lk1(v

1
x + v2 + lv3)

}
φ3dx

et

L(φ1, φ2, φ3) =

∫ L

0

{
ρ1f

4
}
φ1dx

+

∫ L

0

{
ρ2f

5 +

∫ +∞

0

g(s)(−sf 2(x) +

∫ s

0

f 7(x, τ)dτ 7xx)ds

}
φ2dx

+

∫ L

0

{
ρ1f

6
}
φ3dx

on a a et L sont continue car a, L ∈ H donc ces dérivables sont continues

(a(u, φ)) ≤ C‖u‖‖φ‖ tel que C est le maximum de α) , et a est coercive car ou bien

le minimum m de α sur [0, L] est strictement positif donc a(u, u) ≥ m‖u‖2

donc A est coercive ([15]). Ainsi s’appliquant le théorème de Lax Milgram nous dé-

duisons que (2.19) admet une solution unique dans (H1
0 (0, L))3. En utilisant (2.17),

nous concluons que −AU = F admet un solution unique U ∈ D(A) et 0 ∈ ρ(A).

Puisque D(A) est dense dans H ; alors par l’identité résolvent, Par conséquent, l’opé-

rateur λI − A est surjective.

pour λ > 0 nous avons R(λI −A) = H donc A et dissipative.

Grâce au théorème de Lumer-Phillips, nous déduisons que A génère un C0-semi-

groupe de contraction etA dans H et donc le problème (2.3)- (2.4) est bien posé.

Ensuite, nous avons le résultat suivant

Théorème 2.1. ( Hille-Yosida-Phillips). Soit H un Banach et A un opérateur m-

dissipatif dans A, de domaine dense. Alors il existe un unique semi-groupe de contrac-

tions T(t) tel que : pour tout U0 ∈ H, le problème (2.8) admet une solution faible

unique

U ∈ C(R+;H)
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L’existence d’une solution de système

de plus, si U0 ∈ D(A) alors

U ∈ C(R+;D(A)) ∩ C1(R+;H).
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Chapitre 3

Stabilité du système

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité du système de Bresse avec un seul amor-

tisseur de mémoire infinie

3.1 Stabilité forte du système

Dans la présente partie, nous employons des critères généraux d’Arendt-Batty pour

montrer la stabilité forte du C0-semi groupe etA associé au système de Bresse (2.3)-

(2.4) en l’absence de la compacité du résolvent de A.

Théorème 3.1. .Supposons que(H) est vrai, le C0-semi groupe etA est fortement

stable dans H c-à-d, pour tout U0 ∈ H, la solution de (2.8) satisfait

lim
t→+∞

‖etAU0‖H = 0.

Pour la preuve du théorème 3.1 nous avons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.1. Sous l’hypothèse (H) nous avons

ker(iλ−A) = 0 pour tout λ ∈ R.

Preuve

A partir de proposition 2.2 nous déduisons que 0 ∈ ρ(A).

Nous devons toujours montrer le résultat pour λ ∈ R∗.
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Stabilité forte du système

Supposons l’existence d’un nombre réel λ 6= 0 (pour λ = 0⇒ −A n’est pas inversible

) et U = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)T ∈ D(A) tel que

(3.1) AU = iλU.

Puis, nous avons

R(< AU,U >H) =
1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)|v7x|2dsdx = 0

á cause de l’hypothèse (H), il suit∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7x|2dsdx = 0.

Ceci implique que

v7 = 0.

Maintenant l’équation (3.1) est équivalente à

v4 = iλv1,(3.2)

v5 = iλv2,(3.3)

v6 = iλv3,(3.4)

k1(v
1
x + v2 + lv3)x + lk3(v

3
x − lv1) = iρ1λv

4,(3.5)

k̃2v
2
xx − k1(v1x + v2 + lv3) = iρ2λv

5,(3.6)

k3(v
3
x − lv1)− lk1(v1x + v2 + lv3) = iρ1λv

6,(3.7)

v5 = 0.(3.8)

En utilisant les équations (3.8), (3.3), (3.6) et de raison que v2, v5 ∈ H1
0 (0, L), nous

obtenons

(3.9) v2 = v5 = 0 et v1x + lv3 = 0.

S’insérant (3.2), (3.4) et (3.9) dans les équations (3.5) et (3.7), nous obtenons

lk3(v
3
x − lv1) = −λ2ρ1v1,

k3(v
3
x − lv1)x = −λ2ρ1v3,

−v1xx = lv3x.
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Stabilité forte du système

Alors on obtient

−k3v1xx + (λ2ρ1 − l2k3)v1 = 0,

k3v
3
xx + (ρ1λ

2 + k3l
2)v3 = 0,

v1(0) = v1(L) = v3(0) = v3(L).

Nous déduisons que v1 = v3 = 0 et donc U = 0.

Lemme 3.2. Sous l’hypothèse (H), iλ−A est surjective pour tout λ ∈ R, ie

R(iλI −A) = H o R la partie rel

Preuve :

Depuis 0 ∈ ρ(A) Nous devons toujours montrer le résultat pour λ ∈ R∗ Pour tout

F = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 4, f 5, f 6, f 7)T ∈ H, λ ∈ R∗

, nous prouvons l’existence de

U = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)T ∈ D(A)

solution de l’équation suivante

(iλ−A)U = F.

D’autre manière, nous avons le système suivant

iλv1 − v4 = f 1,(3.10)

iλv2 − v5 = f 2,(3.11)

iλv3 − v6 = f 3,(3.12)

iλv4 − k1(v1x + v2 + lv3)x − lk3(v3x − lv1) = ρ1f
4,(3.13)

iλv5 − k̃2v2xx + k1(v
1
x + v2 + lv3)−

∫ +∞

0

g(s)v7xxds = ρ2f
5,(3.14)

iλv6 − k3(v3x − lv1) + lk1(v
1
x + v2 + lv3) = ρ1f

6,(3.15)

iλv7 + v7s − v5 = f 7.(3.16)

A partir de (3.16) et (3.11), nous avons

iλv7 + v7s = iλv2 − f 2 + f 7
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Stabilité forte du système

la solution homogène

iλv7 + v7s = 0 =⇒ v7s
v7

= −iλ

=⇒ ln v7 = −iλτ + c1

=⇒ v7h = ce−iλτ

la solution particulier

v7 = c(τ)e−iλτ

=⇒ (v7)
′
= c

′
(τ)e−iλτ − iλc(τ)e−iλτ

=⇒ c
′
(τ)e−iλτ − iλc(τ)e−iλτ + iλc(τ)e−iλτ = iλv2 − f 2 + f 7

=⇒ c
′
(τ)e−iλτ = iλv2 − f 2 + f 7

=⇒ c
′
(τ) = eiλτ (iλv2 − f 2 + f 7)

=⇒
∫ s

0

c
′
(τ)dτ =

∫ s

0

(eiλτ (iλv2 − f 2 + f 7))dτ

=⇒ c(s) =

∫ s

0

iλeiλτv2dτ −
∫ s

0

eiλτf 2dτ +

∫ s

0

eiλτf 7dτ

=⇒ c(s) = eiλτv2|s0 +
i

λ
eiλτf 2|s0 +

∫ s

0

eiλτf 7dτ

=⇒ c(s) = (eiλs − 1)v2(x) +
i

λ
(eiλs − 1)f 2 +

∫ s

0

eiλτf 7dτ

=⇒ v7(x, s) = (1− e−iλs)v2(x) +
i

λ
(1− e−iλs)f 2 +

∫ s

0

eiλ(τ−s)f 7(x, τ)dτ

donc

(3.17) v7(x, s) = (1− e−iλs)v2(x) +
i

λ
(1− e−iλs)f 2 +

∫ s

0

eiλ(τ−s)f 7(x, τ)dτ,

A partir de (3.10)-(3.12), nous avons

(3.18) v4 = iλv1 − f 1, v5 = iλv2 − f 2, v6 = iλv3 − f 3.

S’insérant (3.17) et (3.18) dans (3.13)-(3.15), on obtenons

iλ(iλv1 − f 1)− ρ−11 (k1(v
1
x + v2 + lv3)x + lk3(v

3
x − lv1)) = f 4,

iλ(iλv2 − f 2)− ρ−12 (k̃2v
2
xx − k1(v1x + v2 + lv3)

+
∫ +∞
0

g(s)((1− e−iλs)v2xx(x) + i
λ
(1− e−iλs)f 2

xx +
∫ s
0
eiλ(τ−s)f 7

xx(x, τ)dτ)ds) = f 5,

iλ(iλv3 − f 3)− ρ−11 (k3(v
3
x − lv1)− lk1(v1x + v2 + lv3)) = f 6,

35



Stabilité forte du système

donc

(3.19)


−λ2v1 − ρ−11 k1(v

1
x + v2 + lv3)x − lk3ρ−11 (v3x − lv1) = h1,

−λ2v2 − ρ−12 k̆2v
2
xx + k1ρ

−1
2 (v1x + v2 + lv3) = h2,

−λv3 − ρ−11 k3(v
3
x − lv1)x + lk1ρ

−1
1 (v1x + v2 + lv3) = h3,

avec

k̆2 =

∫ +∞

0

(1− e−iλs)g(s)ds+ k2 −
∫ +∞

0

g(s)ds

= k2 −
∫ +∞

0

e−iλsg(s)ds

et 

h1 = f 4 − iλf 1,

h2 = f 5 − iλf 2 + i
λ
ρ−12

∫ +∞
0

g(s)(1− e−iλs)dsf 2
xx

+ρ−12

∫ +∞
0

g(s)
∫ s
0
eiλ(τ−s)f 7

xx(x, τ)dτds,

h3 = f 6 − iλf 3.

Définissez l’opérateur

Lv =


−ρ−11 k1(v

1
x + v2 + lv3)x − lk3ρ−11 (v3x − lv1)

−ρ−12 k̆2v
2
xx + k1ρ

−1
2 (v1x + v2 + lv3)

−ρ−11 k3(v
3
x − lv1)x + lk1ρ

−1
1 (v1x + v2 + lv3)

 ,∀v = (v1, v2, v3)T ∈ (H1
0 (0.L))3

En utilisant le théorème de Lax Milgram, ona L est un isomorphisme de (HL
0 (0, L))3

dans (H−1(0, L))3 (L est un opérateur linéaire continue bijective donc inversible).

Quand v = (v1, v2, v3)T et h = (h1, h2, h3)T , puis nous transformons le système (3.19)

en forme suivante

Lv − λ2v = h

donc

v − λ2L−1v = L−1h.(3.20)

En utilisant la compacité enfonçant de L2(0, L) dans H−1(0, L) et deH1
0 (0, L) dans L2(0, L)

nous déduisons que l’opérateur L−1 est compact de L2(0, L) dans L2(0, L) .

En conséquence, par alternative de Fredholm, l’existence de la solution de v de (3.20)
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Stabilité exponentielle dans le cas k1
ρ1

= k2
ρ2

et k1 = k3

réduit à prouver l’injectivité de l’identification d’opérateur Id− λ2L−1.

En effet, si ṽ = (ṽ1, ṽ2, ṽ3)T ∈ Ker(Id− λ2L−1) alors nous avons λ2ṽ − Lṽ = 0.

Il suit cela :

(3.21)


−ρ1λ2ṽ1 − k1(ṽ1x + ṽ2 + lṽ3)x − lk3(ṽ3x − lṽ1) = 0,

−ρ2λ2ṽ2 − k̆2ṽ2xx + k1(ṽ
1
x + ṽ2 + lṽ3) = 0,

−ρ1λ2ṽ3 − k3(ṽ3x − lṽ1)x + lk1(ṽ
1
x + ṽ2 + lṽ3) = 0.

Maintenant, il est facile de voir que si (ṽ1, ṽ2, ṽ3) est une solution du système (3.21)

alors le vecteur Ṽ définie par Ṽ = (ṽ1, ṽ2, ṽ3, iλṽ1, iλṽ2, iλṽ3, (1− e−iλs)ṽ2)T ∈ D(A)

et nous avons iλṼ −AṼ = 0.

Par conséquent, par Lemme 3.1, nous obtenons Ṽ = 0 et Ker(Id− λ2L−1) = 0.

Grâce à l’alternative de Fredholm l’équation (3.20) admet une solution unique v =

(v1, v2, v3) ∈ (H1
0 (0, L))3 Ainsi, en utilisent (3.17), (3.18) et des arguments classiques

d’une régularité, nous concluons que (iλ − A)U = F admet un solution unique

U ∈ D(A) .

Preuve du théorème 3.1.

Après critères généraux d’Arendt Baty ([16]) le C0-semi groupe etA des contractions

est fortement stable si A n’a aucune valeur propre imaginaire pure et σ(A) ∩ iR est

dénombrable.

Par Lemme 3.1, l’opérateurA n’a aucune valeur propre imaginaire pure et par Lemme

3.2, R(iλ−A) = H pour tout λ ∈ R (car iλ−A est surjective ).

Par conséquent le théorème de graphe fermé de Banach implique que σ(A)∩ iR = ∅.

3.2 Stabilité exponentielle dans le cas k1
ρ1

= k2
ρ2
et k1 =

k3

Dans ce partie, sous l’hypothèse (H), nous prouvons la stabilité exponentielle du

système de Bresse (2.1)-(2.2) à condition que

(3.22)
k1
ρ1

=
k2
ρ2

et k1 = k3

Théorème 3.2. :Supposons que (3.22) est satisfait. Sous l’hypothèse (H) ,le C0-semi-

groupe etA est exponentiellement stable , c.-à-d, ils existent des constantes M ≥ 1 et
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ρ1

= k2
ρ2

et k1 = k3

ε > 0 indépendant de U0 tel que

‖etAU0‖H ≤Me−εt‖U0‖H, t ≥ 0.

on suppose qu’il existe (λn)n ∈ R∗ tel que : iλn est une valeur propre et U est un

vecteur propre tel que :

(3.23) Un = (v1n, v
2
n, v

3
n, v

4
n, v

5
n, v

6
n, v

7
n) avec ‖Un‖H = 1

et

(3.24) iλnUn −AUn = (f 1
n, f

2
n, f

3
n, f

4
n, f

5
n, f

6
n, f

7
n)T → 0 dans H.

nous détaillons

iλnv
1
n − v4n = h1n,(3.25)

iλnv
2
n − v5n = h2n,(3.26)

iλnv
3
n − v6n = h3n,(3.27)

ρ1λ
2
nv

1
n + k1[(v

1
n)x + v2n + lv3n]x + lk3[(v

3
n)x − lv1n] = h4n,(3.28)

ρ2λ
2
nv

2
n + k̃2(v

2
n)xx − k1[(v1n)x + v2n + lv3n] +

∫ +∞

0

g(s)(v7n)xxds = h5n,(3.29)

ρ1λ
2
nv

3
n + k3[(v

3
n)x − lv1n]x − lk1[(v1n)x + v2n + lv3n] = h6n,(3.30)

iλnv
7
n + (v7n)s − iλnv2n = h7n,(3.31)

où  h1n = f 1
n, h

2
n = f 2

n, h
3
n = f 3

n, h
7
n = f 7

n − f 2
n,

h4n = −ρ1(f 4
n + iλnf

1
n), h5n = −ρ2(f 5

n + iλnf
2
n), h6n = −ρ1(f 6

n + iλnf
3
n).

pour démontrer ce théorème il faut introduire les lemmes suivants,

Lemme 3.3. :Suppose que l’hypothèse (H) est vérifiée, Alors nous avons

(3.32)
∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7x|2dsdx = o(1)

Preuve :

Nous multiplions (3.24) par U dans H, d’après (2.9) et que U est uniformément

bornée dans H nous obtenons

(3.33)
1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)
′|v7x|2dsdx = R(AU,U)H = −R(iλU −AU,U)H = o(1).
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ρ1

= k2
ρ2

et k1 = k3

En utilisant la condition (H) dans (3.33), nous obtenons l’équation asymptotique

vérifier (3.32).

Lemme 3.4. Suppose que l’hypothèse (H) est vérifiée. Alors nous avons

(3.34)
∫ L

0

|v2x|2dx = o(1) et

∫ L

0

|λv2|2dx = o(1).

preuve.

On multiplions (3.31) par v2 dans L2
g(R+, H

1
0 ), on obtient∫ L

0

(iλv7 + v7s − iλv2)v2dx =

∫ L

0

h7v2dx

en utilisant le raison que ‖v2‖2g = g0‖v2x‖2 :∫ L

0

g(s)v7xv
2
xdsdx+

1

iλ

∫ L

0

g(s)v7sxv
2
xdsdx− g0

∫ L

0

|v2x|2dx =

∫ L

0

h7v2dx

et on utilise le raison que f 2 converge vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 7 converge vers

zéro dans L2
g(R+, H

1
0 ) donc on obtient

(3.35) g0
∫ L

0

|v2x|2dx =

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xv
2
xdsdx+

1

iλ

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsv
2
xdsdx+

o(1)

λ
.

En utilisant l’intégration par partie, la condition (H) et le raison que v7(x, 0) = 0,

nous obtenons

1

iλ

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsv
2
xdsdx = − 1

iλ

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)v7xv

2
xdsdx,

Puis, appliquant l’inégalité d’Hölder dans L2(0, L) et L2(0,+∞) et en utilisant (3.33)

et le raison que v2x est uniformément borné dans L2(0, L) et lims→0

√
g(s) existe,il

suit

(3.36)∣∣∣∣ 1

iλ

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsv
2
xdsdx

∣∣∣∣ ≤ lims→0

√
g(s)

|λ|

(∫ L

0

∫ +∞

0

−g′(s)|v7x|2dsdx
) 1

2

‖v2x‖ =
o(1)

λ
.

En utilisant le lemme 3.3 et le raison que v2x est uniformément borné sur L2(0, L),

nous obtenons

(3.37)
∣∣∣∣∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xv
2
xdsdx

∣∣∣∣ = o(1)
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En utilisant l’équation (3.36) et (3.37) dans l’équation (3.35), nous obtenons la pre-

mière évaluation asymptotique de (3.34).

Maintenant, en multipliant (3.29) par v2 en L2(0, L).

ρ2

∫ L

0

λ2v2v2dx+ k̃2

∫ L

0

(v2)xxv2dx − k1

∫ L

0

[(v1)x + v2 + lv3]v2dx

+

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)(v7)xxv2dsdx =

∫ L

0

h5v2dx,

donc

ρ2λ
2

∫ L

0

|v2|2dx = −k̃2
∫ L

0

v2xxv
2dx−

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xxv
2dsdx

+

∫ L

0

(v1x + v2 + lv3)v2dx+ o(1).

Puis, en utilisant le raison que v2 est uniformément borné dans L2(0, L), f 2 converge

vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 5 converge vers zéro dans L2(0, L), nous obtenons

ρ2λ
2

∫ L

0

|v2|2dx = k̃2

∫ L

0

|v2x|2dx+

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xv
2
xdsdx

+

∫ L

0

(v1x + v2 + lv3)v2dx+ o(1)(3.38)

En utilisant le lemme 3.3 :
∫ L
0

∫ +∞
0

g(s)v7xv
2
xdsdx = o(1)

la première évaluation de (3.34) :
∫ L
0
|v2x|2dx = o(1)

et le raison que v1x est uniformément borné dans L2(0, L), ‖v2‖ = o(1), v2, v3 convergent

vers zéro dans L2(0, L) dans l’équation (3.38) nous obtenons∫ L

0

|λv2|2dx = o(1).

Lemme 3.5. :Supposez que l’hypothèse (H)est vérifie.

si ‖U‖H = o(1) sur (α, β) ⊂ (0, L) alors ‖U‖H = o(1) sur (0,L).

Preuve.

A partir du lemme lemme 3.4, nous avons ‖v2x‖ = o(1) et ‖λv2‖ = o(1).

Par conséquent, nous devons seulement prouver les mêmes résultats que v1 et v3.

Soit φ ∈ HL
0 (0, L) une fonction donnée, nous procédons la preuve dans deux étapes.
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(1) Multiplication de l’équation (3.28) par 2φv1x dans L2(0, L) et les conditions aux

limites de Dirichlet d’utilisation pour obtenir :

2ρ1

∫ L

0

λφv1xv
1dx+ 2k1

∫ L

0

φv1xxv
1
xdx

+ 2R

{
k1

∫ L

0

φv1xv
2
xdx+ l(k1 + k3)

∫ L

0

φv1xv
3
xdx− l2k3

∫ L

0

φv1xv
1
xdx

}
= −2ρ1R

{∫ L

0

φv1xf
4dx− i

∫ L

0

φλv1xf
1dx

}
.

En utilisant l’intégrale par partie on obtient :

−ρ1
∫ L

0

φ
′|λv1|2dx− k1

∫ L

0

φ
′|v1x|2dx

+2R

{
k1

∫ L

0

φv2xv
1
xdx+ l(k1 + k3)

∫ L

0

φv3xv
1
xdx− l2k3

∫ L

0

φv1v1xdx

}
(3.39)

= −2ρ1R

{∫ L

0

φf 4v1xdx− i
∫ L

0

(φ
′
f 1 + φf 1

x)λv1dx

}
A patir (3.23) et (3.25)-(3.27), nous remarquons que :

(3.40) ‖v1‖ = O(
1

λ
), ‖v2‖ = O(

1

λ
), ‖v3‖ = O(

1

λ
).

Puis, dans (3.39) en utilisant lemme 3.4 et les raisons que v1x, λv1 sont uniformé-

ment borné dans L2(0, L) ,on obtient :∫ L

0

φv1xv
2
xdx ≤ (

∫ L

0

(φv1x)
2dx)

1
2 (

∫ L

0

(v2x)
2dx)

1
2

≤ (

∫ L

0

(φv1x)
2dx)

1
2‖v2x‖2

= o(1)

et l’équation (3.40) pour

2

∫ L

0

φv1xv
1dx = −

∫ L

0

φ
′
v1dx

≤ (

∫ L

0

(φ
′
)2dx)

1
2 (

∫ L

0

(v1)2dx)
1
2

≤ (

∫ L

0

(φ
′
)2dx)

1
2‖v1‖2

= o(1)
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on utilise que f 1 converge vers zéro dans H1
0 (0, L), f 4 converge vers zéro sur

L2(0, L) donc on obtient :

(3.41)

− ρ1
∫ L

0

φ
′|λv1|2dx− k1

∫ L

0

φ
′|v1x|2dx+ 2l(k1 + k2)R

{∫ L

0

φv3xv
1
xdx

}
= o(1).

De même façon, en multipliant l’équation (3.30) par 2φv3x dans L2(0, L), nous

obtenons

2ρ1

∫ L

0

λφv3xv
3dx+ 2k3

∫ L

0

φv3xxv
3
xdx

+ 2R

{
k1

∫ L

0

lφv3v2xdx+ l(k1 + k3)

∫ L

0

φv1xv
3
xdx− l2k3

∫ L

0

φv3xv
3dx

}
= −2ρ1R

{∫ L

0

φv3xf
6dx− i

∫ L

0

φλv3xf
3dx

}
.

Alors

−ρ1
∫ L

0

φ
′|λv3|2dx− k3

∫ L

0

φ
′|v3x|2dx

+2R

{
k1l

∫ L

0

φv2xv
3dx+ l(k1 + k3)

∫ L

0

φv3xv
1
xdx− l2k1

∫ L

0

φv3v3xdx

}
= −2ρ1R

{∫ L

0

φf 6v3xdx− i
∫ L

0

(φ
′
f 3 + φf 3

x)λv3dx

}
,

donc

(3.42)

− ρ1
∫ L

0

φ
′|λv3|2dx− k3

∫ L

0

φ
′|v3x|2dx− 2l(k1 + k3)R

{∫ L

0

φv1xv
3
xdx

}
= o(1).

S’addition (3.41) et (3.42), nous obtenons

(3.43) ρ1

∫ L

0

φ
′ (|λv1|2 + |λv3|2

)
dx+ k1

∫ L

0

φ
′|v1x|2dx+ k3

∫ L

0

φ
′ |v3x|2dx = o(1).

(2) soit ε > 0 tels que α + ε < β et définissent la fonction de coupure ς1 dans

C1([0, L]) par

ς1 =


0 ≤ ς1 ≤ 1,

1, dans [0, α]

0 dans [α + ε, L]

En prenant φ = xς1 dans (3.43) et on utilise la raison que ‖U‖H = o(1) dans

(α, β) , nous obtenons

(3.44) ρ1

∫ α

0

|λv1|2dx+ ρ1

∫ α

0

|λv3|2dx+ k1

∫ α

0

|v1x|2dx+ k3

∫ α

0

|v3x|2dx = o(1).
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En utilisant les lemmes 3.3 et 3.4, dans (3.44), on obtient

‖U‖H = o(1) dans (0, α).

De même, par symétrie, nous pouvons prouver que ‖U‖H = o(1) dans (β, L) et

donc :

‖U‖H = o(1) dans (0, L)

(définissent la fonction de coupure ς1 dans C1([0, L]) par 0 ≤ ς1 ≤ 1, ς1 = 0 dans

[0, β − ε] et ς1 = 1 dans [β, L].)

Dans la suite, soit 0 < α < β < L et considérez la fonction ς ∈ C1([0, L])

tels que 0 ≤ ς ≤ 1, ς = 1 dans [α + ε, β − ε] et ς = 0 sur [0, α] ∪ [β, L] .

Notre but est de prouver que ‖U‖H = o(1) dans [α, β] et ainsi par Lemme 3.5,

nous obtenons ‖U‖H = o(1) sur (0,L) contredire (3.23).

Lemme 3.6. .Suppose que cette hypothèse (H) et (3.22) sont satisfaits, alors

nous avons :

(3.45)
∫ L

0

ς|v1x|2dx = o(1), et

∫ L

0

ς|λv1|2dx = o(1).

Preuve.

Nous montrons la première évaluation de (3.45).

Nous procédons dans trois étapes principales.

(1) Notre premier but est de montrer que :

k1
k2

∫ L

0

ς|v1x|2dx+

(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)
R

{∫ L

0

λ2v2xςv
1dx

}
+

{
ρ1λ

2

k1k2

∫ L

0

(
g0v

2
x −

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv1dx

}
= o(1).(3.46)

En multipliant (3.29) par ςv1x dans L2(0, L). En utilisant que f 2 converge vers

zéro dans H1
0 (0, L), f 5 converge vers zéro dans L2(0, L), Puis :

−k1
∫ L

0

ςv1x(v
1
x + v2 + lv1)dx+ ρ2λ

2

∫ L

0

ςv2v1xdx

+

∫ L

0

(
k̃2v

2
xx +

∫ +∞

0

g(s)v7xxds

)
ςv1xdx = o(1),
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en utilisant l’intégrale par partie :∫ L

0

ςv2v1xdx = −
∫ L

0

ςv2xv
1dx

et∫ L

0

(
k̃2v

2
xx +

∫ +∞

0

g(s)v7xxds

)
ςv1xdx =

∫ L

0

(
k̃2v

2
x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv1xxdx

en utilisant le lemme 3.4 et la raison que v1x est uniformément borné dans

L2(0, L), ∫ L

0

ςv1xv
2dx ≤ (

∫ L

0

(ςv1x)
2dx)

1
2‖v2‖ = o(1)∫ L

0

ςv1xv
3dx ≤ (

∫ L

0

(ςv3)2dx)
1
2‖v1x‖ = o(1)

donc on obtient

k1

∫ L

0

ς|v1x|2dx+ ρ2λ
2

∫ L

0

ςv2xv
1dx

+

∫ L

0

(
k̃2v

2
x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv1xxdx = o(1).(3.47)

En outre, en multipliant (3.28) par ς
k1

(k̃2v2x +
∫ +∞
0

g(s)v7xds) dans L2(0, L),

Puis, en utilisant le lemme 3.4 :∫ L

0

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv2dx ≤ (

∫ L

0

(

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ς)2dx)

1
2‖v2‖

= o(1)

et la raison que v3x sont uniformément borné dans L2(0, L)∫ L

0

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv3xdx ≤ (

∫ L

0

(

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ς)2dx)

1
2‖v3x‖

= o(1)

et la raison que v1 sont uniformément borné dans L2(0, L)∫ L

0

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv1dx ≤ (

∫ L

0

(

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ς)2dx)

1
2‖v1‖

= o(1)

et que f 1 converge vers zéro dansH1
0 (0, L), f 4 converge vers zéro dans L2(0, L)

ρ1
k1

∫ L

0

(∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςf 4dx = o(1).
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donc on obtient

ρ1λ
2

k1

∫ L

0

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv1dx +

∫ L

0

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv1xxdx

+
iρ1
k1

∫ L

0

(
λ

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςf 1dx(3.48)

= o(1).

En soustrayant (3.47) de (3.48) et en prenant la partie réel de l’équation

résultante, on obtient

k1

∫ L

0

ς|v1x|2dx−R

{
ρ1λ

2

k1

∫ L

0

(
k̃2v2x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςv1dx

}
+R

{
ρ2λ

2

∫ L

0

ςv2xv
1dx− iρ1

k1

∫ L

0

(
λ

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςf 1dx

}
= o(1).(3.49)

A partir (3.31), nous avons

(3.50) λv7x − iv7xs − λv2x = −ih7x, dans L2
g(R+, L

2).

En multipliant (3.50) par ςf 1 dans L2
g(R+, L

2) puis,∫ L

0

(
λ

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςf 1dx = i

∫ L

0

(∫ +∞

0

g(s)v7sxds

)
ςf 1dx

+

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)λv2xςf
1dxds

+i

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)f 2
xςf

1dxdx

−i
∫ L

0

(∫ +∞

0

g(s)f 7
xds

)
ςf 1dx.

On utilise l’hypothèse (H), l’intégration par partie, le lemme 3.4 et les raisons

que f 1, f 2 convergent vers zéro dans H1
0 (0, L), f 7 converge vers zéro dans

L2
g(R+, H

1
0 (0, L)), on obtient∫ L

0

(
λ

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςf 1dx = −i

∫ L

0

(∫ +∞

0

g
′
(s)v7xds

)
ςf 1dx

−g0
∫ L

0

λv2(ς
′
f 1 + ςf 1

x)dx+ ig0

∫ L

0

f 2
xςf

1dx(3.51)

−i
∫ L

0

(∫ +∞

0

g(s)f 7
xds

)
ςf 1dx = o(1).

En conclusion, s’insérant (3.51) dans (3.49) et en utilisant la raison que k̃2 =

k2 − g0, on obtient (3.46).
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(2) Notre prochain but est de prouver :

(3.52) k1

∫ L

0

ς|v1x|2dx+ λ2k2

(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)∫ L

0

ςv2x
1dx = o(1).

En multipliant (3.50) par ρ1
k1
λςv1 dans L2

g(R+, L
2)

ρ1λ
2

k1k2

∫ +∞

0

g(s)v7xςv
1dsdx = i

ρ1
k1k2

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsςλv
1dsdx

+
ρ1λ2

k1k2

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v2xςv
1dsdx

−i ρ1
k1k2

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)(f 7
x − f 2

x)ςλv1dsdx

et en utilisant l’intégration par partie, puis, en utilisant l’hypothèse (H), le

lemme 3.4, et les raisons que λv1 est uniformément borné dans L2(0, L), f 2

converge vers zéro dansH1
0 (0, L), f 7 converge vers zéro dans L2

g(R+, H
1
0 (0, L)),

on obtient

ρ1λ
2

k1k2

∫ +∞

0

g(s)v7xςv
1dsdx = −i ρ1

k1k2

∫ L

0

∫ +∞

0

g
′
(s)v7xςλv

1dsdx

+
ρ1λ2

k1k2
g0

∫ L

0

v2xςv
1dx

−i ρ1
k1k2

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)(f 7
x − f 2

x)ςλv1dsdx = o(1)(3.53)

en additionnant (3.46) et (3.53), on déduire (3.52)

(3) en utilisant la condition (3.22) dans (3.52), on obtient∫ L

0

ς|v1x|2dx = o(1).

D’ailleurs, en multipliant (3.28) par ςv1 dans L2(0, L), en utilisant (3.23),

(3.24), (3.40), et la première évaluation de (3.45), nous peuvons facilement

prouver que : ∫ L

0

ς|λv1|2dx = o(1).

46



Stabilité exponentielle dans le cas k1
ρ1

= k2
ρ2

et k1 = k3

car : ∫ L

0

v1xxςv
1dx = −

∫ L

0

(v1x)
2ςdx−

∫ L

0

v1xς
′
v1dx

≤ −
∫ L

0

(v1x)
2ςdx− (

∫ L

0

(v1xς
′
)2dx)

1
2‖v1‖ = o(1)∫ L

0

v3xςv
1 ≤ (

∫ L

0

(v3xς)
2dx)

1
2‖v1‖ = o(1)∫ L

0

v2xςv
1 ≤ (

∫ L

0

(v2xς)
2dx)

1
2‖v1‖ = o(1)

Lemme 3.7. :On suppose que l’hypothèse (H) et (3.22) sont satisfaits, on a∫ L

0

ς|v3x|2dx = o(1) et

∫ L

0

ς|λv3|2dx = o(1).

preuve :

On multipliant (3.28) par ςv3x dans L2(0, L) on utilisant l’intégration par par-

tie : ∫ L

0

v1xxςv
3
xdx = −

∫ L

0

v1xςv
3
xxdx.

Puis, en utilisant des lemmes 3.4, 3.6 (‖v2x‖ = o(1), ‖v1‖ = o(1))

et les raisons que f 1 converge vers zéro dans H1
0 (0, L), f 4 converge vers zéro

dans L2(0, L), on obtient

(3.54) ρ1

∫ L

0

λ2v1ςv3xdx+ l(k1 + k3)

∫ L

0

ς|v3x|2dx− k1
∫ L

0

v1xςv
3
xxdx = o(1).

D’ailleurs, en multipliant (3.30) par ςv1x dans L2(0, L),

en utilisant l’intégration par partie.

ρ1

∫ L

0

λ2v3ςv1xdx = −ρ1
∫ L

0

λ2v3xςv
1dx,

Puis, en utilisant le lemme 3.4∫ L

0

v2ςv1xdx = o(1),

et le lemme 3.6 ∫ L

0

ς|v1x|2dx = o(1),

et les raisons que v3 est uniformément borné dans L2(0, L),∫ L

0

v3ςv1xdx = o(1),
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et que f 3 converge vers zéro dans H1
0 (0, L), f 6 converge vers zéro dans

L2(0, L), on obtient

(3.55) − ρ1
∫ L

0

λ2v3xςv
1dx+ k3

∫ L

0

v1xςv
3
xxdx = o(1).

On prend la partie réel de la somme de (3.54) et (3.55).

Puis, en utilisant la raison que k1 = k3 on obtient

(3.56)
∫ L

0

ς|v3x|2dx = o(1).

Après, si en multipliant (3.30) par ςv3 dans L2(0, L) , puis de (3.40), (3.56) et

le lemme 3.6, on déduit que

ρ1

∫ L

0

ς|λv3|2dx = o(1).

Preuve du théorème 3.2

nous devons vérifier si les conditions suivantes se tiennent :

iR ⊆ ρ(A) (H1),

et

sup
λ∈R
‖(iλId−A)−1‖L(H) = O(1) (H2).

la condition iR ⊆ ρ(A)((I − A)−1 compact A n’a aucune valeur propre ima-

ginaire ) est prouvé dans le lemme 3.1 et le lemme 3.2. Nous Trouverons la

condition (H2) par un argument de contradiction Dans ce que suit nous vé-

rifierons la condition (H2) en trouvant une contradiction avec (3.23) comme

‖Un‖H = o(1) en utilisant lemme 3.3, lemme 3.4, lemme 3.6, et lemme 3.7, on

obtient ‖U‖H = o(1) dans [α + ε, β − ε].

Par conséquent, par Lemme 3.5, on obtient ‖U‖H = o(1) sur [ 0,L] qui contre-

dit (3.23).

Par conséquent, les conditions (H2) est vérifiée, donc, on déduit la stabilité

exponentielle du système (2.3)-(2.4) propageant avec des vitesses égales.

Remarque 3.1. Il est facile de voir que notre technique utilisée pour la preuve

de la stabilité exponentielle du système de Bresse avec les conditions aux li-

mites de Dirichlet est également des conditions de frontière mélangés de des-

sous valides.
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3.3 Manque de stabilité exponentielle avec la vi-

tesse différente

dans cette partie, notre but est de prouver que le système élastique de Bresse

(2.3)-(2.4) avec les conditions aux limites de Dirichlet n’est pas exponentielle-

ment stable si les vitesses de la propagation des vagues sont différentes.

En particulier, nous considérons le cas quand l→ 0, c-à-d, quand (2.3) - (2.4)

réduit au système de Timoshenko (3.57)-(3.58) avec ρ1
k1
6= ρ2

k2

En fait, quand les vitesses de la propagation sont différentes, si les conditions

aux limites mélangés de Dirichlet-Neumann sont considérés dans le système

(2.3) au lieu des conditions aux limites de Dirichlet, alors nous pouvons facile-

ment prouver que le système n’est pas exponentiellement stable (la résolvante

de A n’est pas uniformément borné sur l’axe imaginaire).

L’idée est de trouver (λn)n ⊆ R avec |λn| → +∞ et (Un)n ⊆ D(A) avec

‖Un‖H = 1 tel que ‖(iλnId−A)Un‖H → 0.

Dans le cas des Conditions Dirichlet-Neumann-Neumann aux limites , l’opé-

rateur de système peut être décomposé à une forme de bloc-diagonale selon la

fréquence Lorsque les variables sont développées en séries de Fourier.

Toutefois, dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet, dans cette sec-

tion, nous prenons l = 1 ainsi (2.3)-(2.4) réduit au système e Timoshenko

suivant :

(3.57)


ρ1ϕtt − k1(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − k̃2ψxx + k1(ϕx + ψ)−
∫ +∞
0

g(s)ηxxds = 0,

ηt + ηs − ψt = 0,

avec les conditions initiales :

ϕ(., 0) = ϕ0(.), ψ(.,−t) = ψ0(., t)

ϕt(., 0) = ϕ1(.), ψt(., 0) = ψ1(.),

η0(., s) := η(., 0, s) = ψ0(., 0)− ψ0(., s) dans(0, 1), s ≥ 0,
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et les conditions au limite de Dirichlet :

ϕ(0, .) = ϕ(1, .) = ψ(0, .) = ψ(1, .) = 0 dansR+,

η(0, ., .) = η(1, ., .) = 0 dansR+ × R+,(3.58)

η(., ., 0) = 0 dans(0, 1)× R+.

Dans ce cas, l’espace d’énergie H réduit par :

H = (H1
0 (0, 1))2 × (L2(0, 1))2 × L2

g(R+, H
1
0 )

et le générateur A devient l’opérateur A1 défini par :

D(A1) = {U = (v1, v2, v3, v4, v5) ∈ H | v1 ∈ H2(0, 1), v3, v4 ∈ H1
0 (0, 1),

v5s ∈ L2
g(R+, H

1
0 ), v2 +

∫ +∞
0

g(s)v5ds ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1), v5(x, 0) = 0

}
et

A1U =



v3

v4

ρ−11 k1(v
1
x + v2)x

ρ−12 (k̃2v
2
xx − k1(v1x + v2) +

∫ +∞
0

g(s)v5xxds)

v2 − v5s ,


tel que U = (v1, v2, v3, v4, v5)T ∈ D(A1).

Dans toute cette partie, en plus de l’hypothèse (H), nous assumons que

H
′ ρ1

k1
6= ρ2
k2

et |g′′(s)| ≤ c2g(s) pour tout c2 > 0.

D’abord on déterminent l’équation caractéristique satisfaite par les valeurs propres de A1

Pour ce but, soit λ ∈ C est une valeur propre de A1 et soit :

U = (v1, v2, v3, v4, v5)T ∈ D(A1)

soit un vecteur propre associé tels que ‖U‖H1 = 1.

Puis

v3 = λv1,(3.59)

v4 = λv2,(3.60)

k1(v
1
x + v2)x = ρ1λv

3,(3.61)

k̃2v
2
xx − k1(v1x + v2) +

∫ +∞

0

g(s)v5xxds = ρ2λv
4(3.62)

v4 − v5s = λv5(3.63)
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A partir de (2.90) et (2.87), nous avons

v5s + λv5 = λv2.

On résoudre cette équation différontielle :

la solution homogéne

v5s + λv5 = 0⇒ v5s
v5

= −λ⇒ v5 = ce−λτ

solution particulier

v5 = c(τ)e−λτ ⇒ v5τ = c′(τ)e−λτ − λc(τ)e−λτ

⇒ c′(τ)e−λτ − λc(τ)e−λτ + λc(τ)e−λτ = λv2

⇒ c′(τ)e−λτ = λv2

⇒ c(s) = v2(eλs − 1)

⇒ v5 = v2(1− e−λs),

on obtient

(3.64) v5 = v2(1− e−λs).

S’insérant (3.64), (3.59)-(3.60) dans (3.61)-(3.62), on obtient

k1
ρ1

(v1x + v2)x = λ2v1,(3.65)

k2
ρ2
v2xx −

k1
ρ2

(v1x + v2) = λ2v2,(3.66)

où k2 = k2 −
∫ +∞
0

g(s)e−λsds.

D’une manière équivalente, nous avons

(3.67)

 v2xxxx −
(
ρ2
k2

+ ρ1
k1

)
λ2v2xx + ρ1ρ2

k1k2
λ2
(
λ2 + k1

ρ2

)
v2 = 0,

v2(ζ) = 0, v2xxxx(ζ)− ρ2
k2
λ2v2x(ζ) = 0, ζ = 0, 1.

preuve :

d’après (3.65) on a

(v1x + v2)x =
λ2ρ1
k1

v1.....(∗)

d’après (3.66) on a

v1x =
k2
k1
v2xx − v2 −

λ2ρ2
k2

v2.....(∗∗)
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on dérive (3.66) on obtient

k2
ρ2
v2xxx −

k1
ρ2

(v1x + v2)x − λ2v2x = 0

d’après (*) on a
k2
ρ2
v2xxx −

λ2ρ1
ρ2

v1 − λ2v2x = 0

on obtient

v2xxxx −
λ2ρ1
k2

v1x −
λ2ρ2
k2

v2xx = 0

d’après (**) on a

v2xxxx −
λ2ρ1
k1

v2xx +
λ2ρ1
k2

v2 + λ2λ2
ρ1ρ2
k2k1

v2 − λ2ρ2
k2

v2xx = 0

alors on trouve (3.67), La solution de (3.67) est donnée par

v2(x) =
4∑
j=1

cje
rjx,

où cj ∈ C pour tout 1 ≤ j ≤ 4 et
r1 = λ

√(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)
+

√(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)2
− 4ρ1
k2λ

2

2
, r2 = −r1,

r3 = λ

√(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)
−
√(

ρ2
k2
− ρ1
k1

)2
− 4ρ1
k2λ

2

2
, r4 = −r3,

les conditions aux limites dans (3.67) peuvent être exprimés par

MC = 0

M =


1 1 1 1

er1 e−r1 er3 e−r3

f(r1) −f(r1) f(r3) −f(r3)

f(r1)e
r1 −f(r1)e

−r1 f(r3)e
r3 −f(r1)e

−r3

 , C =


c1

c2

c3

c4


et f(r) = r3 − ρ2

k2
Pour le brièveté, dénotez par f(r1) = f1 et f(r3) = f3 Puis

(3.68)



f1 = r1λ2

2

[(
ρ1
k1
− ρ2

k2

)
+

√(
ρ2
k2
− ρ1

k1

)2
− 4ρ1

k2λ
2

]
,

f3 = r1λ2

2

[(
ρ1
k1
− ρ2

k2

)
−
√(

ρ2
k2
− ρ1

k1

)2
− 4ρ1

k2λ
2

]
,
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preuve

f(r1) = r31 −
ρ2
k2
r1λ

2

= r1

(
r2 − ρ2

k2
λ2
)

=
r1λ

2

2

(ρ2
k2

+
ρ1
k1

)
+

√(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2
− 2

ρ2
k2


donc

f1 =
r1λ

2

2

(ρ1
k1
− ρ2
k2

)
+

√(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2


f3 de même principe de démonstration de f1

(3.69)


(f1 + f3)

2 = λ6 ρ1
k1

(
ρ1
k1
− ρ2

k2

)2
− λ4 ρ1

k2

(
3ρ1
k1
− ρ2

k2

)
+ 2λ4 ρ1

k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 + k1

ρ2λ2

)
,

(f1 − f3)2 = λ6 ρ1
k1

(
ρ1
k1
− ρ2

k2

)2
− λ4 ρ1

k2

(
3ρ1
k1
− ρ2

k2

)
− 2λ4 ρ1

k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 + k1

ρ2λ2

)
.

preuve

f 2
1 =

λ6

4

(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

+
λ6

4

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2
√(

ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2

−λ
4ρ1

2k2

(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)
− λ4ρ1

2k2

√(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2
+
λ6

4

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)3

+
λ6

4

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)√(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2
− λ4ρ1

k2

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)
et

f 2
3 =

λ6

4

(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

− λ6

4

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2
√(

ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2

−λ
4ρ1

2k2

(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)
+
λ4ρ1
2k2

√(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2
+
λ6

4

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)3

−λ
6

4

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)√(
ρ2
k2
− ρ1
k1

)2

− 4ρ1
k2λ

2
− λ4ρ1

k2

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)
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et

2f1f3 =
2r1r3λ

2

4

((
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

−
(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

+
4ρ1
k2λ

2

)

=
2r1r3λ

2ρ1
k2

=
λ4ρ1
k2

√
(

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

−
(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

+
4ρ1
k2λ

2

=
λ4ρ1
k2

√
4ρ2ρ1
k2k1

+
4ρ1
k2λ

2

= 2λ4

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
donc

(f1 + f2)
2 = f 2

1 + f 2
3 + 2f1f3

= λ6
ρ1
k1

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

− λ4 ρ1
k2

(
3ρ1
k1
− ρ2
k2

)
+ 2λ4

ρ1
k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
Par conséquent, en utilisant (2.95) et (2.96), nous obtenons

det(M) = −2(f1 − f3)2 cosh(r1 + r2) + 2(f1 + f3)
2 cosh(r1 − r3)− 8f1f3

= −4λ6
ρ1
k1

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

sinh(r1) sinh(r3) + 4λ4
ρ1
k2

(
3ρ1
k1
− ρ2
k2

)
sinh(r1) sinh(r1)

−8λ4
ρ1
k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
cosh(r1) cosh(r3)− 8λ4

ρ1
k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
preuve

det(M) = −f 2
3 e
−r1−r3 + f 2

3 e
−r1+r3 − 2f1f3 + f1f3e

r3−r1 + f1f3e
−r1−r3

+f 2
3 e

r1−r3 − f 2
3 e

r1+r3 − 2f1f3 + f1f3e
r1+r3 + f1f3e

r1−r3

+f1f3e
r1−r3 − 2f1f3 + f1f3e

−r1−r3 − f 2
1 e
−r1−r3 + f 2

1 e
r1−r3

+f1f3e
r1+r3 − 2f1f3 + f1f3e

−r1+r3 + f 2
1 e
−r1+r3 − f 2

1 e
r1+r3 ,

donc

det(M) = e−r1−r3(−f 2
3 + 2f1f3 − f 2

1 ) + e−r1+r3(f 2
3 + 2f1f3 + f 2

1 )

+er1−r3(f 2
3 + 2f1f3 + f 2

1 ) + er1+r3(−f 2
3 + 2f1f3 − f 2

1 )

−8f1f3,
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donc

det(M) = −e−r1−r3(f1 − f3)2 + e−r1+r3(f1 + f3)
2 + er1−r3(f1 + f3)

2

−er1+r3(f1 − f3)2 − 8f1f3

= −(e−r1−r3 + er1+r3)(f1 − f3)2 + (er1+r3 + er1−r3)(f1 + f3)
2 − 8f1f3

= −2(f1 − f3)2 cosh(r1 + r3) + 2(f1 + f3)
2 cosh(r1 − r3)− 8f1f3

= −2(f1 − f3)2(cosh(r1) cosh(r3) + sinh(r1) sinh(r3))

+2(f1 + f3)
2(cosh(r1) cosh(r3) + sinh(r1) sinh(r3))− 8f1f3

= −2((f1 − f3)2 − (f1 + f3)
2) cosh(r1) cosh(r3)

−2((f1 − f3)2 + (f1 + f3)
2) sinh(r1) sinh(r3)− 8f1f3

= −4λ6
ρ1
k1

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

sinh(r1) sinh(r3) + 4λ4
ρ1
k2

(
3ρ1
k1
− ρ2
k2

)
sinh(r1) sinh(r1)

−8λ4
ρ1
k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
cosh(r1) cosh(r3)− 8λ4

ρ1
k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
.

L’équation (3.67) admet une solution non insignifiante si et seulement si le

det(M) = 0; c-à-d., si et seulement si les valeurs propres de A1 sont les racines de la fonction

F définie par :

F (λ) =
λ6

k1

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)2

sinh(r1) sinh(r3)−
λ4

k2

(
3ρ1
k1
− ρ2
k2

)
sinh(r1) sinh(r3)

+
2λ4

k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
cosh(r1) cosh(r3) +

2λ4

k2

√
ρ1ρ2
k1k2

(
1 +

k1
ρ2λ2

)
,(3.70)

Lemme 3.8. soit λ ∈ C est une valeur propre de A1.

alors R(λ) est borné.

Preuve :

multiplient (3.65) et (3.66) par −ρ1ϕ, et −ρ2ψ respectivement, et intégrant leur somme,

nous obtenons

ρ1

∫ L

0

λ2ϕϕdx−k1
∫ L

0

ϕ(ϕx+ψ)xdx−k2
∫ L

0

ψxxψdx+k1

∫ L

0

(ϕx+ψ)ψdx+ρ2

∫ L

0

λ2ψψdx = 0

on utilise l’intégration par partie on obtient :

ρ1

∫ L

0

|λϕ|2dx+ k1

∫ L

0

ϕx(ϕx + ψ) + (ϕx + ψ)ψdx+ k2

∫ L

0

ψxψxdx+ ρ2

∫ L

0

|λψ|2dx = 0
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tel que k2 = k2 −
∫ +∞
0

g(s)ds alors on obtient

ρ1‖λϕ‖2 + ρ2‖λψ‖2 + k1‖ϕx + ψ‖2 + k2‖ψx‖2 − ‖ψx‖2
∫ +∞

0

g(s)e−λsds = 0.

Depuis ‖U‖H1 = 1 puis ρ1‖λϕ‖2 + ρ2‖λψ‖2 + k1‖ϕx + ψ‖2 + k2‖ψx‖2 et ‖ψx‖2 sont bornés.

Par conséquent ∫ +∞

0

g(s)e−λsds < +∞,

alors Par conséquent,

lim
s→+∞

g(s)e−R(λ)s = 0.

Puisque A1 est dissipatif dans H1 alors R(λ) ≤ 0 et par conséquent il existe un constante

a > 0 tels que

−a ≤ R(λ) < 0

Proposition 3.1. On suppose que cette hypothèse (H) et (H
′
) sont satisfaits, donc, ils

existent n0, n
′
0 ∈ N suffisamment grand tels que

σ(A1) ⊃ σ̃0 ∪ σ̃1,

où σ̃0 ∪ σ̃1 est l’ensemble des valeurs propres de l’opérateur A1 tels que

σ̃1 =
{
λ̃
(0)
j , λ̃

(1)
j

}
j∈J

, σ̃0 =
{
λ(0)n , λ

(1)

n′

}
n,n′∈Z

|n|≥n0,|n
′ |≥n′0

, σ̃0 ∩ σ̃1 = ∅,

où J est un ensemble fini.

D’ailleurs, λ(0)n et λ(1)n sont simples et satisfont le comportement asymptotique suivant

λ(0)n = inπ

√
k2
ρ2
− g(o)

2k2
+ o(1),∀|n| ≥ n0

et

λ1
n′

= in
′
π

√
k1
ρ1

+ o(1),∀|n′ | ≥ n
′

0.

Preuve

La preuve est divisée en trois étapes : Étape 1, étape 2 fournissent un développement asymp-

totique de l’équation caractéristique pour grand λ et l’étape 3 donne un développement au

limite des grandes valeurs propres λ.
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etape1 Dans cette étape, nous prouvons l’évaluation asymptotique suivante de compor-

tement

(3.71)
1

k2
=

1

k2
+
g(0)

k22λ
+O(

1

λ2
).

En effet, intégration par partie

k2 = k2 −
∫ +∞

0

g(s)e−λsds

= k2 − [−g(s)

λ
e−λs]+∞0 +

1

λ

∫ +∞

0

g
′
(s)e−λsds

= k2 −
g(0)

λ
+ [

g(s)

λ2
e−λs]+∞0 − 1

λ2

∫ +∞

0

g
′′
(s)e−λsds

= k2 −
g(0)

λ
− g

′
(0)

λ2
− 1

λ2

∫ +∞

0

g
′′
(s)e−λsds

alors

(3.72) k2 = k2 −
∫ +∞

0

g(s)e−λsds = k2 −
g(0)

λ
− g

′
(0)

λ2
− 1

λ2

∫ +∞

0

g
′′
(s)e−λsds.

De l’hypothèse (H
′
) depuis |g′′(s)| ≤ c2g(s), puis

(3.73) |
∫ +∞

0

g
′′
(s)e−λsds| ≤ c2

∫ +∞

0

g(s)eR(λ)sds.

D’autre part, depuis ∫ 1

0

∫ +∞

0

g(s)|ηx|2dsdx < 0,

puis, de (3.64) et (3.73), nous obtenons

(3.74)
∫ +∞

0

g
′′
(s)e−λsds = O(1).

On conclu, (3.72) et rendement (3.74) (3.71).

étape 2 Dans cette étape, nous fournissons un développement asymptotique de la fonc-

tion F (λ) pour grand λ.

On suppose que ρ1
k1
6= ρ2

k2
alors que nous ont

(3.75)


r1 = λ

√
ρ2
k2

+
ρ1
k1

+
∣∣∣ ρ2k2− ρ1k1 ∣∣∣
2

+ ρ2g(0)

2
√
2k22

1+sign(
ρ2
k2

+
ρ1
k1

)√
ρ2
k2

+
ρ1
k1

+
∣∣∣ ρ2k2− ρ1k1 ∣∣∣

+O( 1
λ
),

r3 = λ

√
ρ2
k2

+
ρ1
k1
−
∣∣∣ ρ2k2− ρ1k1 ∣∣∣
2

+ ρ2g(0)

2
√
2k22

1−sign( ρ2
k2

+
ρ1
k1

)√
ρ2
k2

+
ρ1
k1
−
∣∣∣ ρ2k2− ρ1k1 ∣∣∣

+O( 1
λ
),
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où signe
(
ρ2
k2
− ρ1

k1

)
=

∣∣∣ ρ2k2− ρ1k1 ∣∣∣
ρ2
k2
− ρ1
k1

. Si signe(ρ2
k2
− ρ1

k1
) = 1 alors (3.75) est équivalent à

(3.76)

 r1 = λ
√

ρ2
k2

+ g(0)
2k2

√
ρ2
k2

+O( 1
λ
),

r3 = λ
√

ρ1
k1

+O( 1
λ
),

si signe(ρ2
k2
− ρ1

k1
) = −1, alors (3.75) est équivalent à r1 = λ

√
ρ1
k1

+O( 1
λ
),

r3 = λ
√

ρ2
k2

+ g(0)
2k2

√
ρ2
k2

+O( 1
λ
).

Dans la suite, nous supposons que (3.76) se tient puisque l’analyse suit pareillement.

Maintenant, s’insérant (3.76) dans (3.70)et en utilisant le lemme 3.8, nous obtenons

(3.77) F (λ) =
λ6

k1

(
ρ1
k1
− ρ2
k2

)
sinh(r1) sinh(r3) +O(λ5).

étape 3 Dans cette étape, nous effectuons un développement limité des grandes valeurs

propres de l’opérateur A1 soit λ soyez une grande valeur propre de A1, puis de (3.77),

λ est grande racine de l’équation asymptotique suivante

(3.78) h(λ) = h0(λ) +O(
1

λ
) = 0,

où h0(λ) = sinh(r1) sinh(r3). Maintenant, nous prouvons cela

h0(λ) = 0 si et seulement si r1 = inπ et r3 = in
′
π, n, n

′ ∈ Z.

En effet, supposez cela

r1 = inπ, et r3 6= in
′
π, n, n

′ ∈ Z.

puis

M =


1 1 1 1

(−1)n (−1)n er3 e−r3

f1 −f1 f3 −f3
(−1)nf1 −(−1)nf1 er3f3 −e−r3f3.


En utilisant l’élimination gaussienne (L2− (−1)nL1 −→ L2 et L4− (−1)nL3 −→ L4),

M est équivalent à la matrice suivante, dénotée par

(3.79) M̃ =


1 1 1

0 0 er3 − (−1)n e−r3 − (−1)n

f1 −f1 f3 −f3
0 0 f3(e

r3 − (−1)n) −f3e−r3 − (−1)n


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par conséquent,  (er3 − (−1)n)c3 + (e−r3 − (−1)n)c4 = 0,

(er3 − (−1)n)c3f3 + (e−r3 − (−1)n)c4f4 = 0.

De (3.68), nous pouvons vérifier que f1 6= 0 et f3 6= 0 pour λ assez grand.

Depuis r3 6= in
′
π pour tout n′ ∈ Z, puis

c3 = c4 = 0.

depuis (3.79), nous avons  c1 + c2 = 0,

c1f1 + c2f1 = 0.

Depuis f1 6= 0, nous obtenons

c1 = c2 = 0 et v2 = 0

ce qui est une contradiction avec ‖U‖H1 = 0. De même si

r1 6= inπ et r3 = in
′
π, n, n

′ ∈ Z,

on obtient v2 = 0. Nous concluons que

h0(λ) = 0⇔ r1 = inπ et r3 = in
′
π, n, n

′ ∈ Z.

Alors l’équation asymptotique (3.76), les grandes racines de h0 satisfont les équations

asymptotiques suivantes

µ(0)
n = inπ

√
k2
ρ2
− g(0)

2k2
+O

(
1

n

)
,∀|n| ≥ n0

et

µ
(1)

n′
= in

′
π

√
k1
ρ1

+O

(
1

n

)
,∀|n′ | ≥ n

′

0.

Après, avec l’aide du théorème de Rouché et d’utiliser l’équation asymptotique (3.78),

il est facile de voir que les grandes racines de h, λ0n et λ1n, sont fermées à ceux de h0.

Théorème 3.3. :Sous l’hypothèse (H) et (H ′), le système (3.57)-(3.58) n’est pas

uniformément stable dans l’espace d’énergie H1
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Pour la preuve du théorème 3.3, nous visons à prouver qu’un nombre infini de valeurs

propres de A1 d’approche de l’axe imaginaire ce qui empêche le système de Timo-

shenko (3.57)-(3.58) d’être exponentiellement stable.

Preuve

depuis la proposition 3.1 l’opérateur A1 a deux branches des valeurs propres, l’éner-

gie correspondance à la première branche λ0n est exponentiellement stable et l’énergie

correspondant à la deuxième branche des valeurs propres λ1n, n’a aucun stabilisation

exponentiel.

Par conséquent toute l’énergie du système de Timoshenko (3.57) -(3.58) n’a aucun

stabilisation exponentiel quand ρ1
k1
6= ρ2

k2

3.4 Stabilité polynômial dans le cas général

Dans cette partie, nous montrons que le système (2.3)-(2.4) est polynomial stable si

(3.22) n’est pas satisfait.

Nous prouvons les théorèmes suivants.

Théorème 3.4. : Sous l’hypothèse (H), si

(3.80)
ρ1
k1
6= ρ2
k2

et k1 6= k2,

il existe alors c > 0 tels que pour chaque U0 ∈ D(A), nous prenons

E(t) ≤ c√
t
‖U0‖2D(A), t > 0.

Théorème 3.5. : Sous l’hypothèse (H), si

(3.81)
ρ1
k1
6= ρ2
k2

et k1 = k2,

il existe alors c > 0 tels que pour chaque U0 ∈ D(A), nous prenons

E(t) ≤ c

t
‖U0‖2D(A), t > 0.

Puisque iR ⊆ ρ(A), puis pour la preuve du théorème 3.4 et du théorème 3.5, nous

doit toujours prouver que
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(H3)

sup
λ∈R
‖(iλId−A)−1‖L(H) = O(|λ|l)

où l=4 si la condition (3.80)est vérifiée et l = 2 si la condition (3.81) est vérifiée.

Par un argument de contradiction, supposez qu’il existe un suite des nombres réel

(λn)n, avec λn → +∞ et d’un suite des vecteurs

(3.82) Un = (v1n, v
2
n, v

3
n, v

4
n, v

5
n, v

6
n, v7)

T ∈ D(A) avec ‖Un‖H = 1

tel que

(3.83) λ1n(iλnUn −AUn) = (f 1
n, f

2
n, f

3
n, f

4
n, f

5
n, f

6
n, f

7
n)T → 0 ∈ H.

D’une manière équivalente, nous avons

iλnv
1
n − v4n = h1n,(3.84)

iλnv
2
n − v5n = h2n,(3.85)

iλnv
3
n − v6n = h3n,(3.86)

ρ1λ
2
nv

1
n + k1[(v

1
n)x + v2n + lv3n]x + lk3[(v

3
n)x − lv1n] = h4n,(3.87)

ρ2λ
2
nv

2
n + k̃2(v

2
n)xx − k1[(v1n)x + v2n + lv3n] +

∫ +∞

0

g(s)(v7n)xxds = h5n,(3.88)

ρ1λ
2
nv

3
n + k3[(v

3
n)x − lv1n]x − lk1[(v1n)x + v2n + lv3n] = h6n,(3.89)

iλnv
7
n + (v7n)s − iλnv2n = h7n,(3.90)

où λlnh
1
n = f 1

n, λ
l
nh

2
n = f 2

n, λ
l
nh

3
n = f 3

n, λ
l
nh

7
n = f 7

n − f 2
n,

λlnh
4
n = −ρ1(f 4

n + iλnf
1
n), λlnh

5
n = −ρ2(f 5

n + iλnf
2
n), λ1nh

6
n = −ρ1(f 6

n + iλnf
3
n),

Dans ce suit nous examinerons la condition (H3) en trouvant une contradiction avec

(3.82) comme ‖Un‖H = o(1).

pour assurer la clarté, nous divisons la preuve en plusieurs lemmes.

De(3.84)-(3.86), nous remarquons que

(3.91) ‖v1‖ = O

(
1

λ

)
, ‖v2‖ = O

(
1

λ

)
, ‖v3‖ = O

(
1

λ

)
.

Par conséquent, de (3.87)-(3.89), nous remarquons que

(3.92) ‖v1xx‖ = O(λ),

∥∥∥∥v2xx +

∫ +∞

0

g(s)v7xxds

∥∥∥∥ = O(λ), ‖v3xx‖ = O(λ)
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Lemme 3.9. soit l ≥ 0. Sous l’hypothèse (H) nous avons∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7x|2dsdx = o

(
1

λl

)
.

Preuve :

de la produit scalaire de (3.83) avec U dans H, d’aprés (2.9) et la raison que U est

uniformément borné dans H nous obtenons

1

2

∫ L

0

∫ +∞

0

g′(s)|v7x|2dsdx = R(< AU,U >H)

= −R(< iλU −AU,U >H)

= o

(
1

λl

)
.(3.93)

En utilisant la condition (H) dans (3.93), nous obtenons∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7x|2dsdx = o

(
1

λl

)
.

Lemme 3.10. :soit l ≥ 0. Sous l’hypothèse (H) nous avons

(3.94)
∫ L

0

|v2x|2dx = o

(
1

λ
l
2

)
.

Preuve :

On multipliant (3.90) par v2 dans L2
g(R+, H

1
0 ). alors, en utilisant la raison que,

‖v2‖2g = g0‖v2x‖2,

v2x est uniformément borné dans L2(0, L), f 2 converge vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 7

converge vers zéro dans L2
g(R+, H

1
0 ) nous obtenons

(3.95) g0λ

∫ L

0

|v2x|2dx = λ

∫ L

0

g(s)v7xv
2
xdsdx− i

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsv
2
xdsdx+ o

(
1

λl

)
.

Depuis l’équation (3.82) et du lemme 3.9, on a

λ

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xv
2
xdsdx ≤ λ

∫ +∞

0

g(s)

(
(

∫ L

0

(v7x)
2dx)

1
2‖v2x‖2dx

)
ds

= o(1)

donc nous obtenons

(3.96) λ

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xv
2
xdsdx = o

(
1

λ
l
2
−1

)
.
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S’appliquant l’intégration par partie∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsv
2
xdsdx =

∫ L

0

∫ +∞

0

−g′(s)v7xv2xdsdx

et l’inégalité du Hölder dans L2(0, L) et L2(0,+∞) :∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsv
2
xdsdx ≤ lim

s→0

√
g(s)

(∫ L

0

∫ +∞

0

−g′(s)|v7x|2dsdx
) 1

2

‖v2x‖.

Puis, en utilisant (3.93), v2x est uniformément borné dans L2(0, L) et lims→0

√
g(s)

existe, nous obtenons∣∣∣∣∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)v7xsv
2
xdsdx

∣∣∣∣ ≤ lim
s→0

√
g(s)

(∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7xs|2dsdx
) 1

2

‖v2x‖

≤ lim
s→0

√
g(s)

(∫ L

0

∫ +∞

0

−g′(s)|v7x|2dsdx
) 1

2

‖v2x‖(3.97)

= o

(
1

λ
l
2

)
.

En insérant (3.96) et (3.97) dans (3.95), nous déduisons l’évaluation de (3.94).

Lemme 3.11. : Sous l’hypothèse (H) nous avons∫ L

0

|v2x|2dx = o

(
1

λl

)
.

Preuve :

soit lN = l
2

∑N
k=0

1
2k
. Depuis limN→+∞ lN = l, il est assez pour prouver par induction

sur N ∈ N que

(3.98)
∫ L

0

|v2x|2dx = o

(
1

λlN

)
.

Quand N = 0, l’évaluation (3.98) se tient par lemme 3.10.

Supposez que (3.98) se tient pour N-1 ; c-à-d,

(3.99) λlN−1

∫ L

0

|v2x|2dx = o(1).

En multipliant (3.90) par λlNv2 dans L2
g(R+, H

1
0 ),

on utilise alors la raison que

‖v2‖2g = g0‖v2x‖2,
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v2x est uniformément borné dans L2(0, L), f 2 converge vers zéro dans H1
0 (0, L), f 7

converge vers zéro dans L2
g(R+, H

1
0 ), nous obtenons

λlNg0

∫ L

0

|v2x|2dx =

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)λ
l
2v7xλ

l
N− l2 v2xdsdx

− i
λ

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)λ
l
2v7xsλ

lN− l
2v2xdsdx+ o

(
1

λl+1−lN

)
,

en utilisant la raison que lN − l
2

= lN−1

2
, lemme 3.9, (3.97) et (3.99), nous obtenons

λlN
∫ L

0

|v2x|2 = o(1).

Lemme 3.12. : soit 2 ≤ l ≤ 4. Sous l’hypothèse (H), nous avons∫ L

0

ς|v1x|2dx = o

(
1

λ
l
2
−1

)
,

où ς est la fonction de coupure définie dans la section 3.2.

Preuve :

Depuis l ≥ 2, du lemme 3.9 et du lemme 3.11 nous avons∫ L

0

|v2x|2 = o

(
1

λ2

)
et

∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7x|2dsdx = o

(
1

λ2

)
.

en multipliant (3.88) par ςv1x. Puis, En utilisant (3.91), (3.100), et la raison que v1x est

uniformément borné dans L2(0, L), f 2 converge vers zéro dans H1
0 (0, L), f 5 converge

vers zéro dans L2(0, L) nous obtient

(3.100)
∫ L

0

ς|v1x|2dx = o(1)

Après, se multipliant (3.88) par λ
l
2
−1ςv1x dans L2(0, L). En utilisant alors la raison que

v1x est uniformément borné dans L2(0, L), f 2 converge vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 5

converge vers zéro dans L2(0, L), nous obtient

− k1λ
l
2
−1
∫ L

0

ς|v1x|2dx− ρ2
∫ L

0

ςλ
l
2v2xλv

1dx− ρ2
∫ L

0

ς
′
λ
l
2v2λv1dx

−
∫ L

0

λ
l
2

(
k̃2v

2
x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ςλ−1v1xxdx−

∫ L

0

λ
l
2
−1
(
k̃2v

2
x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
ς
′
v1xdx

− k1

∫ L

0

λ
l
2
−1(v2 + lv3)ςv1xdx = o

(
1

λ
l
2

)
.
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Depuis l ≤ 4, en raison de (3.91), nous avons

λ
l
2
−1
∫ L

0

(v2 + lv3)dx = O(1).

De (3.82), (3.83), (3.91), (3.101), lemme 3.9, et lemme 3.11 que nous obtenons∫ L

0

ς|v1x|2dx = o

(
1

λ
l
2
−1

)
.

Lemme 3.13. . pour 2 ≤ l ≤ 4 Sous l’hypothèse (H), nous avons

(3.101)
∫ L

0

ς|v1x|2dx = o

(
1

λl−2

)
, et

∫ L

0

ς|v1|2dx = o

(
1

λl

)
.

Preuve :

pour lN = l−2
2

∑N
k=0

1
2k
, depuis limN→0

l−2
2

∑N
k=0

1
2k

= l− 2, nous prouvons par induc-

tion sur N ∈ N

(3.102)
∫ L

0

ς|v1x|2dx = o(
1

λlN
).

Si N = 0, l’évaluation (3.103) se tient par Lemme 3.12.

On suppose que

(3.103) λlN−1

∫ L

0

ς|v1x|2dx = o(1).

En multipliant (3.87) par λlN−1ςv1 dans L2(0, L).

Puis, en utilisant le raison que v1 est uniformément borné dans L2(0, L), f 1 converge

vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 4 converge vers zéro dans L2(0, L), on obtient

ρ1λ
lN−1+2

∫ L

0

ς|v1|2dx− k1λlN−1

∫ L

0

ς|v1x|2dx+ k1

∫ L

0

λ
lN−1

2 (ςv2x − ς
′
v1x)λ

lN−1
2 v1dx

−l(k1 + k3)

∫ L

0

λ
lN−1

2 v3λ
lN−1

2 (ςv1)xdx− lk3λlN−1

∫ L

0

ς|v1|2dx = o

(
1

λl−lN−1

)
.

Comme lN−1

2
≤ 1, de (3.91), (3.104) et lemme 3.11, nous obtenons

(3.104) λlN−1+2

∫ L

0

ς|v1|2dx = o(1).

D’ autre part, en utilisant (3.105) et le lemme 3.11, nous obtenons de (3.87) que

(3.105) λ−1+
lN−1

2

∫ L

0

ς|v1xx|2dx = O(1).
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En multipliant (3.88) par λlN ςv1x dans L2(0, L).

Puis, en utilisant la raison que lN = l−2
2

+ lN−1

,
v1x est uniformément borné dans

L2(0, L), f 2 converge vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 5 converge vers zéro dans L2(0, L),

nous obtenons

− ρ2

∫ L

0

λ
1
2v2xλ

l+
lN−1

2 ςv1dx− ρ2
∫ L

0

λ
1
2v2λl+

lN−1
2 ς

′
v1dx− k1λlN

∫ L

0

ς|v1x|2dx

−
∫ L

0

λ
1
2

(
k̃2v

2
x +

∫ +∞

0

g(s)v7xds

)
λ−1+

lN−1
2 (ςv1xx + ς

′
v1x)dx

− k1

∫ L

0

λ
1
2
−1(v2 + lv3)λ

lN−1
2 ςv1xdx = o

(
1

λl−lN

)
.

En utilisant la raison que 2 ≤ l ≤ 4, (3.83), (3.91), (3.104), (3.105), (3.106), lemme

3.9, et lemme 3.11, nous obtenons (3.103). Par conséquent

(3.106)
∫ L

0

ς|v1x|2dx = o

(
1

λl−2

)
.

En conclusion, en multipliant (3.87) par λl−2ςv1 dans L2(0, L).

Puis, en utilisant (3.83), (3.91), (3.107), et lemme 3.11, nous obtenons la deuxième

évaluation de (3.102)

Lemme 3.14. : pour 2 ≤ l ≤ 4. Sous l’hypothèse (H) nous avons

(3.107) l(k1 + k3)

∫ L

0

ς|v3x|2dx+ (k3 − k1)R
{∫ L

0

λςv1xλ
−1v3xxdx

}
= o(1)

Preuve.

En multipliant (3.87) par ςv3x dans L2(0, L) .

Puis, en utilisant (3.91), le lemme 3.11, le lemme 3.13, v3x est uniformément borné

dans L2(0, L), f 1 converge vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 4 converge vers zéro dans

L2(0, L), nous obtenons

(3.108) ρ1

∫ L

0

λ2v1ςv3xdx+ l(k1 + k3)

∫ L

0

ς|v3x|2dx− k1
∫ L

0

λςv1xλ
−1v3xx = o(1).

Se multiplier (3.89) par ςv1x dans L2(0, L). Puis, en utilisant (3.91), le lemme 3.13,

v1x est uniformément borné dans L2(0, L), f 3 converge vers zéro dans H1
0 (0, L) et f 6

converge vers zéro dans L2(0, L), nous obtenons

(3.109) − ρ1
∫ L

0

λ2v1ςv3xdx+ k3

∫ L

0

λςv1xλ
−1v3xxdx = o(1).
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S’additionne (3.109) avec (3.110), prend alors la partie réel de l’équation, nous obte-

nons (3.108).

Preuve du théorème 3.4

si (3.83) est vérifie , on prend l = 4 dans le lemme 3.9, le lemme 3.11, et le lemme

3.13, nous obtenons

(3.110)
∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7x|2dsdx = o

(
1

λ4

)
,

∫ L

0

|v2x|2dx = o

(
1

λ4

)
,

et

(3.111)
∫ L

0

ς|v1x|2dx = o

(
1

λ2

)
,

∫ L

0

ς|v1|2dx = o

(
1

λ4

)
.

En utilisant (3.111) et (3.92), nous obtenons

(3.112)
∫ L

0

λςv1xλ
−1v3xxdx = o(1).

Depuis lemme 3.14 et (3.112), nous obtenons

(3.113)
∫ L

0

ς|v3x|2dx = o(1).

Après, se multipliant (3.89) par ςv3 dans L2(0, L). Puis, en utilisant (3.111), (3.112),

(3.114), v3 est uniformément borné dans L2(0, L), f 3 converge vers zéro dansH1
0 (0, L) et f 6

converge vers zéro dans L2(0, L), nous obtenons

(3.114)
∫ L

0

ς|v3|2dx = o

(
1

λ2

)
.

conclusion, en utilisant (3.111), (3.112), (3.114) et (3.115), nous obtenons ‖U‖H =

o(1) plus de (α + ε, β − ε) .

Alors en appliquant le lemme 3.5, nous déduisons ‖U‖H = o(1), plus de (0,L) qui

contredit (3.82).

Ceci implique que

sup
λ∈R

∥∥(iλId−A)−1
∥∥
L(H)

= O(λ4)

Le résultat suit de [1].

Preuve du théorème 3.5 :

si (3.81) prise , on prend l = 2 dans le lemme 3.14, nous obtenons

(3.115)
∫ L

0

ς|v3x|2dx = o(1)
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D’ailleurs, du lemme 3.9, du lemme 3.11, et du lemme 3.13, nous obtenons

(3.116)
∫ L

0

∫ +∞

0

g(s)|v7|2dsdx = o

(
1

λ2

)
,

∫ L

0

|v2x|2dx = o

(
1

λ2

)
.

et

(3.117)
∫ L

0

ς|v1x|2dx = o(1),

∫ L

0

ς|v1|2dx = o

(
1

λ2

)
.

Après, en multipliant (3.89) par ςv3 dans L2(0, L). Puis, en utilisant (3.116), (3.117),

(3.118), v3 est uniformément borné dans L2(0, L), f 3 converge vers zéro dansH1
0 (0, L) et f 6

converge vers zéro dans L2(0, L), nous obtenons

(3.118)
∫ L

0

ς|v3|2dx = o

(
1

λ2

)
.

En conclusion, en utilisant (3.116), (3.117), (3.118) et (3.119), nous obtenons ‖U‖H =

o(1) plus de (α+ ε, β− ε). Alors en appliquant le lemme 3.5, nous déduisons ‖U‖H =

o(1), plus de (0,L) qui contredit (3.82). Ceci implique que

sup
λ∈R

∥∥(iλId−A)−1
∥∥
L(H)

= O(λ2).

Le résultat suit de [1].

3.5 conclusion

Dans ce mémoire, nous avons fournis un résultat de stabilisation exponentielle et de

stabilisation polynomiale pour le système Bresse avec un contrôle de type de mémoire infinie.

C’est une étape vers la compréhension complète de stabilisation aux limites d’un tel système.

En effet, nous avons espéré pouvoir obtenir des résultats similaires comme ceux existant pour

les modèles de type Timochinko (ω = 0), mais il semblait pour le moment qu’il existe plus

de difficultés mathématiques pour le modèle de Bresse.
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