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Résumé

Le but de notre travail est de prouver le résultat de la décroissance exponentielle de
I’énergie associée la frontiére de type mémoire pour une poutre d’Euler-Bernoulli qui a une
extrémité fixé et 'autre extrémité libre. Nous prouvons 'existence de solution a I'aide de la
méthode de Galerkin puis étudions la stabilité exponentielle des solutions . En appliquant
un feedback sur I'extrémité libre d’une poutre, nous réduirons sa vibration de maniére ra-

pide. Notre méthode est principalement basée sur la technique des multiplicateurs.

Les mots-clés : Décroissance exponentielle, I’énergie, frontiére, mémoire, poutre, extré-

mité, méthode de Galerkin, stabilité exponentielle, technique du multiplicateur.
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Abstract

The aim of our work is to prove the result of the exponential decay of the energy asso-
ciated with the memory-like boundary for an Euler-Bernoulli beam which has a fixed end
and control input at the other end. We prove the existence of solutions using by Galerkin’s
method and then study the exponential stability of solutions. By applying feedback to the
free end of the beam, we will reduce its vibration. Our method is mainly based on the tech-

nique of multipliers.

The key words : exponential decay, energy, boundary, memory, beam, extremity, Galerkin’s

method, exponential stability, multiplier technique.
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Notation

E := un espace de Banach.

H := un espace de Hilbert.

H' := un espace de Sobolev.

H}(2) := désigne la fermeture de I'espace D(2) dans H'(Q).
Wy P (Q) := la fermeture de D(Q) dans WP(€).

W) = la fermeture de D(£2) dans W™P(Q).

R := la partie réelle d’'un nombre complexe.

(.,.) := le crochet de dualité.

||.]| := la norme.

<, > := le produit scalaire sur ’espace de Hilbert H.

|.| := le module.
T
V = (%, ey %) := le gradient.

C? := T'espace des fonctions continues.

x := la variable du domaine €2 = [0, L].

t € [0, +00] := variable de temps.

y; := la dérivée de y par rapport a t.

Y. := la dérivée premiére de y par rapport a x.

y(x,t)  est le déplacement transversale de la poutre.

o désigne 'accélération locale dans la direction transversale de la poutre.
Yoz est I'accélération centripéte.

y(L,t)  est le déplacement dans le point L.

y(L,t)  est la vitesse initial.

y(L,t)  est Paccélération de la poutre.

X
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Yz (L, t) est la pente de la poutre.

K le terme mémoire.

u(t) la force de controle aux limites appliquée sur la partie libre.
g est une fonction donnée.

0 est constante positive.

x désigne la position.

t désigne le temps.

L la longueur d’une poutre.

h est un fonction de C'*[0, 7.

yo(z), y1(z) deux fonction.

Yout (t) représente le signal mesuré a l'instant ¢.



Introduction générale

L’étude des vibrations est un domaine qui se développe considérablement, mais reste trés
complexe. Les vibrations dans un systéme mécanique résultent d’'un transfert alternatif entre
énergies cinétique et potentielle qui, sans dissipation, perdure figure suivant. En présence
de dissipation, et c’est le cas de tout systeme réel, les amplitudes du mouvement convergent
jusqu’a I’équilibre dynamique dans le cas d'un systéme forcé, jusqu’a 'équilibre statique

dans le cas d’un systéme libre.

Position de mouvement

R

Position d*équilibre

L’analyse vibratoire des poutres est d’une grande importance dans la conception de nom-
breux systémes mécaniques, le modele d’Euler-Bernoulli voit le jour au 18¢ siécle avec Daniel
Bernoulli (1700-1782) qui formula pour la premiére fois I’équation différentielle de mouve-
ment d'un poutre . Ce modéle inclut I’énergie de déformation par flexion et ’énergie cinétique
due au déplacement latéral. Euler y apporta de nombreuses améliorations par ses travaux
sur I’élasticité. Aussi appelée théorie classique des poutres. Le modeéle d’Euler-Bernoulli
reste le plus commun de par sa simplicité et fournit des approximations acceptables a de
nombreux problémes d’ingénierie. Cependant, il tend a légerement surestimer les fréquences
naturelles et se limite, pour 'essentiel au cas des poutres minces. L’étude et l'analyse des

vibrations (ou signaux) ont pris, au cours des derniéres années, un essor considérable en
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raison du développement de techniques de plus en plus sophistiquées et de besoins les plus
variés dans différents domaines : mécanique (transports, machines...), acoustique, optique,
transmissions, etc..., ainsi que pour I’évaluation de leur performance. On peut citer par
exemple, les aubes de turbomachines, les pales des hélicoptéres ou d’éoliennes mais égale-
ment les panneaux flexibles des satellites.

Dans cette mémoire, on va établir I'existence, 'unicité et les propriétés de décroissance de
la solutions pour le probléme a valeur initiales de I’équation d’une poutre d’Euler-Bernoulli
avec mémoire, on étudions la stabilité aux limites du systéme d’Euler-Bernoulli de type
mémoire sous un controle de feedback sur la frontiére avec une extrémité fixé et appliquée
le controle a I'extrémité libre d’'une poutre puis décrit la vibration transversale d’une poutre
extensible serrée en x = 0 et supportée en x = L par une force de commande.

Notre but dans ce travail prouvons l'existence de la solution dans des espaces Sobolev, la
stabilité de frontiére de type mémoire pour une poutre d’Euler-Bernoulli, I'estimation de dé-
croissance de I'énergie de la solution du systéme d’Euler-Bernoulli, avec controle frontiére de
type mémoire. Dans [13], [10], [6] nous dériverons de taux de décroissance uniformes pour
I’énergie totale de la solution de I’équation d’Euler-Bernoulli dans laquelle la dissipation
d’énergie se produit sur la frontiére. Le principale caractéristique qui distingue cet article
des autres travaux connexes est le fait que le feedback aux limites n’agit qu’a travers les
moments. L’élément technique clé responsable de la preuve du résultat principale est une
nouvelle estimation de régularité pour la solution de ’équation de schréodinger non homo-
géne.

Le controle des systémes élastique est I'un des thémes principaux dans 'automatique [1].
Le cas de I'équation d’Euler-Bernoulli avec un feedback linéaire ou non linéaire sur la fron-
tiere attiré beaucoup d’attention ces derniére années, beaucoup des estimation d’énergie on
été établies pour des feedback croissants arbitraires (décroissance polynomiale, exponentielle
ou logarithmique), nous référons sur [13], [17], [10], [I5] pour des résultat de stabilité. Le
cas plus difficile du controle par moment est seulement a été étudié dans [9].

Tout les outils on été basées sur la technique des multiplicateurs, le cas d’une série reliée
des poutres a été également considéré avec le feedback linéaire agissant véritablement de la

force, quelques résultat on été prouvés dans le cas plus difficile du controle seulement par un
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moment pour une poutre singulier homogeéne. Dans [22], Yong Han Kang étudiée le taux de
décroissance de I'énergie de 1’équation d’Euler-Bernoulli avec un controle comme dans notre
travail, ce travail est basé généralement sur 'article [22]. Le but de stabilité est de réduire
les vibrations pour un feedback, il s’agit de garantir la décroissance de 1’énergie vers zéro
plus au moins rapide.

Le mémoire est organisée en trois chapitre :

Le premier chapitre consacré d'une part & des notions, définitions des hypotheses et
d’autre part la formulation et d’équation de base relatives a la description du mouvement
des vibrations des poutres (longitudinale, flexion, torsion), et passe en revue les théories
existantes une étude bibliographique sur le sujet.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude de la résolution de I’équation homogene, et
représente un bref théorique sur les vibrations d’une poutre d’Euler-Bernoulli (méthode,
calcul, équation, condition aux limites). L’étude comporte dans le chapitre II I'application
numérique pour poutre a étudier expérimentalement. (L’existence et 1'unicité des solutions
dans les espaces de Sobolev appropriés).

Enfin, dans le dernier chapitre comprend deux sections.

Dans la premiére section, nous introduisons tout d’abord quelques notation, lemmes, défini-
tions..., nécessaires dans notre travail. Ensuite, nous présentons les différentes fonctionnelles
utilisées pour modifier I’énergie classique afin d’obtenir un résultat d’équivalence.

Dans la derniére section, nous formulons les hypothéses sur la fonction de Lyapunov et nous

présentons notre résultat de stabilité.



Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Espace des fonctions

Définition 1.1.1 Notons par x = (1, s, ...,x3) le point générique d’un ouvert ) de R™.

Ou(z

Soit u une fonction définie de Q a valeurs dans R, on désigne par D'u(x) = 8m~) la dérivée

partielle de la fonction u par rapport a x;. Définissons aussi le gradient de u, comme telle

W:(au ou Gu).

0xy Oxy’ 7 Ox,,

On notera par :

C(Q) : Uespace des fonctions continues de 2 & valeurs dans R.

(C(Q))™ : Uespace des fonctions continues de € & valeurs dans R™.
pour k > 1,k € N, on définie alors :

C*(Q) : Uespace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k
est continue sur €.

Ce(Q) : est lespace des fonctions indéfiniment différentiables a supports compacts qu’on
appelle espace des fonctions test.

C.(2) : Uespace des fonctions continues a support compact.

Co(Q) : Uespace des fonctions continues qui s’annulent a ['infini.



Espace des fonctions

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.2 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (u,v) et qui est

complet pour la norme ||ul| = (u,u)?.

1.1.2 Espace L?(f2)

Soit 1 < p < oo, on note par ¢ 'exposant conjugué de p définie par :

1 1
S4 =1
P q

Définition 1.1.3 Soit 1 < p < oo, et soit f : 2 — R une fonction mesurable. On définit :
Lr(Q) := (/ ]f(x)|pdu) < 00, on remarque : L,(§2) < oo,

Q
alors L,(Q) :=={f tq || fll, < oo} .

Définition 1.1.4 On définit : L>(Q) = sup ess|f| = inf {C > 0tq |f(z)| < C p.p sur Q},
Q
on remarque : Lo () < 00, alors Loo(2) := {f tq || f]le < 00}.

Proposition 1.1.1 Si f est mesurable alors || f||c = liril 1 £ 1l-
p—r+00

e Si p =1 on note L*(2) 'espace des classes des fonctions intégrables sur  a valeurs dans

R, on munit de la norme

11l = /X F(o)|de

e Si p = 0o on note L™ l'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur €.
L>®(Q) ={u: Q — R : umesurable il existe une constante C' telle que |u(z)| < C p.p sur Q.},

on note

| flloe = inf{C > 0,|f(z)] < C p.p. sur Q} = sgp ess|f|.



Espace des fonctions

Remarque 1 L’espace L? muni du produit scalaire
(u,v) = / uvdz, u,v € L*(Q),
Q
est un espace de Hilbert et l'espace L>(S2) est un espace de Banach.

Remarque 2 S f € L™ on a

[f (@) < [[fllec pp- sur Q.

1.1.3 Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels (c.a.d constitués de fonctions) dont
les puissances et les dérivées (au sens de la transposition, ou au sens faible, que nous allons
préciser) sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont complets
ce qui est un avantage considérable pour I'étude des solutions des équations aux dérivées

partielles.

» Intégration par partie

Définition 1.1.5 Soit I un intervalle ouvert, a,b € I et f,g deux fonctions de classe C'*°,

v fonction continue de classe k alors :

| )@= gt - [ f@gle)ds

¢ SiQ=RY(={z=(21,....,2ny)" € RN;z; > 0}), alors

siZSiSN,/uDiU dx——/Diuvd:U, V(u,v) € (H'(2))?,
0 Q

st 1= 1,/Qu Dyv dx = —/QDlu vdr+ /aQ yu(y) yoly) dy(y), V(u,v) € (H'(Q))%

» Dérivée faible

Définition 1.1.6 On dit que u est dérivable au sens faible dans L*(Q), s’il existe une

fonction w € L*(Q), telle que pour toute v € C(Q) on ait

/Q u(x)dz(f)dx: - /Q v(z)w(z)d,

. < . d . . .
cela revient a dire que % = w(x) au sens des distributions.




Espace des fonctions

Espace W™P(Q)

Définition 1.1.7 Soient Q un ouvert de R™. On définit les espaces de Sobolev suivants :
1. HY(Q) = {u e L*(Q) tq : Dyu € L*(Q), pour tout i =1,..., N},
dans cette définition, lorsqu’on dit Dyu € L*(S2), on sous — entend,

pour m >2 ,1<p<oo, on définit W™P(Q) par :
WmP(Q) = {u € LP(Q)| Y tel que |a] < m, D € LP(N)},

ot a est un multi-indice, D*u est la dérivée partielle de u au sens faible (au sens des
distributions), et LP désigne un espace de Lebesgue,

on muni cet espace vectoriel WP de la norme suivante :

(
oy = 4 | 2 170l ) sitsp <
(@) jal<m
mg%HDO‘uHLw sip = +00,
k —

ou ||.||r désigne la norme des espaces de Lebesgue,

on pose
H™(Q) = W™2(Q).
Remarque 3 Les espaces H™(2) sont des espaces de Hilbert munit du produit scalaire

(, ) () = (1, 0)2@) + Y

k<m

d*u  d*v m
(@7@) , u,v € H™(S2),
L2(Q)

on introduit ensuite :
Uespace HY(Q) désigne la fermeture de Uespace D(Q)) dans la norme H'(Q),

(@) = pE)" .

Espace W1P(Q)

Soit 1 < p < oo et m = 1. On définit 'espace vectoriel WP(Q2) par :

whr(Q) = {u € LP(Q), telle que : dz:i_(xx) € LP(Q)} )



Quelques Inégalités

I'espace W1?(Q) muni de la norme

du(z)

dx

il = oy + \ ,
L7 (Q)

est un espace de Banach, on pose

HY(Q) = Wh(Q).

1.1.4 Espaces des fonctions & valeurs vectorielles

Définition 1.1.8 Soient 1 < p < oo et X un espace de Banach.
e Si p est fini, alors on définit LP(0,T; X) par :

T
LP(0,T;X) = {u : [0, T] — X mesurable telle que / | w5 dt < oo} ,
0

ou [0,T] est un intervalle de R, on munit cet espace de la norme :

T , H
e, 0.2 = ( / ||u||xdt)
0

e Sip est infini, alors on définit L>(0,T; X) par

L>(0,T;X) = {u : [0, T] — X mesurable telle que sup ess||ul|x < oo} :
te[0,7)

on munit de la norme
[wllzoeomx) = sup ess|u(t)| x.
tel0,T

Proposition 1.1.2 LP(0,T; X) muni de la norme ||ul|rr@or.x) est un espace de Banach

pour p € [1,00].

1.2 Quelques Inégalités

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Hélder)

Soit 1 < p < 00, on désigne par q l'exposant conjugué de p définie par
1 1

dest —a —dire —+ - =1.

p—1 poq

o Si feLP(Q) etge LIYN), alors fg € LY(Q) on a

q:

/Q F@)g(@)ldz < | llzoe 9]l oy,



Quelques Inégalités

Preuve 1.2.1 (voir [5])

d’apres 'inégalité de Young on obtient

a? bl
Va,b>0,Vpqg>0,ab< —+ —,
p q
_ _ |f(=)] _ _ |9 :
prenons a = f@)ley’ =~ lg@)llLac)’ on obtient

F@ gl L|f(@) 1 gl
d - d -2
/an(x)nm) l9@) e IS/Qpnf(x)anp(m “/Qqng My

alors
| f(=) P g(@)]
[ gt < ol ot 2 [ LD 5@
o IFI7 191 Zeq)
llgllLacoy P IS ller) q
<
— p||f||i;(19)”f(x)HLp(Q) qu”q 1 H ( )HLQQ
1 1
< Nglla@ll fllzo () (1_? + E)’
-1
donc

/ F@g@)dz < [ fllallgl.

Corollaire 1.2.1 Sip = q = 2 on obtient l"inégalité de Cauchy-Schwartz

[ @it < 1l ol
Corollaire 1.2.2 Soit f € LP(X), g € LY(X). Alors fg € L"(X) avec % + % =1

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young)
Sotent 1 < p, q < o0, %+%:1 et a,b >0, alors
a? bl

ab < — + —.
p q

Preuve 1.2.2 La fonction exponentielle est convexe (de R dans R), donc pour tout 6,

0y € R et pour tout t € [0,1]
exp(td + (1 —1)02) <t exp(6r) + (1 — t)exp(0s),

soit a,b > 0 (les autres cas sont triviauz), on prend t = % (de sorte que (1 —t) = =),

0, =plin(a) et 65 = q In(b),

on obtient bien ab < % + %.

Q=



Stabilité de I’énergie

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré)

Soit Q0 un domaine borné de R™, alors il existe une constante positive Cq telle que

lull o) < Call Vull L2y, pour u € Hy(),

. e e IVullp2
ot Cot = inf a2
lluflz£0 = Ho ()

Lemme 1.2.4 (Inégalité de Gronwall)
Soit g une fonction € L=(0,T), g(t) > 0 p.p. t € [0,T], a une fonction € L*(0,T) et 3

positive, on suppose
t
o) < [ als)als)ds + 5 ppt e 0.7,
0
alors
t
g(t) < 5exp/ a(s)ds p.p.t €]0,T],
0
la démonstration peut étre trouvé dans [3].

Lemme 1.2.5 (Inégalité de Sobolev)
Soit Q= RN, 1< p< N alors

WYP(RN) C LP*(RY), olup * est donné par .. =
il existe constante positive C=C(p,N) telle que
[ullpe < ClIVully, Yu € WH(RY),

et 1 < q < oo telle que

lullg < CIVull, Yu € CZ(RY).

1.3 Stabilité de I’énergie

Le but de la stabilité est de réduire les vibrations pour un feedback, il s’agit de garantir

la décroissance de 1’énergie vers zéro plus ou moins rapide lorsque t — 400 i.e
E(t) = 0 lorsque t — oo,

10



Quelques définitions

c’est ce qu’on appelle la stabilité forte.
De plus, on s’intéresse a la décroissance de 1’énergie la plus rapide, c¢’est-a-dire lorsque celle-ci

tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e
E(t) < Ce™P' vt > 0,

ou C et § sont deux constantes positives avec C' qui dépend des conditions initiales, on
I’appelle la stabilité uniforme.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance

des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :
C
E(t) < o vt > 0,

ou C et a sont deux constantes positives avec C' qui dépend des conditions initiales.

1.4 Quelques définitions

» Poutre d’Euler-Bernoulli

Le modéle d’Euler-Bernoulli voit le jour au 18¢ siécle avec Daniel Bernoulli (1700-1782)
qui formula pour la premiére fois 1’équation différentielle de mouvement d’un poutre. Ce
modéle inclut I’énergie de déformation par flexion et 1’énergie cinétique due au déplacement
latéral. Euler y apporta de nombreuses améliorations par ses travaux sur I’élasticité. Aussi
appelée théorie classique des poutres. Le modéle d’Euler-Bernoulli reste le plus commun
de par sa simplicité et fournit des approximations acceptables & de nombreux problémes
d’ingénierie. Cependant, il tend a légérement surestimer les fréquences naturelles et se limite,
pour l'essentiel au cas des poutres minces.

Le modéle d’Euler-Bernoulli est 1’équivalent du modéle Love-Kirchhoff. Dans notre cas la
théorie d’Euler-Bernoulli est utilisée a la flexion dans une poutre encastrée libre.

La théorie classique des poutres développée par Euler-Bernoulli est employée seulement
pour les poutres minces car cette théorie néglige I'effet du cisaillement transversal et les

contraintes naturelles.
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Quelques définitions

» Le Principe de Hamilton

Définition 1.4.1 Le mouvement d’un systéme réel depuis l'instant t1 jusqu’a linstant ty
est donnée par :
to
/ (T -V — W),
t1
ou T est l'énergie cinétique, V' [’énergie potentielle, SW le travail virtuel pour que le systéme
doit étre stationnaire, il faut que

to
5/ (T —V —W)dt = 0.

t1

» Poutre :

On appelle poutre un solide engendré par une aire plane S qui est déplacée dans ’espace
de maniére que durant son mouvement, le centre de gravité GG de la section S parcourt
une ligne donnée L. La ligne L est appelée fibre moyenne de la poutre. Une poutre est
une membrure mince soumise a des charges transversales généralement normales & son axe.
La poutre est I’élément structural le plus répandu, puisqu’elle fait partie intégrante de la
plupart des ouvrages de construction ou des piéces machines. Une poutre est caractérisée
géométriquement par :

— une section S suffisamment massive,
— une longueur selon L grande devant les dimensions transversales,
— un rayon de courbure de L grand devant les dimensions transversales,

— un profil sans discontinuité.

» Les différents entre poutre d’Euler-Bernoulli et Kirchhoff

Le modéle d’Euler-Bernoulli est 1’équivalent a modéle de Love-Kirchhoff. D’aprés les
hypothéses d’Euler-Bernoulli, la déformation due cisaillement transversale n’est pas prise
en compte, en plus toute section droite reste plane et perpendiculaire a la ligne moyenne
apres déformation. Dans notre cas la théorie d’Euler-Bernoulli est utilisée a la flexion sur une

poutre encastrée libre. La théorie classique des poutres développée par Euler-Bernoulli est
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Quelques définitions

employée seulement pour les poutres minces car cette théorie néglige 'effet du cisaillement

transversal et les contraintes naturelles.

» Théorie de Lyapunov

L’utilisation des fonctions définies positives et une technique parmi les plus efficaces pour

analyser la stabilité d’un systéme gouverné par une équation différentielle ordinaire.

Définition 1.4.2 (Fonction de classe K ).
Une fonction continue a : [0, 4o00[— [0, +00[ est dite de classe K, si elle est strictement
croissante et a(0) = 0.

Elle est dite de classe K, si a =400 et a(r) — 0o quand r — oo.

Définition 1.4.3 (Fonction de classe KL)

Une fonction continue 8 : [0, +oo[— [0, +oo[ est dite de classe KL, si pour tout s fizé,
Uapplication s — B(x,t) est de classe K et pour tout r fizé, l'application r — [(x,t) est
décroissante et 5(z,t) — 0 quand t — 0.

Voici une autre formulation des notions de stabilité utilisant les fonctions de classes K et

KL.

Définition 1.4.4 Une fonction continue V : Ry x R* — R, est dite :

-définie positive, s’il existe une fonction o de classe K, telle que
YVt >0,Ve e R, V(t,z) > o] = ||),

- définie positive et radialement non-bornée (ou propre), si linégalité précédente est vé-
rifiée pour tout x € R" avec une fonction o de classe K,

- limitée , s’il existe une fonction v de classe K, telle que
vt > 0,Vz € R", V(t,z) < (|| z |]).

Définition 1.4.5 (Fonction de Lyapunov).
Soit U(0) un voisinage de zéro et V : R, — R une fonction continue et différentiable.

- On dit que V est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifiée les deux

13
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propriétés suivantes :

1- 'V est définie positive.

2- V(t,x) <0 pour tout x € U(0).

- On dit que V' est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifiée les deux propriétés
suivantes :

1- 'V est définie positive.

2-V(t,z) <0 pour tout x € U(0)\{0}.

» Formule de Leibniz

Soit f : R? — R", telle que f, % sont continues sur R?, et a et b sont deux fonctions
dérivable de R dans R,

alors 'intégrale F' sur R défini par

b(z)
F(z) = " f(z,y)dy,
est dérivable,
de plus
d d d ") of (x,y)
() = (b)) -b() — flw,ale)) Tole) + / L oty

» Formule de Green (voir théoréme 1.3.2 de [3])
Soit  un ouvert borné de R de classe C'.

(1) Siue CHQ;), veCHR) et Av e C(R), alors

W) Avo(@)dr — — [ Vu(@).Vole)de + [ u(@) 2 @)dr.
/. / IRCE

(2) Siwu,veC}HQ)NCHQ) et Au, Av € C(Q), alors

0

| ) d0(e) = o) uga)do = | (u@%@) - U<x>g_j) .
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» Théoréme de Fubini

f(x,y) continue sur R définie par a < z < bet, ¢ <y < d, alors

//fxydx—//fazydydx—//f:z:yd:cdy

» Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode, ou plutot une famille de méthodes, trés géné-
rale et trés robuste. Son idée est la suivante. Partant d'un probléme variationnel posé dans
un espace de dimension infinie, on procéde d’abord a une approximation dans une suite de
sous-espaces de dimension finie.

On applique la méthode de Galerkin lorsque les conditions aux limites sont périodiques ol
sont homogeénes.

Soit B = {V € H,SV = 0} le sous-espace des fonctions de H vérifiant les conditions aux
limites, les (¢, )n>1 forment une base de B.

P3 est la projection orthogonale de H sur By engendré par les N premiére fonctions de
base.

La méthode de Galerkin consiste & résoudre le probléme approché

trouver Uy = i a,(t)pn € By, telle que PyRy =0
avec RNn:aaLtN — F(Un) — f le Résidu,
telle que
¢
P]#,KRN =0,

N — K equation dif f,

Buy =0 Kequation.
\

Remarque 4 Pour des conditions aux limites non homogénes, B n’est plus un espace vec-

toriel mais un espace affine.

Remarque 5 Dans le cas ou F' est linéaire, on peut se ramener au cas homogéne en re-

tranchant une solution particuliére.
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Exemple 1.4.1 Equation de la chaleur,

Ou _ 10w 4 f zel0,7m],t>0

bt Oz
u(0,t) = u(m,t) =0 t>0
u(z,0) = up(x) x € [0,7].

\
Soit H = L*(0,7), on considere les fonctions de base p,(x) = sinnx, n > 1 qui vérifient

les conditions aux limites,

putsque [ € H alors f(z,t) => " fu(t)sin nz,

on cherche :
N
un(z,t) = Z a,(t)sin nz,
n=1

calculons le résidu :

_ Oupn A2upn
RN - ot Va2 T f

N d n . o0 .
= Yoo (%2 +vntay)sin ne — 07 | fusin n,
dire que Ry est orthogonal a By revient a poser les N équations

Bo = —yn?a,+ fo  n=1,...N, ..(%

on résout alors ces N équations différentielles, soit par un schéma aux différences finies en

temps soit analytiquement lorsque cela est simple comme ici :

Résolution des équation (*) sans second membre

dan 2 dtdan _ _ 2, dt
= —unfa, = S0 = —unfa, S
= = _pp?dt
an
= Ina,(t) = —vn*t+ ¢ avec c constante

= a,(t) = Kexp(—vn*t) (avecici K = a,(0)).
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Résolution des équation (*) Avec second membre

En fait varier la constante K, en posant

an(t) = K(t)exp(—vn?t) = %o = Lepp(—vn?t) — vn? K (t)exp(—vnt),

on remplace dans (x) on obtient

Weap(—vn?t) = f,
ax = faexp(vn’t)
k(t) = ﬁ(exp(ynzt) -1)
vn? ’
d'ou
an(t) = an(0)exp(—vnt) + Vf—;(l —exp(—vn®t)) n=1,...N.

Remarque 6 La solution u(z,t) = > " a,sin nx se décompose avec les mémes coefficients

n=1
que ceux de la solution approchée uy, par conséquent c’est la projection orthogonale de u

sur By.
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Chapitre 2

Position du probléme

2.1 Equation du mouvement

Dans cette partie, nous considérons une poutre d’Euler-Bernoulli avec mémoire, le sys-
téme suivant décrit la vibration transversale d’'une poutre extensible serrée en z = 0 et
supportée en x = L par une force de commande.

/ t
ytt<x7t) + y:c:cwz(xa t) - / "i(t - T):ym:a:a:(xaT)dT + g(yt(x7t)) - 07 T e (07 l)u t 2 O’
0
t
Yona( L 1) — / K (t — ) yone (L, 7)dr = u(t) — Bsint, £ > 0,
0

y(0,t) = y(0,t) = you(L,t) =0, t > 0,
y(I,O) = yO(I)7yt(m70) = yl(‘r)7 S (O’L>’

\yout(t) =y, (L,t), t > 0.

(2.1)
Pour un feedback controle :
u(t) = h(t)y(L,t) + 0(t)sint, t > 0,
he(t) = ry?(L,t), h(0) = hg > 0,t > 0,7 > 0,

9t<t) = yt(Lat)Sinta 0(0) = 00;{: > 0.
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Equation du mouvement

On trouve le systéeme définie par :

(

¢
ytt(xa t) + y;rzx:v(xvt) - / K(t - T)ya;xm;t(xu T)dT + g(yt(xa t)) - 07 MRS (O, L), t 2 07
0
y(0,t) = y.(0,t) = ypue(L,t) =0, t >0,
t

Yorwx (L, t) — / K(t — T)Yzwe (L, t)dT = h(t)y, (L, t) + [0(t) — é]sint, t>0,

0
y(ZL’,O) = yO('r>’ yt(xa O) = yl(‘r)’ S (OaL)a
hi(t) = ry?(L,t), h(0) =he >0, t >0, r >0,

et(t) = yt(L7t)8int7 6(O> = ‘907 > 0.

(2.2)

avec 0, est la condition initiale de 'estimateur a l'instant ¢t = 0.
L’énergie est donnée par :

1

B) = 5 [ 60+ sl )

Nous préparons quelques notation et hypothéses qui sont nécessaires a la preuve de notre
résultat.
Soit L?(0, L) T'espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.) est la norme induite par le

produit scalaire || . ||, nous définissons

V = {y € H*0,L)\ y(0) = y,(0) =0},
muni de la norme

Iy lv=Il Yo
et

w={yeVnH0,L)\y.(L) =0},
muni de la norme

1Y lo=ll Yoo | + 11, Yrza |,

de plus

(u,v) = /O ’ u(@)v(z)dz.
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Equation du mouvement

Lemme 2.1.1 a l'aide de l'inégalité Poincaré, il s’en-suit que les deux norme || . ||v , || - [|w

de H*(0, L) et H*(0, L) (respectivement) sont équivalents.

Preuve 2.1.1 S’il existe deux nombres réels strictement positifs o, 5 (o > 0,5 > 0) telles

que :

allylv < llyllw < Bllyllv, Yy e L*(0, L),
on a

Ayzall < Nywel + Yzoaall < Bllyeall,

puisque | Y llw=[ Yoo [| + || Yowea | et |y lo= ¥l + [[Y2zaall >0,

alors

allylly < llyllw....(1),

de plus

lyllw < Bllyllv,

el = ([ L(ymfd:cf

L
0

donc

L
0

L
0

d’apres inégalité de Young on obtient

lw < 2 ( / L(ymff . ( / L(ym)?)é + ho( L, 1)

et par l'inégalité de Poincaré on a

||y||W < B (Hya::c“) + %HymxmmHQ + hoyt<L7t)=

< Blylv +C  ..(2),

de (1) et (2) les deux norme sont équivalents.
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Existence et 'unicité

» Les hypothéses

Maintenant pour étudier la stabilité aux limites de type mémoire pour une poutre
d’Euler-Bernoulli sous un contréle de feedback sur la frontiére il faut propose les hypo-
théses suivantes :

(Hy) pour tout yo € W, y; € V

(

Yezae(2,0) + g(y1) = 0,2 € (0,1),
y(()? 0) = yz(07 O) = ymc(La 0) = Oa (23)

\y:m::):(La O) = hoyt(L7 O)

(Hy) soit g : R — R une fonction continument différentiable (semi lipschitzienne), il existe

une constante positive u telle que
g(0) =0, (g(r) — g(s))(r — 8) > p|lr — s, avecr,s € R, (2.4)
(H3) soit la fonction s : R — R™ une fonction C*-positive et bornée telle que
k € Wh(0,00) N W10, 00), k() >0, t >0,
et
l=1- /OO k(r)dr > 0, (2.5)
0
et pour certains positifs m;,i=0,1,2
—mok(t) < Ky < —myk(t), YVt >0, (2.6)
0 < kyu(t) < mak(t), ¥Vt >0,
I’hypothése sur ky(t) est nécessaire pour garantir la régularité des solutions nécessaire a la
preuve de 'existence.

Compte tenu des hypothéses ci-dessus, nous avons le résultat d’existence par le théoréme

sulvant.

2.2 Existence et 'unicité

Une autre résultat de la décroissance uniforme des solutions pour une poutre d’Euler-
Bernoulli avec mémoire apparait dans [18]. Les auteurs dans [17] ont prouvé (une autre

résultat) 'existence et la stabilité exponentielle des solutions du probléme principale.
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Existence et 'unicité

Dans [1] il y a un autre résultat, ont prouvé l'existence et la décroissance uniforme de

Iélasticité de la masse de la poutre par la masse de la pointe. Les auteurs dans [20],[19],[11],

[L3L112],[7,16],[50,[2],] 1] ont trouvé la stabilité et la contrdlabilité aux limites.
Les auteurs dans [10] ont étudié la fixation et l'estimation des parameétres pour un
feedback adaptative directe. Dans [17] et [15], ont considéré la stabilisation adaptatif pour

un poutre non linéaire de type kirchhoff sous un contréle de feedback de sortie sur la frontiére.
Compte tenu des hypothéses ci-dessus , nous avons le résultat d’existence par le théoréme

suivant :

Theoréme 2.2.1 Soit (yo,y1) € VNH?(0, L)xV, T > 0, alors sous les hypothéses (H,— H3)
le probléme (2.2) a une unique solution y telle que

y € C([0,T),VNH*0,L)) , y. € L>=([0,T],V) , yu € L=([0,T], L*(0,L)).

De plus

y € C([0,T,V), v € C([0,T],V) , yu € C([0,T], L*(0, L)),

h e CH0,T], 0 € CH0,T]

¢

Yie(@, ) + Yoano (@, 1) — /O "l — ) (22 7Y + gl 1)) = 0

dans L*(0,T; L*(0, L)),

y(0,1) = y2(0,8) = you(L, 1) = 0, t >0,

Yaaw (L, 1) — /0 t K(t — T) Yoo (L, t)dz = h(t)y (L, t) + [0(t) — O)sint, t > 0, (2.7)

y(l’,O) - yO(x>7yt(x7t) = y1<I>, LS (07L)7

hi(t) = ry?(L,t), t >0, h(0) = hy >0, r >0,

\et(t) = yt(Lvt)Sinta > Oa 6(0) = 60-

Par le théoréeme d’intégration de Sobolev, il s’en-suit que y € ((0, L) x [0,T7).

» Preuve

La preuve est basée sur la méthode d’approximation de Galerkin qui peut étre adaptée,

par exemple [11].
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Existence et 'unicité

Soit résolution de probléme variationnelle (2.2) qui est donnée par :

trouvé y(t) € V telle que

(Wee(t), w) + (Yoo (1), Waa) — /Ot Kt = T) (Yo (T), Waa )dT + (g(e(t)), w) + {h(t)y: (L, 1)
+(0(t) — 0)sint}w(L) = 0, pour tout W €V,
soit {w;} un systéme orthogonal complet de V' pour lequel {yo, 41} € vect {w', w?} pour
chaque m € N, on note V,, = vect {w', w?, ...,w™}.
On cherche une fonction y™(t) = i K’ (t)w; telle que pour tout w € V;,, il satisfait I'équa-
tion approchée =

(

—0)sint}w(L) =0,
m 2
=7 [Zk ] =y (L, O,
7=1
o7 (t) = Z/{i wJ(L)] sint = y* (L, t)sint,
7j=1

hm(0) = ho > 0, 0™(0) = o,

\y’”(O) = Yom — Yo dans W, yi"(0) = yum — 1 dans V.
(2.8)

par des méthodes standard dans les équation différentielles, nous pouvons prouver ’existence
d’une solution a (2.8) sur un certain intervalle (0,%,,), ou t,, = oo en utilisant la premiére
estimation ci-dessus pour prouver le théoréme, il suffit de prouver les estimations a priori

suivantes :
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Existence et 'unicité

» Estimation 1 :

En remplagant w par y;* dans (2.8) on obtient :

(ir ),y (t) + (v (t), yim(t)) —/0 Kt — 7)Y (T), Y (0)dT 4 (9(y;" (1)), 17" (1))
20+ @70 = Dsinayp 1) =0
L (1 ym(e) 2 4y (0) )+ (o(u(0) i (6) = & ( (t — r)(yzmymmdf) -

/0 re(t = ) (Y (1), y () dr — K(0) [ i (t) 11> —{h™ ()[4 (L, 1)]* + [0™(t) — ] sint, y;"(L, 1)}
(2.9)

par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous déduisons que

| / et — ) () )T < ) | / It — )| || 9 () | d,

par I'hypothése (2.5) et I'inégalité de Young on a :

[ et < S+ ([ s - olze)
<2 o 1+ ([ =) o) | dT>2

t
< By 1?2 +3 1 & llraoe /0 Rt =) || v () | dr.
(2.10)

En intégrant (2.9) sur (0,¢) et en utilisant (2.3) et (2.10), on obtient

i () 1 + [l i () 12+ [ ()] + [67(2) — 6] + 2#/0 Il (7) |I* dr
<[ (0) 11 + 1| 92 (0) II* +3[A™(0)]* + [0 — 6] + 2/0 Rt = 7)Y (7), Yo (8)dr

t
(2t || ey —26(0)) / |y (o) P dr.

(2.11)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et Young on obtient
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Existence et 'unicité

NG
[N

(1 [ wte= @) < (2 1m0 1F)' + @ le)
( st —7) | () P d7)2
<N e) N oo ([ (- ) ) | )

t
< s Iy 1P +21 5 oo |l £ lz=.00 / Iy (7) |1* dr.
0

(2.12)

En combinant les équations (2.11), (2.12) et en appliquant le lemme de Gronwall, on obtient

F (@) 11+ 1 () 117 +%[hm(t)]2 +[0™(t) — 0] < My, (2.13)

t
avec My = & || ym(®) 1> +2 || 5 220,00l 5 l2o(0,00) / | y™ (k) ||? dr > 0, qui dépend des
0
conditions initiales vy, y1, ho, 6o,
On obtient y;*(L,t) € L*°(0,00), par conséquent la solution approchée peut étre étendue a

tout l'intervalle [0,7] ou T' = oc.

» Estimation 2 :

Tout d’abord, nous estimons la norme L? de y/(0), en considérons ¢t = 0 et w = y7(0)

dans (2.9), alors on obtient
(ver (0), 91 (0)) + (Y2 (0), ¥zt (0)) + (9(9"(0)), wiz (0)) + ™ (0)y;™ (L, 0)yzy (L, 0) = 0,
On a

1 (0) 117 +(05.(0), 4252 (0)) + (9 (w1 (0)), wi (0)) + hoyi™ (L, 0)ysi (L, 0) = 0,

Comme I'hypothése (2.4), nous obtenons

(2 (0), 22y, (0)) =y (L, 0)yt, (L, 0) =y (0,0)y13,(0,0) — i (L, 0)ygi (L, 0) + y77(0,0)y,.(0,0)

+ (Y2 (0), wir (0))
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Existence et 'unicité

donc, il existe le résultat suivant
1y (0)]] =0, (2.14)

en différenciant (2.9) et en écrivant ’équation avec w = yj}'(t), nous avons

(

(i (8), yir (1) + (Y (1), Y (1)) —/O K= 7)Y (T), Youee ()T + (g(y" (1)), w1z (2))
+{h(t)"y"(L,t) + (0™(t) — é)sint}y{?(L, t)=0

= 5 Uy O + v O1P) + s 0)llyz (O + (o' (wi (0))yie (8), v (1) + (rlyi (L, 1))y (L, 1)

+h™ (i (L, 1)y (L, t) + (i (L, t)sin®t + (0™ (t) — 0)cost )y (L, t)
= L[ mlt = 1) (7). Y (t))dr) — /0 Kit(t = T) (Yo (T), Yt () AT — ££(0) (Y (1), Yoo ()

| +4(0) & (e (1), Y (1)
(2.15)

Par ’hypothéses (2.5), nous déduisons que
‘ m m m% m 2 1 ! m 2
|| welt=n) )] < RO+ Ilom [ Rle=T) I I, (16

comme g € C'(R) et y(t) sont bornés par (2.13),il existe C; > 0 dépend des conditions

initiales yo,y1,ho,0p telle que

(9" (™ (0)yiz (1), yir ()] < Cullyi (017, (2.17)
en utilisant (2.14), (2.16) et (2.17), nous intégrant (2.15) sur (0,t), on obtient
( t t t

@ + o)+ 50) [l olPar+ [ ot

= U O + O + ) [ TP + S (o)
< o % [P+ Sslnasoliloos [ G+ [ loliars
KO 0. 12(0) = w(0) | ), (7)) + / alt = 7)),y (1))
ol (L, 0)) — /0 el () — S L) Pint 4 & /0 (L) sin2rdr
—y (L, t)[07(t) — é]cost + y"(L,0)[0 — é] + /Ot y (L, ) {y" (L, T)sintcost — [0™(T)

—@)sint }dr.

26



Existence et 'unicité

(2.18)
Ou C5 > 0 dépend des conditions initiales vy, y1, ho.
Comme (2.5), pour tout n > 0 en voir ga
S (k(0)*) m
1K£(0) (2 (1), Yo ()] < p Y (11 + nllyz ()17, (2.19)
t
) [ sraatryirt < PO [y yipar o [l iar @20

et

I/0 Fe(t = 7) W (7), Yo (8) )| < 4—;HFJHLl(o,oo)||f-€||L<>o<o,oo>/0 lyze (M) 1dT +nllyze (O,
(2.21)

de I'inégalité ab < 61a® 4 ; 1 b2 , 01 > 0 et le théoréme d’intégration de Sobolev

e (1, 1)]|? < Oal|yawt (t)]|?, d2 > 0, nous en déduisons que

|5y (L, 1)) 2sin®t — y" (L, £)[0™(t) — O)cost| < 61[yr (L, t)]2sint + 61 [y (L, t)]?cos?t

5 [07(t) — 0]

451

< 0illyt (L, t)||Psint + 61 ||y (L, t)||*cos®t + 45 [Hm( ) —0)?

< 0102 [lyzt ()P sin®t + 0102 |y7, (8) | Pcos®t + 35, (0™ (t) — 0]

< 010allyi, (D) |1*(sin’t + cos®t) + g5 [0™(t) — 0]

< il DN + 5[0 (1) = 0 ol b1 = 6165,
(2.22)

Et en utilisant inégalité de Young, nous obtenons

|/0 yZ”(L,T){y;”(L,T)smt.cost—[Qm(T)—é]smT}dﬂ < /O[yZ"(L,T)]QdT
+1 / t[em(r)—é]%h (2.23)

t
<HO ity / 07 (r) — 0dr,
0

T
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Existence et 'unicité

de (2.18)-(2.23), on a

t r t
HE OIF + Sz + (0 [ lolPar + 50 0) < G+ 6 [ ligo)lPan
t

£(0)2 m m m% m 1
S + O + % [ ot (0P + el

#2200 [y 1) P+

t
[ luztoiar + SEnlgolilimom [ Wa@Idr
0 n 0
t
1
Sl O + PO = [ Bl (L PP = Sl (L. Psin
t
44 [ (L Psin2rdr — (L") — eost + 7 (L,0)60
0
t
+/ yt (L, t){y" (L, T)sinTcosT — [0™(7) — O]sinT}dT,
0
t
<CotC [ Ip(olPar
0

t
k(0))2 m m32 m m
HE O + (54 0) [ I + 200
0

(1121 000y + EEP 4 28] 11 0,00 [ 220 0,00) / (7 %dr
HUPEON — [ WP~ L P sin't
+3 /Ot[y;"(L, m))2sin2rdr — (L, t)[0™(t) — 0]cost + y™ (L, 0)[0y — 6]
+ /Ot y (L, ) {y;" (L, T)sinTcosT — [0™(T) — é]sinT}dT
<crra [ et

t
K 2 m m3 m m
+ Py (O + (52 +n)/0 e (PP + 2]y, ()]

t
m2(k(0))? m2 m
(315121 000 +—0<4; 2 4 281k 11 (0,000 151l 2 0.00)) / ly (7)||dr

5l (L, 00+ 5 4 Sy ()12 + g5 [0m (1) — 01 + 5[y (L, 0)]?

46— 0P %/0[9’”(T>—9]d 3
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Existence et 'unicité

par l'inégalité (2.13) et (2.24), on a

sl + (5 - 51)||y2;t(t)||2 +(0) / Iy (7)[*dr + %[@A”(L,t)]“

(2.24)
<corn [ ol + (5 v [ ol
ot C3 > 0 dépend des conditions initiales vq,y1,ho,0-
En prenant 5, avec % — &, > 0 et en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient
Iy (D1 + [l (DI + [y (L, t)]4 < M. (2.25)
Ou My = Cs5+C} / |y () ||dT —I—( / |y, (7)||*dT dépend des conditions initiales
Yo, Y1, ho, bo.
» Analyse des termes non linéaires :
Donc, de (2.15) et (2.25), On obtient
(
(y™) est borné dans L>(0,T;V).
(y7*) est borné dans L>=(0,T;V).
(ym) est borné dans L>=(0,T; L*(2)).
(y™(L,t)) est borné dans L*(0,T).
' (2.26)

(™) est borné dans L>(0,T).
(h) = (ry™(L,t)?) est borné dans L>=(0,T).
(0™) est borné dans L>(0,T).

(07") = (y" (L, t)sint) est borné dans L>(0,T).

\
La solution peut étre prolongeable a U'intervalle [0, 7], ot 0 < t < y™ < T < +o0.

D’aprés (2.26) on peut extraire une sous-suites encore sont notées (y™) comme telles
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Existence et 'unicité

(

y"™ — y faiblement étoile dans L>(0,T;V),

yi* — y¢ faiblement étoile dans L>(0,T;V),

Yy — yy faiblement étoile dans L>=(0,T; L*(9)).

y™(L,t) — y(L,t) faiblement dans L*(0,T). (2.2
h™ — h faiblement étoile dans L>(0,T). |
hi* — hy faiblement étoile dans L>(0,T).

0™ — 0 faiblement étoile dans L>(0,T).

0" — 6, faiblement étoile dans L>(0,T).
\

En raison de lencastrement compact V' < L?*(0, L), on peut obtenir une sous-suite telle

que
y™ — vy, fortement dans L*(0,T; L*(0, L)), (2.28)
de (2.4) et (2.28), on a
g(y") = g(y;) p.p dans x € (0,L), t >0, (2.29)

de la convergence ci-dessus et en raison de la délimitation de la suite g(y™) sur L?(0, T’; L*(0, L)),

on conclut par le lemme de lion que
g(y™) — g(y:) faiblement dans L*(0,T; L*(0,L)). (2.30)

De plus, par le théoréme d’intégration de Sobolev et (2.30), on voit que h € C'[0,T] et
™ (t)ym™ (L, t) — h(t)y:(L,t) faiblement dans L*(0,T),
on déduit aussi que

0 € CHO,T) et 6™(t)sint — 0(t)sint faiblement dans L?*(0,T).
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Chapitre 3

Stabilisation exponentielle

Beaucoup d’éffort sont consacrés a ’étude de la stabilité d’une poutre non linéaire sur
des appuis élastique sans mémoire et controle de feedback aux limites. Les auteurs dans
[16],[15] on étudié la fixation aux limites d'une poutre non linéaire sur un appui élastique.
Un autre probléme mis en évidence par les auteurs concernons 1’étude de 1’équation du
pack-age d’Euler-Bernoulli et de controle de feedback avec mémoire aux limites.

L’énergie classique associée au systéme (2.2) définit par :
E(t) = Ex(t) + Ep(t), t >0,
ou Ej(t) est 'énergie cinétique définie par :
Ei(t) = Lye(z,t)] / |y |2dx, t > 0
et E,(t) représente I’énergie potentielle donnée par :

L’énergie classique totale associée a notre systéme est définie par :

1
50 = 5 {lnte. 7 + [ s + o)+ [ lunaldef 220
par différentiation, nous obtenons :

iE(t) = _(g(yt(t))7yt(t))+/0 K(t=7) (Yo (7). Yot (7)) AT = () (e (L, £))* = [0(t) — 0] sint ye(L, ).

dt
(3.1)
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Stabilisation exponentielle

Posons

(R0 ) (1) = /0 Kt = T)1Yeo(T) — Yo (t) *dr,t > 0, (3:2)

en dérivant (kOy,,) par rapport a t, on obtient

t

 (R0y0) (1) =/ "t = DY (T) — Yt | dT+/ 26(t = 7)Yt (7)Y (T) — Yau (£) dT
= ('%,Dya:x)( ) + 2/ (t - T y:(:a:t y:(:a: T - 2/ yazxt/ t_ T ymc dT + K' / ’ymc‘ dT

t
—k(t) / Y |2 dT
- t / |ymx|2d7—7
0

donc

{</ dT)/ i dT}—’f /Iyml dr,

(KD (8) = () (0) 2 [t = )0, + 51 (IO [ () )

alors

_H(t)||yxx(t)||2a

de (3.3) on a

2 [ K= D)0 ). v (0 = (O t) = ()0 5, (a1
() DI,

en utilisant la formule de Leibniz, on obtient

[ (= D0 g0 = =560 0+ 000 + 555 (IO [ 7))
_%I{@)Hymc(t)HQ'

32



Stabilisation exponentielle

(3.4)

Nous considérons la fonction

L(t) =e(t) +e(t), ou ¥(t) = 5/0 y(x,t) y(z, t)dz, avec 0 < 4§ < % (3.5)

On observe qui une vu des hypothéses (2.4) et (2.5), on voit que e(t) > 0
et E(t) <1 te(t). 1l suffit donc d’obtenir la stabilité exponentielle souhaitée pour I'énergie

modifiée e(t) ce qui sera fait ci-dessous.

Lemme 3.0.1 La dérivée de l’énergie totale n’a pas un signe explicite clair. On construit

la fonction de Lyapunov L qui doit vérifier une inégalité de la forme :

d
—L(t) < =CL(t), t>
GLO < —C L), t=0

ot C' est une constante positive. Cette inégalité donne le taur de décroissance exponentielle
de L et pour obtenir la décroissance de e(t) nous avons besoin d’une relation d’équivalence

entre e(t) et L(t).
Preuve 3.0.1 Nous définissons l’énergie "modifiée” par :

o(t) = 5 { IO + ()0 + (1= [ w00 I I + 1060~ 0 ¢ 2 0. 3.0

on a

€(t) = %Hyt(t)nz + %Hya::c(t)HQ - %/0 K(t>d7||yxx(t>||2 + %(/{Dy:m)@) + %[Q(t) — 5]2; t >0,

()= E(0) = § [ ROl + 56 Dan)(0) + 51000 =, £ > 0.
1l s’ensuite que
E(t) <e(t), t>0.

D’apres (3.4) et (3.6), on obtient

are(t) = —(g(we()), v (1)) + 5 (K0 ) (t) — 35O 1Yaa (1> — (8 (e (L, 1))?,
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Stabilisation exponentielle

d’apres Uhypothese (2.5) —mgor(t) < ke(t) < —mak(t) et —h(t)(y(L,t))* <0, Vi >0,

donc
mq 1 2
ei(t) < —(9((0)), 9:(t)) — = (0 ) (8) = 56(8) a7, VE 2 0, (3.7)
supposons que le terme mémoire k(t) est une fonction de CY(R,, Ry), qui satisfait a :
d
afi(t) <0, pour tout t € Ry (3.8)

et d’apres les formules (3.6) et (3.7), on remarque

d
—e(t) < t>0.
dte()_O, >0

Proposition 3.0.1 [l existe C| > 0 tel que

|L(t) —e(t)| <eCie(t), VE>0 et Ve>D0. (3.9)

Preuve 3.0.2 (voir [15])

Pour inégalité de Young et théoreme d’intégration de Sobolev, il existe Cy > 0 telle que

[L(t) —e(t)] = elp(t)]
< e [§llw@®I? + Sy @1°]
< e Gllye@NP + lywe ()]
< eChe(t), YVt > 0 et Ve > 0.
Proposition 3.0.2 [l existe des constantes positives CY, C% et C} telles que
d .

%L(t) < —eChe(t) + eCy(1+ h(t))(y(L,t))* + Cy[0(t) — 0], (3.10)

V>0 et Veel0,e].
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Stabilisation exponentielle

Preuve 3.0.3 pour (2.1), nous déduisons que

% :5/0 (e ()ye(t) + y(E)ya(t)) da

=5 / (42 (1) + y(t)ua(t)) da

5 | C(0)dr + 8 / COyet)ds (3.11)

5 / (1)) + 6 / Y(0) (= ens (£))

0

5 [ote) ([ st = Psetrir ) o =5 [ ot

par y(0,t) = y,(0,t) = yuu(L,t) = 0 et y € L>®(0,T;W) et en utilisant ’intégration par

partie nous obtenons l’inégalités suivantes :

/0 Y1) (=Yoea (1))

!/

u =y(t) = u=1y,(t),

v = y:r:p:vac(t> = U/ = y:r:p:v(t)a
L L
/ u'(—v)dr = —[u'v'] + / u v,
0 0

Donc
/OL YO (—Yawan (1))d = =y (L O)Yaar (L, 1) + /OL Yo (), Yawa(t)d,
de plus
/OL Yo()Yuaa(t)dr = yo(L, 1)yua(L,t) — /OL(ym(t))de
- —/OL(ym(t))de

car y(0,t) = y.(0,t) = v (L, t) =0,

on a

/0 Y(0) (e () = —y (L e (L) — / (42 (1)),
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Stabilisation exponentielle

et

[ o[ 8t~ nalar) e =y ()

— /OL yx(t)(/ot R(t = T)Ypue (T)dT)dx

= u(E O wlt = L))~ L) [t = Tl o)

n / ) / Nt — 7))

o0 5~ (7)) + [ o) [ w0~ )i

de (3.11), nous obtenons

LY(t) =10 /0 ) y; (t)da + 6 {—y(L,t)ym(L,t) - /0 L(ym(t))Qd:c}

8 [2ot) ([ = mastLorir ) + [t ([ wtt = matrrar ) o]
-5 [ vtgtuea,
donc
500 =0 [ 200 0080 [na() — [ 50~ (L -
5 [ttt 5 [ vett) ([ e = trr ) s =5 [ sttgtutopa

Pour les hypothéses sur g, linégalité de Young et théoréeme d’intégration de Sobolev on a

6 /0 y(t)g(ye(t))dz| < Milly()I* + Msllyea ()], (3.13)

ou M{ et M} sont des constantes positives.
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Stabilisation exponentielle

D’autre part, pour tout n > 0, de théoréme Fubini on a

/OL Yz (1) (/Ot K(t — T)ym(T)dT> dx _ /Ot w(t —7)

[ 6= ([ ) = vestonate Y ar [ ) ([t

d’apres (2.21), on obtient

/ @imu) ([ 5t~ rasrrar o < 17+ 0.0 (000 -
+ [ w01

Combinaison (3.12)-(3.14), on obtient

Lop(t) < 5/0L(yt(t))2d:c —6y(L,t) {yxm(L,t) — /Otm(t — T)ym(L,t)dr] — 5/0L(ym(t))2dx
10 (1) 2 + 152 0.00) (59 (£) + 6 / o e O + MO+ M 0]
< Sl = Sy(L ) AL, 1) + (00) = B)sint] = Sllyea (B2 + M (O + Ml (1)
Pl I + 00 (<) 0+ [ W) O

< (0 4+ M) ()2 = oy(L,) [A()pi(L.t) + (8(8) = B)sint|

(3150545 [ )i =8 Il + el 0 (D)0

= —de(t) + (M1 + 39) o (D]* + (Mé +nd+ 5 /Otn(f)df - g) Iy ()11

(5 Elimllzeome) ) (D)) = 6y(L,1) [y (L, ) + (6(2) — O)sint| + 3 [6(t) - 5]2,
(3.15)
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Comportement asymptotique

d’apres Uhypothese (2.3) et les relations (3.5), (3.7) et (3.15), on a

SL(1) = elt) + e (1)

= (g (0r(1)), (1)) — 25T (1) — () e )2 — D0 (L, )2 — () + =
300 +2 (250§ [ i = 3) Bl + = (54 )
(WD) (1) — <0y(L. 1) [(0)ye L. 1) + (0(0) — B)simt] + 2 [ot) — 0]

< —ede(t) = (= e(M} + 30)) I (01 = (% = (3 + Ellsllze000)) ) (W) ()

— (et~ (g + 5+ [ )t = 3 lane 017 = O~ S0, 0)7

FL (14 (1) (y(L.1)? + =0[6(1) — O]

(3.16)
ensuite, en définie
. 24 2mqn K(t) 2
g1 = min , .=, (3.17)
2M{ + 307 6(2 o0 (0,00 J
T 0T v [ i o
considérons € € [0,e1] et on choisit § > 0 telle que : (2n —1)d +2M) > ¢,
de plus, on utilisant (3.16) et (3.17) on obtient pour tout t > 0
d gd 9 <o
g L) = —ede(t) + — (1 + h(t))(y(L, )" + ed[o(t) — O], (3.18)

o CL=5, CL=2 (=5,

Ceci achéve la preuve de la proposition 3.0.2. e

3.1 Comportement asymptotique

Dans cette section, on a démontre notre résultat de décroissance de 1’énergie.
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Comportement asymptotique

Theoréme 3.1.1 Soit y la solution donnée par le théoréme précédent (2.2.1) et e(t) soit

définie par (3.6), alors on a

lime(t) =0, limh(t) < +/2re(0) + (h(0))2,
t—00 t—00 (3.19)

h(t) < +/2re(0) + (h(0))2, Vt > 0.

Preuve 3.1.1 D’apres la proposition 3.0.1 on a
|L(t) — e(t)| < eCie(t), Yt >0 et Ye >0

|L(t) —e(t) +e(t)] < e Cle(t) +e(t)

|L(t)] < e Cle(t) +e(?)
L(t) < (14eCe(t),
donc
(1—cCe(t) < L(t) < (1+¢ Cl)e(t) ¥t > 0. (3.20)

Pour (3.18) et (3.20), on a

%L(t) < %L(t) + %(1 + h(t)(y(L, )% + ed[0(t) — 6)?, (3.21)

soit C. = ﬁ et on appliquons l’inégalité de Gronwall, on obtient

L(t) < e L(0)+ 2 / t e~ (1 4+ h(1)) (y(L, 7))dr + &0 / t e~ =EN1(t) — 0)%dr

t t
< L)+ Fouplt+ o)) [ eI gL+ es [ e Ip) - 3,
0 0
(3.22)

car

> [ e b L P = Sswlt+ 0N [ (L) ar

2 J 0
et

y(L,.) € L*(0, 00).
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Comportement asymptotique

En utilisant des résultats dans [7], nous déduisons

t

t t t
/ 6—Cs(t—7) (y(L, T))QdT < /2 esz(t—T) (y(L, 7’))2(17' + / e*CE(t*T)(y(L, T))ZdT
0 0 £

o

< max e C=(t-7) /Q(y(L,T))QdT + maz e % [ (y(L,7))%dr
0

t t

N\N\
o~

t

3 t
< oD [Py nar+ e [y
0

< e Z'C”/Oé(y(L,T)VdTJr[O(y(L’T)VdT,

2

par théoreme 2.2.1 et W — L?(0,T; L*(0, L)), y(L,t) € L*(0,00), on obtient
¢
/ g~ Celt=7) (y(L,7))*dr — 0 pendant que t — oo, (3.23)
0
alors, on a
¢
/ e~ =U=110(t) — 0)2dr — 0 pendant que t — oo, (3.24)
0

donc des équations (3.22), (3.23) et (3.24), on déduit

lim L(t) < 0L(0) + Lsup[l + |h(t)]](0) + £6(0),
t—o0 (325)

limL(t) = 0.

t—o00

Soit eg = min {51, ﬁ}, ou C7 >0, comme e < (2éi) (e € (0,&0]) et de (3.20), on a

(1= Lye(t) < L(t) < (14 Le(t) (3.26)

des équations (3.25) et (3.26), on obtient

lim e(t) = 0. (3.27)

t—o00

Maintenant, nous considérons fonction de Lyapounov U(t) pour le (2.3)

(3.28)
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Comportement asymptotique

donc

= e,(t) + h(ZEED g (L, 1))

= ei(t) + h(=y2(L,t) — y(L, 1)),

Ui(t) <0.

Comme y(L,.) € L*(0,00), on obtient

sup {e(t) + WW} < M

t>0 2r

(3.29)

Ou M > 0 est une constante positive qui dépend de la condition initiale.

Puisque U(t) est décroissante, on a

1
2r

((o0))? < e(0) + o-((0))"

e(o0) +

De (3.27) et (3.30), on a

57 (h(00))? < €(0) + 5:(h(0))?

2r

e L(h 2
(h(oo))2 < (0)+27i( (0))

- 2
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Comportement asymptotique

comme h(t) est non décroissante, on déduit que

h(t) < \/2re(0) + (h(0))2. (3.32)
La preuve est compléte.e

Theoréme 3.1.2 Soit y la solution donnée par le théoreme 2.2.1 et e(t) soit définie par

(3.6), alors il existe K > 0 et v > 0 qui dépendent des conditions initiales telle que
E(t) < Ke ™, VYt >0.

Preuve 3.1.2 De (3.21), on a

%L(t) < —C.L(t) + %(1 + h())(y(L,t))* + 0[0(t) — 5]2, (3.33)
ou C. = ﬁ,

pour (3.32) et par intégration ouvert sur (0,t) dans (3.33), on obtient

[ G0 = [ (-er+ T oo+ o i),

L(t) < L(0) — (JE/O L(7)dr + %/O (1 +h(T))(y(L,T))2dT+€5/O [0(t) — 6)%dr,
donc

L) < LO=C. [ Lryirt 5 Pilimom) [ ((L.7)Pdr+5 [ 5(0=0dr, (33

puisque / (y(L,7))*dr et / [0(t) — 0]%dr sont bornés, par inégalité Gronwall, nous dé-
0 0

duisons que
L(t) < (K1 + L(0))exp(—Cet), (3.35)

ou K est un constant positive.

On défini eg = min {Q—éﬁ,el} et proposition 3.0.1, on a

(1— Cie)e(t) < L(t) < (1+ Cre)e(t), (3.36)

comme € < %Cl, alors

Lty < L <

Selt) < e(t) < 2e(t), ¥t > 0 (3.37)

N W
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Comportement asymptotique

et

—eChe(t) < —%CQL(t),

(3.38)

pour une constante positive Cy. Nous profitons la relation de la proposition 3.0.1 pour dériver

d €
—L < ——CYL >
o (t) < 202 (t), Vt >0,

par conséquent
L(t) < eap (=5 Cat) L(0),
pour (3.37) implique
e(t) < 3e(0)exp (_gC’Qt) :
Enfin, d’aprés la relation entre E(t) et e(t), on a :
Et) <1l 'e(t) < Ke"' ¥t >0,
c’est-a-dire
E(t) <17'e(t) < 31" E(0)exp (—20215) < Ke ™"Vt >0,
on obtient finalement :
E(t) < Ke™,

ot K = 371K, + L(0)) et v = C..

La preuve est compléte.e
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Conclusion

Nous avons intéressés dans ce mémoire a 1’étude du probléeme de la stabilité aux limites
de type mémoire pour une poutre d’Euler-Bernoulli sous un controle de feedback sur la
frontiére, nous avons traité quelques aspects importants du point de vue mathématique :
I'étude du comportement asymptotique des solutions pour des temps infinis (décroissance
exponentielle). Ensuite nous présentons notre résultat de stabilité (stabilité exponentielle)
avec la preuve basée sur la technique des multiplicateurs.

D’autres aspects méritent également d’étre explorés (Explosion des solutions et donner une

approximation numeérique...).
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