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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude de la théorie des copules paramétriques et non paramé-
triques. Les copules sont des outils mathématiques performants qui permettent de déceler la
structure de dépendance d'un tel modele. Ce sont des fonctions de répartition particuliéres,
qui relie les fonctions de répartition multivariées de lois de probabilité dans R? (d > 2) et les
fonctions de répartition marginales et leurs coordonnées. Sklar (1959) (voir [31]) a introduit
le théoréeme fondamental de la théorie des copules.

Dans ce mémoire nous nous interessons a l’estimation des parameétres de copules par les

méthodes paramétriques, les méthodes d’estimation non paramétriques sont aussi étudies.
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Abstract

this work is devoted to the study of the theory of parametric and non-parametric copulas.
Copulas are powerful mathematical tools that can detect the dependency structure of such
a model. These are specific dispatch functions, which combine the multivariate distribution
functions of probability laws in R? (d > 2), and the marginal distribition functions and their
coordinates. Sklar (1959) (see[30]) introduced the fundamental theorem of copula theory.

In this study we are interssed to the estimation of copula by the parameteric and no

parametric methods.
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Introduction générale

Mesurer la dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoires est une pratique
largement répendue par les statisticiens. Quelques mesures de dépendance entre les variables
aléatoires en été proposé comme celui du coefficient de corrélation, le tau de Kendall, le rho
de Spearman. Bien que, ces mesures soient simples a calculer et peuvent étre facilement
interprétées, elles ne sont pas en mesure de détecter toutes les formes de dépendances.
Pour résoudre ce probléme ; le terme "copule a été introduit en 1959. Ce terme c’est a-dire
"copule" a été utilisé pour la premieére fois grace a Sklar ([30]) dans la théorie des lois
multidimensionnelles.

En effet, la fonction "copule" a I’avantage de modéliser complétement la dépendance
entre les variables aléatoires. Les copules sont des fonctions de répartition particuliéres, qui
relies les fonctions de répartition multivariées de lois de probabilité dans R¢, pour d > 2, aux
fonctions de répartition marginales. Par exemple si I'indépendance entre d variables aléa-
toires X1, X, ... X, est assurée, alors la fonction de répartition conjointe de ces n variables

s’exprime de la maniére suivante :

F(z) =P[X <a] =P (X, <2y, Xo < @9, .., Xg < 2q), V(21,20 74) €R

ol fi(-) est la i " densité marginale univariée . Par contre, il n’en demeure pas moins
qu’établir I'indépendance entre des variables n’est pas nécessairement simple, car, bien
qu’elle implique un coefficient de corrélation nul, la réciproque se montre généralement
fausse. Ainsi, les copules autorisent une sélection plus étendue des fonctions de réparti-
tion jointes et ce indépendamment des différentes lois marginales considérées. De plus, elles

permettent de résumer la structure de dépendance d’un vecteur aléatoire. D’ailleurs, les
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mesures de dépendance peuvent étre exprimées explicitement en fonction de la copule. En
particulier, le tau de Kendall et le rho de Spearman entre deux vecteurs aléatoires X; et X,

s’expriment, respectivement, par

7 =4[, Clu,v)dC(u,v) — 1
ps =12 [ C(u,v)dudv — 3

La théorie des copules permet de construire des modeéles paramétriques pour la loi jointe
de d variables aléatoires réelles dépendantes (X1, ...X,) . En pratique, d’aprés Fisher ([14])
elle joue un role trés important et contribuet de maniére significative dans les différents
domaine tel que I’économétrie,biologie, comme d’autres pour modéliser de maniére plus
réaliste la loi jointe de plusieurs variables aléatoires.

Ainsi,pour modéliser la structure de dépendance entre plusieurs variables aléatoires, on
utilise la fonction copule qui modélise les stuctures et les mesure de dépendance qui permet
de construire des modeles de distributions multidimensionnelles.

Il existe plusieurs approches pour 'estimation d’une copule. Ces méthodes sont subdivi-
sées en trois approches , ’approche paramétrique, semi- paramétrique et non-paramétrique.

Dans ’approche paramétrique, on impose un modele spécifier que pour la copule et les
dis tributions marginales a la fois.

Finalement, ’approche non-paramétrique tient compte a la fois des modéles non-paramétriques
pour la copule et pour les distributionsmarginales. Deheuvels (voir [8] )a suggéré la distri-
bution

mul-tidimensionnelle empirique pour estimer la fonction copule.

L’objectif principal de notre travail est de revoir les différentes méthodes d’estimation des
copules a savoir I’approche parameétrique et non-parameétrique. La premiére approche c’est
a dire I'approche parametrique consiste a estimer le parametre de la copule par 'une des
méthodes (Maximum de vraisemblance exacte (EML), Fonctions d’inférence des marginales
(IFM) et la méthode des moments).

Tandisque dans la deuxiéme approche on utilise les copules empiriques.- Procédure de
GENEST et RIVEST.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Chapitre 1 : Copules et mesure de dépendence
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Dans ce chapitre, on présente la fonction de répartition bivariée ses proprietés et la
théorie des copules et leurs propriétés fondamentales ainsi quelque exmeples des copules
sont présentées. Enfin, on discute la relation existant entre la structure de dépendance et la
théorie des copules.

Chapitre 2 : Les copules paramétriques et non paramétriques

Dans ce chapitre, on présente quelques familles de copules paramétriques c’est les familles
les plus utilisées : Les copules Archimédiennes, les copules Elliptiques, des valeurs extrémes
et la copule Archimax. Les copules non paramétriques sont aussi présentées.

Chapitre 3 : Méthodes d’estimation des copules

Dans ce chapitre, on présente les méthodes d’estimation des copules paramétriques et
non parametriques. Pour 'approche paramétrique on discute la méthode des moments, la
méthode (MLE) et enfin la méthode (IFM) et pour I'estimation non paramétrique, nous
présentons la procédure de GENEST et RIVEST et nous rappelons 'estimation & noyau.

Annexe A :

Dans cette annexe, on va rappeler quelques notions de base de probabilité concernant la
densité normale multivariée et la densité de student multivariée ainsi la fonction gamma et

leurs propriétés et quelque définition de tho de kandel et rho de Spearman.



Chapitre 1

Copules et mesure de dépendence

Introduction

La copule est un outil qui permet de modéliser la structure de dépendance de plusieurs
variables aléatoires. Soit X un vecteur de dimension d > 2. La modélisation de copule est
basée sur le théoréme de sklar a été introduit en (1959)([30]),Sklar mathématicien américan
dans son articleil parle de fonction de répartition & d dimension et leurs marginales, pour
mieux comprendre on va commencer par le cas bivarié aprés on généralise .

Dans ce chapitre, on présente les propriétés les plus importantes de la fonction copule
et son role dans I’étude de I'indépendance des variables aléatoires. La premiére section, est
une introduction de la fonction de répartition bivariée. Dans la deuxiéme section, on donne
la définition d’une copule bivariée, ainssi que ces différentes propriétés. Dand La troisieme
section, on va présenter quelques exemples de copule. Dans la quatriéme section on généralise
fonction de répartition. On termine le chapitre par la présentation du lien entre les mesures

de dépendance et les copules.

1.1 Fonction de répartition bivariée et ses proprietés

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X un vecteur aléatoire de dimension 2 i,.e X =
(X1, X5)". La fonction de répartition bivariée du vecteur X est une fonction F' : R? — |

telle que :

F(zx) =P[X <] =P(X; <31, Xy < 23), V(x1,2) €R2 (1.1.1)
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qui vérifie les conditions suivantes :

a) T est continue & droite, lim  F(x,y) =TF (w0, o)
T—T0,Yy—Yo
b) lim F(z,y)= lim F(z,y)=0
T——00 Yy—s—00
li F =1
C) m—>+oifg51—>+oo <:C7y)
d) F est 2-croissante, pour tout (ay,as), (b1, bs) dans R? avec —co < a; < b < +o0o et

—00 < ag < by < +o00,0n a

]F(bl,bg) — F((Ll,bg) — F(bl,ag) +F(CL1,CL2) Z 0

Les lois marginales et Fy peuvent s’exprimer en fonction de F de la maniére suivante :

Fi(z) = P(X<z)= lim F(z,y) =F(x,+00) et (1.1.2)

r—>+00

Fo(y) = PY <y)= lim F(x,y)=F(4+o0,y).

y—+00

— Si F est croissante par rapport a x et par rapport a y n’implique pas que F est 2-
croissante.

— Si F est 2-croissante n’implique pas que [F est croissante par rapport a x et par rapport
ay.

— Si F est 2-croissante et ximoolF (x,y) = yimooIF (z,y) = 0 implique que F est crois-

sante par rapport a x et par rapport a y.

O°F (z,y)

— Si F est de classe C?, étre 2-croissante équivalente & 2oy

(z,y) € R?,

> 0, donc pour tout

max (Fy (z) + Fa (y) — 1,0) < F(z,y) < min (F; (z),F2 (y)).

Proposition 1.1.1 Deux variables aléatoires X etY sont indépendantes si et seulement si

Fixy) (z,y) = F1(z)F2(y).

1.2 La copule

Dans cette section, on va introduire la définition d’une copule, ainsi que ses propriéteés,

ol on commence par le cas le plus simple i.e., le cas bivarié, ensuite on généralise.
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1.2.1 Copules bivariées
Définition 1.2.1 On appelle copule bivariée toute fonction C, I* —— I qui posséde les
propriétés sutvantes :
i) V(u,v) € I? : C(u,0) = C(0,v) = 0.
i) Y(u,v) € I? : C(u,1) = u et C(1,v) = v.
iii) C est 2-croissante i.e.,¥(uy,us), (v, v2) € I? telle que uy < vy et us < vg 00 a

(C('Ul, ’U2> - (C(’Ul, UQ) — C(Ul, 'UQ) + C(ul, UQ) >0 (121)

1. La Définition 1.2.1 assure que la copule est une distribution de probabilité de marges

uniformes.
Soient U; et Us deux v.a uniformes. Considérons le vecteur aléatoire U = (Uq, UQ)’, on a

C(U1,Uy) =P[U; < up,Us < ug]

De la propriété i) de la définition 1.2.1 on a
P[U; <0,Uz <ugl =P[U; <up,Us <0]=0.
De la propriété ii) de la définition 1.2.1 on a
PlU; <up, Uy < 1] =wuy et P[U; < 1,Us < ug] = uy

Comme la copule C est une distribution de probabilité, alors

Plu; < Uy <wyp,up < Uy < o] =C(v1,03) — C(v1,u) — C(ug,v9) + C (ug, up)
V (ug,ug), (v1,v9) € I X T

Exemple 1.2.1 Yuy,us € I, la fonction M (uq, uz) = min (uq, uz) est une copule.
— Yuy,us € I, on a min (ug,0) = 0 = min (0, uy), alors M vérifie la propriété 7).
Vuq,ug € I, on a min (uy, 1) = uy et min (1, uy) = us, alors M vérifie la propriété ii).
Vuq, ug, v et vy € I avec uy; < v1 et ug < vy, on a
min (ug, v9) > min (ug, v;) et min (uy,vy) > min (ug,vq), alors M vérifie la propriété iii)

Par conséquent M est une copule.
De la méme maniére on établit que les fonctions définies par W (uy, ug) = max (u; + ug — 1,0)

et % (u1,us) = ujug sont aussi des copules.
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1.2.2 Propriétés des copules bivariées

Dans ce qui suit, on donne les propriétés et le théoréme le plus important d’une copule

bivariée.
Théoréme 1.2.1 (Bornes de Fréchet (voir [25]) Pour toute copule bivariée C on a
v(“ly“?) € ]27 W(u17u2) S C(uhuQ) S M(Ul, u2)-

ot M(u,v) est la copule minimum notée par M(u,v) = min(u,v) et W(u,v) est la copule

maximum notée par W(uy, uy) = max(0,u; + ug — 1).

Preuve. On a Yuy,uy € I;C(uy, uz) < Cuyg, 1) = uy et Clug, uz) < C(1,us) = ug, alors,
C(ug, ug) < min(ug, ug)),

Or, Yuy,uy € [0,1] ; C(1,1) — C(1,uz) — C(uy, 1) + C(uy, uz) > 0, d’ou,
C(Ul,UQ>) 2 Uy + Ug — 1.
Mais C(uy,ug) > 0,Vuq,us € I, alors

C(uy, uz) > max(0,u; + ug) — 1).

D’ou

max (0, u; + ug) — 1) < C(uy, ug) < min(uq, us).

Remarque 1.2.1 Les copules W et M sont appelées borne inférieure (resp borne supérieure)
de Fréchet-Hoeffding ou copule minimale (resp copule mazximale). Elles sont notées resp par

Ctet C.

Dans la suite nous présontons les propriétés fondamentales et le théoréme le plus impor-

tant des copules bivariées, introduit par Sklar (1959).
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Théoréme 1.2.2 (Continuité([25])) Soit C une copule bivariée; pour tout uy,us, vy et

vg € I avec uy < ug et vy < vy, on a

|C (ug, v2) — C (ur,v1)| < |ug — ug| + v — vy . (1.2.2)

Comme toute copule bivariée est 2-croissante donc Yuq,us,v1 et vo € I o uy < uy et
v1 < vy soit v, le graphe passant par les points (uq,v1) et (uz,v1) et 7y, le graphe passant par
les points (ug,v1) et (ug,vs). Il existe deux copules C,, ,C,, telle que C (uy,vy) = C,, (u1,v1)

et C(ug,v2) = C,, (ug,v2), donc C(ug,v1) = C,, (ug,v1) = C,, (ug,v1)

|C (ug,v2) — C (ug,v1)] = |C(ug,v2) + C (uz,v1) — C (uz,v1) — C (ug,v1)|
< |C (ug, v2) + C (ug, v1)| + |C (uz, v1) — C (uy, v1)]
= |C,, (u2,v2) + Cy, (ug, v1)| + |Cy, (uz, v1) = Cy, (ur,v1)]

< |U2—U1’+|U2—U1|.

Théoréme 1.2.3 (Différentiabilité([4]) Soit C une copule bivariée;

1 Les dérivées partielles W existent Vuy,ue € I et 0 < W <1;Vj=1,2
J J
OC(u1,u2) OC(u1,u2)

2 Les fonctions u; —— G et ug > — 5= sont bien définies et sont décroissantes

sur .

La dérivée partielle de la copule W (uq, us) = max (u; + ugz — 1,0) existe.
Siup+us—1#01ie., uy #1—wuy et onamax(u; +ugs —1,0) =u; +us —1 >0, ce qui
donne
OC(urus)  OC(utus) Osiug <1—wuy

w = w = (1.2.3)
o Ouz 1siuyg>1—uy

Théoréme 1.2.4 (Invariance (voir [25])) Soit X = (X1, X5)" un vecteur de v.a conti-
nues de copule C. Si oy, as sont deux fonctions strictement croissantes sur Im X, et Im X,
respectivement, alors :

C(X1,X2) =Cl(aq (X1),a2(X2))

Preuve. On note repectivement F et G les fonctions de répartition conjointes de vecteurs

aléatoires (X1, X3) et (a1 (X1), s (X32)), par Fq, Fy les fonctions de répartition marginales
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de ' et par Gy, Gy les fonctions de répartition marginales de G. On remarque que :

Gi(X1) = Pl (Xy) <] =P[Xi <oy’ (1)) =F1 (o) (1))
(car ay est une fonction croissante)

et on a donc Gy'(u1) = oy (Fy' (w1)) et G3' (u2) = as (Fy' (u2)), Yur,us € I. On en

déduit que

Cor(xn)as(xa) (U1, u2) =
[ (X1) <Gyt (w) , 02 (Xs) < Gy ()]
(X1 <ot (Gt (), Xe <yt (Gy ' (u2))]
(X1 <Pyt (), Xy < Fyt (uy)]

= (CX1X2 (ula u2)

Définition 1.2.2 (L’inverse généralisé) ( [23]) SoitF une fonction de distribution. L’in-

verse généralisé FI-de F est une fonction définie par :

FEU () = inf {z € R,F (2) >t} = sup {z € R,F () < t}, (1.2.4)

Remarque 1.2.2 Si la fonction F est strictement croissante alors la notion de (pseudo-

inverse) coincide avec la notion d’inverse ou de réciproque, i.e., FI=1 = F~1

Proposition 1.2.1 Soit F une fonction réelle croissante et continue & droite, d’inverse

généralisé =1, alors on a les propriétés suivantes :

a- La fonction F~! est croissante, continue & gauche et on a I’équivalence suivante pour

tout x € R et tout ¢ € [0, 1]
F(z)>tex>F1(t),

b- Pour tout t € |0,1], on a F(F~!(t)) > t et avec égalité si F~* (f) > —oo et si F est

continue en F~1 (¢).
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c- Soit U une variable aléatoire uniformement distribuée sur I, la fonction FF est la fonc-

tion de répartition de la variable aléatoire F~* (U).

d- Soit Y une variable aléatoire de fonction de répartition F. Si F est continue, alors

F (Y) est de loi uniforme sur 0, 1].

1.2.3 Théoréme de Sklar

La théorie des copules est basée essentiellement sur le théoréme introduit par sklar 1959

est donné par le théoréeme suivant :

Théoréme 1.2.5 (Sklar ( [30])) Soit F une distribution conjointe bivariée de distributions
marginales Fy et Fy respectivement. On pose F; (z;) =w; , i1 =1,2 :

F peut sécrire en terme de la fonction copule notée C(u,v) , tel que :
\ (Il, l’g) S R2, F (iL’l, 51’}2) =C (Fl (£E1> ,FQ (LL'Q)) (125)

Preuve. V (z1,22) € R, les focntions de répartition marginales Fy (z1) et Fy (22) sont

uniformement continues sur I, étant

C(ur,uz) = P[Fy(21) < up, Fo(22) < ug
_p [:1:'1 < B (uy),z9 < FSY (uZ)]
_ T (Fg—” (u1) ,FSY (u2)) .
Et comme
F(z1,23) = P[X; <z, Xo <9
= P[Fi (X1) < Fi (1), F2 (X2) < Fa(22)]
= C(Fy (1), F2(22))
Si les distributions marginales F1 et Fy sont continues, alors la copule C est unique;
sinon elle est déterminée de maniére unique sur (RanF,) x (RanF3). m

Réciproquement, si C est une copule et Fq, F5 sont des distributions univariées, alors la

fonction définie par (1.2.5) est la distribution conjointe dont les marges sont F; et [Fa.

10



1.3. Exemples

Définition 1.2.3 §ic est la densité copule associée a la copule C existe alors elle est définie

par
82(C (ul, Ug)
8u18u2

¢ (uy,ug) =

Définition 1.2.4 Si la fonction de répartition conjointe F est absolument continue, d’aprés
le théoréme de Sklar, on peut exprimer la densité d’un vecteur aléatoitre (X1, .XQ)I en fonction
de la densité conjointe f et ces fonctions de répartitions marginales Fy et Fy par

2

[ (@1, 32) = ¢ (F1 (21) ,F2 (22)) [ fi () (1.2.6)
i=1
Preuve. Par définition f (z1,25) = % et ¢ (uy,ug) = %, et en utilisant le

théoréme de Sklar on obtient

F o) 0*C (uy, ug) _ *C (Fy (21) ,Fy (29))
b2 OuyOusy OF, (z1) OF; (z9)
= c(Fy(21),F2 (22)) f1 (21) fo (22)

o (Fy (21) . Fs (1) ﬁ[lf (1)

1.3 Exemples

Dans cette section est réservé de quelque types copules connue, (gaussienne, gumbel).

1.3.1 1.Copule gaussienne

Définition 1.3.1 Soit F, la fonction de distribution normal bivariée de coefficient de cor-

relation p telle que, Vx,y € R

T — —mi1\2 2p(x1—m1)(x2—m —mo\2
F,(x,y) :m f_oo f;yoo eXp{(2(1_lp2)[($Ul )2 p(z1 01132 2 2)+<m202 2)? N, dur
T m o
Soit X ! ;M ! , O !
T2 ma 02

11



1.3. Exemples

On a
1 1 /
fmy = exp(—=(X —m) 21X —m 1.3.1
5= Gyt O3 B =) (1.31)
1 p .
telle que ¥ = 0109 aprés les calculs 1.3.1 on obtient
0
1 z1 —my\ T, —my p(xe —my) Ty — My \ >
fs = 57— ~2 (B
2<1 —p ) 01 01 g9 092
D’ou

2
Fp(x,y) = m f_oo filoo exp (—2(1ip2) |:<$1;1ml> —2p (m1;1m1> <p( 202 2)) + (mz;:w

(1.3.2)
IF, est la fonction de répartition conjointe des v.a X et Y ou X, Y ~ N (m,, ;) pour i = 1,2,

la copule associée a I, est donnée par

x — r—m1 \2 2p(x1—m To—Mm To—mo \2
By(2,) =i o S o0 (i (5 - et (2252 Y oy

ou ¢; 1.4 = 1,2 est la fonction inverse de la loi N (my, 0;).
En particulier, si X, Y ~ N(0,1) ou N (0, 1) est la loi normale centrée réduit en substituant
dans I'equation (1.3.2) avec m; = mg = 0 et 07 = 03 = 1 on obtient :
@ ey (v) . .
C, (u,v) = —(zﬂ)(11p2)1/2 foo foo exp (——x ;fﬁ”g%y ) dzdy.

C, est une copule de Gauss.

1.3.2 2 Distribution de Gumbel (cas bivarié)

Définition 1.3.2 Soit Fy la fonction de disrtibution donnée par

l—e®—eV4e @ty >0 y>0
IF@ ({L‘, y) = .
0 sinon
ol 6 un parameétre dans [0, 1]. Les fonctions de de distribution marginales [Fy(x) et Fa(y)

sont des exponentielles et leurs foncions inverses sont F; (u) = —In(1 —u) et Fy(v) =

12
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1.4. Fonction de répartition multivariée

—In (1 — v) respectivement, pour u, v dans [0, 1], on en deduit que la copule correspondante

€s

Co (u,v) =u+v—14+ (1 —u) (1 —v)e ?0-w)hl-0)

1.4 Fonction de répartition multivariée

Définition 1.4.1 Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X un vecteur aléatoire d-dimentionnel
ie X = (X1,...,Xq) . On définit la fonction de répartition d-dimentionnelle du vecteur X

comme une fonction Fx : R? — I telle que :
Fx(z)=P[X <z|=P[(X1,.... Xq) < (21,...,2q4)] = P (X1 < 21,.... Xy < x4) ,
qui vérifie les conditions suivantes :

(1) F est continue a droite relativement a chaque composante ;

(i1) pour tout (ay,...,aq), (b1, ...,bs) dans R? tels que a; < b;, pour tout i =1, ...,d

A AL LART () > 0,

1

ot AZ}Z]F (.T) = ]F(xb "'7xk—labk7$k+17 "'7'7;d) - IF(l‘la ooy L1, Ak, Th+1, "'71;d) )

(13i) F(xq,...,2i-1, —00, Tit1,...,2q) = 0 pour tout i = 1,...,d, et F (o0, ...,00) = 1.

1.4.1 Copules multivariées

Définition 1.4.2 Une copule est une fonction de répartition jointe de dimension d définie
sur I’hypercube [0,1]¢ de sort que les marges univariées soient uniformes sur l’intervalle

unitaire [0, 1].

Une fonction C : I? — I est dite une copule & d dimensions si :

1 Pour tout u = (uy,...,ug) € I ayant au moins une composante nulle, on a C(u) = 0;
2 Pour tout u = (ug, ... ,ud)/ € I ayant toutes ses composantes égales a 1 sauf la k°™¢
composante ie u = (1,...,1,ug, 1,...,1), on a C(u) = uy;

13



1.4. Fonction de répartition multivariée

C est d-croissante i.e., pour tout u = (uq,...,ug) et v = (vy,...,vg) dans I¢ tels que

u; <wv;,pour i =1,...,d,ona
2 2 i1+ +i
Z Z (-1)21 BRI C<x1i17--~7xdid) >0,
=1 ig=1

ol z1; = uj et x9; = v; pour tout j = {1,...,d}.

Remarque 1.4.1 Une copule de dimension d est uniformément continue sur son domaine

de définition.
Et le théoréme de continuité est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1 Soit C une copule multivariée; pour tout u = (uy,...,ug) € I? et v =
(v1,...,vq) €1, on a

|c<u>—c<v>|§é|vk—uk|.

ou C est uniformement continue sur son domaine.

1.4.2 Fonction de densité conjointe d— dimensionnelle

Toute distribution multivariée, absolument continue, admet une densité conjointe et elle

est de la forme ]

f(@1, ., wa) = c(F1(21), Fa(w2), ..., Falza)) [ ] £ (), (1.4.1)

=1

ou ¢ la fonction densité copule de la copule C et est donnée par :

°C (u1, uz, ...uq)
C(Ula U2, ud) - ouy...0ug ’

Y(uy,...,ug) €14

De La formule (1.4.1) la densité copule multivariée de dimension d nottée ¢ est donnée

par
—1 —1
c(ug,...,uq) = f(Fld(ul)""’F‘i (1) ,avec  f; (F; ' (u)) >0,Vi=1,....d
I (F )
ot ¢ (u) = 55 2 0.

14



1.4. Fonction de répartition multivariée

1.4.3 Théoréme de Sklar

Le théoréme suivant (Sklar (1959)) est fondamental dans la théorie des copules; ce
théoréme précise le lien existant entre la copule C et les fonctions de répartition margi-

nales univariées [Fy, ..., [F; et la distribution cojointe multivariée F. Pour plus de détail voir

Nelson(voir [25]), Sklar (voir [30]) ou ENPC ( 2008).

Théoréme 1.4.2 Soit F une distribution multivariée i.e., F la répartition conjointe de dis-

tributions marginales Fq, ..., ¥y respectivement, alors il existe une copule C de dimension d

telle que pour tout v = (x1,...,14) € RY,
F(x)=F(xy1,...,2q) = C(Fy(x1),...,Fq(xq)) (1.4.2)
Preuve. Etant Fq,...,F; sont continues de plus F; (z;),...,Fy (z4) sont uniformes sur
[0,1], Vo = (21,...,24)" € R% Soit F la fonction de distribution multnivariée
On a

Cug,...,ug) = P(Fy(x1) <ugyeo, Fy(xg) < ug)
= P(z1 <F{'(w), .., zq < F ' (ug))
= F(F;' (w1),....F;" (ug))
D’autre part
F(z1,...,00) = P[Xi< a1, Xa < 2]
= P[F (X1) <Fy(21), ..., Fa (Xa) < Fa(2a)]
= C(Fy(x1),....Fq(xq))

Remarque 1.4.2 Siles distributions marginales Fy, ..., ¥4 sont continues, alors C est unique.
Dans le cas contraire C est uniquement déterminée sur le produit (ImFy) x ... x (ImFy) et

de ce fait perd beaucoup de son intérét.

Inversement, si C est une copule de dimension d et si Fq,...,F; sont des fonctions de
répartition univariées, alors la fonction F est défini par (1.4.2) une fonction de répartition

d- dimensionnelle de marginales Fy, ..., Fy,.

15



1.4. Fonction de répartition multivariée

Corollaire 1.4.1 Soit F une distribution multivariée de distributions marginales continues

Fi,...,Fy. Alors, la copule C associée o F est donnée par

C(u) =C(uy,...,ug) =F (F (w) ...,y (ug)) ,u = (uy,. .., ug) €I (1.4.3)

Corollaire 1.4.2 La relation entre la fonction de densité conjointe f (x1,...,xq) et la den-
sité de la copule ¢ (uq,...,uq) est donnée par
d
f (1’1, c. ,Id) = (]Fl (ZIZ‘I) e ,Fd (.Td>) Hfl ((L’z) (144)
i=1

Remarque 1.4.3 Pour démontrer la relation (1.4.4) suivez les mémes démarches du cas

bivarié.

1.4.4 Propriétés des copules multivariées

Théoréme 1.4.3 (D’inveriance) ([25])Soit X = (X1, ..., Xy)" un vecteur aléatoire conti-
nue, de fonction de répartition jointe F associée a une copule C et (11,...,Ty) est une

suite de fonction strictement croissante, alors la fonction de répartition jointe du vecteur

T(X)=(Ty(X1),...,Ty(Xy))" est associée a la méme copule C.

Ainsi, la copule est invariante par les transformations strictement croissantes de variables
aléatoires.

Preuve. On a F; et G; les fonctions de répartition marginales des variables aléatoire X
et T; (X;) respectives, C et DD les copules associées respectivement, aux vecteurs aléatoires
XetT(X).

Comme les transformations 7} sont croissantes, alors pour tout x; € R avec i = 1,....d,
on a

Gi(2) =P[T(X;) <o) =P [X; < T (i) = Fio T, ()

D’aprés I'equation (1.4.3) on a, pour tout u = (uy, . .. ,ud)/ eI

Clu,...,uq) = P[X; <F{'(w),...,Xq <F;' (ug)]

P
= Py (X1) <TioFy ' (wh),.. ., Ty (Xg) < TyoFyt (ug)]
P[T(X1) <G (w),. .., Ty (Xa) < G (ug)]

D
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1.4. Fonction de répartition multivariée

Comme les variables Xy, ..., X, sont continues alors RanlF, = ... = RanlF; = I et donc

C=Dsur /% m

Théoréme 1.4.4 (Différentiabilité) Soit C: [? — I une copule. Les dérivées partielles

de C(.) existent presque strement, pour touti =1,...,d, on a

OC (u
0< 6151- ) <1, u=(uy,..,uy) €I
De plus, les fonctions
w_>3(c (u)
Bui

sont non décroissantes presque partout.

p
Théoréme 1.4.5 (Convexité) Soient \; > 0, pouri=1,....p, avec ) \; = 1,et C4,...,C,
i=1

p
des fonctions copules, alors Y N\;C; est aussi une copule.
i=1

D’une maniére générale, si (Cy)gco est une famille de copules et A est une mesure de

probabilité sur Pensemble O, alors C*(.) = [Cy(.)A(df) est aussi une copule.
e

Remarque 1.4.4 L’ensemble C; des copules de dimension d est un sous-ensemble compact
et conveze de lespace des fonctions continues & valeurs réelles définies sur I, muni de
la topologie de la convergence uniforme. Il suit que, dans Cq, la convergence en tout point
implique la convergence uniforme. La convexité provient directement de la définition de la
copule. La compacité est due au fait que ’ensemble des fonctions continues o valeurs réelles
définies sur I est un espace métrique compact et que le sous-ensemble des d-copules est un

sous ensemble fermé.

Théoréme 1.4.6 ([25]) Soit F une fonction de répartition de dimension d d’un vecteur
aléatoire X = (Xy,...,X4)" de fonctions de répartition marginales F1,...,Fyq : Pour toute

copule C de dimension d associée o F et pour tout u = (uq,... ,ud)/ € [0,1]4, on a

d
W(u) = max (Z u —d+1, 0) < C(u) <M(u) = min (u1, ..., uq) (1.4.5)

i=1
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1.4. Fonction de répartition multivariée

ott M(u) est la copule minimum multivariée et W(u) est la copule maximum multivariée.
Preuve. On pose U; = F;(X;) pour tout, comme on a P(U; < w;) = u;, pour tout
i=1,...d

La premiére inégalité de provient du fait que

PN U<w) = 1-P( U (U >w))

1<i<d 1<i<d

d d d

i=1 =1 =1

Et comme C est définie sur [0, 1]¢, alors

d
C(u) > max (O, 1—d+ > ul)
i=1
La seconde inégalité de (1.4.4) provient du fait que

N (U; <w) C (U; <u;), pour tout i =1, ...,d.

1<i<d
ainsi, C(u) =P( | (U; < w;)) < P(U; < u;) = uy, pour tout ¢ =1, ..., d.
1<i<d

Par conséquent

C(u) <min (uy, ..., uq) -

La fonction M? est une copule de dimension d pour d > 2.

2 La fonction W9 n’est pas une copule de dimension d pour d > 2.
En effet,
on considére un d-volume [1/2,1]¢ C [0, 1]¢, alors
Vi ([1/2,1]") = max(1+..+1—-d+1,0)—
—dxmax(1/24+1+...+41—-d+1,0)+

+Cimax (1/2+1/24+1+...+1—d+1,0) +

+max (1/2+...+1/2—-d+1,0)
= 1-d/2+0...+0<0

Donc W n’est pas une copule pour d > 3. La relation entre les mesures de dépendance et

les copules.
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

1.5 Relation entre les mesures de dépendance et les

copules

1.5.1 Mesures de concordance

L’inégalité des bornes de Fréchet-Hoeffding met en évidence un ordre partiel sur 1’en-

semble des copules comme suit :

Définition 1.5.1 Soient C; et Cy deux copules bivariées. On dit que Cy est plus petite que

Cy et on note C; < C,, si et seulement si

Ci(ur, us) < Co(ur, us), pour tout (uy,us) € I?

L’ordre < est appelé l’ordre de concordance.

2

Remarque 1.5.1 La relation d’ordre” <7 est partielle car on ne peut pas comparer toutes

les copules entre elles. Considérons, par exemple, la copule cubique définie par

2 2
Cewn(ur,u9,0) = T[] wi + 0[] [wi (ui — 1) (2u; — 1)], avec 0 € [—1,2].
i=1 =1

On a
Cewn(3,2,1) = 05712 > 11(3,3) = 3 x 3 = 0.5625
Ceu(3,1,1) = 0.1787 <TI(3,}) = ¥ x § = 0.1875

Pour toute copule C et d’aprés 'inégalité de Fréchet-Hoeffding, on a

W < C < M.

Définition 1.5.2 (Mesure de concordance)Une mesure numérique d’association entre
deux v.a continues X et'Y, dont la copule est C, est une mesure de concordance si elle

satisfait les propriétés suivantes :

a) k est définie pour toute paire (X,Y’) de v.a continues

b) —1=kex x> < fices < hcxxs =1
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

C) Kexys = Kev,X>

d) Si X et Y sont indépendantes, alors ke xys =0

e) Re—X)Y> = R<X,-Y> = —R<X)Y>

f) Si C1=<C; alors kec,s> < Kegy>

g) Si (X, Y,,) est une suite de v.a continues dont la copule est C,, et si C,, converge

vers C alors lim k<c, > = k<c>

A partir de la propriété (1.5.1) de la définition (1.5.2), on constate que ’ordre de concor-
dance implique 'ordre sur . De plus, I'une des propriétés importantes de xk<x ys est que

si a et 0 sont des fonctions strictement monotones, alors

R<a(X),8(Y)> = R<X,Y>

Par exemple, si Y = f(X) et f est décroissante, alors

ReX,Y> = KX, f(X)> = RK<x,—x> = —1

Parmi les mesures de concordance, trois mesures trés célebres jouent un réle important en
statistique non-paramétrique, le tau de Kendall, le rho de Spearman (V) et I’indice de

Gini. Ces mesures s’expriment en fonction de copules.

Théoréme 1.5.1 ( voir [25])Soient (X1,Y1) et (Xa,Ys) deux vecteurs indépendants de v.a
continues de fonctions de répartition jointes, respectives, Fy et Fy. Soient Gy et Go les
marges associées, respectivement, a X1, Xs et a Y1,Ys. Soient C; et Cy les copules asso-
ciées, respectivement, o Fy et a Fy données par Fi(z,y) = C1(Gy(x),Ga(y)) et Fo(z,y) =
Ca(Gy(z),Ga(y)). SiQ est la mesure de concordance et de discordance de (X1,Y1) et (X2, Y2),
i.e.,

Q=P[(X1 — Xp) (Y1 = Y2) > 0] = P[(X; — Xp) (Y1 — Y2) < 0]

alors

Q=Q(Cy,Cy) =4 [ Cy(u,v)dCy (u,v) —1

[0,1]?

Myoir Annex A
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

Preuve. Puisque toutes les variables aléatoires sont continues, alors
P{(X1 = X5) (Y1 = Y2) <0} = 1=P{(X; = X3) (V1 - ¥3) > 0}
ainsi
Q=2P{(X; —X5) (Y1 —Y3) >0} —1
L’étude du premier terme
P{(Xl —XQ) (Yi —Yg) > 0} = P{Xl > XQ,Yi > 3/2} +]P{X1 < X2,§/1 < Yé}

ces quantités peuvent étre calculées par intégration

P{X1>X2,Yi>}/2} = P{X2<X1,Y§<}/1}
= [JP{X; <,Y; <y}dCi (G (2),Gs(y))
RQ

= fRfQQ (G1 (2), G2 (y) dCy (Gy (2) , G2 (y)
Par changement de variables u = G;(z) et v = Gy(y), on obtient alors
P{X; > X5,V > Ys} = [ [Cy (u,v)dC; (u,v)
72
D’une fagon similaire
P{X; < X5, Y, <Yy} = IREP{XQ > z,Ys >y} dCy (G (7),Gs (y))

= fRJ; (1 =61 (2) = G2 (y) + C2 (61 (2) G2 (1)) dC (G (2) , G2 (y))

= fI{{l—u—v+C2(u,v)}dC1(u,v)

Or, C; est la fonction de répartition jointe du vecteur (U, V) ou U et V sont des variables

aléatoires uniformes, donc E(U) = E(V') = 1/2 et par conséquent

1 1
P{X, < Xy,Y1 <Y} = 1—§—§+ffC2(u,v)d(C1(u,v)
e

=/ If C, (u,v) dCy (u,v)

Enfin, P {(X; — X5) (Y1 — Y3) > 0} =2 [Cy (u,v) dCy (u,v). =
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

Théoréme 1.5.2 Preuve. En regroupant ces résultats on déduit
Q=Q(Cy,Cy) =4[ [Cy (u,v)dCy (u,v) — 1
12
]

Corollaire 1.5.1 (voir [9))Soient Cy, Cy et Q définies comme dans le théoréme précédent,

alors
1 Q est symétrique, i.e., Q (C1,Cy) = Q(Cy, Cy)

2 Q conserve lordre, i.e., C; < C] et Cy < Cy, alors Q (Cy,C,) < Q (€, C)

Remarque 1.5.2 Pour les copules fréquemment utilisées M, W et I1. On peut facilement
evaluer la mesure de concordance Q dans le cas bivarié. Rappelons que le support de Q est la
diagonale v = v, alors que la masse de probabilité de W se située sur la diagonale secondaire

w=1—uv. Ainsi, on a
1) QUM M) = 4 [ min(u, v)dM(w, ) ~ 1 = Zvdv 1=1
2) QUML) = 4f fuwdli(u,v) ~ 1 = Zzﬂdv 1=1/3
3) QUMW) = 4f [ V(o)) — 1 = 4}W(u,v)dv 11—
1) QVILID) = 4] furdW(.0) —1—4Z |~ oyodv—1 = —1/3
3) QUW, W) = 4f [ maxtu+ v = 1,0)dW(u;v) ~ 1 = 4Z0dv 1=-1
6) Q(IL, 1) = 4;fguvdudv 1=0

Théoréme 1.5.3 (Daniels (1950)) Si X et Y sont deux variables aléatoires continues,

alors

—1<37(X,Y) — 2p4(X,Y) < 1

Théoréme 1.5.4 ((Durbinet Stuart(1951) (voir [22])) Si X et Y sont deuz variables

aléatoires continues, alors
2 2
1+Ps> 1+7 etl_ps> 1—71
2 2 2 2
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

En combinant ces deux derniéres inégalités, on obtient

_ .2 .
3r—1 pS§1+2’;T 827’20

2

IN

et
2 _ .
Une autre mesure de concordance qui s’exprime a l'aide de la copule c’est lindice de Gini.

Elle est définie par :

y=2[ [ (Ju+v—1]—|u—v])dC (u,v).

[0,1]
Comme la différentielle d C intervient dans l’expression de la mesure 7y, il est possible de la

calculer via lexpression equivalente suivante.voir Nelsen ([24]),page 147

y=4 [ (C(u,u) +C(u,1 —u) —u)du

[0.1]

Théoréme 1.5.5 Soit (X,Y) un couple elliptique et soit r = cor(X,Y).Alors

T(X,Y) = 2 arcsin (r)
p(X,Y) = Sarcsin (r/2)

1.5.2 Dépendance de queue

Le concept de dépendance de queue fournit une description de la dépendance au niveau
des queues de distribution, trés intéressante pour étudier la survenance simultanée de valeurs
extrémes. C’est une mesure locale contrairement au tau de Kendall et au rho de Spearman

qui mesurent la dépendance sur ’ensemble de la distribution.

Définition 1.5.3 (voir [19])Soient F une fonction de répartition conjointe de dimension d,
I et J deuz sous-ensembles disjoints de {1,...,n}. Le coefficient de queue inférieure de la
copule (respectivement le coefficient de queue supérieure de la copule) d’un vecteur aléatoire
X = (Xy,...,X,)", de marginales {F; : i = 1,...,d} sont définis dans l’ordre par :
A (X) = limP (X <FH() Vel [ X;<F;'(%).Vje ]
=lmC(%,viel / T.Vj€l)
Ay (X) = lmP [X; >F (1= %) Viel /| X;>F'(1-7),vjeJ]

st ces limites existent.
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

Dans le cas bivarié, le coefficient de queue inférieure de la copule ( respectivement supé-

rieure) défini précédemment subi une légére modification, pour tout (z,y) € @i

Av (z,y) = yAFH P (2 y)
Ap (z,y) = yAS 2 (24

A partir de cela, on retrouve la notion de la dépendance de queue qui est une mesure simple

et intuitive de la dépendance entre des événements extrémes.Pour plus de détails voir Nelsen

(voir [25]) et Joe( voir [22])

Définition 1.5.4 (Dépendance de queue) Soient X et Y deux variables aléatoires de
fonctions de répartitions F et G respectivement. Le coefficient de dépendance de queue su-
périeure de X et'Y (resp.le coefficient de dépendance de queue inférieure de X et'Y ) est
défini par :

A=Ay (1,1) = ImP[X >F1(#)|Y > G (t)]

t—1—
respectivement

A=Ay (1,1) = ImP[X <F (1) |Y <G (t)]

t—0t

lorsque ces limites ezistent, et Ay € (0,1] (resp. Ar, € (0,1]).

Remarque 1.5.3 5i F et G sont continues, une définition équivalente de ces coefficients

est donnée en fonction des copules par

A= Ap(1L,1)=1ImP[X>F'()|Y >G ' (t)] >0

t—1—

— lim PX>F1@#),Y>G* ()
ST PlY > G~ (t)]
o L2 T

t—1— 1—1¢

C(t.t —

= lirln 1< - ), o0, C (t,t) est la copule de survie de CV

—1- 1 —

Si Ay € ]0,1], alors X et Y sont dites asympototiquement dépendantes au noveau supé-

rieur de la queue de la distibution. Si \y = 0, alors X et'Y sont dites asympototiquement
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

idépendantes au noveau supérieur de la queue de la distibution

A = Ap(L1)=1mP[X <F 'Y <G ()]

t—0t+
L PIXSF(@0),Y <G ()
o+ PlY <G (1)
_ im S0
t—0t t

Si A\, =0, alors elle n’a pas de dépendance de queue a gauche.

Si Ay € ]0,1], cela signifie qu'il y a une probabilité non nulle que I'une des variables
dépassé t sachant que l'autre est déja supérieure a t. Autrement dit, Ay est la probabilité
d’avoir un extréme sachant qu’on a déja un extréme.

Ces expressions permettent de calculer les coefficients de dépendance pour une large
famille de copules paramétriques, particuliérement les copules archimédiennes. Dans le ta-
bleau suivant on donne I’expression de ces coefficients pour quelques copules usuelles Pour

plus de détails, voir Joe, H. ( voir [21]) .

Copules C (u,v) AL | Ao
Indépendance uv 0 0
Gumbel exp {— [(— Inu)’ 4+ (—1In v)g} 1/9} 0 2 —21/0
Clayton (uf+ov?— 1)_é 275 | 0
Borne supérieur de Fréchet | min (u, v) 1 1
Borne inférieur de Fréchet | max (u+ v —1,0) 0 0

TAB. 1.1: Tableau coefficients de quelques copules usuelles
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Chapitre 2

Copules paramétriques et non

paramétriques

Introduction

Dans ce chapitre, on va introduire les copules paramétriques les plus importantes est
leurs propriétés et on présente les copules non paramétriques. Ce chapitre est composé
de cinq sections. Dans la premiére, section on présente les copules paramétriques (copules
elliptiques, copules archemidiennes). Dans la deuxiemme section, on présente les copules des
valeurs extrémes. Dans la troisiémme section on va présenter les copules Archimax. Enfin,

et dans la derniére section on parle de copules non paramétriques.

2.1 Copules paramétriques

Les copules paramamétriques sont des fonctions de répartition qui dépendent d’un ou
plusieurs parameétres. Dans cette section, on s’interesse aux copules elliptiques et les copules

archemidiennes.

2.1.1 Copules elliptiques

Les copules elliptiques sont des copules associées aux distributions elliptiques multiva-
riées . Dans cette section on introduit la famille des copules elliptiques faciles & simuler

sont les copules gaussiennes et les copules de Student .
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2.1. Copules paramétriques

Définition 2.1.1 On appelle copule elliptique toute copule de la forme suivante :

L@ a2y 4 y? .
‘. / I

«/71 / o oy = Fo(677) (), 600)  (211)
= — T - u 5 > 1.
1—p2 ) w . /2 v = ol @) (1), @)

ot F, est la distribution jointe des variables X etY, gb(_]%)(u) et gb(}l’z) (v) sont leurs fonctions

quantiles respectives et o leurs coefficients de corrélation.

Remarque 2.1.1 Cette famille donne la ralation entre la copule Gaussienne et la copule

de Student .

2.1.2 Copule gaussienne

La copule gaussienne ne présente pas de dépendance de queue au niveau supérieur de
la distribution (respectivement au niveau inférieure) et donc n’est pas adaptée a des va-
leurs extrémes. L’importance de cette copule réside dans le fait qu’elle est sous-jacente a la
distribution normale multivariée.

En effet, pour modéliser la structure de dépendance d’un échantillon par une copule
gaussienne est cohérent avec la mesure de cette dépendance par le coefficient de corrélation

linéaire. La fonction de distribution de la copule gaussienne de dimension d, s’écrit :
C(uy, ... ,ug) = &g (P (ug),..., 27 (ug)), Yu= (uy,... ,ud)/ e I (2.1.2)

®~! est I'inverse de la distribution normale centrée réduite univariée.

La fonction ¢y = (—%xZ’lx’ ) est la fonction de répartition de la

1
exX

em) 72 det(z) 2 P

loi normale centrée réduite et ¥ sa matrice de variance covariance (égale a la matrice de

corrélation dans ce cas).

Définition 2.1.2 Une copule Gaussienne de dimension d et de matrice de covariance X est

définie comme suit :

&~ (u1) &1 (ug)

C (Ul, ce ,’U,d) = 7{0 . 7{0 Wexp (—% (WT2_1W)) d’UJl . .d'wd.
oo W = (wy,... ,wd), = (@ ' (w),...,d! (ud)),, pour tout u = (uq, ... ,ud)l e,
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2.1. Copules paramétriques

Théoréme 2.1.1 La densité d’une copule Gaussienne multivariée est donnée par

c(up, ... uq) = W exp (—2WT (71 — Idy) W) (2.1.3)

! !

ou W = (wr,...,wg) = (P (u1),..., 07 (ug)) .

Preuve. En utilisant la relation et les fonctions de distribution Gaussiennes univariées

et multivariées, on obtient :

U

2

(27r)d/2§et(2)1/2 exp (—3 (XTS7'X)) = (P (21) ..., P (24)) 1\/%7 exp (3 (22)) .

]

!

oux = (xy,...,2q) .
En posant u; = ® (z;) ,i =1,...,d, on trouve
— 1 _exp(—-i(XTx1lXx
¢ (ub o ,Ud> — (2m)3/2 det()1/2 ( 2( )) _ 1 3 €Xp (_% (WT (2_1 . Id) W))

W exp(—%WTW) det(T)
avec W = (wy, . .. ,wd)l = (@& ' (u),...,o! (ud))/. [
Définition 2.1.3 Soit (X, ... ,Xd)/un vecteur aléatoire d’une copule Gaussienne C, alors

pour tout i et j telle que 1,5 = 1,....d, le tau de Kendall est donné par

_ 2 :
Tx,Xx; = zarcsinp, ;

avec p; ; est le coefficient de corrélation linéaire entre X; et Xj.

Soit (X1, ... ,Xd),un vecteur aléatoire d’'une copule Gaussienne C, alors le rho de

Spearmen est donné par

6

_ 6 . Pi
PSx,x; = w ALCSID

Sogj=1,..,d

avec p; ; est le coefficient de corrélation linéaire entre X; et X;.
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2.1. Copules paramétriques

copule Gausienne

FIG:1 La copule Gaussienne de rho=0.5

Ul

Copule gaussienne de rho=0.8

FIG:2 densité de la copule Gaussienne

Densité des copules gaussienne
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2.1. Copules paramétriques

2.1.3 Copule de student

La copule de Student (t—copula) est la copule sous-jacente a une distribution multivariée
de Student. Cette structure de dépendance capte les dépendances extrémes positives et
négatives. Elle est construite de la méme maniére que la copule gaussienne mais a partir de

la distribution de Student centrée réduite.

Définition 2.1.4 Soit t,, la fonction de disrtibution du loi de student univariée a v d.d.l.
On note par ts, ., la fonction de disrtibution de student multivariée de matrice de corrélation

Y et avddl. La copule de student multivariée associée a ts,,, est définie par
So (U, ug) = tey (0 (ua) oot (ug))  u = (ua, ..., ug) € 14 (2.1.4)
ou t;;! est linverse de la distribution de Student univariée a v d.l.l

Définition 2.1.5 La fonction de densité de la copule de Student multivariée est donnée par

) — f’u,E(t;1(ul)r"vt;l(ud))

- ,u:(ul,...,ud)le_fd
,gofu(tgl(ui))

t
%, (Ur, .o ug

La fonction de distribution t,' est linverse de la distribution de Student centrée réduite
untariée a v d.d.l. La fonction f, s est la densité de probabilité de la loi de Student centrée
réduite, 2 sa matrice de corrélation et f, est la densité univariée de la loi de Student centrée
réduite. A titre de rappel sa densité s’écrit pour tout x = (xq,. .. ,a:d)/ cRe :

F<v42—d) < ity 1z
o () = | 4 22t
f 2 ( ) F(%)\/(W’U)d det(X) v

) —(v+d)/2

Définition 2.1.6 La copule de student multivariée de dimension d de matrice de corrélation

Y et av d.d.l est donné par

to ! (u1) t;l(ud)r(%) L win—lw ) ~@+d/2

Co,(ur,. . yug) = f -

—0o0 —00

det(E)lmI‘(%)(vﬂ)d/m dwy, ...dwg

i

Ode:(wl,...,wd).

Proposition 2.1.1 Dans le cas bivarié, [’expression de la copule de student est donnée par

ty (wity ' (v)

s2—2pst+t>
CtE,v (u,v) = f _f 27r(171p2)1/2 (1 + v(lﬁpj)

)—(U+2)/2

ou p est le coéfficient de corrélation linéaire.
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2.1. Copules paramétriques

Preuve. Pour d = 2,w = (21, 25)’,

D(242)(1 4 w2 =5
det(Z)T(2) (vr)

fu,z (961, 372) =

On pose x1 =t et x5 = s, on obtient

—(v+2)

1 52 +t2 —2pst) 2
- A (1 E
(5,%) 2m\/1— p? v(1—p?)

Théoréme 2.1.2 La densité copule de student multivariée est donnée par

- 5 1 (vtd)/2
5, (ug, ..o ug) = ()] (HM)
IR ) ) det(X I/Q[I‘(U21)] <1+w2/ ) (v+1)/2
avee (wy, ..., wq) = (t51 (uy), ...t (ug)) et v > 0.

1 La distribution de student multivariée est formée par la combinaison de la copule de

student avec des lois marginales de student.

2 Le tau de kendall pour la copule de student est identique au cel de la copule Gaussienne,

mais pour le rhé de Spearman il n’existe pas de forme explicite.

La densité copule de student bivariée est donnée par

(%) (1+$2+y2_2p$y)*(v+2)/2

t v
S (u,v) = 2¢/1-p2 (T (““)) ((1+22 /v) (1422 fv)) ~ (/2

avec x =1, (u),y =t (v) et v > 0.

La représentation graphique de la copule de student et densité copule pour
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2.1. Copules paramétriques

FIG:3 La copule de student de rho=0.8

copule de student

Copule de student rho = 0,8

DZ
EEC

FIG:4 densité de la copule de student

v 0 0 0.2 0.4
U

5.pdf .
Densité de copule student
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2.2. Copules archimédiennes

2.2 Copules archimédiennes

La famille des copules archimédiennes permetrent de fqire une varietée de stricture de
dépendance de la familles de copule, de plus leurs formes analytiques facilite

la simulation.

Définition 2.2.1 Soit ¢ une fonction continue, strictement décroissante définie de I dans
[0, +00] telle que ¢ (1) = 0. Le pseudo-inverse (inverse généralisée) de ¢ est la fonction

ol de domaine de définition [0, +oo], a valeur dans [0, 1], donnée par

¢t (t) si0<t<p(0)
0sip(0)<t<oo

plU (1) =

Remarquons que d‘” est continue, non croissante sur [0, +o0| est strictement décroissante

sur [0, (0)]. En outre o= (¢ (u)) = u sur [0,1] et

tsi0<t<e0)
©(0) sip(0) <t<oo
= min (t,¢(0)).

e (1) =

Si ¢ (0) = +o0, alors =1 (t) = 71 (t).

Définition 2.2.2 Soit ¢ une fonction strictement décroissante et continue sur ]0,1]. La

fonction définie pour tout u = (uy, ..., uq) € I par :

C(u, ..y uq) = ¢ (o(ur) + ... +¢(uq))

est une copule si ¢ est d-fois dérivable sur 0, 1| et si pour tout 1 < i < d, ¢' > 0 pouri paire
et ¢' < 0 sinon. Les fonctions s’écrivant de la sorte s’appelle les copules archimédiennes dont

le générateur est .

De la définition précédente on déduit que la densité d’une copule archimédienne multi-

variée s’écrit :
c(ug, .y uq) = (™) (p(w) + .. + @(Ud))ﬁw’ (wi) -

=1
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2.3. Propriétés

Remarque 2.2.1 Les copules archimédienne présentent un double intérét. D’une part, elles
permettent de construireune grande variété de familles de copules et donc représenter une
grande variété de structures de dépendance. D’autre part, les copules ainsi générées ont
des formes analytiques fermées et sont faciles a simuler. Pour plus d’information sur cette

famille de copules le lecteur pourra se référer a Nelsen( voir [25])

2.3 Propriétés

Les résultats du théoréme suivant nous permettront l’extension a la copule Archimé-

dienne multivariée
Théoréme 2.3.1 (voir [26]) Soit C' une copule Archimédienne et ¢ son générateur, alors

1. C est Symmétrique
C(ula u2) = C(“'??ul)vv(u?vul) € 12'

2. C est Associative
C(C(ur,uz), uz) = Clur, Clug, ug)), V(us, uy, uz) € I°.

Preuve. On a d’apré le théoreme (2.3.1)
C(C(ur,uz),uz) = o~ (p(Clua,uz) + ¢ (u3)

=p (e (p(wr) + p(u2))) + p(us)

= ¢ Hp(w) + p(uz) + ¢(us))

= ¢ Hp(w) + oo™ (p(u2) + p(us))))

= ¢ (p(ur) + p(Cluzuz) = Clur, Clug,uz)). m

Donc C est associative

2.4 Quelques types des copules Archimédiennes

Les copules les plus utilisés dans cette famille sont les copule de Gumbel ; de Clayton et
de Frank.
Copule de Cook — Johnson
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes

La copule de Cook-Johnson, dite aussi : copule de Clayton ou copule de Kimeldorf-

Sampson est une copule archimédienne dont le générateur est défini par

-1/«

ow)=at(u=1),et o1 (s) = (1+ as) , >0, u€l0,1]

La copule multivariée de Clayton s’écrit

d -1/«
Ca (ub "'7ud) = <1 —d+ Zui_a>
i=1

7

Cette copule est différentiable et sa densité est donnée par
9Cq (u Ug) d I 1.
Cao (U1, oy Ug) = 5 5t = (l—d—l— Zu;o‘) [T (u;* ' (ja — a+1))
i=1 j=1
La copule de Clayton présente une dépendance asymptotique & gauche (sur les valeurs

négatives) ce qui n’est pas le cas de la copule gaussienne.
Proposition 2.4.1 Dans le cas bivarié, la copule de Clayton est donnée par
Co (u,v) = (U™ + v —1)" "
Remarque 2.4.1 Pour a > 0 la copule de Clayton est compléte; i.e., C_.; =M , C,, =11

et lim C, =W.

a—->0

Le tau de kendall pour la famille de Clayton est donné par :

To=1+4 [ S8du=1+4 [ “Fdy

- 4 (L _ 1)y _ a
_1+a(a+2 2)_a+2
et le coéfficient de dépendance de queue inférieure (respectivement supérieur) est donné

par Ay = 0 (respectivement \p) telle que

A = 2lim (—
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes

FIG:5 La densité de la copule de Clayton

0.4

0
u2 0 ul

F1G. 2.4.1 : Densité de la copule de clayton

2.4.1 Copule de Franck

La copule de Franck permet de modéliser les dépendances aussi bien positives que né-
gatives. Cependant, elle ne présente pas de dépendance de queue. Le générateur de cette

copule archimédienne est :

¢ (u)=—1In <6e_aau:1> cet 7t (s) = %1111 (1 _ (1 _ 6—9) e—s)

ou a >0 etu€l0,1].
La copule de Franck multivariée est donnée par

d
Cofun ) = =41 (14 =ty e - 1)
=1

La densité copule de la copule de Franck bivariée

a(l—e_o‘)e_a(“1+“2)

=i

Co (U1, ug) =
(
Le tau de Kendall de cette famille est donné par la formule suivante :
Ta=1=2(1=D(a)),a#0
ol Dy est la fonction de Debye donnée par

x
ik
et—1

Dy (z) = ;- dt Vk>0
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes

et le rho de Spearman est donné par

po =12 (Di(a) — D2 ()
Comme [(,0’1], (0) = —eaa_l, alors le coefficient de dépendance de queue supérieur de
cette famille n’existe pas.
, o V(2s) g l-(1me)e . Lo (2s) 3
D’autre part ST = € I(imemje bar conséquent, Sh_rpoo ey 0, donc le coef

ficient de dépendance de queue inferieure de cette famille n’existe pas.

FIG:6 La densité de la copule de Frank

0.4

u2 0 o ul

F1G. 2.4.2 : Densité de copule franck

2.4.2 Copule de Gumbel

La copule de Gumbel est appelée parfois, copule de Gumbel-Hougaard ; elle permet de
modéliser les dépendances extrémes. En effet, les copules constituent un outil statistique
permettant de modéliser la d “ependance entre des variables aléatoires. La fonction copule
relie en effet la densité jointe aux densités marginales et contient ainsi toute I'information sur
la structure de d “ependance du modéle, nous traiterons ici le cas bivariée et nous finirons par
une généralisation au cas multivariée. Elle appartient a la famille des copules archimédiennes

ol son générateur s’écrit :

¢ (u) = (—In(u)”, avec a > 0, u €]0,1] et ¢! (s) = exp (—s"/)
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes

La copule de Gumbel s’écrit

Ca (1, 1g) = exp (_ [i o (uma] 1/a>

Le tau de Kendall de la copule de Gumbel est

\]
Q
|
-y
|
Q=

Cette famille de copule posséde une dépendance de queue supérieur

-1 2
o= 2 20im &)
s=o0 o~V (s)
exp (— (23)1/a>
- 92_ 21/a
exp (—s1/)
= 22l

et une dépendance de queue inférieur A\, = 0.

FIG:7 La densité de la copule de Gumbel

0.4

0
u2 0 ul

FiG. 2.4.3 : Densité de copule gumbel

Le tableau suivant regroupe quelques types de copules archimédiennes
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2.5. Copules des valeurs extrémes

Copules | ¢ (u) C (u)
d 7
Gumbel (—lnu)e,e >1 exp ] — [Z (_1nui)9] }
i=1
d
cxp(—u)—1 ) H(exp(—ouz)—n
Frank —1In ey 0 € R\{0} | —5In | 1+ pemE
I
d [
Clayton | u™ —1,0 >0 (Zuig—d—i—l)
i=1

TAB. 2.1: Tableau de quelques types de copules archimédiennes

2.5 Copules des valeurs extrémes

Les copules extrémes jouent un role trés important dans la théorie des extrémes multiva-
riés. Deheuvels (1979a)(voir [7]), & fait usage de cette famille, pour obtenir une solution au
probléme de convergence de type { sup Xi(1),..., sup Xi(n)}, ou{X;(1),...,X;(n),i > 1}
est une suite de vecteurs aléatoires ilng(igf)endantes e‘égdzg inéme loi a valeurs dans R™.Deheuvels
(1978)(voir [6]),Deheuvels(1978a)(voir [7]) a déterminé, de maniére exhaustive, les lois li-
mites possibles par une représentation explicite et a fourni des conditions simples de conver-

gence vers cette limite, il a obtenu des résultats permettant de caractériser le comportement

asymptotique des extrémes multivariés, méme lorsqu’il n’y a pas de loi limite.

Définition 2.5.1 Une copule de valeurs extrémes (extreme value copula ou copule EV')

vérifie la relation suivante
Clul,...,uh) =Clus,... u,), VE>0 (2.5.1)

Soit (Xi1,...,Xia),?=1,...,n un échantillon de n vecteurs aléatoires i.i.d de fonction
de répartition multivariée F, de marges Fy,...,F; et de copule C. On définit le maximum

d’ordre n > 1, noté M, = (M,, 1, ... M., 4)", dont les coordonnées sont définies par

Mmj = ma:L‘(XLj, c. ,ij),j = 1, c. ,d (252)
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2.5. Copules des valeurs extrémes

Siil existe des suites réelles a,, ; € Ret b, ; € R ,j = 1,...,d, la théorie multidimensionnelle

des valeurs extrémes s’intéresse a la loi limite

, M, 1—b M, 4—b
lzmIP)<M <@y, —miond <xd) =F*(z1,...,2q) (2.5.3)
a - a -
n—oo n,1 n,d
avec I est la fonction de répartition de M, dont les lois marginales sont F7, ..., [F}; associées
a M,1,...,M, 4 ne sont pas dégénérées, alors F* est appelée loi multivariée de valeurs

extrémes de maximum.
On dit alors que la fonction de répartition F € MDA (F*).
Le théoreme suivant permet de caractériser la loi des distributions des valeurs extrémes

dans le cas univarié.

Théoréme 2.5.1 (voir [11])Supposons d v.a X, ..., Xy indépendantes et de méme loi de
distribution IF. S’il existe des constantes a,, et b, et une distribution limite non dégénérée F*
telles que

lim (%gx)zﬂ?*(x) VreR

n—oo n

alors [F* appartient & I'un des trois types suivants de distribution

Lypel F* (x) = exp (—e ™) reR | f*(x)=exp(—z—e?)

(Gumbel)

Type 2 F* (2) = 0 ) z <0 () = 0 ) )
(Fréchet) exp (—x~%) x>0 ar~ @+ exp (—27)
Typie 3 F* (2) = exp (— (—x)%) x <0 () = @ (_J;)Oé—l exp (— (—2))
(Weibell) 1 x>0 0

TAB. 2.2: Quelquest types de distribution de copules

Remarque 2.5.1 Pour distinguer les trois distributions, on utilise généralement les nota-

tions suivantes : A pour la distribution Gumbel, ®, pour la distribution Fréchet et W, pour

la distribution Weibull ( Resnick (1987)).
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2.5. Copules des valeurs extrémes

Théoréme 2.5.2 Toute loi limite F* vérifiant (2.5.3) est continue, de plus ces lois margi-
nales sont de type GEV . Du fait que F* est continue, d’aprés le théoréme de Sklar elle peut
s’écrire

F*(x1,...,2q) = C* (F} (z1),..,F% (a)) (2.5.4)
avec C*est la copule associée a F*
Théoréme 2.5.3 (voir [20])C € MDA (C*) si C satisfait la relation suivante
tlimCt (ui/t, ...,u(l/t> =C* (uy, .., uq), (u,...,uq) € I (2.5.5)

Remarque 2.5.2 La famille des copules des valeurs extrémes peut étre interprétée comme

limite des copules C* quand n tend vers linfini.

Parfois, il est difficile de vérifier la relation (2.5.5). La condition suivante est plus facile

a vérifier (2.5.3)
Théoréme 2.5.4 C € MDA (C*) si et seulement si

lim 1m0 Am)™) By wy) (2.5.6)

u—0 w

Dans le cas bidimensionnel, cette condition devient

1-C((1—w)' =", (1—w)")

u

lim = A(t) pourtoutte I (2.5.7)

u—0

Dans ce qui suit on utilise le concept de max-stabilité afin de simplifier la représentation

des copules EV.
Définition 2.5.2 Une copule multivariée est dite max-stable si elle vérifiée

C(uq,...,uq) = C (ui/m, ..,u}j/m)m,m € N* et (uy,...,uq) € I (2.5.8)
Remarque 2.5.3 Toute copule max-stable est dans son propoe domaine d’attaction.

Théoréme 2.5.5 Une copule est dite de valeurs extrémes si et seulement si elle est max-

stable.
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2.5. Copules des valeurs extrémes

Preuve. 1l est clair que toute copule max-stable est dite de valeurs extrémes. Inversement
si C* une copule valeurs extrémes, avec elle est vérifiée la relation (2.5.6) pour une certainne
copule C. Soit un réel positif r

Pour un entier fixé m > 1 et pour n = mk, on a

t
Cc* (ui/r, ...,utli/r> = limC" (u}/rt, ..,u}/”) = C* (uq, .., uq)

t—oo

donc C* est max-stable. m

Exemple 2.5.1 copule de Gambel bivariée

Cq (u1,uz) = exp (— [(—Inu))®+ (—In uz)a]l/a)

pour o > 0, on a
Ca (uf,03,0) = exp (= [(=Inup)* + (~nug)*]")
— exp (= [ {(~ Inw)* + (= Inwa) )"
= [exp (= [(=Inuy)” + (= Inup) )"
= C, (u1,ug, @)n
La copule de Gambel est donc une copule de valeurs extrémes. Ce qui n’est pas le cas de la
copule Farlie-Gambel-morgenstern qui est donnée par
Co (u1,u2, @) = ugus + auqus (1 —uy) (1 — ug)
on a
Co (uf,ug, ) = wjuy + aujuy (1 —uy) (1 — uy)
= wujuy (1 4+ o — au} — aul + aujuy)
£ ufuy (14 o — auy — qug + qugug)”

7£ CZ (ub Uz, Oé)

La famille des copules de valeurs extrémes coincide avec I’ensemble des copules des
distributions de valeurs extrémes, i.e., la classe des distributions limites avec des marginales

non dégénérés de
M ’1717 1 M ’d—b d
(u, R (2.5.9)

a‘n,l an,d
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2.6. Copules Archimax

2.6 Copules Archimax

Capéraa, Fougéres et Genest (2000) (voir [3]) ont introduit les copules archimax qui
englobe la plupart des familles connues des copules, notamment les copules Archimédiennes
et toutes les copules de valeurs extrémes. Cette famille offre une grande flexibilité pour la

modélisation. En effet, on peut connaitre a priori les différents max-domaines d’attraction

(MDA).

Définition 2.6.1 Une fonction bivariée est une copule Archimax si et seulement si elle est

de la forme :

Cypalur,ug) = ¢t (o (w) + ¢ (u2)) A (#%)] , pour tout 0 < up,up <1 (2.6.1)
avec

1. A:[0,1] — [1/2,1] tel que max(t,1 —t) < A(t) < 1 pour tout 0 < ¢ < 1.

2. ¢ :(0,1] — [0,00) est une fonction convexe, décroissante qui vérifie p(1) = 0 avec la

convention suivante : ¢(0) = lim+g0(t) et o1 (s) =0 pour tout s > ¢ (0)
t—0

Remarque 2.6.1 Les copules Archimax contient toutes les copules Archimédiennes et toutes

les copules de valeurs extrémes. Si p(t) = In(1/t), on obtient

Cy,a(ur, ug) = Calug, ug) = exp <1n (urug) A ( In(uz) )) L0 < wup,ug < 1. (2.6.2)

In(ujug)

On reconnait la forme générale des copules bivariées de valeurs extrémes; pour A(t) = 1,

on obtient la forme générale des copules Archimédiennes et elle est donnée par

Cy,a(ur, ug) = Cyp(ur, uz) = o (¢ (u1) + ¢ (u2)). (2.6.3)

L’intérét de la construction (2.6.2) réside dans le fait qu’avec un choix judicieux de ¢ et A,

on obtient une copule qui sera dans le M DA de n’importe quel “attracteur” C,+ donné.

Proposition 2.6.1 Soit C, 4 une copule Archimaz telle que ¢(1 — 1/t) € RV_,, pour un
certain m > 1. Alors C, 4 appartient au maz-domaine d’attraction de la copule Cx+ ot la

fonction A* est donnée par

A(E) = [t + (1 — )]/ AMm (L) tel (2.6.4)

T (l)m
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2.6. Copules Archimax

Cet attracteur peut étre considéré de deux points de vue : Cy+ est une copule Archimaz
de générateur A* et p(t) = In(1/t) ou Ca+ est une copule Archimaz de générateurs A et

©*(t) = In™(1/t). De plus, A* et A coincident si et seulement si m = 1.

Donc on peut remarquer que la seule copule Archimédienne et de valeurs extrémes est
la copule de Gumbel.

En faisant un raisonnement en sens inverse, alors C, 4 € MDA (Cy-) si

e(1—-1/t) € RV_,, et
A(t) = [#/m 4+ (1 = t)/m] "™ {A* (%) }m (2.6.5)

ti/m4(1—t

La relation (2.6.5) définit-elle une fonction de dépendance ?

Supposons que : D(t) = dIn(A*(t))/dt
H*(t) =t+ (1 —t)D(t) et h*(t) = dH*(t)/dt

Capéraa, Fougeres et Genest (2000) ont montré que la relation (2.6.4) est vraie si et seule-

ment si

h*(t)

H*(t)(l—H*(t)) = t(ﬁt)’ pour t I~ I (266)

Cette relation reste valable pour tout 1 < m’ < m. Ainsi, si A(t) est définie par (2.6.5),
Cpa € MDA(Cy+) pour vu que (1 —1/t) € RV_,, pour 1 < m' < m, on peut aussi
remarquer que pour des générateurs A et ¢ quelconques tels que ¢(1 —1/t) € RV_,,, on a

A= lim Z2utCealun) o (94 (1/2))™ <1 (2.6.7)

Donc les copules Archimax présentent une dépendance au niveau supérieur de la queue de

distribution sauf sim =1et A = 1.
Exemple 2.6.1 considérons le générateur de Tawn (1988) défini par
Ay (t)=at> —at+1, pour 0 <a<lettel01] (2.6.8)

et le combiner au générateur de la copule de Clayton

1y (1) = 21 (26.9)

n
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2.6. Copules Archimax

ou celles de Genest et Ghoudi (1994) (voir [17])
o (t) = (1 — tn)l/n (2.6.10)

On remarque que ¢, , (t) € RVi,. Ainsi, pour ) # 1, Cy, (7, y) n'est pas dans le domaine
d’attraction de C,4. Enfin, supposons que l'on veut construire une copule dans le max-

domaine d’attraction de

Ay = [or 1 gt -] [ a - g -]

0<t<1,0<a,f<letk>1

(2.6.11)

Pour les valeurs o = 1/10, § = 3/10, m = 3/2 et k = 1.6, la condition (2.6.5) est vérifice.

La copule originale A est donc celle définie par 1’expression (2.6.6).
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2.7. Copules non paramétriques

2.7 Copules non paramétriques

Les méthodes non paramétriques sont essentilement basé sur la copule empirique donnée
par I'exprission suivante

~ A~ o~

Clus,. us) = F(FT (wy), ..., By (ua)),

ou I est un estimateur de la fonction de la fonction de répartition

2.7.1 Copule empirique

La notion de copule empirique a été introduite par Deheuvels en (1979) (voir [8]), qui

est connue sous le nom « Fonction de dépendance empirique ».

Définition 2.7.1 Soit {z%, ..., a:fj}thl un échantillon d’un vecteur aléatoire X de dimension
d. La fonction de répartition empirique est donnée par
T
Fg(@q,...,2q) = %gﬂ{ﬁgmh._,xggzd}
avec 1 est la fonction indicatrice.

a Cas des copules bivariées

Définition 2.7.2 Soit {(x1,y:)},_, un échantillon de taille T d’un couple de v.a. La copule
empirique est la fonction C définie par

C

j\ __ Nombre des paires (z,y) dans Uéchantillon tels que z<z(;) et y<y(y)
) T) - T

S

ot T(;) ety représentent les statistiques d’ordre associées a l’échantillon.

La fonction densité empirique de la copule C notée ¢ est donnée par

1 . Ry ' .

o = si (zy,y(;y) est un élément de I’échantillon
SO R =12
0 si

IL existe une relation entre C et ¢ donnée par

C(+4) =

7
p=

e (2, 2)

1g=1
et

2 4)=C(:4) -C(F 4 -CHF) +C(F )
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2.7. Copules non paramétriques

b Généralisation dans les cas des copules multivariées

Définition 2.7.3 Soit {2, ..., xﬁl}thl un échantillon de taille T' d’un vecteur aléatoire X de
dimension d , soit (rt, ... rh) la statistique de rang associée a cet échantillon multivarié. La
statistique de rang représente tout simplement le rang d’une observation, et donc sa place
dans Uéchantillon une fois ordonné. Cela signifie que pour tout 1 <i < d, r} est le rang de
z! dans (xt), <i<r- La copule empirique introduite par Deheuvels est définie sur ’ensemble

{(%7;%)71§Z§d7t12071”T} par

(@)
S~
—~
S
Sl
SN—
|
Sl
=
L=

]ITf <t

t=1

Il est toutefois possible d’estimer la fonction de densité de la copule empirique de De-

heuvels & partir de la copule Cir, avec la relation suivante (voir [25])

~ t1 t
¢ (

2 2 : L : .
b ) = »21”' -21 (=)t By (amitd | tacjetl)
J1= Jda=

IS
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Chapitre 3

Méthodes d’estimation des copules

L’estimation en statistique est une opération qui permet de calculer la valeur inconnue
d’un parameétre ¢ du modéle statistique a partir d'un échantillion observé de taill n,par
exemple pour la loi normale de paramétres p et o2, telle que l'estimateur de moyenne
X = 15" | X et Destimateur de o est la variance S2 = 23" (X, —X,,)?. Parmet les
méthodes d’estimation parameétrique, on cite la méthode du maximum de vraisemblance
(méthode classique), la méthode des moments, la méthode d’inférence sur les marginales
(IFM),...etc, et comme les copules sont des fonctions de répartition parametriques de copule
et comme on a déja vu (voir chapitre 02), donc on a besoin d’estimer ces parameétres.

Dans troisieme chapitre, on va présenter les méthodes d’estimation parameétriques et non

parameétriques d’une copule.

3.1 Estimation paramétrique

Lorsqu’ il s’agit d’une estimation parametrique, il est clair que la distribution conjointe
dépend d’un paramétre ou plusieurs ensembles de parameétres que ’on cherche a estimer. Le
but de cette section est de présenter la méthode d’estimation parameétrique (on commence
par la méthode des moments puis en discute la méthode du maximum de vraisemblance

(MLE) enfin, on présente la méthode ces l'inférence sur les marginales (IFM).
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3.1. Estimation paramétrique

3.1.1 Meéthode des moments

Cette méthode est utilisée pour les mesures de dépendance, I'estimateur des moments
de la mesure de dépendance considérée est obtenu en égalant l’expression paramétrique
(analytique) de la mesure avec un estimateur non paramétrique de cette méme mesure.
Cette méthode consiste a estimer les parameétre 6;, i = 1,...,d de lois marginales et le

parameétre O de la copule par la méthode des moments, i.e.,
(

yt: f(elv"'ved)
St2 :g(91,...,9d)
:u3,t = h(617"'79d)

1. Résoudre le systeme de d équations & d inconnues

\
2. ou d désigne la dimension de f, g et h sont les expressions des moments (ordinaires)

d’ordre 1,2 et 3 en fonction des parameétres marginales 6; et - le paramétre de la

copule. Répéter cette étape pour toutes les marginales.

3. Inverser le tau de Kendall ou le rhé de Spearman pour obtenir le parameétre 6o de la

copule.

Exemple 3.1.1 (Copule de Clayton)
le tau de Kendall de la copule de Clayton est 8 = (0 + 2) avec 6 € [—1,0[ U |0, oo.

L’estimateur par la méthode des moments est :

Exemple 3.1.2 (Copule de Gumbel)
Soit la copule de Gambel de pamamétre 0,tel que son tau de Kendall est égale o (0 — 1)

avec 0 > 1, ayant des marginales exponentielles de paramétre (3, alors

1 P 1

=% -7

E est 'estimateur de f3.
Pour plus de détail sur I'estimation des parametres de la copule par la méthode des

moments voir Brahimi et Necir ( voir [1]).
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3.1. Estimation paramétrique

3.1.2 Meéthode du maximum de vraisemblance (MLE)

Soit un échantillon (21, ..., z}}), ., de fonction de répartition multivariée conjointe F (, )

qui dépend du vecteur des parameétres § € © C RP; telle que 6 = (041,0/2)/ ou a; =

!

(91, e €d> parametre marginales et as est le paramétre de la copule, d’aprés le théoréme

de Sklar on a
F(x1,...,2q,0) = C(Fy (21,601),...,Fq(xq,04);2)
on a
f(z1,.yxq,0) = c(Fy (21,01) ..., Fq(q,04) ;) ﬁlfz (x4, 0;)
désigne la densité copule de dimension d C (uy, ..., ug; a2) et f; sonzt_ les densités des fonctions

de répartition marginales IF;, pour + = 1,...,d, alors I'expréssion du log-vraisemblance de

54 : t t
Péchantillon (7, ..., 7)< est

T T
C(z;0) =In [[f (2%, ...,2h,0) => Inf(af,... .2 0) (3.1.1)
t=1 =1

On peut récrire I’équation (3.1.1) comme suit

(x;0) = Zln ]F1 xl,Hl),...,Fd(xﬁl;Qd);ag))

—i—Zln fi(a;61) + ...+ Zln fa (24 64)

T d

= éln (c (Fy (255601) ... Fq (205 04) 502)) + ZZlnfi (6

t=1 i=1
ou 0 = (al, 0/2)1 est le vecteur des parameétres (des marges et de la copule).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est donné par
Orirp = arg mgLXL (x;0) (3.1.2)

On peut montrer sous les conditions de régularité que 1’éstimateur 0 MmLE existe; il est consis-
tant et asymptotiquement efficace de plus il vérifié la propriété de la normalité asymptotique.
ie.,

VT (éMLE . eo) —R(0,57 (60)) (3.1.3)

ou § ! (0y) est 'information usuelle de Ficher et 6, est la vraie valeur du 6.
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3.1. Estimation paramétrique

Exemple 3.1.3 (La copule Gaussienne multivariée) Soit la fonction de distribution
de la copule Gaussienne multivariée C donnée par (2.5.6) et sa fonction de densité don-

née par (2.1.3).
Soit ’échantillon (zf, ..., z%), <i<7- La fonction log-vraisemblance est
T
lo=—LIn(detZ) — 1> W, (= - D)W, (3.1.4)

on W, = (7 (uf) ..., &7 (ul)) .
L’estimateur de maximum de vraisemblance de ¥ est donné par (V)
. I
Yure = 50 W,W,
t=1

[’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance est difficile a I'utiliser lorsque
d est assez grand; ceci introduit un grand nombre de parameétres a estimer ce qui rend
'estimation difficile. Shih et Louis (1995) (voir [28]), Joe et Xue (1996) (voir [22]) ont proposé

la méthode suivante

3.1.3 Méthode d’inférence sur les marginales (IFM)
Shih et Louis (1995), Joe et Xue (1996) ont proposé¢ de faire une estimation en deux
étapes suivant l'algorithme suivant :

1. Estimer les parameétres 64, ..., 0; des marges. Obtenir 51, ...,Ed par la méthode M LE.

2. Etant 51, ...,Ed sont obtenus dans la premiére étape, estimer donc le parametre de la

copule f¢. On injecte 51, ,,,ﬁd dans ’expression de la partie des marginales

Cette méthode d’estimation est appelée par Shih et Louis « two-stage parametric ML
method ». Joe et Xu (1996) utilisent le terme « inference functions for margins » (IFM).

L’idée sous-jacente est d’écrire la vraisemblance sous la forme suivante

T T d
0(z;0) = > In(c(Fy(a};01),....Fq (255 64);0c)) + D> In f; («k;6;)
t=1 t=1i=1
avec
0 — (9’1, ...,9;,9’0)

(Wpour plus detail voir Magnus et Neudecker
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3.2. Estimation non paramétriques

chaque parametre 0; ( peut étre multidimentionnel) pour i = 1,...,d est estimé par la

méthode du maximum de vraisemblance sans tenir compte de la copule, i.e.,
. T
0; = argmax > In f; (2}, 0;),i=1,....d
t=1

Le parameétre 6 de la copule est ensuite estimé en tenant compte des estimations précé-

dentes, i.e., on va utiliser les 0; obtenus dans la premiére étape pour obtenir éc
N T X N
Oc = arg m(sxxz In (c (Fl (x’i, 6’1> N (mﬁl; «9d> ;6’0))
t=1

L’estimateur par la méthode IF'M noté 0 1rym est donné par

!

bress = (s )

Joe (1997) a montré que lestimateur [FM vérifié dans les conditions de régularité la pro-

priété de la normalité asymptotique, i.e.,

\/T (éIFM - 90) — N (O, g (‘90))

ot G () est la matrice d’information de Godambe et elle est donée par

!

G (0p) = DM (D7)

avec

et
M=E[g(0)s(0)]
etg (0) n’est rien d’autre que la fonction score définite par

04 oty Ol

9017 " 901’ B¢

3.2 Estimation non paramétriques

Dans certaine études il est possible que I'approche paramétrique conduit un trés mauvais
ajoustement au données; dans cette situation il est préferable d’utilisé ’approche d’estima-

tion non paramétrique.
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3.2. Estimation non paramétriques

3.2.1 Copules empirique

La notion des copules empiriques (voir la subsection 2.7.1), sera utilisé pour construire
des estimateurs non paramétrique de la mesure associer comme par exemple le tau de kandal

et rho de spermane.

Théoréme 3.2.1 soient ((A:T et ¢r la copule empirique et sa fonction de densité respective-
ment de Uéchantillon {(x;,y;)},_,. Le tau de Kendall et le Rho de spearman sont estimés

par les formules suivantes

Pour la démonstration de ce théoréme, voir Nelsen ([25]) et Deheuvels ([7]).

3.2.2 Procédure de GENEST et RIVEST

Christian Genest et Louis-Paul Rivest (1993) (voir [18]) ont proposé¢ une procédure
d’estimation pour sélectionner une copule appartenant a la famille Archimédienne. Leurs
méthodologie est basée sur le générateur de la copule.

Soit X un vecteur de d v.a, C est la copule associée au générateur ¢ et K la fonction
définie par

K (u) =P (C(u,v) <u)

La fonction K de la copule Archimédienne est

ou
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3.2. Estimation non paramétriques

Remarque 3.2.1 La fonction K est liée au tau de Kendall du fait que
1
T=4[(1- K (u))du—1
0

Pour plus détails sur cette méthode voir (Denuit (2005) (voir [4]) et Embrechts (1997) (voir
[10]).

3.2.3 Estimation a noyau

Des estimateurs de la copule peuvent étre obtenus en employant une approche basée sur
les noyaux. On considére un vecteur aléatoire X de dimention d de fonction de répartition
F, d’'une copule C et de fonctions marginales F;, i = 1,...,d telle que le théoréeme de
Sklar est vérifié. Soit ’échantillon {z%, ..., xfi}thl. Avant de construire notre estimateur on

va introduire les noyaux, i.e., des fonctions intégrables k; : R — R tels que

Jg Fi (x) do =1, i=1,....d

Soit le noyau de dimention d
k(z) = ITki (i)

et sa fonction de répartition

lf[ j :1Ki &)

Pour simplifier, on va travailler avec les produits des noyaux univariés et par prolongement

on obtient un résultat aux noyaux plus généraux, i.e.,

k (2, h) = ﬂk (h—) et K (z,h) = 15[1K (h—)

ol h est une matrice diagonale, avec des éléments h;, i = 1,...,d et un déterminant |h| dit
la fenétre de lissage.

Les fenétres de lissage individuelles h; sont des fonctions de T telle que
h; — 0 quand T"— oo

Les éstimateurs a noyau des densités marginales des X! au point z; sont données par
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3.2. Estimation non paramétriques

’
.,xq) est donnée par

et la fonction de densité conjointe de X' au point z = (z1,
. 1 T d .
fe) = o7 22 [k (2 = X7 hy)
T|h|i=1i=
Par conséquent un éstimateur de la fonction de répartition conjointe de X} est donnée par

Biw) = [ fi(w)dy

!’
et un estimateur de fonction de rérartition de X* au point x = (1, ...,24) est donnée par

A r1 Td A
Fa)= [ ... [ f)dy
Si on définit le noyau Gaussien
o (@) = Fes

Les estimateurs a noyau de F; (x) et F (z) est donnés par
T

~ :ci—Xit
t=1
et
R ) T d o xt
F(z)=7>11® (h—>
t=1i=1
ol
®(z)= [ p(t)dt

4 ) 5 on o; est 'écart-type de 1’échan-

3T
¢ composante est le u;—quantile de

Dans la pratique, on choisit d’habitude h; = 6; (

. T L, . ~ N P
tillon {a%,...,25},_,. Définissons ¢ le vecteur ou le ™

uiEi

Fi?
Gi = irelﬂg{x cFi > ug}
L’estimateur a noyau de la copule C est donné par

@(ula"'aud) :]F‘((j)

Remarque 3.2.2 Sous les conditions de réqularité, ’estimateur a noyau est asymptotique-

ment Gaussien, et on a
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3.2. Estimation non paramétriques

Aprés la construction 'estimateur & noyau, on peut le différencier par rapport a w,;. Il
est facile d’obtenir un estimateur de la dérivée partielle de la copule par rapport a une (ou
plus) variable. Par exemple I'estimateur a noyau de la dérivée partielle du premier ordre de

la copule C par rapport & u; est donné par

8C(u) __ oC(u) __ 1 AT (G (us))

!/

avec u = (Ug, ..., Uq)

ol ﬁ est I'estimateur a4 noyau de la densité marginale de X;

fite) = e (22)

t=1

et O,F est la dérivée partielle de 1) par rapport a la i€ variable.

De la méme manniére, sous les conditions de régularité, on peut montrer que

J 12
OC(u) OC(u) d 1 OC(u)
(Tzl;[lhl) ( du;  Ous ) — N <0’ fiai(us)) Ou; >

En appliquant le méme type d’argument, on peut estimer les dérivées partielle d’ordre

supérieur de la copule C, on obtient

—

okCu)  _ _9Cu) _ Biy,...i, F(4(u))
iy -0y, Ouiy ..., 0y, fz’l(l;?il(Uil))7--~fik((iz‘k(uik

) avec u = (Uq,...,Uq)

ou tout les 7; sont différents et & < d, si k = d, on obtient I’estimateur & noyau de la densité

de la copule C définit par

AN F(a(w))
¢ () = Fa ) falated)

ol f est l'estimateur & noyau de la densité conjointe de X
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3.3 Conclusion générale

Dans ce mémoire, un nouveau concept de modélisation multivarié de la structure de
dépendance est utilisé c’est bien la fonction copule. Quelques chercheurs ont intéressés plus
particulierement aux quelques familles de copules pour répondre a la question du choix de
la copule adéquate qui permet de modéliser la structure de dépendance entre des variables

aléatoires. A la fin, on a présenté les approches les plus utilisées pour I'inférence statistique.
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Perspectives

— Choisir une meilleur copule sappuyant, sur des tests statistiques. Par exemple le test
du chi-deux utilisé dans le cadre de I'ajustement d’une distribution paramétrique a
une distribution empirique constitue a cet égard un outil intéressant pour le choix
d’une copule.

— Utiliser le test de Cramer-Von-Mises, test de Kolomogorov-Smirnov pour choisir la
meilleur copule.

— Comparer les résultats des deux tests.
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Annexe

Dans cette annexe on va rappeler quelques notions de base de probabilité concernant la
densité normale multivariée et la densité de student multivariée ainsi la fonction gamma et

leurs propriétés

3.3.1 La densité normale multivariée

Définition 3.3.1 On appelle densité de probabilité suit la loi normale,la fonctiot fx(x)
définie sur R par

1 L rs
e det ()27 (_5 (7= X))

fx(z) =

!/

ot x = (T1,...,%4) -

3.3.2 La densité de student multivariée

La densité copule de student multivariée est donnée par

t . F(”T”)[F(%)]d—l (1_"_‘/‘,75%—1”/)7(@4%)/2
czﬂ}(ul’“"ud)i 1/2 1\1d & _
det(2)!/2[r(2£2)] gl(ng/v)

(w+1)/2
avec (wi, ..., wg) = (t; (uy), ..., t51 (uq)) et v > 0.

Définition 3.3.2 (Loi Gamma) On dit qu’un v.a suit une loi gamma si sa densité est

donnée par
—1

Fy (@) = gﬁ—(a)exp (—x/B) siz>0
v (x) =
0 sinon

I () est la loi gamma définie par I’ (o) = [ 2 e "du.
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3.3. Conclusion générale

— proprietés de la fonction gamma
- T(a+1) =al'(a)

Na+1)=n

L(1\2) = (m)'/?

Définition 3.3.3 (Tau (7) de Kendall) Soient (X1,Y]) et (X2,Y3) deux vecteurs aléa-
toires indépendants et identiquement distribués. Le tau de kendall du vecteur aléatoire (X1, Y1)

est défini par

(X1, Y1) = P{(X; — Xo)(Y; - Ya) > 0} —P{(X, - X;)(¥; ~ Ya) <0} (331

L’expression de T donnée dans la définition précédente, représente la valeur théorique du
tau de Kendall que l'on peut définir, aussi, d’une maniére empirique. Soit un échantillon
de taille n de données bivariées {(zg, yr)}r_,- On définit les nombres ¢ et d comme étant
respectivement le nombre de paires concordantes et discordantes dans cet échantillon. On

définit la version empirique du tau de Kendall par

c—d c—d _ n! ~_n(n—1)
Uy i i avec Cy = =2 5 (3.3.2)

Cette version empirique peut étre exprimée en terme de la densité copule associée

Tn =

Théoréme 3.3.1 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires continues de copule C.

Compte tenu de (3.8.2) et de (3.3.1) , le tau de Kendall pour X etY est donnée par
7(X,Y) =Q(C,C) =4/ [C(u,v)dC(u,v) — 1 =4E{C(U,V)} — 1
12
ot la paire (U, V) est de loi C.

D’un point de vue numérique, il est difficile de manier cette expression car elle fait
intervenir la différentielle dC(u, v). C’est pourquoi, il est facile de la calculer avec I’expression

équivalente suivante :

T=1—4[ [0, C(u,,u,) 0y, C (u,,u,)du,du,
J2
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Corollaire 3.3.1 Dans le cas bivarié, si C est une copule archimédienne de génératrice ¢

alors

o) .
5w

Une extension de l’expression du tau de Kendall dans le cas multivarié est possible et elle

1
T:1+4f
0

est donnée par :

7(C) = 2¢ [ C(u,,uy, ..., uq) dC (u,, uy, ..., ug) — 1)

2d—1 _ 1 (
Tout comme le tau de Kendall, le rho de Spearman est basé sur la concordance et la discor-

dance de couples de variables aléatoires.

Définition 3.3.4 (rho (pg) de Spearman) Soient (X1,Y7), (X2, Ys) et (X3,Y3) des co-

pies indépendantes de vecteurs aléatoires. Le rho de Spearman, noté p, est défini par
ps (X, Y) =3 (P{(X1 — Xo)(Y1 — Y3) > 0} — P{(X1 — Xo)(Y1 — Y3) < 0})

Théoréme 3.3.2 ([25))Soit (X,Y)" un vecteur de variables aléatoires continues associé
la copule C. Alors le tho de Spearman de (X,Y) est donné par :
ps (X,Y) =3Q(C,II) = 12uvdC(u,v) —3=12 [ C(u,v)dudv —3
[0,1?
1 On sait que pour toute copule C, on a W < C < M, le résultat précédent assure que
—1/3 = Q(W,II) < Q(C,II) < Q(M,II) = 1/3, ce qui justifie la multiplication de Q
par le facteur 3 permettant que pg € [—1, 1].
2SI X ~FetY ~G,soit U=F(X)etV=G(Y),ona

ps(X,Y) =12 [ wvdC(u,v) —3=12E(UV) -3

[0,1)2

_ EBUV)-1/4 Cov(U,V) _
T2 T e ar(vn) p(F(X),G(Y))

Donc le rho de Spearman pour une paire (X, Y') est equivalent au coefficient de cor-

rélation usuel de Pearson de la paire (U, V).

3 On peut considérer que pg est une mesure de distance moyenne entre la copule C et

la copule d’indépendance car

ps (C) =12 [ {C(u,v) — uwv}dudv

[0,1)%
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3.3. Conclusion générale

4 Le tau de Kendall et le rho de Spearman ne dépendent pas du comportement des lois

marginales, mais uniquement de la structure de dépendance.

5 Pour toutes fonctions croissantes f et g,ona 7(f(X);g(Y)) = 7(X,Y) et p(f(X), g(Y)) =
p(X,Y).

6 Soit un échantillon de taille n de données bivariées {(zy, yx)},_,. On définit la version

empirique du rho de Spearman en terme de densité de la copule associée par

2SS e (5, 4) - 4]

2
ns — 1i:1j:1

Pn =

Les résultats obtenus concernant le rho de Spearman dans le cas bidimensionnel

peuvent étre étendus dans le cas multidimensionnel de la maniére suivante :

p(C) = g J wee . wadC (ug, ey ug) = 27
0.1}

Généralement, les valeurs 7 et p pour une copule C sont différentes . En revanche,

certaines relations existent entre ces deux mesures de concordance.
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