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Résumé
Ce travail est consacré à l’étude de la théorie des copules paramétriques et non paramé-

triques. Les copules sont des outils mathématiques performants qui permettent de déceler la

structure de dépendance d’un tel modèle. Ce sont des fonctions de répartition particulières,

qui relie les fonctions de répartition multivariées de lois de probabilité dans Rd (d ≥ 2) et les

fonctions de répartition marginales et leurs coordonnées. Sklar (1959) (voir [31]) a introduit

le théorème fondamental de la théorie des copules.

Dans ce mémoire nous nous interessons à l’estimation des paramètres de copules par les

méthodes paramétriques, les méthodes d’estimation non paramétriques sont aussi étudies.
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Abstract

this work is devoted to the study of the theory of parametric and non-parametric copulas.

Copulas are powerful mathematical tools that can detect the dependency structure of such

a model. These are specific dispatch functions, which combine the multivariate distribution

functions of probability laws in Rd (d ≥ 2), and the marginal distribition functions and their

coordinates. Sklar (1959) (see[30]) introduced the fundamental theorem of copula theory.

In this study we are interssed to the estimation of copula by the parameteric and no

parametric methods.
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Introduction générale

Mesurer la dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoires est une pratique

largement répendue par les statisticiens. Quelques mesures de dépendance entre les variables

aléatoires en été proposé comme celui du coeffi cient de corrélation, le tau de Kendall, le rho

de Spearman. Bien que, ces mesures soient simples à calculer et peuvent être facilement

interprétées, elles ne sont pas en mesure de détecter toutes les formes de dépendances.

Pour résoudre ce problème ; le terme "copule a été introduit en 1959. Ce terme c’est à-dire

"copule" a été utilisé pour la première fois grâce à Sklar ([30]) dans la théorie des lois

multidimensionnelles.

En effet, la fonction "copule" a l’avantage de modéliser complètement la dépendance

entre les variables aléatoires. Les copules sont des fonctions de répartition particulières, qui

relies les fonctions de répartition multivariées de lois de probabilité dans Rd, pour d ≥ 2, aux

fonctions de répartition marginales. Par exemple si l’indépendance entre d variables aléa-

toires X1, X2, ...Xd est assurée, alors la fonction de répartition conjointe de ces n variables

s’exprime de la manière suivante :

F (x) = P [X ≤ x] = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xd ≤ xd) , ∀ (x1, x2,...,xd)
′
∈ Rd

où fi(·) est la i ème densité marginale univariée . Par contre, il n’en demeure pas moins
qu’établir l’indépendance entre des variables n’est pas nécessairement simple, car, bien

qu’elle implique un coeffi cient de corrélation nul, la réciproque se montre généralement

fausse. Ainsi, les copules autorisent une sélection plus étendue des fonctions de réparti-

tion jointes et ce indépendamment des différentes lois marginales considérées. De plus, elles

permettent de résumer la structure de dépendance d’un vecteur aléatoire. D’ailleurs, les
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mesures de dépendance peuvent être exprimées explicitement en fonction de la copule. En

particulier, le tau de Kendall et le rho de Spearman entre deux vecteurs aléatoires X1 et X2

s’expriment, respectivement, par

τ = 4
∫
I2 C(u, v)dC(u, v)− 1

ρS = 12
∫
I2 C(u, v)dudv − 3

La théorie des copules permet de construire des modèles paramétriques pour la loi jointe

de d variables aléatoires réelles dépendantes (X1, ...Xd)
′
. En pratique, d’après Fisher ([14])

elle joue un rôle trés important et contribuet de manière significative dans les différents

domaine tel que l’économétrie,biologie, comme d’autres pour modéliser de manière plus

réaliste la loi jointe de plusieurs variables aléatoires.

Ainsi,pour modéliser la structure de dépendance entre plusieurs variables aléatoires, on

utilise la fonction copule qui modélise les stuctures et les mesure de dépendance qui permet

de construire des modèles de distributions multidimensionnelles.

Il existe plusieurs approches pour l’estimation d’une copule. Ces méthodes sont subdivi-

sées en trois approches , l’approche paramétrique, semi- paramétrique et non-paramétrique.

Dans l’approche paramétrique, on impose un modèle spécifier que pour la copule et les

dis tributions marginales à la fois.

Finalement, l’approche non-paramétrique tient compte à la fois des modèles non-paramétriques

pour la copule et pour les distributionsmarginales. Deheuvels (voir [8] )a suggéré la distri-

bution

mul-tidimensionnelle empirique pour estimer la fonction copule.

L’objectif principal de notre travail est de revoir les différentes méthodes d’estimation des

copules à savoir l’approche paramètrique et non-paramètrique. La première approche c’est

à dire l’approche paramètrique consiste à estimer le paramètre de la copule par l’une des

méthodes (Maximum de vraisemblance exacte (EML), Fonctions d’inférence des marginales

(IFM) et la méthode des moments).

Tandisque dans la deuxième approche on utilise les copules empiriques.- Procédure de

GENEST et RIVEST.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Chapitre 1 : Copules et mesure de dépendence

2
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Dans ce chapitre, on présente la fonction de répartition bivariée ses proprietés et la

théorie des copules et leurs propriétés fondamentales ainsi quelque exmeples des copules

sont présentées. Enfin, on discute la relation existant entre la structure de dépendance et la

théorie des copules.

Chapitre 2 : Les copules paramétriques et non paramétriques

Dans ce chapitre, on présente quelques familles de copules paramétriques c’est les familles

les plus utilisées : Les copules Archimédiennes, les copules Elliptiques, des valeurs extrêmes

et la copule Archimax. Les copules non paramétriques sont aussi présentées.

Chapitre 3 : Méthodes d’estimation des copules

Dans ce chapitre, on présente les méthodes d’estimation des copules paramétriques et

non parametriques. Pour l’approche paramétrique on discute la méthode des moments, la

méthode (MLE) et enfin la méthode (IFM) et pour l’estimation non paramétrique, nous

présentons la procédure de GENEST et RIVEST et nous rappelons l’estimation à noyau.

Annexe A :

Dans cette annexe, on va rappeler quelques notions de base de probabilité concernant la

densité normale multivariée et la densité de student multivariée ainsi la fonction gamma et

leurs propriétés et quelque définition de tho de kandel et rho de Spearman.

3



Chapitre 1

Copules et mesure de dépendence

Introduction
La copule est un outil qui permet de modéliser la structure de dépendance de plusieurs

variables aléatoires. Soit X un vecteur de dimension d > 2. La modélisation de copule est

basée sur le théorème de sklar a été introduit en (1959)([30]),Sklar mathématicien américan

dans son articleil parle de fonction de répartition à d dimension et leurs marginales, pour

mieux comprendre on va commencer par le cas bivarié après on généralise .

Dans ce chapitre, on présente les propriétés les plus importantes de la fonction copule

et son rôle dans l’étude de l’indépendance des variables aléatoires. La première section, est

une introduction de la fonction de répartition bivariée. Dans la deuxième section, on donne

la définition d’une copule bivariée, ainssi que ces différentes propriétés. Dand La troisième

section, on va présenter quelques exemples de copule. Dans la quatrième section on généralise

fonction de répartition. On termine le chapitre par la présentation du lien entre les mesures

de dépendance et les copules.

1.1 Fonction de répartition bivariée et ses proprietés

Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilité et X un vecteur aléatoire de dimension 2 i,.e X =

(X1, X2)′ . La fonction de répartition bivariée du vecteur X est une fonction F : R2 −→ I

telle que :

F (x) = P [X ≤ x] = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2) , ∀ (x1, x2)
′
∈ R2, (1.1.1)

4



1.2. La copule

qui vérifie les conditions suivantes :

a) F est continue à droite, lim
x−→x0,y−→y0

F (x, y) = F (x0, y0)

b) lim
x−→−∞

F (x, y) = lim
y−→−∞

F (x, y) = 0

c) lim
x−→+∞,y−→+∞

F (x, y) = 1

d) F est 2-croissante, pour tout (a1, a2) , (b1, b2) dans R2 avec −∞ ≤ a1 ≤ b1 ≤ +∞ et

−∞ ≤ a2 ≤ b2 ≤ +∞, on a

F (b1, b2)− F (a1, b2)− F (b1, a2) + F (a1, a2) ≥ 0

Les lois marginales F1et F2 peuvent s’exprimer en fonction de F de la manière suivante :

F1 (x) = P (X ≤ x) = lim
x−→+∞

F (x, y) = F (x,+∞) et (1.1.2)

F2 (y) = P (Y ≤ y) = lim
y−→+∞

F (x, y) = F (+∞, y) .

— Si F est croissante par rapport à x et par rapport à y n’implique pas que F est 2-

croissante.

— Si F est 2-croissante n’implique pas que F est croissante par rapport à x et par rapport

à y.

— Si F est 2-croissante et lim
x−→−∞

F (x, y) = lim
y−→−∞

F (x, y) = 0 implique que F est crois-

sante par rapport à x et par rapport à y.

— Si F est de classe C2, être 2-croissante équivalente à ∂2F(x,y)
∂x∂y

≥ 0, donc pour tout

(x, y) ∈ R2,

max (F1 (x) + F2 (y)− 1, 0) ≤ F (x, y) ≤ min (F1 (x) ,F2 (y)) .

Proposition 1.1.1 Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si

F(X,Y )(x, y) = F1(x)F2(y).

1.2 La copule

Dans cette section, on va introduire la définition d’une copule, ainsi que ses propriétés,

où on commence par le cas le plus simple i.e., le cas bivarié, ensuite on généralise.

5



1.2. La copule

1.2.1 Copules bivariées

Définition 1.2.1 On appelle copule bivariée toute fonction C, I2 7−→ I qui possède les

propriétés suivantes :

i) ∀(u, v) ∈ I2 : C(u, 0) = C(0, v) = 0.

ii) ∀(u, v) ∈ I2 : C(u, 1) = u et C(1, v) = v.

iii) C est 2-croissante i.e.,∀(u1, u2), (v1, v2) ∈ I2 telle que u1 ≤ v1 et u2 ≤ v2 on a

C(v1, v2)− C(v1, u2)− C(u1, v2) + C(u1, u2) ≥ 0. (1.2.1)

1. La Définition 1.2.1 assure que la copule est une distribution de probabilité de marges

uniformes.

Soient U1 et U2 deux v.a uniformes. Considérons le vecteur aléatoire U = (U1, U2)′, on a

C (U1, U2) = P [U1 ≤ u1, U2 ≤ u2]

De la propriété i) de la définition 1.2.1 on a

P [U1 ≤ 0, U2 ≤ u2] = P [U1 ≤ u1, U2 ≤ 0] = 0.

De la propriété ii) de la définition 1.2.1 on a

P [U1 ≤ u1, U2 ≤ 1] = u1 et P [U1 ≤ 1, U2 ≤ u2] = u2

Comme la copule C est une distribution de probabilité, alors

P [u1 ≤ U1 ≤ v1, u2 ≤ U2 ≤ v2] = C (v1, v2)− C (v1, u2)− C (u1, v2) + C (u1, u2)

∀ (u1, u2) , (v1, v2) ∈ I × I

Exemple 1.2.1 ∀u1, u2 ∈ I, la fonction M (u1, u2) = min (u1, u2) est une copule.

— ∀u1, u2 ∈ I, on a min (u1, 0) = 0 = min (0, u2), alors M vérifie la propriété i).

∀u1, u2 ∈ I, on a min (u1, 1) = u1 et min (1, u2) = u2, alors M vérifie la propriété ii).

∀u1, u2, v1 et v2 ∈ I avec u1 ≤ v1 et u2 ≤ v2, on a

min (u2, v2) ≥ min (u2, v1) et min (u1, v2) ≥ min (u1, v1) , alors M vérifie la propriété iii)

Par conséquent M est une copule.

De la mêmemanière on établit que les fonctions définies parW (u1, u2) = max (u1 + u2 − 1, 0)

et ≯ (u1, u2) = u1u2 sont aussi des copules.
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1.2. La copule

1.2.2 Propriétés des copules bivariées

Dans ce qui suit, on donne les propriétés et le théorème le plus important d’une copule

bivariée.

Théorème 1.2.1 (Bornes de Fréchet (voir [25]) Pour toute copule bivariée C on a

∀(u1, u2) ∈ I2, W(u1, u2) ≤ C(u1, u2) ≤M(u1, u2).

où M(u, v) est la copule minimum notée par M(u, v) = min(u, v) et W(u, v) est la copule

maximum notée par W(u1, u2) = max(0, u1 + u2 − 1).

Preuve. On a ∀u1, u2 ∈ I;C(u1, u2) ≤ C(u1, 1) = u1 et C(u1, u2) ≤ C(1, u2) = u2, alors,

C(u1, u2) ≤ min(u1, u2)),

Or, ∀u1, u2 ∈ [0, 1] ; C(1, 1)− C(1, u2)− C(u1, 1) + C(u1, u2) ≥ 0, d’où,

C(u1, u2)) ≥ u1 + u2 − 1.

Mais C(u1, u2) ≥ 0,∀u1, u2 ∈ I, alors

C(u1, u2) ≥ max(0, u1 + u2)− 1).

D’où

max(0, u1 + u2)− 1) ≤ C(u1, u2) ≤ min(u1, u2).

Remarque 1.2.1 Les copulesW etM sont appelées borne inférieure (resp borne supérieure)

de Fréchet-Hoeffding ou copule minimale (resp copule maximale). Elles sont notées resp par

C+et C−.

Dans la suite nous présontons les propriétés fondamentales et le théorème le plus impor-

tant des copules bivariées, introduit par Sklar (1959).
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1.2. La copule

Théorème 1.2.2 (Continuité([25])) Soit C une copule bivariée ; pour tout u1, u2, v1 et

v2 ∈ I avec u1 ≤ u2 et v1 ≤ v2, on a

|C (u2, v2)− C (u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1| . (1.2.2)

Comme toute copule bivariée est 2-croissante donc ∀u1, u2, v1 et v2 ∈ I où u1 ≤ u2 et

v1 ≤ v2 soit γ1 le graphe passant par les points (u1, v1) et (u2, v1) et γ2 le graphe passant par

les points (u2, v1) et (u2, v2). Il existe deux copules Cγ1
,Cγ2

telle que C (u1, v1) = Cγ1
(u1, v1)

et C (u2, v2) = Cγ2
(u2, v2) , donc C (u2, v1) = Cγ1

(u2, v1) = Cγ2
(u2, v1)

|C (u2, v2)− C (u1, v1)| = |C (u2, v2) + C (u2, v1)− C (u2, v1)− C (u1, v1)|

≤ |C (u2, v2) + C (u2, v1)|+ |C (u2, v1)− C (u1, v1)|

=
∣∣Cγ2

(u2, v2) + Cγ2
(u2, v1)

∣∣+
∣∣Cγ1

(u2, v1)− Cγ1
(u1, v1)

∣∣
≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1| .

Théorème 1.2.3 (Différentiabilité([4]) Soit C une copule bivariée ;

1 Les dérivées partielles ∂C(u1,u2)
∂uj

existent ∀u1, u2 ∈ I et 0 ≤ ∂C(u1,u2)
∂uj

≤ 1 ; ∀j = 1, 2

2 Les fonctions u1 7−→ ∂C(u1,u2)
∂u2

et u2 7−→ ∂C(u1,u2)
∂u1

sont bien définies et sont décroissantes

sur I.

La dérivée partielle de la copule W (u1, u2) = max (u1 + u2 − 1, 0) existe.

Si u1 + u2− 1 6= 0 i.e., u2 6= 1− u1 et on a max (u1 + u2 − 1, 0) = u1 + u2− 1 ≥ 0, ce qui

donne

∂C(u1,u2)
∂u1

= ∂C(u1,u2)
∂u2

=

 0 si u2 < 1− u1

1 si u2 > 1− u1

(1.2.3)

Théorème 1.2.4 (Invariance (voir [25])) Soit X = (X1, X2)′ un vecteur de v.a conti-

nues de copule C. Si α1, α2 sont deux fonctions strictement croissantes sur ImX1 et ImX2

respectivement, alors :

C (X1, X2) = C (α1 (X1) , α2 (X2))

Preuve. On note repectivement F et G les fonctions de répartition conjointes de vecteurs

aléatoires (X1, X2) et (α1 (X1) , α2 (X2)), par F1, F2 les fonctions de répartition marginales
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1.2. La copule

de F et par G1, G2 les fonctions de répartition marginales de G. On remarque que :

G1 (X1) = P [α1 (X1) ≤ x1] = P
[
X1 ≤ α−1

1 (x1)
]

= F1

(
α−1

1 (x1)
)
,

(car α1 est une fonction croissante)

et on a donc G−1
1 (u1) = α1

(
F−1

1 (u1)
)
et G−1

2 (u2) = α2

(
F−1

2 (u2)
)
, ∀u1, u2 ∈ I. On en

déduit que

Cα1(X1)α2(X2) (u1, u2) = C
(
G−1

1 (u1) ,G−1
2 (u2)

)
= P

[
α1 (X1) ≤ G−1

1 (u1) , α2 (X2) ≤ G−1
2 (u2)

]
= P

[
X1 ≤ α−1

1

(
G−1

1 (u1)
)
, X2 ≤ α−1

2

(
G−1

2 (u2)
)]

= P
[
X1 ≤ F−1

1 (u1) , X2 ≤ F−1
2 (u2)

]
= CX1X2 (u1, u2)

Définition 1.2.2 (L’inverse généralisé) ( [23]) Soit F une fonction de distribution. L’in-

verse généralisé F[−1]de F est une fonction définie par :

F[−1] (t) = inf {x ∈ R,F (x) ≥ t} = sup {x ∈ R,F (x) ≤ t} , (1.2.4)

Remarque 1.2.2 Si la fonction F est strictement croissante alors la notion de (pseudo-

inverse) coïncide avec la notion d’inverse ou de réciproque, i.e., F[−1] = F−1

Proposition 1.2.1 Soit F une fonction réelle croissante et continue à droite, d’inverse

généralisé F−1, alors on a les propriétés suivantes :

a- La fonction F−1 est croissante, continue à gauche et on a l’équivalence suivante pour

tout x ∈ R et tout t ∈ [0, 1]

F (x) ≥ t⇔ x ≥ F−1 (t) ,

b- Pour tout t ∈ ]0, 1], on a F (F−1 (t)) ≥ t et avec égalité si F−1 (t) > −∞ et si F est

continue en F−1 (t).

9



1.2. La copule

c- Soit U une variable aléatoire uniformement distribuée sur I, la fonction F est la fonc-

tion de répartition de la variable aléatoire F−1 (U).

d- Soit Y une variable aléatoire de fonction de répartition F. Si F est continue, alors

F (Y ) est de loi uniforme sur ]0, 1].

1.2.3 Théorème de Sklar

La théorie des copules est basée essentiellement sur le théorème introduit par sklar 1959

est donné par le théorème suivant :

Théorème 1.2.5 (Sklar ( [30])) Soit F une distribution conjointe bivariée de distributions

marginales F1 et F2 respectivement. On pose Fi (xi) = ui , i = 1 , 2 :

F peut sécrire en terme de la fonction copule notée C(u, v) , tel que :

∀ (x1, x2) ∈ R2, F (x1, x2) = C (F1 (x1) ,F2 (x2)) (1.2.5)

Preuve. ∀ (x1, x2) ∈ R, les focntions de répartition marginales F1 (x1) et F2 (x2) sont

uniformement continues sur I, étant

C (u1, u2) = P [F1 (x1) ≤ u1,F2 (x2) ≤ u2]

= P
[
x1 ≤ F(−1)

1 (u1) , x2 ≤ F(−1)
2 (u2)

]
= F

(
F(−1)

1 (u1) ,F(−1)
2 (u2)

)
.

Et comme

F (x1, x2) = P [X1 ≤ x1, X2 ≤ x2]

= P [F1 (X1) ≤ F1 (x1) ,F2 (X2) ≤ F2 (x2)]

= C (F1 (x1) ,F2 (x2))

Si les distributions marginales F1 et F2 sont continues, alors la copule C est unique ;

sinon elle est déterminée de manière unique sur (RanF1)× (RanF2).

Réciproquement, si C est une copule et F1, F2 sont des distributions univariées, alors la

fonction définie par (1.2.5) est la distribution conjointe dont les marges sont F1 et F2.
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Définition 1.2.3 Si c est la densité copule associée à la copule C existe alors elle est définie

par

c (u1, u2) =
∂2C (u1, u2)

∂u1∂u2

Définition 1.2.4 Si la fonction de répartition conjointe F est absolument continue, d’après

le théorème de Sklar, on peut exprimer la densité d’un vecteur aléatoitre (X1, X2)
′
en fonction

de la densité conjointe f et ces fonctions de répartitions marginales F1 et F2 par

f (x1, x2) = c (F1 (x1) ,F2 (x2))
2∏
i=1

fi (xi) (1.2.6)

Preuve. Par définition f (x1, x2) = ∂2F(x1,x2)
∂x1∂x2

et c (u1, u2) = ∂2C(u1,u2)
∂u1∂u2

, et en utilisant le

théorème de Sklar on obtient

f (x1, x2) =
∂2C (u1, u2)

∂u1∂u2

=
∂2C (F1 (x1) ,F2 (x2))

∂F1 (x1) ∂F2 (x2)

= c (F1 (x1) ,F2 (x2)) f1 (x1) f2 (x2)

= c (F1 (x1) ,F2 (x2))
2∏
i=1

fi (xi)

1.3 Exemples

Dans cette section est réservé de quelque types copules connue, (gaussienne, gumbel).

1.3.1 1.Copule gaussienne

Définition 1.3.1 Soit Fρ la fonction de distribution normal bivariée de coeffi cient de cor-

relation ρ telle que, ∀x, y ∈ R

Fρ(x, y) = 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

∫ x
−∞
∫ y
−∞ exp {( −1

2(1−ρ2)
[(x−m1

σ1
)2−2ρ(x1−m1)(x2−m2)

σ1σ2
+(x2−m2

σ2
)2]}dx1dx2

Soit X

 x1

x2

 ,m

 m1

m2

 , σ

 σ1

σ2


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On a

fm,Σ =
1

2π det(Σ)
1
2

exp(−1

2
(X −m)

′
Σ−1(X −m)) (1.3.1)

telle que Σ = σ1σ2

 1 ρ

ρ 1

 aprés les calculs 1.3.1 on obtient

fm,Σ = − 1

2(1− ρ2)

[(
x1 −m1

σ1

)2

− 2ρ

(
x1 −m1

σ1

)(
ρ(x2 −m2)

σ2

)
+

(
x2 −m2

σ2

)2
]

D’où

Fρ(x, y) = 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

∫ x
−∞
∫ y
−∞ exp

(
− 1

2(1−ρ2)

[(
x1−m1

σ1

)2

− 2ρ
(
x1−m1

σ1

)(
ρ(x2−m2)

σ2

)
+
(
x2−m2

σ2

)2
])

(1.3.2)

Fρ est la fonction de répartition conjointe des v.aX et Y oùX, Y ∼ N (m
i
, σi) pour i = 1, 2,

la copule associée à Fρ est donnée par

Fρ(x, y) = 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

∫ x
−∞
∫ y
−∞ exp {( −1

2(1−ρ2)
[(x−m1

σ1
)2−2ρ(x1−m1)(x2−m2)

σ1σ2
+(x2−m2

σ2
)2]}dx1dx2.

où φ−1
i ; i = 1, 2 est la fonction inverse de la loi N (mi, σi).

En particulier, si X, Y ∼ N (0, 1) où N (0, 1) est la loi normale centrée réduit en substituant

dans l’equation (1.3.2) avec m1 = m2 = 0 et σ1 = σ2 = 1 on obtient :

Cρ (u, v) = 1

(2π)(1−ρ2)1/2

Φ−1
1 (u)∫
−∞

Φ−1
1 (v)∫
−∞

exp
(
−x2−2ρxy+y2

2(1−ρ2)

)
dxdy.

Cρ est une copule de Gauss.

1.3.2 2 Distribution de Gumbel (cas bivarié)

Définition 1.3.2 Soit Fθ la fonction de disrtibution donnée par

Fθ (x, y) =

 1− e−x − e−y + e−(x+y+θxy)

0

x ≥ 0, y ≥ 0

sinon

où θ un paramètre dans [0, 1]. Les fonctions de de distribution marginales F1(x) et F2(y)

sont des exponentielles et leurs foncions inverses sont F1 (u) = − ln(1− u) et F2(v) =

12



1.4. Fonction de répartition multivariée

− ln (1− v) respectivement, pour u, v dans [0, 1], on en deduit que la copule correspondante

es

Cθ (u, v) = u+ v − 1 + (1− u) (1− v) e−θ ln(1−u) ln(1−v)

1.4 Fonction de répartition multivariée

Définition 1.4.1 Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilité etX un vecteur aléatoire d-dimentionnel

ie X = (X1, ..., Xd)
′ . On définit la fonction de répartition d-dimentionnelle du vecteur X

comme une fonction FX : Rd −→ I telle que :

FX (x) = P [X ≤ x] = P [(X1, ..., Xd) ≤ (x1, . . . , xd)] = P (X1 ≤ x1, ..., Xd ≤ xd) ,

qui vérifie les conditions suivantes :

(i) F est continue à droite relativement à chaque composante ;

(ii) pour tout (a1, ..., ad) , (b1, ..., bd) dans Rd tels que ai ≤ bi, pour tout i = 1, ..., d

∆bn
an∆bn−1

an−1
...∆b1

a1
F (x) ≥ 0,

où ∆bk
ak
F (x) = F (x1, ..., xk−1, bk, xk+1, ..., xd)− F (x1, ..., xk−1, ak, xk+1, ..., xd) ;

(iii) F (x1, ..., xi−1,−∞, xi+1, ..., xd) = 0 pour tout i = 1, ..., d, et F (∞, ...,∞) = 1.

1.4.1 Copules multivariées

Définition 1.4.2 Une copule est une fonction de répartition jointe de dimension d définie

sur l’hypercube [0, 1]d de sort que les marges univariées soient uniformes sur l’intervalle

unitaire [0, 1].

Une fonction C : Id 7−→ I est dite une copule à d dimensions si :

1 Pour tout u = (u1, . . . , ud)
′ ∈ Id ayant au moins une composante nulle, on a C(u) = 0 ;

2 Pour tout u = (u1, . . . , ud)
′ ∈ Id ayant toutes ses composantes égales à 1 sauf la kème

composante ie u = (1, . . . , 1, uk, 1, . . . , 1)
′
, on a C(u) = uk ;

13



1.4. Fonction de répartition multivariée

C est d-croissante i.e., pour tout u = (u1, . . . , ud)
′
et v = (v1, . . . , vd)

′
dans Id tels que

ui ≤ vi, pour i = 1, . . . , d, on a

2∑
i1=1

. . .
2∑

id=1

(−1)i1+...+id × C (x1i1 , . . . , xdid) ≥ 0,

où x1j = uj et x2j = vj pour tout j = {1, . . . , d} .

Remarque 1.4.1 Une copule de dimension d est uniformément continue sur son domaine

de définition.

Et le théorème de continuité est donné par le théorème suivant :

Théorème 1.4.1 Soit C une copule multivariée ; pour tout u = (u1, ..., ud)
′ ∈ I2 et v =

(v1, ..., vd)
′ ∈ I, on a

|C (u)− C (v)| ≤
d∑

k=1

|vk − uk| .

où C est uniformement continue sur son domaine.

1.4.2 Fonction de densité conjointe d− dimensionnelle

Toute distribution multivariée, absolument continue, admet une densité conjointe et elle

est de la forme

f(x1, ..., xd) = c(F1(x1),F2(x2), ...,Fd(xd))
d∏
i=1

f(xi), (1.4.1)

où c la fonction densité copule de la copule C et est donnée par :

c(u1, u2, ...ud) =
∂dC(u1, u2, ...ud)

∂u1...∂ud
, ∀(u1, . . . , ud)

′ ∈ Id

De La formule (1.4.1) la densité copule multivariée de dimension d nottée c est donnée

par

c (u1, . . . , ud) =
f(F−1

1 (u1),...,F−1
d (ud))

d∏
i=1

fi(F−1
i (ui))

, avec fi
(
F−1
i (ui)

)
> 0,∀i = 1, ..., d

où c (u) = ∂dC(u)
∂u1...∂ud

≥ 0.
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1.4. Fonction de répartition multivariée

1.4.3 Théorème de Sklar

Le théorème suivant (Sklar (1959)) est fondamental dans la théorie des copules ; ce

théorème précise le lien existant entre la copule C et les fonctions de répartition margi-

nales univariées F1, ...,Fd et la distribution cojointe multivariée F. Pour plus de détail voir

Nelson(voir [25]), Sklar (voir [30]) ou ENPC ( 2008).

Théorème 1.4.2 Soit F une distribution multivariée i.e., F la répartition conjointe de dis-

tributions marginales F1, ...,Fd respectivement, alors il existe une copule C de dimension d

telle que pour tout x = (x1, . . . , xd)
′ ∈ Rd,

F (x) = F (x1, . . . , xd) = C (F1 (x1) , . . . ,Fd (xd)) (1.4.2)

Preuve. Etant F1, ...,Fd sont continues de plus F1 (x1) , ...,Fd (xd) sont uniformes sur

[0, 1], ∀x = (x1, . . . , xd)
′ ∈ Rd. Soit F la fonction de distribution multnivariée

On a

C (u1, . . . , ud) = P (F1 (x1) ≤ u1, ...,Fd (xd) ≤ ud)

= P
(
x1 ≤ F−1

1 (u1) , ..., xd ≤ F−1
d (ud)

)
= F

(
F−1

1 (u1) , ...,F−1
d (ud)

)
D’autre part

F (x1, . . . , xd) = P [X1 ≤ x1, ..., Xd ≤ xd]

= P [F1 (X1) ≤ F1 (x1) , ...,Fd (Xd) ≤ Fd (xd)]

= C (F1 (x1) , ...,Fd (xd))

Remarque 1.4.2 Si les distributions marginales F1, ...,Fd sont continues, alors C est unique.

Dans le cas contraire C est uniquement déterminée sur le produit (ImF1)× . . .× (ImFd) et

de ce fait perd beaucoup de son intérêt.

Inversement, si C est une copule de dimension d et si F1, . . . ,Fd sont des fonctions de

répartition univariées, alors la fonction F est défini par (1.4.2) une fonction de répartition

d- dimensionnelle de marginales F1, . . . ,Fd.
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1.4. Fonction de répartition multivariée

Corollaire 1.4.1 Soit F une distribution multivariée de distributions marginales continues

F1, . . . ,Fd. Alors, la copule C associée à F est donnée par

C (u) = C (u1, . . . , ud) = F
(
F−1

1 (u1) , . . . ,F−1
d (ud)

)
, u = (u1, . . . , ud)

′
∈ Id (1.4.3)

Corollaire 1.4.2 La relation entre la fonction de densité conjointe f (x1, . . . , xd) et la den-

sité de la copule c (u1, . . . , ud) est donnée par

f (x1, . . . , xd) = c (F1 (x1) , . . . ,Fd (xd))
d∏
i=1

fi (xi) (1.4.4)

Remarque 1.4.3 Pour démontrer la relation (1.4.4) suivez les mêmes démarches du cas

bivarié.

1.4.4 Propriétés des copules multivariées

Théorème 1.4.3 (D’inveriance) ([25])Soit X = (X1, . . . , Xd)
′ un vecteur aléatoire conti-

nue, de fonction de répartition jointe F associée à une copule C et (T1, . . . , Td) est une

suite de fonction strictement croissante, alors la fonction de répartition jointe du vecteur

T (X) = (T1 (X1) , . . . , Td (Xd))
′ est associée à la même copule C.

Ainsi, la copule est invariante par les transformations strictement croissantes de variables

aléatoires.

Preuve. On a Fi et Gi les fonctions de répartition marginales des variables aléatoire Xi

et Ti (Xi) respectives, C et D les copules associées respectivement, aux vecteurs aléatoires

X et T (X) .

Comme les transformations Ti sont croissantes, alors pour tout xi ∈ R avec i = 1, . . . , d,

on a

Gi (xi) = P [Ti (Xi) ≤ xi] = P
[
Xi ≤ T−1

i (xi)
]

= Fi ◦ T−1
i (xi) .

D’aprés l’equation (1.4.3) on a, pour tout u = (u1, . . . , ud)
′
∈ Id,

C (u1, . . . , ud) = P
[
X1 ≤ F−1

1 (u1) , . . . , Xd ≤ F−1
d (ud)

]
= P

[
T1 (X1) ≤ T1 ◦ F−1

1 (u1) , . . . , Td (Xd) ≤ Td ◦ F−1
d (ud)

]
= P

[
T1 (X1) ≤ G−1

i (u1) , . . . , Td (Xd) ≤ G−1
i (ud)

]
= D (u1, . . . , ud) .
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Comme les variables X1, . . . , Xd sont continues alors RanF1 = . . . = RanFd = I et donc

C ≡ D sur Id.

Théorème 1.4.4 (Différentiabilité) Soit C : Id −→ I une copule. Les dérivées partielles

de C(.) existent presque sûrement, pour tout i = 1, ..., d, on a

0 ≤ ∂C (u)

∂ui
≤ 1, u = (u1, ..., ud)

′ ∈ Id

De plus, les fonctions

u 7−→∂C (u)

∂ui

sont non décroissantes presque partout.

Théorème 1.4.5 (Convexité) Soient λi ≥ 0, pour i = 1, ..., p, avec
p∑
i=1

λi = 1,et C1, ...,Cp

des fonctions copules, alors
p∑
i=1

λiCi est aussi une copule.

D’une manière générale, si (Cθ)θ∈Θ est une famille de copules et Λ est une mesure de

probabilité sur l’ensemble Θ, alors C∗(.) =
∫
Θ

Cθ(.)Λ(dθ) est aussi une copule.

Remarque 1.4.4 L’ensemble Cd des copules de dimension d est un sous-ensemble compact
et convexe de l’espace des fonctions continues à valeurs réelles définies sur Id, muni de

la topologie de la convergence uniforme. Il suit que, dans Cd, la convergence en tout point
implique la convergence uniforme. La convexité provient directement de la définition de la

copule. La compacité est due au fait que l’ensemble des fonctions continues à valeurs réelles

définies sur Id est un espace métrique compact et que le sous-ensemble des d-copules est un

sous ensemble fermé.

Théorème 1.4.6 ([25]) Soit F une fonction de répartition de dimension d d’un vecteur

aléatoire X = (X1, ..., Xd)
′ de fonctions de répartition marginales F1, ...,Fd : Pour toute

copule C de dimension d associée à F et pour tout u = (u1, . . . , ud)
′
∈ [0, 1]d, on a

W(u) = max

(
d∑
i=1

ui − d+ 1, 0

)
≤ C(u) ≤M(u) = min (u1, ..., ud) (1.4.5)
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1.4. Fonction de répartition multivariée

où M(u) est la copule minimum multivariée etW(u) est la copule maximum multivariée.

Preuve. On pose Ui = Fi(Xi) pour tout, comme on a P(Ui ≤ ui) = ui, pour tout

i = 1, ..., d.

La première inégalité de provient du fait que

P(
⋂

1≤i≤d
(Ui ≤ ui)) = 1− P(

⋃
1≤i≤d

(Ui ≥ ui))

≥ 1−
d∑
i=1

P(Ui > ui) ≥ 1−
d∑
i=1

(1− ui) ≥ 1− d+
d∑
i=1

ui

Et comme C est définie sur [0, 1]d, alors

C(u) ≥max

(
0, 1− d+

d∑
i=1

ui

)
La seconde inégalité de (1.4.4) provient du fait que⋂

1≤i≤d
(Ui ≤ ui) ⊂ (Ui ≤ ui) , pour tout i = 1, ..., d.

ainsi, C(u) =P(
⋂

1≤i≤d
(Ui ≤ ui)) ≤ P(Ui ≤ ui) = ui, pour tout i = 1, ..., d.

Par conséquent

C(u) ≤min (u1, ..., ud) .

La fonction Md est une copule de dimension d pour d > 2.

2 La fonction Wd n’est pas une copule de dimension d pour d > 2.

En effet,

on considère un d-volume [1/2, 1]d ⊂ [0, 1]d, alors

VW
(
[1/2, 1]d

)
= max (1 + ...+ 1− d+ 1, 0)−

−d×max (1/2 + 1 + . . .+ 1− d+ 1, 0) +

+C2
d max (1/2 + 1/2 + 1 + . . .+ 1− d+ 1, 0) +

. . .

+ max (1/2 + ...+ 1/2− d+ 1, 0)

= 1− d/2 + 0...+ 0 ≤ 0

Donc W n’est pas une copule pour d ≥ 3. La relation entre les mesures de dépendance et

les copules.
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1.5 Relation entre les mesures de dépendance et les

copules

1.5.1 Mesures de concordance

L’inégalité des bornes de Fréchet-Hoeffding met en évidence un ordre partiel sur l’en-

semble des copules comme suit :

Définition 1.5.1 Soient C1 et C2 deux copules bivariées. On dit que C1 est plus petite que

C2 et on note C1 ≺ C2, si et seulement si

C1(u1, u2) ≤ C2(u1, u2), pour tout (u1, u2) ∈ I2

L’ordre ≺ est appelé l’ordre de concordance.

Remarque 1.5.1 La relation d’ordre ” ≺ ” est partielle car on ne peut pas comparer toutes

les copules entre elles. Considérons, par exemple, la copule cubique définie par

Ccub(u1, u2, θ) =
2∏
i=1

ui + θ
2∏
i=1

[ui (ui − 1) (2ui − 1)] , avec θ ∈ [−1, 2] .

On a

Ccub(3
4
, 3

4
, 1) = 0.5712 ≥ Π(3

4
, 3

4
) = 3

4
× 3

4
= 0.5625

Ccub(3
4
, 1

4
, 1) = 0.1787 ≤ Π(3

4
, 1

4
) = 3

4
× 1

4
= 0.1875

Pour toute copule C et d’aprés l’inégalité de Fréchet-Hoeffding, on a

W < C <M.

Définition 1.5.2 (Mesure de concordance)Une mesure numérique d’association entre

deux v.a continues X et Y , dont la copule est C, est une mesure de concordance si elle

satisfait les propriétés suivantes :

a) κ est définie pour toute paire (X, Y ) de v.a continues

b) −1 = κ<X,−X> ≤ κ<C> ≤ κ<X,X> = 1
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

c) κ<X,Y > = κ<Y,X>

d) Si X et Y sont indépendantes, alors κ<X,Y > = 0

e) κ<−X,Y > = κ<X,−Y > = −κ<X,Y >

f) Si C1≺C2 alors κ<C1> ≤ κ<C2>

g) Si (Xm, Ym) est une suite de v.a continues dont la copule est Cm et si Cm converge

vers C alors lim
m→∞

κ<Cm> = κ<C>

A partir de la propriété (1.5.1) de la définition (1.5.2), on constate que l’ordre de concor-

dance implique l’ordre sur κ. De plus, l’une des propriétés importantes de κ<X,Y > est que

si α et β sont des fonctions strictement monotones, alors

κ<α(X),β(Y )> = κ<X,Y >

Par exemple, si Y = f(X) et f est décroissante, alors

κ<X,Y > = κ<X,f(X)> = κ<X,−X> = −1

Parmi les mesures de concordance, trois mesures trés célèbres jouent un rôle important en

statistique non-paramétrique, le tau de Kendall, le rho de Spearman (1) et l’indice de

Gini. Ces mesures s’expriment en fonction de copules.

Théorème 1.5.1 ( voir [25])Soient (X1, Y1) et (X2, Y2) deux vecteurs indépendants de v.a

continues de fonctions de répartition jointes, respectives, F1 et F2. Soient G1 et G2 les

marges associées, respectivement, à X1, X2 et à Y1, Y2. Soient C1 et C2 les copules asso-

ciées, respectivement, à F1 et à F2 données par F1(x, y) = C1(G1(x),G2(y)) et F2(x, y) =

C2(G1(x),G2(y)). Si Q est la mesure de concordance et de discordance de (X1, Y1) et (X2, Y2),

i.e.,

Q = P [(X1 −X2) (Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2) (Y1 − Y2) < 0]

alors

Q = Q (C1,C2) = 4
∫

[0,1]2
C2 (u, v) dC1 (u, v)− 1

(1)voir Annex A
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

Preuve. Puisque toutes les variables aléatoires sont continues, alors

P {(X1 −X2) (Y1 − Y2) < 0} = 1− P {(X1 −X2) (Y1 − Y2) ≥ 0}

ainsi

Q = 2P {(X1 −X2) (Y1 − Y2) ≥ 0} − 1

L’étude du premier terme

P {(X1 −X2) (Y1 − Y2) > 0} = P {X1 > X2, Y1 > Y2}+ P {X1 < X2, Y1 < Y2}

ces quantités peuvent être calculées par intégration

P {X1 > X2, Y1 > Y2} = P {X2 < X1, Y2 < Y1}

=
∫ ∫
R2

P {X2 < x, Y2 < y} dC1 (G1 (x) ,G2 (y))

=
∫ ∫
R2

C2 (G1 (x) ,G2 (y)) dC1 (G1 (x) ,G2 (y))

Par changement de variables u = G1(x) et v = G2(y), on obtient alors

P {X1 > X2, Y1 > Y2} =
∫ ∫
I2

C2 (u, v) dC1 (u, v)

D’une façon similaire

P {X1 < X2, Y1 < Y2} =
∫ ∫
R2

P {X2 > x, Y2 > y} dC1 (G1 (x) ,G2 (y))

=
∫ ∫
R2

(1−G1 (x)−G2 (y) + C2 (G1 (x) ,G2 (y))) dC1 (G1 (x) ,G2 (y))

=
∫ ∫
I2

{1− u− v + C2 (u, v)} dC1 (u, v)

Or, C1 est la fonction de répartition jointe du vecteur (U, V )
′
où U et V sont des variables

aléatoires uniformes, donc E(U) = E(V ) = 1/2 et par conséquent

P {X1 < X2, Y1 < Y2} = 1− 1

2
− 1

2
+
∫ ∫
I2

C2 (u, v) dC1 (u, v)

=
∫ ∫
I2

C2 (u, v) dC1 (u, v)

Enfin, P {(X1 −X2) (Y1 − Y2) > 0} = 2
∫ ∫
I2

C2 (u, v) dC1 (u, v).
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

Théorème 1.5.2 Preuve. En regroupant ces résultats on déduit

Q = Q (C1,C2) = 4
∫ ∫
I2

C2 (u, v) dC1 (u, v)− 1

Corollaire 1.5.1 (voir [9])Soient C1, C2 et Q définies comme dans le théorème précédent,

alors

1 Q est symétrique, i.e., Q (C1,C2) = Q (C2,C1)

2 Q conserve l’ordre, i.e., C1 ≤ C
′
1 et C2 ≤ C

′
2, alors Q (C1,C2) ≤ Q

(
C′1,C

′
2

)
Remarque 1.5.2 Pour les copules fréquemment utilisées M, W et Π. On peut facilement

evaluer la mesure de concordance Q dans le cas bivarié. Rappelons que le support de Q est la

diagonale u = v, alors que la masse de probabilité deW se située sur la diagonale secondaire

u = 1− v. Ainsi, on a

1) Q(M,M) = 4
∫ ∫
I2

min(u, v)dM(u, v)− 1 =
1∫
0

vdv − 1 = 1

2) Q(M,Π) = 4
∫ ∫
I2

uvdM(u, v)− 1 =
1∫
0

v2dv − 1 = 1/3

3) Q(M,W) = 4
∫ ∫
I2

W(u, v)dM(u, v)− 1 = 4
1∫
0

W(u, v)dv − 1 = 0

4) Q(W,Π) = 4
∫ ∫
I2

uvdW(u, v)− 1 = 4
1∫
0

(1− v)vdv − 1 = −1/3

5) Q(W,W) = 4
∫ ∫
I2

max(u+ v − 1, 0)dW(u; v)− 1 = 4
1∫
0

0dv − 1 = −1

6) Q(Π,Π) = 4
1∫
0

1∫
0

uvdudv − 1 = 0

Théorème 1.5.3 (Daniels (1950)) Si X et Y sont deux variables aléatoires continues,

alors

−1 ≤ 3τ(X, Y )− 2ρS(X, Y ) ≤ 1

Théorème 1.5.4 ((Durbinet Stuart(1951) (voir [22])) Si X et Y sont deux variables

aléatoires continues, alors

1 + ρS
2
≥
(

1 + τ

2

)2

et
1− ρS

2
≥
(

1− τ
2

)2
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

En combinant ces deux dernières inégalités, on obtient

3τ−1
2
≤ ρS ≤ 1+2τ−τ2

2
si τ ≥ 0

et

τ2+2τ−1
2

≤ ρS ≤ 3τ+1
2

si τ ≤ 0

Une autre mesure de concordance qui s’exprime a l’aide de la copule c’est l’indice de Gini.

Elle est définie par :

γ = 2
∫ ∫

[0,1]2
(|u+ v − 1| − |u− v|) dC (u, v) .

Comme la différentielle d C intervient dans l’expression de la mesure γ, il est possible de la

calculer via l’expression equivalente suivante.voir Nelsen ([24]),page 147

γ = 4
∫

[0,1]

(C (u, u) + C (u, 1− u)− u) du

Théorème 1.5.5 Soit (X, Y ) un couple elliptique et soit r = cor(X, Y ).Alors

τ(X, Y ) = 2
π

arcsin (r)

ρ(X, Y ) = 6
π

arcsin (r/2)

1.5.2 Dépendance de queue

Le concept de dépendance de queue fournit une description de la dépendance au niveau

des queues de distribution, très intéressante pour étudier la survenance simultanée de valeurs

extrêmes. C’est une mesure locale contrairement au tau de Kendall et au rho de Spearman

qui mesurent la dépendance sur l’ensemble de la distribution.

Définition 1.5.3 (voir [19])Soient F une fonction de répartition conjointe de dimension d,

I et J deux sous-ensembles disjoints de {1, ..., n}. Le coeffi cient de queue inférieure de la
copule (respectivement le coeffi cient de queue supèrieure de la copule) d’un vecteur aléatoire

X = (X1, ..., Xd)
′
, de marginales {Fi : i = 1, ..., d} sont définis dans l’ordre par :

ΛI,J
L (X) = lim

t→∞
P
[
Xi ≤ F−1

i

(
xi
t

)
,∀i ∈ I / Xj ≤ F−1

j

(xj
t

)
,∀j ∈ J

]
= lim

t→∞
C
(
xi
t
,∀i ∈ I /

xj
t
,∀j ∈ J

)
ΛI,J
U (X) = lim

t→∞
P
[
Xi > F−1

i

(
1− xi

t

)
,∀i ∈ I / Xj > F−1

j

(
1− xj

t

)
,∀j ∈ J

]
si ces limites existent.
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

Dans le cas bivarié, le coeffi cient de queue inférieure de la copule ( respectivement supé-

rieure) défini précédemment subi une légère modification, pour tout (x, y) ∈ R2

+

ΛU (x, y) = yΛ
{1},{2}
U (x, y)

ΛL (x, y) = yΛ
{1},{2}
L (x, y)

A partir de cela, on retrouve la notion de la dépendance de queue qui est une mesure simple

et intuitive de la dépendance entre des événements extrêmes.Pour plus de détails voir Nelsen

(voir [25]) et Joe( voir [22])

Définition 1.5.4 (Dépendance de queue) Soient X et Y deux variables aléatoires de

fonctions de répartitions F et G respectivement. Le coeffi cient de dépendance de queue su-

périeure de X et Y (resp.le coeffi cient de dépendance de queue inférieure de X et Y ) est

défini par :

λU = ΛU (1, 1) = lim
t→1−

P [X > F−1 (t) |Y > G−1 (t)]

respectivement

λL = ΛU (1, 1) = lim
t→0+

P [X ≤ F−1 (t) |Y ≤ G−1 (t)]

lorsque ces limites existent, et λU ∈ (0, 1] (resp. λL ∈ (0, 1]).

Remarque 1.5.3 Si F et G sont continues, une définition équivalente de ces coeffi cients

est donnée en fonction des copules par

λU = ΛU (1, 1) = lim
t→1−

P
[
X > F−1 (t) |Y > G−1 (t)

]
> 0

= lim
t→1−

P [X > F−1 (t) , Y > G−1 (t)]

P [Y > G−1 (t)]

= lim
t→1−

1− 2t+ C (t, t)

1− t

= lim
t→1−

C (t, t)

1− t , où C (t, t) est la copule de survie de C(1)

Si λU ∈ ]0, 1], alors X et Y sont dites asympototiquement dépendantes au noveau supé-

rieur de la queue de la distibution. Si λU = 0, alors X et Y sont dites asympototiquement
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1.5. Relation entre les mesures de dépendance et les copules

indépendantes au noveau supérieur de la queue de la distibution

λL = ΛU (1, 1) = lim
t→0+

P
[
X ≤ F−1 (t) |Y ≤ G−1 (t)

]
= lim

t→0+

P [X ≤ F−1 (t) , Y ≤ G−1 (t)]

P [Y ≤ G−1 (t)]

= lim
t→0+

C (t, t)

t

Si λL = 0, alors elle n’a pas de dépendance de queue à gauche.

Si λU ∈ ]0, 1], cela signifie qu’il y a une probabilité non nulle que l’une des variables

dépassé t sachant que l’autre est déjà supérieure à t. Autrement dit, λU est la probabilité

d’avoir un extrême sachant qu’on a déjà un extrême.

Ces expressions permettent de calculer les coeffi cients de dépendance pour une large

famille de copules paramétriques, particulièrement les copules archimédiennes. Dans le ta-

bleau suivant on donne l’expression de ces coeffi cients pour quelques copules usuelles Pour

plus de détails, voir Joe, H. ( voir [21]) .

Copules C (u, v) λL λU

Indépendance uv 0 0

Gumbel exp

{
−
[
(− lnu)θ + (− ln v)θ

]1/θ
}

0 2− 21/θ

Clayton
(
u−θ + v−θ − 1

)− 1
θ 2−

1
θ 0

Borne supérieur de Fréchet min (u, v) 1 1

Borne inférieur de Fréchet max (u+ v − 1, 0) 0 0

Tab. 1.1: Tableau coeffi cients de quelques copules usuelles
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Chapitre 2

Copules paramétriques et non

paramétriques

Introduction
Dans ce chapitre, on va introduire les copules paramétriques les plus importantes est

leurs propriétés et on présente les copules non paramétriques. Ce chapitre est composé

de cinq sections. Dans la première, section on présente les copules paramétriques (copules

elliptiques, copules archemidiennes). Dans la deuxiemme section, on présente les copules des

valeurs extrêmes. Dans la troisiémme section on va présenter les copules Archimax. Enfin,

et dans la dernière section on parle de copules non paramétriques.

2.1 Copules paramétriques

Les copules paramamétriques sont des fonctions de répartition qui dépendent d’un ou

plusieurs paramètres. Dans cette section, on s’interesse aux copules elliptiques et les copules

archemidiennes.

2.1.1 Copules elliptiques

Les copules elliptiques sont des copules associées aux distributions elliptiques multiva-

riées . Dans cette section on introduit la famille des copules elliptiques faciles à simuler

sont les copules gaussiennes et les copules de Student .
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2.1. Copules paramétriques

Définition 2.1.1 On appelle copule elliptique toute copule de la forme suivante :

c% =
1√

1− ρ2

∫ φ(f1)(u)−1

−∞

∫ φ(f2)(v)−1

−∞
f(
x2 − 2ρxy + y2√

ρ2
)dxdy = F%(φ−1

(f1)(u), φ
−1

(f2)) (2.1.1)

où F% est la distribution jointe des variables X et Y , φ−1
(f1)(u) et φ

−1

(f,2)(v) sont leurs fonctions

quantiles respectives et % leurs coeffi cients de corrélation.

Remarque 2.1.1 Cette famille donne la ralation entre la copule Gaussienne et la copule

de Student .

2.1.2 Copule gaussienne

La copule gaussienne ne présente pas de dépendance de queue au niveau supérieur de

la distribution (respectivement au niveau inférieure) et donc n’est pas adaptée à des va-

leurs extrêmes. L’importance de cette copule réside dans le fait qu’elle est sous-jacente à la

distribution normale multivariée.

En effet, pour modéliser la structure de dépendance d’un échantillon par une copule

gaussienne est cohérent avec la mesure de cette dépendance par le coeffi cient de corrélation

linéaire. La fonction de distribution de la copule gaussienne de dimension d, s’écrit :

C (u1, . . . , ud) = ΦΣ (Φ−1 (u1) , . . . ,Φ−1 (ud)) , ∀u = (u1, . . . , ud)
′
∈ Id. (2.1.2)

Φ−1 est l’inverse de la distribution normale centrée réduite univariée.

La fonction ΦΣ = 1

(2π)d/2 det(Σ)1/2 exp
(
−1

2
xΣ−1x′

)
est la fonction de répartition de la

loi normale centrée réduite et Σ sa matrice de variance covariance (égale à la matrice de

corrélation dans ce cas).

Définition 2.1.2 Une copule Gaussienne de dimension d et de matrice de covariance Σ est

définie comme suit :

C (u1, . . . , ud) =
Φ−1(u1)∫
−∞

. . .
Φ−1(ud)∫
−∞

1

(2π)d/2 det(Σ)1/2 exp
(
−1

2

(
W TΣ−1W

))
dw1 . . . dwd.

où W = (w1, . . . , wd)
′
= (Φ−1 (u1) , . . . ,Φ−1 (ud))

′
, pour tout u = (u1, . . . , ud)

′
∈ Id .
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2.1. Copules paramétriques

Théorème 2.1.1 La densité d’une copule Gaussienne multivariée est donnée par

c (u1, . . . , ud) = 1

det(Σ)1/2 exp
(
−1

2
W T (Σ−1 − Id2)W

)
(2.1.3)

où W = (w1, . . . , wd)
′
= (Φ−1 (u1) , . . . ,Φ−1 (ud))

′
.

Preuve. En utilisant la relation et les fonctions de distribution Gaussiennes univariées

et multivariées, on obtient :

1

(2π)d/2 det(Σ)1/2 exp
(
−1

2

(
XTΣ−1X

))
= c (Φ (x1) , . . . ,Φ (xd))

d∏
i=1

1√
2π

exp
(−1

2
(x2

i )
)
.

où x = (x1, . . . , xd)
′
.

En posant ui = Φ (xi) , i = 1, . . . , d, on trouve

c (u1, . . . , ud) =
1

(2π)d/2 det(Σ)1/2
exp(− 1

2(XTΣ−1X))
1

(2π)d/2
exp(− 1

2
WTW)

= 1

det(Σ)1/2 exp
(
−1

2

(
W T (Σ−1 − Id)W

))
avec W = (w1, . . . , wd)

′
= (Φ−1 (u1) , . . . ,Φ−1 (ud))

′
.

Définition 2.1.3 Soit (X1, . . . , Xd)
′
un vecteur aléatoire d’une copule Gaussienne C, alors

pour tout i et j telle que i, j = 1, ..., d, le tau de Kendall est donné par

τXi,Xj = 2
π

arcsin ρi,j

avec ρi,j est le coeffi cient de corrélation linéaire entre Xi et Xj.

Soit (X1, . . . , Xd)
′
un vecteur aléatoire d’une copule Gaussienne C, alors le rhô de

Spearmen est donné par

ρSXi,Xj
= 6

π
arcsin

ρi,j
2
, i, j = 1, ..., d

avec ρi,j est le coeffi cient de corrélation linéaire entre Xi et Xj.
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2.1. Copules paramétriques

2.1.3 Copule de student

La copule de Student (t−copula) est la copule sous-jacente à une distribution multivariée
de Student. Cette structure de dépendance capte les dépendances extrêmes positives et

négatives. Elle est construite de la même manière que la copule gaussienne mais à partir de

la distribution de Student centrée réduite.

Définition 2.1.4 Soit tυ la fonction de disrtibution du loi de student univariée à v d.d.l.

On note par tΣ,υ la fonction de disrtibution de student multivariée de matrice de corrélation

Σ et à v d.d.l. La copule de student multivariée associée à tΣ,υ est définie par

CtΣ,υ (u1, . . . , ud) = tΣ,υ (t−1
υ (u1) , . . . , t−1

υ (ud)) , u = (u1, . . . , ud)
′
∈ Id (2.1.4)

où t−1
υ est l’inverse de la distribution de Student univariée à υ d.l.l

Définition 2.1.5 La fonction de densité de la copule de Student multivariée est donnée par

ctΣ,υ (u1, . . . , ud) =
fυ,Σ(t−1

v (u1),...,t−1
υ (ud))

n∏
i=0

fυ(t−1
υ (ui))

, u = (u1, . . . , ud)
′
∈ Id

La fonction de distribution t−1
υ est l’inverse de la distribution de Student centrée réduite

univariée à υ d.d.l. La fonction fυ,Σ est la densité de probabilité de la loi de Student centrée

réduite, Σ sa matrice de corrélation et fυ est la densité univariée de la loi de Student centrée

réduite. A titre de rappel sa densité s’écrit pour tout x = (x1, . . . , xd)
′
∈ Rd :

fυ,Σ (x) =
Γ(υ+d

2 )
Γ(υ2 )
√

(πυ)d det(Σ)

(
1 + xtΣ−1x

υ

)−(υ+d)/2

Définition 2.1.6 La copule de student multivariée de dimension d de matrice de corrélation

Σ et à υ d.d.l est donné par

CtΣ,υ (u1, . . . , ud) =
t−1
υ (u1)∫
−∞

. . .
t−1
υ (ud)∫
−∞

Γ(υ+d
2 )

(
1+WtΣ−1W

υ

)−(υ+d)/2

det(Σ)1/2Γ(υ2 )(υπ)d//2
dw1, . . . dwd

où W = (w1, . . . , wd)
′
.

Proposition 2.1.1 Dans le cas bivarié, l’expression de la copule de student est donnée par

CtΣ,υ (u, v) =
t−1
υ (u)∫
−∞

t−1
υ (v)∫
−∞

1

2π(1−ρ2)1/2

(
1 + s2−2ρst+t2

υ(1−ρ2)

)−(υ+2)/2

où ρ est le coéffi cient de corrélation linéaire.
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2.1. Copules paramétriques

Preuve. Pour d = 2, w = (x1, x2)
′
,

fυ,Σ (x1, x2) =
Γ(v+2

2
)(1 + w

′
Σ−1w
v

)
−v+2

2√
det(Σ)Γ(v

2
)(vπ)

On pose x1 = t et x2 = s, on obtient

f(s, t) =
1

2π
√

1− ρ2

(
1 +

s2 + t2 − 2ρst

v(1− ρ2)

)−(v+2)
2

Théorème 2.1.2 La densité copule de student multivariée est donnée par

ctΣ,υ (u1, . . . , ud) =
Γ(υ+d

2 )[Γ(υ2 )]
d−1

(
1+WtΣ−1W

υ

)−(υ+d)/2

det(Σ)1/2[Γ(υ+1
2 )]

d d∏
i=1

(1+w2
i /υ)

−(υ+1)/2

avec (w1, . . . , wd) = (t−1
υ (u1) , ..., t−1

υ (ud)) et υ > 0.

1 La distribution de student multivariée est formée par la combinaison de la copule de

student avec des lois marginales de student.

2 Le tau de kendall pour la copule de student est identique au cel de la copule Gaussienne,

mais pour le rhô de Spearman il n’existe pas de forme explicite.

La densité copule de student bivariée est donnée par

ctΣ,υ (u, v) = υ

2
√

1−ρ2

Γ(υ2 )
2

(Γ(υ+1
2 ))

2

(1+x2+y2−2ρxy)
−(υ+2)/2

((1+x2/υ)(1+x2/υ))−(υ+1)/2

avec x = t−1
υ (u) , y = t−1

υ (v) et υ > 0.

La représentation graphique de la copule de student et densité copule pour
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2.1. Copules paramétriques
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2.2. Copules archimédiennes

2.2 Copules archimédiennes

La famille des copules archimédiennes permetrent de fqire une varietée de stricture de

dépendance de la familles de copule, de plus leurs formes analytiques facilite

la simulation.

Définition 2.2.1 Soit ϕ une fonction continue, strictement décroissante définie de I dans

[0,+∞] telle que ϕ (1) = 0. Le pseudo-inverse (inverse généralisée) de ϕ est la fonction

ϕ[−1] de domaine de définition [0,+∞], à valeur dans [0, 1], donnée par

ϕ[−1] (t) =

 φ−1 (t) si 0 ≤ t ≤ ϕ (0)

0 si ϕ (0) ≤ t ≤ ∞

Remarquons que ϕ[−1] est continue, non croissante sur [0,+∞] est strictement décroissante

sur [0, ϕ (0)]. En outre ϕ[−1] (ϕ (u)) = u sur [0, 1] et

ϕ
(
ϕ[−1] (t)

)
=

 t si 0 ≤ t ≤ ϕ (0)

ϕ (0) si ϕ (0) ≤ t ≤ ∞
= min (t, ϕ (0)) .

Si ϕ (0) = +∞, alors ϕ[−1] (t) = ϕ−1 (t) .

Définition 2.2.2 Soit ϕ une fonction strictement décroissante et continue sur ]0, 1]. La

fonction définie pour tout u = (u1, ..., ud)
′ ∈ Id par :

C(u1, ..., ud) = ϕ−1(ϕ(u1) + ...+ ϕ(ud))

est une copule si ϕ est d-fois dérivable sur ]0, 1[ et si pour tout 1 ≤ i ≤ d, ϕi > 0 pour i paire

et ϕi < 0 sinon. Les fonctions s’écrivant de la sorte s’appelle les copules archimédiennes dont

le générateur est ϕ.

De la définition précédente on déduit que la densité d’une copule archimédienne multi-

variée s’écrit :

c(u1, ..., ud) = (ϕ−1)
d

(ϕ(u1) + ...+ ϕ(ud))
d∏
i=1

ϕ′ (ui) .
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2.3. Propriétés

Remarque 2.2.1 Les copules archimédienne présentent un double intérêt. D’une part, elles

permettent de construireune grande variété de familles de copules et donc représenter une

grande variété de structures de dépendance. D’autre part, les copules ainsi générées ont

des formes analytiques fermées et sont faciles à simuler. Pour plus d’information sur cette

famille de copules le lecteur pourra se référer à Nelsen( voir [25])

2.3 Propriétés

Les résultats du théorème suivant nous permettront l’extension a la copule Archimé-

dienne multivariée

Théorème 2.3.1 (voir [26]) Soit C une copule Archimédienne et ϕ son générateur, alors

1. C est Symmétrique

C(u1, u2) = C(u2, u1), ∀(u2, u1) ∈ I2.

2. C est Associative

C(C(u1, u2), u3) = C(u1,C(u2, u3)),∀(u2, u1, u3) ∈ I3.

Preuve. On a d’apré le théorème (2.3.1)

C(C(u1, u2), u3) = ϕ−1(ϕ(C(u1,u2) + ϕ(u3)

=ϕ−1(ϕ(ϕ−1(ϕ(u1) + ϕ(u2))) + ϕ(u3)

= ϕ−1(ϕ(u1) + ϕ(u2) + ϕ(u3))

= ϕ−1(ϕ(u1) + ϕ(ϕ−1(ϕ(u2) + ϕ(u3))))

= ϕ−1(ϕ(u1) + ϕ(C(u2,u3) = C(u1,C(u2,u3)).

Donc C est associative

2.4 Quelques types des copules Archimédiennes

Les copules les plus utilisés dans cette famille sont les copule de Gumbel ; de Clayton et

de Frank.

Copule de Cook− Johnson
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes

La copule de Cook-Johnson, dite aussi : copule de Clayton ou copule de Kimeldorf-

Sampson est une copule archimédienne dont le générateur est défini par

ϕ (u) = α−1 (u−α − 1) , et ϕ−1 (s) = (1 + αs)−1/α , α > 0, u ∈]0, 1]

La copule multivariée de Clayton s’écrit

Cα (u1, ..., ud) =

(
1− d+

d∑
i=1

u−αi

)−1/α

Cette copule est différentiable et sa densité est donnée par

cα (u1, ..., ud) = ∂dCα(u1,...,ud)
∂u1...∂ud

=

(
1− d+

d∑
i=1

u−αi

)−d− 1
α d∏
j=1

(
u−α−1
i (jα− α + 1)

)
La copule de Clayton présente une dépendance asymptotique à gauche (sur les valeurs

négatives) ce qui n’est pas le cas de la copule gaussienne.

Proposition 2.4.1 Dans le cas bivarié, la copule de Clayton est donnée par

Cα (u, v) = (u−α + v−α − 1)
−1/α

Remarque 2.4.1 Pour α ≥ 0 la copule de Clayton est complète ; i.e., C−1 = M , C∞ = Π

et lim
α−→0

Cα = W.

Le tau de kendall pour la famille de Clayton est donné par :

τα = 1 + 4
∫ 1

0
ϕ(u)
ϕ′(u)

du = 1 + 4
∫ 1

0
uα+1+u

α
du

= 1 + 4
α

(
1

α+2
− 1

2

)
= α

α+2

et le coéffi cient de dépendance de queue inférieure (respectivement supérieur) est donné

par λU = 0 (respectivement λL) telle que

λL = 2 lim
s→∞

(
ϕ−1′ (2s)

ϕ−1′ (s)

)
= 2 lim

s→∞

(1 + 2αs)−1/α−1

(1 + αs)−1/α−1

= 2.2−1/α−1

= 2−1/α
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes
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Fig. 2.4.1 : Densité de la copule de clayton

2.4.1 Copule de Franck

La copule de Franck permet de modéliser les dépendances aussi bien positives que né-

gatives. Cependant, elle ne présente pas de dépendance de queue. Le générateur de cette

copule archimédienne est :

ϕ (u) = − ln
(
e−αu−1
e−α−1

)
, et ϕ−1 (s) = −1

α
ln
(
1−

(
1− e−θ

)
e−s
)

où α ≥ 0 et u ∈]0, 1].

La copule de Franck multivariée est donnée par

Cα (u1, ..., ud) = − 1
α

ln

(
1 + 1

(e−α−1)d−1

d∏
i=1

(e−αui − 1)

)
La densité copule de la copule de Franck bivariée

cα (u1, u2) =
α(1−e−α)e−α(u1+u2)

((1−e−α)−(1−e−αu1)(1−e−αu2))
2 .

Le tau de Kendall de cette famille est donné par la formule suivante :

τα = 1− 4
α

(1−D1 (α)) , α 6= 0

où Dk est la fonction de Debye donnée par

Dk (x) = k
xk

x∫
0

tk

et−1
dt ∀k ≥ 0
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes

et le rhô de Spearman est donné par

ρα = 1− 12
α

(D1 (α)−D2 (α))

Comme [ϕ−1]
′
(0) = − eα−1

α
, alors le coeffi cient de dépendance de queue supérieur de

cette famille n’existe pas.

D’autre part ϕ−1′ (2s)

ϕ−1′ (s)
= e−s

1−(1−e−α)e−s
1−(1−e−α)e−2s , par conséquent, lim

s−→∞
ϕ−1′ (2s)

ϕ−1′ (s)
= 0, donc le coef-

ficient de dépendance de queue inferieure de cette famille n’existe pas.
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Fig. 2.4.2 : Densité de copule franck

2.4.2 Copule de Gumbel

La copule de Gumbel est appelée parfois, copule de Gumbel-Hougaard ; elle permet de

modéliser les dépendances extrêmes. En effet, les copules constituent un outil statistique

permettant de modéliser la d´ependance entre des variables aléatoires. La fonction copule

relie en effet la densité jointe aux densités marginales et contient ainsi toute l’information sur

la structure de d´ependance du modéle, nous traiterons ici le cas bivariée et nous finirons par

une généralisation au cas multivariée. Elle appartient à la famille des copules archimédiennes

où son générateur s’écrit :

ϕ (u) = (− ln (u))α , avec α > 0, u ∈ ]0, 1] et ϕ−1 (s) = exp
(
−s1/α

)
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2.4. Quelques types des copules Archimédiennes

La copule de Gumbel s’écrit

Cα (u1, . . . , ud) = exp

(
−
[
d∑
i=1

(− ln (ui))
α

]1/α
)

Le tau de Kendall de la copule de Gumbel est

τα = 1− 1
α

Cette famille de copule possède une dépendance de queue supérieur

λU = 2− 2 lim
s→∞

ϕ−1′ (2s)

ϕ−1′ (s)

= 2− 21/α
exp

(
− (2s)1/α

)
exp (−s1/α)

= 2− 21/α

et une dépendance de queue inférieur λL = 0.
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Fig. 2.4.3 : Densité de copule gumbel

Le tableau suivant regroupe quelques types de copules archimédiennes
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2.5. Copules des valeurs extrêmes

Copules ϕ (u) C (u)

Gumbel (− lnu)θ , θ ≥ 1 exp

{
−
[
d∑
i=1

(− lnui)
θ

] 1
θ

}

Frank − ln exp(−θu)−1
exp(−θ)−1

, θ ∈ R\ {0} −1
θ

ln

1 +

d∏
i=1

(exp(−θui)−1)

(exp(−θ)−1)d−1


Clayton u−θ − 1, θ > 0

(
d∑
i=1

u−θi − d+ 1

)− 1
θ

Tab. 2.1: Tableau de quelques types de copules archimédiennes

2.5 Copules des valeurs extrêmes

Les copules extrêmes jouent un rôle trés important dans la théorie des extrêmes multiva-

riés. Deheuvels (1979a)(voir [7]), à fait usage de cette famille, pour obtenir une solution au

problème de convergence de type
{
sup

1≤i≤d
Xi(1), . . . , sup

1≤i≤d
Xi(n)

}
, où {Xi(1), . . . , Xi(n), i ≥ 1}

est une suite de vecteurs aléatoires indépendantes et de même loi à valeurs dansRn.Deheuvels

(1978)(voir [6]),Deheuvels(1978a)(voir [7]) a déterminé, de manière exhaustive, les lois li-

mites possibles par une représentation explicite et a fourni des conditions simples de conver-

gence vers cette limite, il a obtenu des résultats permettant de caractériser le comportement

asymptotique des extrêmes multivariés, même lorsqu’il n’y a pas de loi limite.

Définition 2.5.1 Une copule de valeurs extrêmes (extreme value copula ou copule EV )

vérifie la relation suivante

C(ut1, . . . , u
t
d) = Ct(u1, . . . , un), ∀t > 0 (2.5.1)

Soit (Xi,1, . . . , Xi,d) , i = 1, . . . , n un échantillon de n vecteurs aléatoires i.i.d de fonction

de répartition multivariée F, de marges F1, ...,Fd et de copule C. On définit le maximum

d’ordre n ≥ 1, noté Mn = (Mn,1, . . . ,Mn,d)
′
, dont les coordonnées sont définies par

Mn,j = max(X1,j, . . . , Xn,j), j = 1, . . . , d (2.5.2)
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2.5. Copules des valeurs extrêmes

Si il existe des suites réelles an,j ∈ R et bn,j ∈ R∗+ ,j = 1, . . . , d, la théorie multidimensionnelle

des valeurs extrêmes s’intéresse à la loi limite

lim
n→∞

P
(
Mn,1−bn,1

an,1
≤ x1, . . . ,

Mn,d−bn,d
a
n,d

≤ xd

)
= F∗(x1, . . . , xd) (2.5.3)

avec F∗ est la fonction de répartition deMn dont les lois marginales sont F∗1, . . . ,F∗d associées

à Mn,1, . . . ,Mn,d ne sont pas dégénérées, alors F∗ est appelée loi multivariée de valeurs

extrêmes de maximum.

On dit alors que la fonction de répartition F ∈MDA (F∗).

Le théorème suivant permet de caractériser la loi des distributions des valeurs extrêmes

dans le cas univarié.

Théorème 2.5.1 (voir [11])Supposons d v.a X1, ..., Xd indépendantes et de même loi de

distribution F. S’il existe des constantes an et bn et une distribution limite non dégénérée F∗

telles que

lim
n→∞

(
Mn−an
bn
≤ x

)
= F∗ (x) ∀x ∈ R

alors F∗ appartient à l’un des trois types suivants de distribution

Type 1

(Gumbel)
F∗ (x) = exp (−e−x) x ∈ R f ∗ (x) = exp (−x− e−x)

Type 2

(Fréchet)
F∗ (x) =

 0

exp (−x−α)

x ≤ 0

x > 0
f ∗ (x) =

 0

αx−(α+1) exp (−x−α)

Type 3

(Weibell)
F∗ (x) =

 exp (− (−x)α)

1

x ≤ 0

x > 0
f ∗ (x) =

 α (−x)α−1 exp (− (−x)α)

0

Tab. 2.2: Quelquest types de distribution de copules

Remarque 2.5.1 Pour distinguer les trois distributions, on utilise généralement les nota-

tions suivantes : Λ pour la distribution Gumbel, Φα pour la distribution Fréchet et Ψα pour

la distributionWeibull ( Resnick (1987)).
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2.5. Copules des valeurs extrêmes

Théorème 2.5.2 Toute loi limite F∗ vérifiant (2.5.3) est continue, de plus ces lois margi-

nales sont de type GEV . Du fait que F∗ est continue, d’aprés le théorème de Sklar elle peut

s’écrire

F∗(x1, . . . , xd) = C∗ (F∗1 (x1) , ..,F∗d (d)) (2.5.4)

avec C∗est la copule associée à F∗

Théorème 2.5.3 (voir [20])C ∈MDA (C∗) si C satisfait la relation suivante

lim
t→∞

Ct
(
u

1/t
1 , ..., u

1/t
d

)
= C∗ (u1, .., ud) , (u1, ..., ud) ∈ Id (2.5.5)

Remarque 2.5.2 La famille des copules des valeurs extrêmes peut être interprétée comme

limite des copules C∗ quand n tend vers l’infini.

Parfois, il est diffi cile de vérifier la relation (2.5.5). La condition suivante est plus facile

à vérifier (2.5.3)

Théorème 2.5.4 C ∈MDA (C∗) si et seulement si

lim
u→0

1−C((1−u)w1 ,...,(1−u)wd )
u

= B (w1, . . . , wd) (2.5.6)

Dans le cas bidimensionnel, cette condition devient

lim
u→0

1−C((1−u)1−t,...,(1−u)t)
u

= A (t) pour tout t ∈ I (2.5.7)

Dans ce qui suit on utilise le concept de max-stabilité afin de simplifier la représentation

des copules EV .

Définition 2.5.2 Une copule multivariée est dite max-stable si elle vérifiée

C (u1, ..., ud) = C
(
u

1/m
1 , .., u

1/m
d

)m
,m ∈ N+ et (u1, ..., ud) ∈ Id (2.5.8)

Remarque 2.5.3 Toute copule max-stable est dans son propoe domaine d’attaction.

Théorème 2.5.5 Une copule est dite de valeurs extrêmes si et seulement si elle est max-

stable.
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2.5. Copules des valeurs extrêmes

Preuve. Il est clair que toute copule max-stable est dite de valeurs extrêmes. Inversement

si C∗ une copule valeurs extrêmes, avec elle est vérifiée la relation (2.5.6) pour une certainne

copule C. Soit un réel positif r

Pour un entier fixé m ≥ 1 et pour n = mk, on a

C∗r
(
u

1/r
1 , ..., u

1/r
d

)
= lim

t→∞
Crt
(
u

1/rt
1 , .., u

1/rt
d

)t
= C∗ (u1, .., ud)

donc C∗ est max-stable.

Exemple 2.5.1 copule de Gambel bivariée

Cα (u1, u2) = exp
(
− [(− lnu1)α + (− lnu2)α]

1/α
)

pour α ≥ 0, on a

Cα (un1 , u
n
2 , α) = exp

(
− [(− lnun1 )α + (− lnun2 )α]

1/α
)

= exp
(
− [nα {(− lnu1)α + (− lnu2)α}]1/α

)
= [exp (− [(− lnu1)α + (− lnu2)α])]

n

= Cα (u1, u2, α)n

La copule de Gambel est donc une copule de valeurs extrêmes. Ce qui n’est pas le cas de la

copule Farlie-Gambel-morgenstern qui est donnée par

Cα (u1, u2, α) = u1u2 + αu1u2 (1− u1) (1− u2)

on a

Cα (un1 , u
n
2 , α) = un1u

n
2 + αun1u

n
2 (1− un1 ) (1− un2 )

= un1u
n
2 (1 + α− αun1 − αun2 + αun1u

n
2 )

6= un1u
n
2 (1 + α− αu1 − αu2 + αu1u2)n

6= Cnα (u1, u2, α)

La famille des copules de valeurs extrêmes coïncide avec l’ensemble des copules des

distributions de valeurs extrêmes, i.e., la classe des distributions limites avec des marginales

non dégénérés de (
Mn,1−bn,1

an,1
, . . . ,

Mn,d−bn,d
a
n,d

)
(2.5.9)
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2.6. Copules Archimax

2.6 Copules Archimax

Capéraà, Fougéres et Genest (2000) (voir [3]) ont introduit les copules archimax qui

englobe la plupart des familles connues des copules, notamment les copules Archimédiennes

et toutes les copules de valeurs extrêmes. Cette famille offre une grande flexibilité pour la

modélisation. En effet, on peut connaître a priori les différents max-domaines d’attraction

(MDA).

Définition 2.6.1 Une fonction bivariée est une copule Archimax si et seulement si elle est

de la forme :

Cϕ,A(u1, u2) = ϕ−1
[
(ϕ (u1) + ϕ (u2))A

(
ϕ(u1)

ϕ(u1)+ϕ(u2)

)]
, pour tout 0 ≤ u1, u2 ≤ 1 (2.6.1)

avec

1. A : [0, 1]→ [1/2, 1] tel que max(t, 1− t) ≤ A(t) ≤ 1 pour tout 0 ≤ t ≤ 1.

2. ϕ : (0, 1] → [0,∞) est une fonction convexe, décroissante qui vérifie ϕ(1) = 0 avec la

convention suivante : ϕ(0) = lim
t→0+

ϕ(t) et ϕ−1 (s) = 0 pour tout s ≥ ϕ (0)

Remarque 2.6.1 Les copules Archimax contient toutes les copules Archimédiennes et toutes

les copules de valeurs extrêmes. Si ϕ(t) = ln(1/t), on obtient

Cϕ,A(u1, u2) = CA(u1, u2) = exp
(

ln (u1u2)A
(

ln(u2)
ln(u1u2)

))
, 0 ≤ u1, u2 ≤ 1. (2.6.2)

On reconnaît la forme générale des copules bivariées de valeurs extrêmes ; pour A(t) = 1,

on obtient la forme générale des copules Archimédiennes et elle est donnée par

Cϕ,A(u1, u2) = Cϕ(u1, u2) = ϕ−1 (ϕ (u1) + ϕ (u2)) . (2.6.3)

L’intérêt de la construction (2.6.2) réside dans le fait qu’avec un choix judicieux de ϕ et A,

on obtient une copule qui sera dans le MDA de n’importe quel “attracteur”CA∗ donné.

Proposition 2.6.1 Soit Cϕ,A une copule Archimax telle que ϕ(1 − 1/t) ∈ RV−m pour un

certain m ≥ 1. Alors Cϕ,A appartient au max-domaine d’attraction de la copule CA∗ où la

fonction A∗ est donnée par

A∗(t) = [tm + (1− t)m]1/mA1/m
(

tm

tm+(1−t)m

)
, t ∈ I. (2.6.4)
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2.6. Copules Archimax

Cet attracteur peut être considéré de deux points de vue : CA∗ est une copule Archimax

de générateur A∗ et ϕ(t) = ln(1/t) ou CA∗ est une copule Archimax de générateurs A et

ϕ∗(t) = lnm(1/t). De plus, A∗ et A coincident si et seulement si m = 1.

Donc on peut remarquer que la seule copule Archimédienne et de valeurs extrêmes est

la copule de Gumbel.

En faisant un raisonnement en sens inverse, alors Cϕ,A ∈MDA (CA∗) si ϕ(1− 1/t) ∈ RV−m et

A(t) =
[
t1/m + (1− t)1/m

]m {
A∗
(

t1/m

t1/m+(1−t)1/m

)}m (2.6.5)

La relation (2.6.5) définit-elle une fonction de dépendance ?

Supposons que : D(t) = d ln(A∗(t))/dt

H∗(t) = t+ (1− t)D(t) et h∗(t) = dH∗(t)/dt

Capéraà, Fougères et Genest (2000) ont montré que la relation (2.6.4) est vraie si et seule-

ment si
h∗(t)

H∗(t)(1−H∗(t)) ≥
m

t(1−t) , pour t ∈ I (2.6.6)

Cette relation reste valable pour tout 1 ≤ m′ ≤ m. Ainsi, si A(t) est définie par (2.6.5),

Cϕ,A ∈ MDA (CA∗) pour vu que ϕ(1 − 1/t) ∈ RV−m′ pour 1 ≤ m′ ≤ m, on peut aussi

remarquer que pour des générateurs A et ϕ quelconques tels que ϕ(1− 1/t) ∈ RV−m, on a

λ = lim
u→→1

1−2u+Cϕ,A(u,u)

1−u = 2− (2A (1/2))1/m ≤ 1 (2.6.7)

Donc les copules Archimax présentent une dépendance au niveau supérieur de la queue de

distribution sauf si m = 1 et A ≡ 1.

Exemple 2.6.1 considérons le générateur de Tawn (1988) défini par

Aα (t) = αt2 − αt+ 1, pour 0 ≤ α ≤ 1et t ∈ [0, 1] (2.6.8)

et le combiner au générateur de la copule de Clayton

ϕ1,η (t) = t−η−1
η

(2.6.9)
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2.6. Copules Archimax

ou celles de Genest et Ghoudi (1994) (voir [17])

ϕ2,η (t) = (1− tη)1/η (2.6.10)

On remarque que ϕ2,η (t) ∈ RV1/η. Ainsi, pour η 6= 1, Cϕ2,η ,A(x, y) n’est pas dans le domaine

d’attraction de CA. Enfin, supposons que l’on veut construire une copule dans le max-

domaine d’attraction de

A∗α,β (t) =
[
αktk + βk (1− t)k

]1/k

+
[
(1− α)k tk + (1− β)k (1− t)k

]1/k

,

0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ α, β ≤ 1et k ≥ 1
(2.6.11)

Pour les valeurs α = 1/10, β = 3/10, m = 3/2 et k = 1.6, la condition (2.6.5) est vérifiée.

La copule originale A est donc celle définie par l’expression (2.6.6).
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2.7. Copules non paramétriques

2.7 Copules non paramétriques

Les méthodes non paramétriques sont essentilement basé sur la copule empirique donnée

par l’exprission suivante

Ĉ(u1,...,u2) = F̂(F̂−1
1 (u1), ..., F̂−dd (ud)),

ou F̂ est un estimateur de la fonction de la fonction de répartition

2.7.1 Copule empirique

La notion de copule empirique à été introduite par Deheuvels en (1979) (voir [8]), qui

est connue sous le nom « Fonction de dépendance empirique » .

Définition 2.7.1 Soit {xt1, ..., xtd}
T
t=1 un échantillon d’un vecteur aléatoire X de dimension

d. La fonction de répartition empirique est donnée par

Fd (x1, . . . , xd) = 1
T

T∑
t=1

I{Xt
1≤x1,...,Xt

d≤xd}

avec I est la fonction indicatrice.

a Cas des copules bivariées

Définition 2.7.2 Soit {(xt, yt)}Tt=1 un échantillon de taille T d’un couple de v.a. La copule

empirique est la fonction Ĉ définie par

Ĉ
(
i
T
, j
T

)
=

Nombre des paires (x,y) dans l’échantillon tels que x≤x(i) et y≤y(j)

T

où x(i) et y(j) représentent les statistiques d’ordre associées à l’échantillon.

La fonction densité empirique de la copule Ĉ notée ĉ est donnée par

ĉ
(
i
T
, j
T

)
=

 1
T

0

si
(
x(i), y(j)

)
est un élément de l’échantillon

si non
i, j = 1, 2

IL existe une relation entre Ĉ et ĉ donnée par

Ĉ
(
i
T
, j
T

)
=

i∑
p=1

j∑
q=1

ĉ
(
p
T
, q
T

)
et

ĉ
(
i
T
, j
T

)
= Ĉ

(
i
T
, j
T

)
− Ĉ

(
i−1
T
, j
T

)
− Ĉ

(
i
T
, j−1
T

)
+ Ĉ

(
i−1
T
, j−1
T

)
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2.7. Copules non paramétriques

b Généralisation dans les cas des copules multivariées

Définition 2.7.3 Soit {xt1, ..., xtd}
T
t=1 un échantillon de taille T d’un vecteur aléatoire X de

dimension d , soit (rt1, . . . , r
t
d) la statistique de rang associée à cet échantillon multivarié. La

statistique de rang représente tout simplement le rang d’une observation, et donc sa place

dans l’échantillon une fois ordonné. Cela signifie que pour tout 1 ≤ i ≤ d, rti est le rang de

xti dans (xti)1≤t≤T . La copule empirique introduite par Deheuvels est définie sur l’ensemble{(
t1
T
, . . . , td

T

)
, 1 ≤ i ≤ d, ti = 0, 1, . . . , T

}
par

ĈT
(
t1
T
, . . . , td

T

)
= 1

T

T∑
t=1

d∏
i=1

Irti≤ti

Il est toutefois possible d’estimer la fonction de densité de la copule empirique de De-

heuvels à partir de la copule ĈT , avec la relation suivante (voir [25])

ĉ
T

(
t1
T
, . . . , td

T

)
=

2∑
j1=1

. . .
2∑

jd=1

(−1)j1+···+jd ĈT
(
t1−j1+1

T
, . . . , td−jd+1

T

)
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Chapitre 3

Méthodes d’estimation des copules

L’estimation en statistique est une opération qui permet de calculer la valeur inconnue

d’un paramètre θ du modéle statistique à partir d’un échantillion observé de taill n,par

exemple pour la loi normale de paramètres µ et σ2, telle que l’estimateur de moyenne

X = 1
n

∑n
i=1Xi et l’estimateur de σ2 est la variance S2

n = 1
n

∑n
i=1(Xi −Xn)2. Parmet les

méthodes d’estimation paramètrique, on cite la méthode du maximum de vraisemblance

(méthode classique), la méthode des moments, la méthode d’inférence sur les marginales

(IFM),...etc, et comme les copules sont des fonctions de répartition paramètriques de copule

et comme on a déja vu (voir chapitre 02), donc on a besoin d’estimer ces paramètres.

Dans troisième chapitre, on va présenter les méthodes d’estimation paramètriques et non

paramètriques d’une copule.

3.1 Estimation paramétrique

Lorsqu’il s’agit d’une estimation paramètrique, il est clair que la distribution conjointe

dépend d’un paramétre ou plusieurs ensembles de paramètres que l’on cherche à estimer. Le

but de cette section est de présenter la méthode d’estimation paramètrique (on commence

par la méthode des moments puis en discute la méthode du maximum de vraisemblance

(MLE) enfin, on présente la méthode ces l’inférence sur les marginales (IFM ).
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3.1. Estimation paramétrique

3.1.1 Méthode des moments

Cette méthode est utilisée pour les mesures de dépendance, l’estimateur des moments

de la mesure de dépendance considérée est obtenu en égalant l’expression paramétrique

(analytique) de la mesure avec un estimateur non paramétrique de cette même mesure.

Cette méthode consiste à estimer les paramètre θi, i = 1, ..., d de lois marginales et le

paramètre θC de la copule par la méthode des moments, i.e.,

1. Résoudre le système de d équations à d inconnues



Xt = f (θ1, ..., θd)

S2
t = g (θ1, ..., θd)

µ3,t = h (θ1, ..., θd)
...

2. où d désigne la dimension de f , g et h sont les expressions des moments (ordinaires)

d’ordre 1, 2 et 3 en fonction des paramètres marginales θi et θC le paramètre de la

copule. Répéter cette étape pour toutes les marginales.

3. Inverser le tau de Kendall ou le rhô de Spearman pour obtenir le paramètre θC de la

copule.

Exemple 3.1.1 (Copule de Clayton)

le tau de Kendall de la copule de Clayton est θ = (θ + 2) avec θ ∈ [−1, 0[ ∪ ]0,∞[.

L’estimateur par la méthode des moments est :

θ̂M = 2τ̂
1−τ̂ .

Exemple 3.1.2 (Copule de Gumbel)

Soit la copule de Gambel de pamamètre θ,tel que son tau de Kendall est égale à (θ − 1)

avec θ ≥ 1, ayant des marginales exponentielles de paramétre β, alors

β̂ =
1

Xn

= θ̂M =
1

1− τ̂

β̂ est l’estimateur de β.

Pour plus de détail sur l’estimation des paramètres de la copule par la méthode des

moments voir Brahimi et Necir ( voir [1]).
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3.1. Estimation paramétrique

3.1.2 Méthode du maximum de vraisemblance (MLE)

Soit un échantillon (xt1, ..., x
t
d)1≤t≤T de fonction de répartition multivariée conjointe F (x, θ)

qui dépend du vecteur des paramètres θ ∈ Θ ⊂ Rp ; telle que θ =
(
α1, α

′
2

)′
où α1 =(

θ
′

1, ..., θ
′

d

)′
paramètre marginales et α2 est le paramètre de la copule, d’aprés le théorème

de Sklar on a

F (x1, ..., xd, θ) = C (F1 (x1, θ1) , . . . ,Fd (xd, θd) ;α2)

on a

f (x1, ..., xd, θ) = c (F1 (x1, θ1) , . . . ,Fd (xd, θd) ;α2)
d∏
i=1

fi (xi, θi)

désigne la densité copule de dimension d C (u1, ..., ud;α2) et fi sont les densités des fonctions

de répartition marginales Fi, pour i = 1, ..., d, alors l’expréssion du log-vraisemblance de

l’échantillon (xt1, ..., x
t
d)1≤t≤T est

` (x; θ) = ln
T∏
t=1

f (xt1, ..., x
t
d, θ) =

T∑
t=1

ln f (xt1, ..., x
t
d, θ) (3.1.1)

On peut récrire l’équation (3.1.1) comme suit

` (x; θ) =
T∑
t=1

ln
(
c
(
F1

(
xt1; θ1

)
, ...,Fd

(
xtd; θd

)
;α2

))
+

T∑
t=1

ln f1

(
xt1; θ1

)
+ . . .+

T∑
t=1

ln fd
(
xtd; θd

)
=

T∑
t=1

ln
(
c
(
F1

(
xt1; θ1

)
, ...,Fd

(
xtd; θd

)
;α2

))
+

T∑
t=1

d∑
i=1

ln fi
(
xti; θi

)
où θ =

(
α1, α

′
2

)′
est le vecteur des paramètres (des marges et de la copule).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de θ est donné par

θ̂MLE = arg max
θ
L (x; θ) (3.1.2)

On peut montrer sous les conditions de régularité que l’éstimateur θ̂MLE existe ; il est consis-

tant et asymptotiquement effi cace de plus il vérifié la propriété de la normalité asymptotique.

i.e.,
√
T
(
θ̂MLE − θ0

)
→ ℵ (0,F−1 (θ0)) (3.1.3)

où F−1 (θ0) est l’information usuelle de Ficher et θ0 est la vraie valeur du θ.
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3.1. Estimation paramétrique

Exemple 3.1.3 (La copule Gaussienne multivariée) Soit la fonction de distribution

de la copule Gaussienne multivariée C donnée par (2.5.6) et sa fonction de densité don-

née par (2.1.3).

Soit l’échantillon (xt1, ..., x
t
d)1≤t≤T . La fonction log-vraisemblance est

`θ = −T
2

ln (det Σ)− 1
2

T∑
t=1

W
′
t (Σ−1 − I)Wt (3.1.4)

où Wt = (Φ−1 (ut1) , . . . ,Φ−1 (utd))
′
.

L’estimateur de maximum de vraisemblance de Σ est donné par (1)

Σ̂MLE = 1
2

T∑
t=1

W
′
tWt

L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance est diffi cile à l’utiliser lorsque

d est assez grand ; ceci introduit un grand nombre de paramètres à estimer ce qui rend

l’estimation diffi cile. Shih et Louis (1995) (voir [28]), Joe et Xue (1996) (voir [22]) ont proposé

la méthode suivante

3.1.3 Méthode d’inférence sur les marginales (IFM)

Shih et Louis (1995), Joe et Xue (1996) ont proposé de faire une estimation en deux

étapes suivant l’algorithme suivant :

1. Estimer les paramètres θ1, ..., θd des marges. Obtenir θ̂1, ..., θ̂d par la méthode MLE.

2. Etant θ̂1, ..., θ̂d sont obtenus dans la première étape, estimer donc le paramètre de la

copule θC . On injecte θ̂1, ..., θ̂d dans l’expression de la partie des marginales

Cette méthode d’estimation est appelée par Shih et Louis « two-stage parametric ML

method » . Joe et Xu (1996) utilisent le terme « inference functions for margins » (IFM ).

L’idée sous-jacente est d’écrire la vraisemblance sous la forme suivante

` (x; θ) =
T∑
t=1

ln (c (F1 (xt1; θ1) , ...,Fd (xtd; θd) ; θC)) +
T∑
t=1

d∑
i=1

ln fi (x
t
i; θi)

avec

θ =
(
θ
′

1, ..., θ
′

d, θ
′

C

)′
(1)pour plus detail voir Magnus et Neudecker
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3.2. Estimation non paramétriques

chaque paramètre θi ( peut être multidimentionnel) pour i = 1, ..., d est estimé par la

méthode du maximum de vraisemblance sans tenir compte de la copule, i.e.,

θ̂i = arg max
T∑
t=1

ln fi (x
t
i; θi) , i = 1, ..., d

Le paramètre θC de la copule est ensuite estimé en tenant compte des estimations précé-

dentes, i.e., on va utiliser les θ̂i obtenus dans la première étape pour obtenir θ̂C

θ̂C = arg max
θ

T∑
t=1

ln
(
c
(
F1

(
xt1; θ̂1

)
, ...,Fd

(
xtd; θ̂d

)
; θC

))
L’estimateur par la méthode IFM noté θ̂IFM est donné par

θ̂IFM =
(
θ̂1, ..., θ̂d, θ̂C

)′
Joe (1997) a montré que l’estimateur IFM vérifié dans les conditions de régularité la pro-

priété de la normalité asymptotique, i.e.,

√
T
(
θ̂IFM − θ0

)
→ ℵ (0,G (θ0))

où G (θ0) est la matrice d’information de Godambe et elle est donée par

G (θ0) = D−1M (D−1)
′

avec

D = E
[
∂g(θ)

∂θT

]
et

M = E
[
g (θ)T g (θ)

]
etg (θ) n’est rien d’autre que la fonction score définite par

∂`1
∂θ1
, . . . , ∂`d

∂θ1
, ∂`C
∂θC

3.2 Estimation non paramétriques

Dans certaine études il est possible que l’approche paramétrique conduit un trés mauvais

ajoustement au données ; dans cette situation il est préferable d’utilisé l’approche d’estima-

tion non paramétrique.
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3.2. Estimation non paramétriques

3.2.1 Copules empirique

La notion des copules empiriques (voir la subsection 2.7.1), sera utilisé pour construire

des estimateurs non paramétrique de la mesure associer comme par exemple le tau de kandal

et rho de spermane.

Théorème 3.2.1 soient ĈT et ĉT la copule empirique et sa fonction de densité respective-

ment de l’échantillon {(xt, yt)}Tt=1. Le tau de Kendall et le Rho de spearman sont estimés

par les formules suivantes

τ̂ =
2T

T − 1

T∑
i=1

T∑
j=1

i−1∑
p=1

j−1∑
q=1

[
ĉT
(
i
T
, j
T

)
ĉT
(
p
T
, q
T

)
− ĉT

(
i
T
, q
T

)
ĉT
(
p
T
, j
T

)]
ρ̂ =

(
12

T 2 − 1

)
T∑
i=1

T∑
j=1

[
ĈT
(
i
T
, j
T

)
− i

T
j
T

]
Pour la démonstration de ce théorème, voir Nelsen ([25]) et Deheuvels ([7]).

3.2.2 Procédure de GENEST et RIVEST

Christian Genest et Louis-Paul Rivest (1993) (voir [18]) ont proposé une procédure

d’estimation pour sélectionner une copule appartenant à la famille Archimédienne. Leurs

méthodologie est basée sur le générateur de la copule.

Soit X un vecteur de d v.a, C est la copule associée au générateur ϕ et K la fonction

définie par

K (u) = P (C (u, v) ≤ u)

La fonction K de la copule Archimédienne est

K (u) = u− ϕ(u)

ϕ′ (u)

Un estimateur non paramétrique de K est alors donné par

K̂ (u) =
1

T

T∑
t=1

Iϑt≤u

où

ϑt =
1

T − 1

T∑
t=1

I{xj1≤xt1,xj2≤xt2}
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3.2. Estimation non paramétriques

Remarque 3.2.1 La fonction K est liée au tau de Kendall du fait que

τ = 4
1∫
0

(1−K (u)) du− 1

Pour plus détails sur cette méthode voir (Denuit (2005) (voir [4]) et Embrechts (1997) (voir

[10]).

3.2.3 Estimation à noyau

Des estimateurs de la copule peuvent être obtenus en employant une approche basée sur

les noyaux. On considère un vecteur aléatoire X de dimention d de fonction de répartition

F, d’une copule C et de fonctions marginales Fi, i = 1, . . . , d telle que le théorème de

Sklar est vérifié. Soit l’échantillon {xt1, ..., xtd}
T
t=1. Avant de construire notre estimateur on

va introduire les noyaux, i.e., des fonctions intégrables ki : R −→ R tels que∫
R ki (x) dx = 1, i = 1, . . . , d

Soit le noyau de dimention d

k (x) =
d∏
i=1

ki (xi)

et sa fonction de répartition

K (x) =
d∏
i=1

x∫
−∞
ki (xi) =

d∏
i=1

Ki (xi)

Pour simplifier, on va travailler avec les produits des noyaux univariés et par prolongement

on obtient un résultat aux noyaux plus généraux, i.e.,

k (x, h) =
d∏
i=1

ki

(
xi
hi

)
et K (x, h) =

d∏
i=1

Ki

(
xi
hi

)
où h est une matrice diagonale, avec des éléments hi, i = 1, . . . , d et un déterminant |h| dit
la fenêtre de lissage.

Les fenêtres de lissage individuelles hi sont des fonctions de T telle que

hi → 0 quand T →∞

Les éstimateurs à noyau des densités marginales des X t
i au point xi sont données par

f̂i (xi) =
1

Thi

T∑
t=1

ki

(
xi−Xt

i

hi

)
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3.2. Estimation non paramétriques

et la fonction de densité conjointe de X t au point x = (x1, ..., xd)
′
est donnée par

f̂ (x) =
1

T |h|
T∑
t=1

d∏
i=1

k (x−X t, hi)

Par conséquent un éstimateur de la fonction de répartition conjointe de X t
i est donnée par

F̂i (xi) =
x∫
−∞
f̂i (y) dy

et un estimateur de fonction de rérartition de X t au point x = (x1, ..., xd)
′
est donnée par

F̂ (x) =
x1∫
−∞

. . .
xd∫
−∞
f̂ (y) dy

Si on définit le noyau Gaussien

ϕ (x) = 1√
2π
e−

1
2
x2

Les estimateurs à noyau de Fi (x) et F (x) est donnés par

F̂i (xi) = 1
T

T∑
t=1

Φ
(
xi−Xt

i

hi

)
et

F̂ (x) = 1
T

T∑
t=1

d∏
i=1

Φ
(
xi−Xt

i

hi

)
où

Φ (x) =
x∫
−∞
ϕ (t) dt

Dans la pratique, on choisit d’habitude hi = σ̂i
(

4
3T

)1/5
où σi est l’écart-type de l’échan-

tillon {xt1, ..., xtd}
T
t=1. Définissons q̂ le vecteur où le i

ème composante est le ui−quantile de
F̂i,

q̂i = inf
x∈R
{x : Fi ≥ ui} ui ∈ i

L’estimateur à noyau de la copule C est donné par

Ĉ (u1, . . . , ud) = F̂ (q̂)

Remarque 3.2.2 Sous les conditions de régularité, l’estimateur à noyau est asymptotique-

ment Gaussien, et on a(
T

d∏
i=1

hi

)1/2 (
Ĉ (u)− C (u)

)
d−→ N (0,C (u))
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3.2. Estimation non paramétriques

Aprés la construction l’estimateur à noyau, on peut le différencier par rapport à ui. Il

est facile d’obtenir un estimateur de la dérivée partielle de la copule par rapport à une (ou

plus) variable. Par exemple l’estimateur à noyau de la dérivée partielle du premier ordre de

la copule C par rapport à ui est donné par

∂̂C(u)
∂ui

= ∂Ĉ(u)
∂ui

= 1

f̂i(q̂i(ui))

∂F̂(q̂i(ui))
∂q̂i(ui)

avec u = (u1, . . . , ud)
′

où f̂i est l’estimateur à noyau de la densité marginale de Xi

f̂i (xi) =
1

Thi

T∑
t=1

ϕ
(
xi−xti
hi

)
et ∂iF̂ est la dérivée partielle de F̂ par rapport à la ième variable.

De la même mannière, sous les conditions de régularité, on peut montrer que(
T

d∏
i=1

hi

)1/2 (
∂Ĉ(u)
∂ui
− ∂C(u)

∂ui

)
d−→ N

(
0, 1

fi(qi(ui))
∂C(u)
∂ui

)
En appliquant le même type d’argument, on peut estimer les dérivées partielle d’ordre

supérieur de la copule C, on obtient

̂∂ikC(u)
∂ui1 ,...,∂uik

= ∂ik Ĉ(u)
∂ui1 ,...,∂uik

=
∂i1,...,ik F̂(q̂(u))

f̂i1(q̂i1(ui1)),...,f̂ik(q̂ik(uik))
avec u = (u1, . . . , ud)

où tout les ij sont différents et k ≤ d, si k = d, on obtient l’estimateur à noyau de la densité

de la copule C définit par

ĉ (u) = f̂(q̂(u))

f̂1(q̂1(u1)),...,f̂d(q̂d(ud))

où f̂ est l’estimateur à noyau de la densité conjointe de X

f̂ (x) =
1

T
∏

i h

T∑
t=1

d∏
i=1

ϕ
(
xi−Xt

i

hi

)
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3.3 Conclusion générale

Dans ce mémoire, un nouveau concept de modélisation multivarié de la structure de

dépendance est utilisé c’est bien la fonction copule. Quelques chercheurs ont intéressés plus

particulièrement aux quelques familles de copules pour répondre à la question du choix de

la copule adéquate qui permet de modéliser la structure de dépendance entre des variables

aléatoires. A la fin, on a présenté les approches les plus utilisées pour l’inférence statistique.
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Perspectives

— Choisir une meilleur copule sappuyant, sur des tests statistiques. Par exemple le test

du chi-deux utilisé dans le cadre de l’ajustement d’une distribution paramétrique à

une distribution empirique constitue à cet égard un outil intéressant pour le choix

d’une copule.

— Utiliser le test de Cramer-Von-Mises, test de Kolomogorov-Smirnov pour choisir la

meilleur copule.

— Comparer les résultats des deux tests.
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Annexe

Dans cette annexe on va rappeler quelques notions de base de probabilité concernant la

densité normale multivariée et la densité de student multivariée ainsi la fonction gamma et

leurs propriétés

3.3.1 La densité normale multivariée

Définition 3.3.1 On appelle densité de probabilité suit la loi normale,la fonctiot fX(x)

définie sur R par

fX(x) =
1

(2π)d/2 det (Σ)1/2
exp

(
−1

2

(
XTΣ−1X

))
où x = (x1, . . . , xd)

′
.

3.3.2 La densité de student multivariée

La densité copule de student multivariée est donnée par

ctΣ,υ (u1, . . . , ud) =
Γ(υ+d

2 )[Γ(υ2 )]
d−1

(
1+WtΣ−1W

υ

)−(υ+d)/2

det(Σ)1/2[Γ(υ+1
2 )]

d d∏
i=1

(1+w2
i /υ)

−(υ+1)/2

avec (w1, . . . , wd) = (t−1
υ (u1) , ..., t−1

υ (ud)) et υ > 0.

Définition 3.3.2 (Loi Gamma) On dit qu’un v.a suit une loi gamma si sa densité est

donnée par

fX (x) =

 xα−1

βΓ(α)
exp (−x/β)

0

si x ≥ 0

sinon

Γ (α) est la loi gamma définie par Γ (α) =
∫
xα−1e−xdx.
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— proprietés de la fonction gamma

— Γ(α + 1) = αΓ(α)

— Γ(α + 1) = n

— Γ(1 \ 2) = (π)1/2

Définition 3.3.3 (Tau (τ) de Kendall) Soient (X1, Y1) et (X2, Y2) deux vecteurs aléa-

toires indépendants et identiquement distribués. Le tau de kendall du vecteur aléatoire (X1, Y1)

est défini par

τ(X1, Y1) = P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0} − P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0} (3.3.1)

L’expression de τ donnée dans la définition précédente, représente la valeur théorique du

tau de Kendall que l’on peut définir, aussi, d’une manière empirique. Soit un échantillon

de taille n de données bivariées {(xk, yk)}nk=1. On définit les nombres c et d comme étant

respectivement le nombre de paires concordantes et discordantes dans cet échantillon. On

définit la version empirique du tau de Kendall par

τn =
c− d
c+ d

=
c− d
Cn

2

avec Cn
2 =

n!

2! (n− 2)!
=
n (n− 1)

2
(3.3.2)

Cette version empirique peut être exprimée en terme de la densité copule associée

τn =
2n

n− 1

n∑
i=1

n∑
j=1

i−1∑
p=1

j−1∑
q=1

[
cn
(
i
n
, j
n

)
cn
(
p
n
, q
n

)
− cn

(
i
n
, q
n

)
cn
(
p
n
, j
n

)]
Théorème 3.3.1 Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires continues de copule C.

Compte tenu de (3.3.2 ) et de (3.3.1) , le tau de Kendall pour X et Y est donnée par

τ(X, Y ) = Q(C,C) = 4
∫ ∫
I2

C(u, v)dC(u, v)− 1 = 4E {C(U, V )} − 1

où la paire (U, V ) est de loi C.

D’un point de vue numérique, il est diffi cile de manier cette expression car elle fait

intervenir la différentielle dC(u, v). C’est pourquoi, il est facile de la calculer avec l’expression

équivalente suivante :

τ = 1− 4
∫ ∫
I2

∂u1
C (u1 , u2) ∂u2

C (u1 , u2) du1du2
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3.3. Conclusion générale

Corollaire 3.3.1 Dans le cas bivarié, si C est une copule archimédienne de génératrice φ

alors

τ = 1 + 4
1∫
0

φ(u)

φ
′
(u)

du

Une extension de l’expression du tau de Kendall dans le cas multivarié est possible et elle

est donnée par :

τ (C) =
1

2d−1 − 1

(
2d
∫
C (u1 , u2 , ..., ud) dC (u1 , u2 , ..., ud)− 1

)
Tout comme le tau de Kendall, le rho de Spearman est basé sur la concordance et la discor-

dance de couples de variables aléatoires.

Définition 3.3.4 (rho (ρS) de Spearman) Soient (X1, Y1), (X2, Y2) et (X3, Y3) des co-

pies indépendantes de vecteurs aléatoires. Le rho de Spearman, noté ρ
S
, est défini par

ρS (X, Y ) = 3 (P {(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0} − P {(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0})

Théorème 3.3.2 ([25])Soit (X, Y )
′
un vecteur de variables aléatoires continues associé à

la copule C. Alors le rho de Spearman de (X, Y )
′
est donné par :

ρS (X, Y ) = 3Q(C,Π) = 12uvdC(u, v)− 3 = 12
∫

[0,1]2
C (u, v) dudv − 3

1 On sait que pour toute copule C, on a W ≤ C ≤ M, le résultat précédent assure que
−1/3 = Q(W,Π) ≤ Q(C,Π) ≤ Q(M,Π) = 1/3, ce qui justifie la multiplication de Q

par le facteur 3 permettant que ρS ∈ [−1, 1].

2 Si X ∼ F et Y ∼ G, soit U = F(X) et V = G(Y ), on a

ρS(X, Y ) = 12
∫

[0,1]2
uvdC(u, v)− 3 = 12E(UV )− 3

= E(UV )−1/4
1/12

= Cov(U,V )√
V ar(U)

√
V ar(V )

= ρ(F(X),G(Y ))

Donc le rho de Spearman pour une paire (X, Y ) est equivalent au coeffi cient de cor-

rélation usuel de Pearson de la paire (U, V ).

3 On peut considérer que ρS est une mesure de distance moyenne entre la copule C et

la copule d’indépendance car

ρS (C) = 12
∫

[0,1]2
{C (u, v)− uv} dudv
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3.3. Conclusion générale

4 Le tau de Kendall et le rho de Spearman ne dépendent pas du comportement des lois

marginales, mais uniquement de la structure de dépendance.

5 Pour toutes fonctions croissantes f et g, on a τ(f(X); g(Y )) = τ(X, Y ) et ρ(f(X), g(Y )) =

ρ(X, Y ).

6 Soit un échantillon de taille n de données bivariées {(xk, yk)}nk=1. On définit la version

empirique du rho de Spearman en terme de densité de la copule associée par

ρn =
12

n2 − 1

n∑
i=1

n∑
j=1

[
cn
(
i
n
, j
n

)
− i

n
j
n

]
Les résultats obtenus concernant le rho de Spearman dans le cas bidimensionnel

peuvent être étendus dans le cas multidimensionnel de la manière suivante :

ρ (C) = 1
(d+1)−1−2−d

∫
[0,1]d

u1. . . . .uddC (u1, ..., ud)− 2−d

Généralement, les valeurs τ et ρ pour une copule C sont différentes . En revanche,

certaines relations existent entre ces deux mesures de concordance.
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