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Résumé

Dans ce travail, on montre l’existence et ['unicité d’une solution faible dans un espace de
Sobolev a exposant variable approprié pour le p(x)-Laplacien avec second membre est suffi-
samment régulier, en suite, on montre l’existence de solutions pour un probléme semi-linéaire

en utilisant deux méthodes,méthode de point fixe de Schauder et la méthode variationnelle



Abstract

In this work, we show the existence and the uniqueness of a weak solution in a Sobolev
space with variable exponent suitable for the p (x) -Laplacian with second member is suffi-
ciently regular, then we show the existence Of solutions for a semi-linear problem using two

methods, Schauder’s fized point method and the variational method.
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Notations

RY espace euclidien de dimensionn,n > 1.
Q ouvert deR";
Q la fermeture def);

mes (2) = || la mesure (de Lebesgue) de I'ensemblef?

o) la frontiére def?

p.p 2 la presque partout surf).

P exposant conjugué de p, c’est-a-dire p' = 1%‘

p* = NN—Z L’exposant critique de Sobolev. pour 1 < p < N.

0; la dérivée partiellea%i,pour tout multi-indice o = (v, .., ) € N
lol

on posed* = 0.0 = telle que|a| = aq + ... + o,

PTG
o7 o

x® = z{'..xd pour tout © = (1,...,x,) € R™

Vu le gradient de u, Vu = (aa—;l, cey 887“”) .

divu la divergence deu, divu=> ., gz:

Au le Laplacien de u, Au=73", %.

Suppf support de la fonction f, supp(f) : {z € Q, f(x) #0}.
Bx la boule ouvert dansX.

E' le dual topologique deF.

(-,-) Produit scalaire.

< Ppiep le crochet de dualité entre I'espaceE et son dual topologique.



INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles, constituent une branche importante des mathé-
matiques appliquées. Elles sont utilisées dans la modélisation de nombreux phénomeénes de
natures différentes. Les EDP sont probablement apparues pour la premiére fois lors de la
naissance de la mécanique rationnelle au cours du 17éme siécle (Newton, Leibniz...). Ensuite
le "catalogue" des EDP s’est enrichi au fur et & mesure du développement des sciences et
en particulier de la physique. S’il ne faut retenir que quelques noms, on se doit citer celui
d’Euler, puis ceux de Navier et Stokes, pour les équations de la mécanique des fluides, ceux
de Fourier pour I'équation de la chaleur, de Maxwell pour celles de l'électromagnétisme,
de Schrodinger et Heisenberg pour les équations de la mécanique quantique, et bien sir
de Einstein pour les EDP de la théorie de la relativité. L’analyse mathématique de ces
équations aux dérivées partielles nécessite un choix approprié des espaces fonctionnels ( So-
bolev, Lebesgue . ...) et une définition claire de la notion de solution (I'existence et parfois
I'unicité).

L’opérateur p-Laplacien apparait aussi bien en mathématiques pures; par exemple en
géométrie riemannienne, qu’en mathématiques appliquées. En effet, il intervient dans de
nombreux domaines en sciences expérimentales : problémes de réaction diffusion non li-
néaires, dynamique des populations, écoulements de fluides non newtoniens, écoulements
dans les milieux poreux, élasticité non linéaire, extraction de pétrole.

Les méthodes des opérateurs monotones, variationnelle et point fixe sont des méthodes
parmi les méthodes les plus utilisées dans la résolution des équations aux dérivées partielles
(équation laplacien),

Le but de ce mémoire est de présenter des résultats récents concernant l’existence des so-

lutions faibles de certaines classes de systémes d’équations aux dérivées partielles elliptiques



TABLE DES MATIERES 8

non linéaires faisant intervenir 'opérateur p(z)-Laplacien, on commence par 'étude d’un
problémes non linéaires uniformément elliptique faisant intervenir l'opérateur p-Laplacien

du type
—Npyu = fx,u), x €
u="0 , T € 0f)

(1)

avec :  C RY ouvert bornée , 1 <p < N et f € LI(Q) avec q > p*/
Lorsque l'exposant p est une fonction dépend de x, on parle d’'un probléme faisant
intervenir 'opérateur p(z)-Laplacien. Dans ce contexte, nous considérons le probléme modéle

suivant :
— Dpyu = f(z,u), x €

u=20 ,x € 08

(2)

avec :  C RY ouvert bornée , 1 <p< Net f € (Wol’p(')(Q))’.

Notre projet comporte quatre chapitres

Le chapitre 1 est entiérement consacré a ’exposé des définitions et résultats nécessaire
a la suite de ce travail. On rappelle tout d’abord quelques résultats de base sur les espaces
de Lebesgue LP(Q) et les espaces de Sobolev W, *(Q)

Le second chapitre est consacré aux méthodes de résolution des equations pour le pro-
bleme p-Laplacien pour prouver l’existance de solution.

Dans le troisiéme chapitre, on présente I'étude de 1'espace de Lebesgue et de Sobolev a
exposant variable.

En fin, dans le dernier chapiter, on étude I’existance de solution pour le probléme p(z)-

laplacien par les méthodes de résolutions entamées dans le 2eme chapitre.
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Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats nécessaires
pour la suite de ce travail. Aprés avoir rappelé quelques résultats de base sur les espaces de
Lebesgue et de Sobolev classiques.

Dans la suite €2 sera un ouvert borné de RY avec N € N*, muni de la mesure de Lebesgue.

1.1 Espaces de Lebesgue L?())

Définition 1.1 Soit p € R tel que 1 < p < 0o, on définit l’espace de Lebesque LP(QY) par
LP(Q2) = < u : Q — R mesurable ;/|u|pd1: <00 g,
Q

munt de la norme )
fullrey = | [ fupas ) 1)
Q

1.

Et sont duale LP () tel que % + i

Et pour p = o0 , on définit L>(Q)) par

L>(Q) = {u : Q — R mesurable ;supess |u(z)] < M p.p Q} ,
x€Q

munt de la norme

||u|| Lo () = sup ess|u(x)].
z€QN



Espaces de Lebesgue LP(£2) 10

LP(QY) est un espace de Banach.

Sip =2 lespace L*()) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire
(fyg)p(g) = /fg dz.
Q

Proposition 1.1 1. LP(Q) est séparable pour 1 < p < 0o et réflexif pour 1 < p < co.
2. Le dual de LP(Q) pour 1 < p < oo est isomorphe a L¥ (Q) avec % + z% =1.
3. LY () est séparable mais pas réflexif et son dual est L>=(Q).

4. L>(Q) n’est pas ni séparable ni réflexif et son dual est contient strictement L'().

Proposition 1.2 (Inégalité de Young)

Soient (x;)i=1n > 0 €t (p;)iz1., > 0 avec

— 4+ —+ .+ —=1,
D1 P2 Pn
alors
P, e
T1T9..Tp < — + —=— 4+ ...+ .
P1 D2 Pn

En particulier, on a pour x >0,y >0 et Ilj + % =1

1 194
xy < —ePaP + —y—, Ve > 0.
p qel

Lemme 1.3 (Inégalité de Holder généralisée) Soient p,q,r € [1,+o00[ avec % =

Siu e LP(Q) et v e LYNQ), alors u,v € L™(Y) et on :

+

Q=

1
p

uvl[Lr@) < [[ullze@)l|v]]La@)-

Lemme 1.4 (Inégalité d’interpolation)Soient 1 < p < g < +oo.
Siu e LP(Q) N LYQ) alorsuw € L™(Y)  Vr € [p,q] et on :

_ .1 0 1-0
[lullzr) < [ullzeullpate,  on — = ST avee 0€01]

Corollaire 1.5 Soient p,q € [1,+o00[ tel que 1 < p < g < 400.
Si || < 0o alors

LIQ) C L(Q).

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Distributions 11

Convergence dans L?({2)

Définition 1.2 Soient p,p’ € [1,+00] avec 3 + > =1, (fu)n C LP(Q) et f € LP(Q).
e On dit que f, converge fortement vers f dans LP(Q) et on note f, — f dans LF(Q)
si. im [[fo = flle@) = 0.
e On dit que f, converge faiblement vers f dans LP(Q)) et on note f, = f dans LP(Q)
si lim [(fa—f)-¢ =0 VeelLP(Q).

n—-+oo
Q

e On dit que f, converge faible x vers f dans L™ et on note f, = f dans LP(Q) si

im [(fo—f)-p =0 VpeL(Q)

n—-+00
Q

Théoréme 1.1 (Convergence dominée) Soit p > 1, et soient (f,)n C LP(Q) et f €
LP(QY), on suppose que f, — [ p.p. dans Q et qu’il existe g € LP(Q) telle que pour tout
neNon:|f.] <g pp. dans Q. Alors f, — [ dans LP(Q)).

Théoréme 1.2 (Convergence monotone ) Soient (f,), une suite de fonctions mesu-

rables positives, croissantes tells que f,(x) — f(x) p.p sur Q, alors :

ngrfooﬂ/fn(x) dx:Q/f(x) dx

Lemme 1.6 (Lemme de Fatau) Soient Q2 un ouvert, (f,), une suite de fonctions mesurables

positives. Alors

n—-4o00
Q

/ liminf f,dx < hm inf / fndx.

1.2 Distributions

Définition 1.3 On désigne par D(2) a l’espace des fonctions de classe C* sur §) a support
compact, un élément de D(QQ) est appelé fonction test.
Le dual topologique de D(2) noté par D' (2), un élément T' de D(Y) est appelé distribution
sur €2 définie par :
T: D) — R

v = <T,¢>p@)pE©) -

Proposition 1.7 D(Q) est un sous-espace dense dans LP(S)) pour tout 1 < p < +00.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Espaces de Sobolev W'?(Q) : 12

Définition 1.4 Soit K C ) compact, on note
D (Q2) ={p € C™(Q) / supp(p) C K}.

Proposition 1.8 Soit T € D'(2). Donc pour tout compact K C €, ils existent C' > 0 et

m € N tels que

| <T,p>|<C- sup |D%(x)], Vo € Dk ().

zeK, |a|<m

La plus petit constant m vérifie l'inégalité président s’appele ordre de la distribution T

Définition 1.5 (Dérivées aux sens de distributions)

Soient N € N*, k € {1.N}, a e NV et T € D'(Q).

On appelle dérivé partielle de T par rapport a la k-ieme variable et on la note . la
Ty
distribution définie par :
oT Op
<—,0>=—<T, — > Yo € D(Q),
T e, p € D(QY)

par récurrence, on définit la dérivé partielle de T d’ordre o par :

< DT, ¢ >= (-1l < T, DY > | Vo € D(Q).

1.3 Espaces de Sobolev W1?(Q)) :

Définition 1.6 Pour 1 < p < +o00,0n définit I’espace de Sobolev W'P(Q) par :
Pour 1 <p < 400
Wie(Q) = {u e LP(Q); |Vul € LP(Q)},

muni de la norme

=

P

lullwssy = (Il + 19Ul Bay)
pour faire un espace de Banach.
Pour p = +o00,
Wheo(Q) = {u € L¥(Q); |Vu| e LOO(Q)},

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Espaces de Sobolev W'?(Q) : 13

munt de la norme
[ullwr.s-<(o) = max (Jlullzo<(ay, [Vl <(ay )

Pour p = 2, l’espace W12(Q) noté H' () est de Hilbert muni du produit scalaire

(1, 0) ) = (U V) 2y + (VU, VU) 12
Proposition 1.9 Soit 1 < p < +oo, L’espace W'P(Q) est séparable pour 1 < p < +o00, et

réflexif pour 1 < p < 4o00.

Définition 1.7 Soit 1 < p < 400, On note Wy 7 (Q) = D(Q), la ferméture de D(Q) dans
Whr(Q).

Par conséquence si () est lipschitzien ,alors
Wor (@) = {u e W(Q);  woa =0},

Donc par définition, 1’espace D(Q) est dense dans W, (), donc on peut identifier le dual

/ 1 1
de W, 7(Q) a un sous-espace de D'(Q) noté W17 (Q) avec — + — =1
p p

Théoréme 1.3 (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert de RN, Lipschitzien et borné au moins d’une direction et p € [1,+o00].

Alors il existe C' = C(p,2) > 0, tel que :
lulliri) < C - [Vullry ¥ ue WyP(Q),
par conséquence L’application
ur— [ Vul[Lr(e),

est une norme équivalente a la norme usuelle.

Définition 1.8 Soient p € [1,+00) , (fu)n C WHP(Q) et f € WHP(Q).
e On dit que f, converge fortement vers f dans W'P(Q) et on note f, — f dans W1P(Q)
s%
fo—f dans LP(QY) et Vf,— V[ dans LP(Q).
e On dit que f, converge faiblement vers f dans W1?(Q) et on note f, — f dans WP (Q)
St

fo—f dans LP(Q) et Vf,—Vf dans LP(Q).

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Espaces de Sobolev W'?(Q) : 14

Théoréme 1.4 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert borné

de RN, N >1 etp*:NN—_Z. Alors

e Sil < p < N alors linjection Wy?(Q) < LI(Q) est compacte pour q € [1,p*), et
continue pour ¢ = p*. En particulier ["injection Wol’p(Q) — LP(Q)) est compacte pour
tout p € [1,400).

e Sip = N alors Uinjection Wy ?(Q) < LI(Q) est compacte et continue pour q €
1, +00).

e Sip> N alors Uinjection WyP(Q) < C(Q) est compacte et continue.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Chapitre 2

Rappels sur les méthodes de résolution

Dans ce chapitre ,nous rappelons quelques méthodes utilisées pour démontre 1’existence

des solutions faibles du probléme p-Laplacien.

2.1 Meéthode des opérateurs monotones

Dans ce section, nous donnons une méthode de résolution de probléme aux limits non
linéaires c’est la méthode des opérateur monotones. Dans tout ce qui suite, V' design un

espace de Banach et V' son dual.

Définition 2.1 (Opérateurs monotones ) Un opérateur A:V — V' est dit
1) Monotone si
Vu,v €V, (Au— Av,u—v) > 0.
2) Strictement monotone si de plus (Au — Av,u — v) = 0 implique u = v.
Définition 2.2 (Opérateur borné )Soient V et W deux espace de Banach et

AV — W un opérateur, on dira que A est bornée s’il envoie tout bornée de V dans un

bornée de W, c’est-a-dire,
Vp>0,3¢,>0; A(Bv(0,p)) C Bw(0,c,).

Définition 2.3 (Opérateur hémicontinu ) Un opérateur A :V — W est dit hémicon-

tinu au point u de 'V si :

15



Méthode des opérateurs monotones 16

VoeV,V{\} CR N\, — 0= A(u+ \v) = Au faiblement dans W.

Lemme 2.1 Soit RN > & — p(&) € RY une application continue.Supposons qu’il existe
p >0 tel qu’on ait

(p(6),€) <09 € S, = {£ € RY; [¢] = p}- (2.1)

Alors, il existe £ € B, tel que p(€) = 0.

Lemme 2.2 Soient X un espace de Banach de dimension finie et () une application conti-
nue de X dans son dual X'. Supposons qu’il existe une fonction réelle v définie sur Uinter-

valle (0, +00) telle que lim (1) = +oo et
r—00
(Qu),u) Z y(lullx)llullx,  Vue X. (2.2)

Alors Q(X) = X', ¢’est-a-dire,l’équation

posséde au moins une solution u € X pour tout f € X'.

Théoréme 2.1 Soient V un espace de Banach réflexif et A:V — V' un opérateur :
e horné.
e hémicontinu.

e coercitif au sans que :

® monotone .

Alors

VieV', 3ueV ; Au=f.

Preuve. La démonstration procédé dans plusieurs étapes.

Ml . montrons que pour f fixés dans V', ’équation Au = f posséde au moins une
solution. Comme 'opérateur donné par Asu = Au — f posséde les memes propriétés que A,
donc montrons que Afu = 0 admet une solution,si elle est vérifie les conditions de théoréme

2.1 .Pour simplifie la notation on pose :Aju = Au = 0.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Méthode des opérateurs monotones 17

Etape2 : Soit F la famille de tout les sous-espaces de V' de dimensions finies.
Pour ' € F nous définissons l'opérateur jpu = u VYu € F , donc on a jpu est linéaire
continue de F' dans F.

Et soit j;. I'opérateur adjoint de jp,définie par
(v, u) = (v, jru) Vue FoeV,

I'opérateur ji linéaire linéaire et continu sur V' & valeur dans F.
Pour u € F' posons

Ap  F—F.

Apu = (jpoAojr)u.

L’opérateur A est continu de F dans F' car A,j% et jr sont continu.Posons pour r > 0 |
(Au, w)
T

|ul
La coercitivité de 'opérateur A implique que lim ~y(r) = +o0o,de plus ,on a
r—>00

r)= inf
(r) weVlul=r \

(Apu,u) = (Au, jru) = (Au,u) = y([[ullv)|ullv, v e F. (2:3)

D’apres lemme2.2 ;pour tout F' € F | il existe au moins un élément up € F' tel que

Ap(up) = 0. (2.4)

%3 : montrons que toutes les solutions dans la boule fermé B(0,ry), pour cela,il suffit
de montrer que il existe 7o > 0 tel que |up||y <19, VF €F, Yup € F solution de (2.4).

Si un tel ry n’existe pas, on peut trouver une suite d’espaces {F},} de dimension finie, et suite
{un}  (u, € F, solution de(2.4)) tel que nli_r)noo ||un]ly = oo, et donc Th_r)noo Y(||unllv) = o0

ceci conduit & une contradiction. L’inégalité (2.3) implique

Yllunllv)llunlly < (Ap, un, un) = 0.

Cela démontre que toute solution approchée u,, dans la boule fermée B(0,r,) qui est com-
pacte pour la topologie faible puisque ’espace V' est supposé réflexif.

Etape4 : Soit F, € F et posons

FFO:{FEF;F()CF},

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Méthode des opérateurs monotones 18

et soit U, I'ensemble de tout les élément w € V solution de (2.4) pour au moins F' € Fp ,
donc on a Ug, = {u € V,3F € Fg,, Apu = 0}. Soit Ug la ferméture faible de Up, , et donc
U C B(0,7r,) pour tout Fy € F, donc on a l'intersection de la famille ¢ = {U% }{r,er} non
vide,alors il existe ug € ﬂFOGF(prw.
Il s’agit montre que ug est solution de Aug = 0.
%5 : On constate que

0 < (Av,v —wg), YveV.

En effet, soit v € V' et choisissons F' € F tel que v € F.Si up solution de (2.4) ,

alors la monotonie de A permet d’écrire :

d’ou
0 < (Av,v —u), Yu€ Up. (2.5)

Donc d’aprés la continuité fort (donc faible) de I'application u — (Av,v — u), on voit que

I'inégalité (2.5) est vraie pour u dans U, cela implique que

0 < (Av,v —wg), YueV. (2.6)

Etape6 : prenons dans 'inégalité (2.6) v = ug + tw avec w € V et t > 0,donc on a
0 < (A(up + tw), tw) = t(A(ug + tw), w),

alors

0 < (A(up + tw), w).

Faisons tendre t vers zéro, ’hémicontinuité de A implique que
0 < (Aug,w) Yw €V, (2.7)
on peut alors remplaces w par —w on obtient

0 < (Aug, —w) = —(Aug, w). (2.8)

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Méthode des opérateurs monotones 19

Les relation (2.7) et (2.8) implique alors que
0 = (Aug,w) Yw eV,

par d’ott Auy = 0. Ce que termine la prouve. m

Application
Résolution d’un probléme de Dirichlet P-laplacien
On considére le probléme

— Apu=—div(|[VulP2Vu) = f dansQ

(2.9)
U= 0 surdf)
Ot Q est une ouvert borné de RY et f € W*I’p/(Q), avec 1 < p < 400 et p/ P T
p J—
Lemme 2.3 Si1 <p<?2
(B 2n — 1600 — €] 2 (- 1)1 SE (210
(Inl + [&])@-p)/P
Sip>2
1 P
(Inf=2n — |26 (n — €) = (5) n— g (2.11)

Théoréme 2.2 Le probleme 2.9 admet une solution unique u € Wol’p(Q).

Preuve. On commence par I'existence, pour montre I’existence de la solution de probléme

(2.9), on utilise le théoréme 2.1. On prendre Au = —div(|Vu|P~2Vu), et on a

e A est borné en effet,

soit v e W,P(Q), on a (Au,v>:/|Vu|p_2Vqu dx

Q
soit p > 0 pour u € BWOLP(Q)(O, p) on a :

HAUHW*LP'(Q) = sup [(Au,v)|
VEWG T (@llelly1.p ) <1

= sup | [ | VulP2VuVu|.

vEWG @ ol 100y ST

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Méthode des opérateurs monotones 20

|/|Vu|p_2Vqu| < /|Vu|p_1|Vv|
Q Q .

/ Vup / Vop

Q Q

—1 _
= Hu‘iv()l’P(Q)HUHWOl’p(Q) S pp 17

/
P

IN

donc :

alors

Donc A est borné.

e A est coercive, en effet,

Soit u € WyP(Q) ona  (Au,u) = / |Vul|Pdz,

Q
donc wul?
(Au, u) Vullls @ » »
) > — p > O P .
lullwery — Vullr@) lelfzoe) 2 Hu”w(}’p(g)
Alors
A
lim v, u) = +00.

||u||W01’p(Q)—>OO HUHWOLP(Q)
e A est strictement monotone, en utilisant lemme 2.3.

Donc pour tout u,v € Wol’p(Q), telles que, u # v, on a

/ (IVulP?|Vu| — |VoP~?|Vo]) V(u — v)dz = (Au — Av,u — v) > 0.
Q
e A est hémicontinu, en effet,
Soient u € WyP(Q), v € Wy*(Q) et {\,} C R tel que A\, — 0. Montrons que
A(u+ M) = Au dans Wy P (Q).
Soit w € W, *(R), on a :

(A(u+ Av), w) = / V(4 A0)|P2V (4 Ap) Ve,
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par la continuité,on obtient
IV (u+ X\0) P2V (u + A\pv) — [VulP">Vu pp Q,

et comme {\,} est convergente donc elle est bornée dans R, 3¢ >0 |\,| < ec.

Par conséquence,
[V (u+ X\0) P72V (1 + A\v)| < 2P72(|VulP~t + ¢ VoY) e p/(Q).

En utilisant la convergence dominé, on obtient

lim (A(u+ \w),w) = ( lim A(u + A\0), w) = (Au, w),

n—o0 n—o0
d’ott la hémicontinuité de A.

11 résulte alors du théoréme2.1 Iexistence de u € W, (Q) solution de problem (2.9).
L’UNICITE

Soit uy,us deux solutions faibles de (2.9), alors :

/qu1|p_2Vu1Vv = /fv Yo € Wy P(Q),
0 0

et
/ |Vug|P2Vuy Vo = / fo Vo€ WP Q).
Q Q
Donc
/(|Vu1|p_2Vu1 — |Vug[P?Vuy) Vo = 0, (2.12)
Q

en prendre v = uj; — ug, dons (2.12), on obtient ,

/(|Vu1|p_2Vu1 — |Vus|P*Vug)V (ug — us) = 0.
Q

Comme A est strictement monotone alors u; = us.

D’ou 'unicité de la solution u. m

2.2 Méthode variationnelle

Pour démontrer I'existence d’une solution faible pour le probléme (2.9) , on utilise souvent

les techniques variationnelles et des arguments de minimisation des fonctionnelles .
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Soit X espace de Banach et A un opérateur de X dans X pour f € X' on considérons
I’équation

Au= T, (2.13)
ou u est 'inconnu & chercher dans X.
On suppose qu’il existe un fonctionnelle J : X — R possédant un gradient V.J en tout
point u € X, tel que VJ(u) = Au— f Yu € X, on observe que u € X est une solution

de (2.13) si seulement se u est un point critique de J, c’est-a-dire,V.J(u) = 0.

Définition 2.4 (Semi continuité inférieure ) Soient X espace de Banach et

J : X — R un fonctionnelle, on dit que :

i) J est semi-contenue inférieurement (s.c.i) au point x € X si

V{z,} € X,z, — x dans X = liminf J(z,) > J(z).

n——oo

i1) J est semi-contenue inférieurement faible au point x € X si

V{z,} € X : 2, = 2 dans X = liminf J(x,) > J(z).

n——oo
J est semi-contenue inférieure si elle est semi contenue inférieure en tout point de X.
Définition 2.5 Soit X espace de Banach J : X — R une fonction. On dit que :
i) J est convezxe si
Ve,y € X,VA €0, 1] JAz 4+ (1 =Ny) < AJ(z) + (1 = N)J(y).
ii) J est strictement convezre si

Ve, y € X tel que x #y VY €]0,1[: JAz 4+ (1= Ny) < AJ(z) + (1 = N)J(y).

Définition 2.6 ( Différentiabilité au sens de Gateux) Soient X etY deuz espace de
Banach et A: X — Y un opérateur
i) Si pour u,v € X le quotient

Au+tv) — A(u)
t

€y,

a une limite finie lorsque t — 0, on la note A’ (u,v) et on Uappelle le G-différentielle

de A au point u dans la direction v.

ii) Si A'(u,v) existe pour tout v € X, on dit Aest G-différentiable au point u.
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iii) si A'(u,v) existe pour tout v € X et si Uopérateur v — A'(u,v) est linéaire continue
on l'appelle la G-dérivée de A au point u.
On note G-dérivée au point u par A (u) donc A'(u).v = A'(u,v) avec A" linéaire continue

de X dans Y.

Théoréme 2.3 Soit X un espace de Banach réflexif et soit J : X — R une fonction
faiblement sci sur X. Supposons que

lim J(u) = +o0.

llullx —>o0

Alors J posséde au moins un minimum sur X, c’est-a-dire, il existe u € X tel que J(u) =

min J(v).

veX
De plus si J est différentiable au sens de Gateuz, alors V.J(u) = 0.

Théoréme 2.4 Soit X un espace de Banach réflexif et soit J : X — R un fonctionnelle
e conveze.
e sci fort sur X.

® coercive

lim  J(u) = +o0.

[[ull x —>00
Alors J posséde un minimum au mois sur X.

De plus si J est strictement conveze,alors il existe unique uw € X tel que J(u) = min J(v) .

veX
Théoréme 2.5 Soit p €]1,00[, on suppose que f € LI(Q) avec q > p*, = ﬁ.
Alors il existe une solution faible unique u € Wy*(Q) du probleme
—Apu=f dans 2, (2.14)
u=20 sur OS2 .
Preuve.
1. Soit J définie dans W, () par :
J WyP(Q) — R
1
J(u) = —/\Vu|p — /fu (2.15)
b Q Q
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Soient u, v € W,y ?(Q)on a

J(u—l—tv):%/\Vu—i—th]p —/fu —t/fv.
0 0 0

Alors

1
J(u+tv)—J(u):]—)/|Vu+th|p—|Vu|p —t/fv.
Q Q

En utilisons la formule des accroissements finies :

Soit @ = O(u,t) € (0,1), et h(z) = L|z|P on a Vh(z) = |z|P~ 2z,

TP

donc
J(u+tv) — J(u) = /t|Vu+t9Vv[p2Vqu —t/fv,
Q Q
par suite
t —
Jlut Ut) J(w) :/]Vu—i—tGVv\pQVqu d:c—/fv,
Q Q
d’ou
J (u,0) = lim ‘]<“+t”t) —Jw) _ Jim. / Vu +t0VoP?VuVy - / fo,
Q

Q

d’autre part, nous avons pour t — 0,
|Vu + t0Vo[P2VuVv — |VulP2VuVu p.px €,
et comme t < 1, on a
[Vu + t0Vo P> VuVe < 2072 ([VulP "' Vo + [VoP7'Vu) € LY(Q).

Le théoréme de convergence dominée implique que

t—0 t

/ . Ju+tv) — J(u) _2
(VJ(u),v) =J (u,v) = lim = [ |VulP~*VuVv — | fu,
/ /

donc

/

(VJ(u),v) = (J (u),v) = (= Apu— f,v) Yu,v € W, 7(Q).

Alors, u est un point critique si seulement si u est un solution faible de problem

(2.14).
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2. J admet un point critique :

Comme J est G-différentiable a suffit de montre que J admet une minimum.

i)

i)

111

J est convexe,en effet

Soient u,v € Wy?(Q) et t € (0,1) on a

J(tu+(1—-tw) = /]tVu+ 1—tV'U\p—t/fu— (1—1) /fv
= [[tVu+ (1 =)Volq — /fu— (1—-1) /fv

La fonction x — 2P est croissante et d’aprés propriété triangulaire de la norme
on obtient

Jtu+ (1 —tw) <tJ(u)+ (1 —t)J(v).
Donc J est convexe

J est sci en effet :
Soient u € Wy () et {u, }une suite de Wy*(Q) tel que u,, —» u, alors

1

1
—Hqu < hmlnf—Huan 1, (2.16)

WyP () Wy P ()’

et comme u,, converge fortement vers u, alors u,, converge faiblement vers u, donc
Y fewr(Q) (f un) — (f,u). (2.17)
En combinant (2.16) et (2.17), en obtint

liminf J(u,) > J(u),

NnN—roo

alors J est sci .

) J est coercive :

/|Vu|pdx—/fu dx

1 g *
> —/]Vu]pdq:— dz /|up
p% %) %)

> S lIVulllg = ClVullre)

on utilisé 'inégalité de Sobolev

lim J(u) = +o0.
||u||W01!P(Q>—>+OO
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Le théoréme2.4 assure I'existence de u € W, () telle que J(u) = min J(v),
veW, P (Q)

et u est une solution faible de (2.14). L’unicité est similaire a la preuve dans la section

précédente. m

2.3 Meéthode de point fixe

Définition 2.7 (Fonction de Carathéodory) Soit [ une fonction de Q@ x R dans R est
dit de Carathédory s

1) L’application : R — R, t+—— f(x,t) est continue p.p = € €.
2) L’application : Q@ — R, x+— f(x,t) est mesurable V t € R.

Théoréme 2.6 Soit f : QO xR — R une fonction Carathédory, on suppose qu’il existe une

fonction b € LI(QY) et une constante ¢ > 0 telle que :

a4 1
|f(z,t)] < b(z) + clt]d ppreQetVteR, avee —+-=1. (2.18)
q

1
q
Alors lopérateur de Nemitski
Ny L9(Q) — L7 (Q)
u(z) — f(z,u(x)),

est continue.

Théoréme 2.7 (Leray-Shauder-Schafer) Soit T une application continue et compacte

d’un espace localement convexe séparé E dans lui méme, tel que ,l’ensemble :
S={zxeE:3Xec[0,1]; z=N(2)},
est borné. Alors pour tout A € [0, 1], il existe v € E tel que x = \T'(z).

Théoréme 2.8 Soient Q un ouvert borné dans RY et p € (1,00). On suppose f : QxR —
R une fonction carathédory satisfiant (2.18) avec 1 < q < p < p*.

Alors le probléme :
— Npu= f(z,u) dans €,
u=20 surd £,

(2.19)

posséde une solution faible dans W, ().
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Preuve. démonstration procédé dans deux étapes :
Etapel :

1. D’aprés 'application de la méthode monotone on a :
— £y WP (Q) — WHP(Q),
est bijective donc il existe
(= 8p) 71 WH(Q) — WP (Q),

est continue en effet :

On note 'opérateur A = — A,: Wy P(Q) — W1(Q).

1 Montrons que A de type S, c’est-a-dire :

Siu, — u et limsup(Au, — Au,u, —u) < 0. Alors u,, —> u dans W, (Q) .
n—oo
On a comme A est strictement monotone et lim sup(Au,, — Au, u, —u) < 0 alors

n—oo
lim (Au,, — Au,u, —u) = 0.
n—oo

e Et on a Vu, converge vers Vu dans LP(Q2) en effet :

D’une part :
0 = lim (Au, — Au,u, —u)
n—oo

n—oo

= lim / |V, P2 Vu,(Vu, — Vu)dr — / |VulP2Vu(Vu, — Vu)dr
0 0

= lim [ (|Vu,|P*Vu, — |Vu|P"*Vu)(Vu, — Vu)dr = lim H,(u).
n—oo n—o0

Q
D’autre part :

(a) Pour 2 < p, d’aprés Lemme2.3 on a :

22_p/ |Vu, — Vul de < /(|Vun|p_2vun — |Vu[P~*Vu) (Vu, — Vu) do
QO Q

IN

Il
= P

(|Vu, P> Vu, — [VulP*Vu) (Vu, — Vu) dx
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) Pour 1 < p(x) <2, d’aprés Lemme2.3 on a :

\V4 n_v p(2—p)
/ Vun - Vu < / e =V (V] + V)5

IVun|+|VU|)
— p % ’ p(2=p % ?p
S ’VU" VUL( p)) /<(|VU7L’+’VU’) (2 )> r
Vun\—l—\Vu\) 2 »
|Vun Vu|2 r(2=p) ﬁ ’
< [ (matmar) | ([ (@@erewa™)
Q
p Vu —VUP i
<c : / 1 ( [V )
ey Q v ) (IVua| + ‘VUDQ_Z)

On a si n — o0, alors H,(u) — 0.
Donc de (a) et (b) on a
Vu, — Vu| p) — 0,
alors
|| un — uHWOLp(Q) — 0.
Donc A de type (S4)
2 Montrons que A~! est continue.
Soient f,, f € W7(Q), tel que f, — f, et u, = A~'(f,),u = A~'(f), alors
Au,, = fn, Au = f.

Donc {u,} est bornée dans Wy"(Q), et comme W, ”(Q) réflixi, alors il existe

U, — Up, et comme f, — f, alors

ni{ﬂ@(z‘lun — Aug, u, — ug) = nﬂg}@(fm Uy, — Ug) = 0.

Comme A de type (S, ) alors u,, — wug, conclus donc u, — u donc A™! est
continue.

2 D’apres la condition de f(x,u) 'opérateur de Nemitsky

(Nju)(z) = f(z,u(z)),
est bien définie de LY & valeur dans Lq/ et continue

et d’apres l'injections de Rellich |,

it WP (Q) — L),
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est continue et compacte et soit 'injections
i L7 — W),
est continue, donc
Ny =ioNjoi*: WyP(Q) — W17(Q),
est continue compacte
par suite I'opérateur

T = (= 2,) 7 (Nyp) - Wy(Q) — WP (),

est continue compacte.
Etape2 :  Montrons que S = {u € WyP(Q);3 A€ [0,1] u=ATu} est borné .
On a:

Tl 11y = (— 8 (Tu), Tt
= (Nfu,Tu>
—/f(x,u(x))Tu dx
< [(Clup + )Tl do

Q
Soit u e Son a:

Tulfyygy < C [l Tal dot [ oa)iTul da
Q

Q

< C/ [ Tul® do + ||b]] 7 | Tu|| Lo
Q

< ClTul[7 + (Bl o 1Tl Lo

< COIITully1 0, + Callbl I Tl

Comme p > g,alors ||Tu||WO1,p(Q) < K . Clest-a-dire si u € S alors Hu||W01,p(Q) < K donc S
est borné, d’aprées théoréme 2.7 | il existe u € VVO1 P(Q) tel que Tu = u , donc il existe un

solution faible de probléme 2.19. m
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Chapitre 3

Espaces de Lebesgue et Sobolev a

exposant variable

3.1 Espaces de Lebesgue a exposant variable

Dans la suite 2 un ouvert de RY .n > 1

Définition 3.1 Soit P(2) ’ensemble des fonctions mesurable, p(.) : & — [1, 00)
Les élément de P () sont appelées les exposants
On note

p~ = inf essp(x) ,p" = supessp(x) < +oo
z€eQ zeQ

. Soit p(.) € P(Q), on note p'(.) le conjugué de p(.) définie par :

1 1
b =1, Yz e,
p(z)  p'(x)

si p(x) = oo, en prendre p (x) = 1.
Définition 3.2 Soit p(.) € P(Q) et [ fonction, on définit le modulaire associé a p(.)par :

Ao(f) = [ ()P da.
/

Proposition 3.1 Soient f, g deux fonctions mesurable
1) Ap)(f) = 0 pour tout f.

2) Ayy(f) =0 si et seulement si f =0 pp Q.

30



Espaces de Lebesgue a exposant variable 31

3) Ap(y (f) = Apy (= ).
4) Ap)(f) est conveze .
) Silf(@)| = |g(x)] p.p Q et si Ay )(f) < 00 alors Ap)(f) = Ap(y(9)-
6) Si0 < Apy(f) < oo alors la fonction X —— Ay\(f/A) est continue et décroissant
sur [1,00).
Preuve.

i) La preuve de 1),3) et 5) découle a la définition du modulaire.

ii) Preuve de 2) :

@) Ao =0= [ 1F@F =0 =@ =0= f =0.

Q
(b) f=0= [[f@x)™ =0.
/
iii) Preuve de 4) :

(a) Soient Ai, Ay € [1,00) tel que Ay < Ay alors Ayy(f/A1) > Apy(f/A2) donc I'ap-

plication A — A,(y(f/A) est décroissante sur [1,00).
(b) Soient {\g} suite décroissante avec A, — A, alors, on a
[f(@)/ M — |f(2) /Al pp.x e,

et
[f@) /M| <1 f(2)] € LHQ).

D’apres le Théoréme de convergence dominée, on obtient :

Ay (F/AR) — Apy (f/N),

alors la fonction A — A,)(f/A) est continue et décroissante sur [1,00).

Définition 3.3 Soit p(.) € P(2),on définit l’espace de Lebesgue a exposant variable noté
LPO(Q) par

LPO(Q) = {f (= R mesurable, Ay(f) < +OO}7

Uespace LPY)(Q) est un espace vectoriel.
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On définie la fonction

1.0 = I1f oo @ = inf {A >0 5 Ay (f/A) <1}

Exemple 3.1 Soit p(x) définie sur Q =R par :

2 st <0
p(z) =
4 si x>0
et u(z) = |z , alors :
0 0
/\u(x)]p(x) do = / lu(z)|? dx + / lu(z)|* de
Q —00 — 00

0 0

= [l 3P dot [ ol ¥t o
0 0
:/|x]_32 dx+/|x|_34 dx
0

bl

W=

= [3:6
=0

alors

u(z) ¢L"(Q)

Et pour : v(x) = |z|5tx(—1,0)

0
/ (@)@ do = / 2] 3 da
Q —1

donc

—1
o) = e] Zx(-1,0) € Z0(©)
Exemple 3.2 Soit p(.) définie sur Q =R par :

1
p(r) = max {|z|,1}, et u(z) = L Vo € R.
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Pour p(.) est une constant, u(x) ¢ LP(Q). ET on a

“+o00

1
[t - [ 15 as
Q —00
_ /|l|p(z> dr + / Ly gy
2 2

lz|<1 lz|>1
= / 5] do + / ||l da
|z|<1 \m|>1
= 1+ log2
Donc
ue LPY(Q)

Proposition 3.2 : Si0 < ||f||p(.),ﬂ < oo alors Ap(_)(f/||f||p(')7g) <1

Preuve. Soient {\;} converge ver || f|,(),a avec A,y (f/Ax) <1

1. On a |f(z)/ M@ >0 et A > || £llp().0;

alors :

(@) /AP@ < @)/ 1] Fllo0"@ < oo

2. Et on a |f(x)/ NP = liminf | f(2)/[| flp0) 0"
k—+00

donc d’apres lemme de Fateu :

A (F/ 1 fllpere) < liminf Ay (f/A)-

Corollaire 3.3 Si 0 < ||f|,)0 <1 alors  Ayy(f) <1

1
Preuve. : Ona 0 < Hpr (e <1 alors H H > 1 donc Ap(~)(f/Hpr(~),Q) 2 AP(~)(f)
et comme 0 < || f||p),0 < oo alors »0(f) <A (f/”f”p(.)vg) >1.m
Proposition 3.4 : L’application |.|,10 : LPY(Q) — [0,00) défini une norme sur
LPO(Q).

Preuve. : On va montrons que ||.||,)o vérifie les propriétés suivantes :

D Ifllye =0 ¥ f € LFO(Q).
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2) | fllpoe=0 < f=0 pp sur

3) VueR felr(Q),  luflpoe = lulfl.e

YV fgel?VQ),  If +glloe < flloe + l9lo.e

1) La preuve de 1) découle a la définition de I'application .

2)=) si f =0 alors A, )(f/A) =0 <1 pour tout A > 0 donc || f||,.),0 = 0.

<) Si || £l =0onpose K(f) ={A>0 A, (f/3) <1}.
On suppose qui il existe f € LFM(Q) tel que || f||p().0 = 0 mais f(z) # 0, comme
f(z) # 0 alors / |f(2)[P@dx > e > 0,
Q

Soient {Ax} suite tel que {A\} C K(f)N(0,1) donc comme inf K(f) =0,
alors

A —> Oet Ap(_)(f/)\k) <1,

donc

12 A(/3) = [U@/MPd = 1 [ 1P > £ — .
0 Q

Contradiction,d’ou f = 0.
3) Soit peR:
lfllpy = inf {A >0 = Ay (f/3) <1}

:inf{)\>0 :Ap(,)(f/%) Sl}
=inf {uf >0 :A(f/8) <1}
= |ulll flloe).0-

4) Soient f,g € LD(Q) et Ay = [|flln)0 ot Ag = [lgllp).0; tel que Ay (F/Ar) < 1 et
Ap)(/Ag) <1,
d’apres la convexité de A,)(.) on a :
soit

)\:)\f-i-)\g

f+y Arf Aoy
Ap() (T) = Ap() (A—Af 3,
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Af / A g
<a (L) yleq (L
= (/\f> PSR ()\g)

/ g
< - -
S Ap() (/\f> +Ap(_) </\g> s

If + gllpore < fllpo.e + 9l

donc

Remarque 3.1 Sip(z) = p une constante avec 1 <p < oo, on a :

1fllp.0 =inf{A>0;  A,(f/A

= || fllr (-

Cette norme coincide avec la norme définie sur les espaces de Lebesque a exposant constant.

Proposition 3.5 Comme p™ < oo, alors Vf tel que 0 < ||f][p),0 < 00, on a

Ay (F/ I fllpy2) = 1.

Preuve. : Soit 0 < A < || fl|(),0, on a :

p(z)
(1) [(5)
Q
r|fup<.>,a>p“’>( ./ )p“) i
Q/ (5 [Flwa)

/(M) dz Apy(f /11 lp0).0)-
Q

Si Ay (f/11 fllpey.e) < 1, on choisit A < || flp0),0 tel que Apy(f/A) < 1 cette contredit avec
la définition de || f||p(.)0, donc Aoy (f/[[fllp)0) =1 =

IN
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Corollaire 3.6 Pour p* < oo, si ||f|p)0 <1, alors :

Ay (F) < N Nl

Lemme 3.7 Soit p(.) € P(2) avec p(z) € [p~,p*] C (1,00), alors Vf € LPO(Q) :

. - + - +
min {15000 171500 } < Ay () < max {F18 00 17100}

Preuve. :
On pose p = || f]ly(). et on considére la fonction h(z) = f(x)/p alors : h € LPO(§) avec

172lp().0 = 1, on a d’une part

P Ay (f) sip <1,

L=hllpne<q ,
pt Ay (f) siop>1,

donc
Ap()(f) = min {u”f : u’ﬁ} :
D’autre part

o, sip<l,
Ay (f) = / |f ()P = / PO P de < { e

+ .
Q Q /’Lp ) S /’L > 17
donc

Ap)(f) > max {up_ , up+} :

Si || fllp().0 = 0 alors f =0, donc Ayy(f) =0. =
Corollaire 3.8 Soit p(.) € P(Q) avec p(x) € [p~,p*] C (1,00) alors Vf € LPI(Q) :
win {470,450 b < Wby < max {470, 47,0
Sip* = p~ alors A(f) = [y
Preuve. : On utilise lemme3.7 | si || f||zr@) < 1, on a
1 o0y < Ap(f) < 110y,

alors
1

A7 < Il < Ap(f)7*.
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Si || fllr) =1, on a
- +
1 1oy < Ap(f) < 11 7o)

alors

1

A7 < | fllzre < Ap(f)7

Donc

min {A;(,)(f),A;a(f)} < [1/llp.0 < max {Amf)af%(f)} -

Corollaire 3.9 Soit p(.) € P(Q) avec p(x) € [p~,p*] C (1,00) alors Vf € LPH(Q) :

(1) 1 fllppe=1 <  Anf)=1
(i) [ fllpoe <1 & Ap(f) <1

(@) [|fllpore>1 = Ay (f) > 1.

Remarque 3.2 Lol fllpone < Apoy(f) + 1.

+
2. Ap(f) < Hf“g(,),g +1

Lemme 3.10 Soient {f,} suite de fonction tel que f, € LPO(Q) et f € LPY(Q) avec
p(.) € P(Q) et p(z) € [p~,p*] C (1,00) alors :

||fn - f”p(.),ﬂ — 0 & Ap(_)(fn — f) — 0.

Preuve.
Montrons que [|fo = fllp.0 — 0 = Apy(fu — ) — 0.

D’apres lemme3.7 , on a
. - + - +
min {[1fu = £ 00 10 = FIE0 0} < Apo (e = £) < max LIl g = £ 0 I = £l 0}
Donc,si || fn = fllp()0 £ 1, on a
+ _
1o = e < A (fa = 1) < N1 = FIl )0
sill fn = fllp)2 = 1 on a

1o = FIE 0 < Apy (U — £) < o = FIZ 0
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Alors

Montrons que A, )(fr — f) — 0 = || fu — fllpo)o — 0.

D’aprés corollaire3.8, on a

win {475 = 0. A7 = )} < 1= iy < s {430 = 0,47 (6 D)}

Donc,si Apy(fn — f) <1,0ona

1 1

A;(,)(fn—f)ﬁ ||fn f”p o< A :)(fn_f)a

sidpy(fn —f)>1ona

1 1

A:)( F) <= Fllaoe < Ay (fa = f)-
Alors
1o = fllpr0 — 0.

Lemme 3.11 Soient p(.),q(.) € P(Q) tel que p(x) € [p~,pt] C (1,00) et q(x) € [¢7,qT] C
(1,00),5t p(z) >q(z) ppre alors

7p0) Q) C ,20) (Q).

Preuve.
On utilise I'inégalité de Young et lemme3, 10.
Soit f € LPM)(Q), on a Apy(f) < 400, alors |

A(f) < /§§|f< P 4 %d

< /1 + | f(@) PP de = QA (),

Q
donc A,y(f) < oo, alors f € L1(Q). m

Lemme 3.12 (Inégalité de Hélder ) Soit p(.) € P(2) avec p(z) € [p~,pT] C (1,+00),

/ 1 1
pour tout f € LP@(Q) et g € LP @) (Q) avec — + ——— = 1.
p() P
Alors :

1 1
/|f9| dr < (F + W)||f||p(-),ﬂ||g||p’(.),9 < 2||f‘|p(-),QHg”p/(.),Q
Q
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Preuve. On pose |[|fll,)0=Aet |lg|ly o= avec A #0 et u#0,

d’aprés inégalité de Young pour p.p. x € €2, on a

gt =l |22

e, 1 gt
<A“(mm‘x @l )
L J@pe | 1 (e
<Aﬂ<p“ A +p’)“ p )
et
Ay (f/AN) =1 Ay (g9/p) =1,
donc

E!U@NWUNdwﬁAM<£7%O(f$»>+(;rAﬂ)G%?)>

1 1
= — 4+ — | Iflpro.allall,
(p_ (p)_)|\ru(>\rupc%ﬂ

On pose A\ = 0 alors /|f(:1:)||g(1:)| dr=0.m
Q

Lemme 3.13 Soient Q un ouvert bornée tel que OS) est lipschitzienne, p(.) € P() avec
plx) ep,pt]C(l,0) etq>1si q<p(x) ppzecalors:

[l < ClFll0.0
avee C=(1+ \Ql)%

Preuve. Soit f € LP®(Q) avec || f|lp)o = A < oo , on prendre g(z) = f(z)/) donc on
a g € LP@(Q) C L) avec ||g]l,).0 = Ap)(g9) = 1, alors

1
5l = lgllae < Alg).

Ao - [ |12

§!<?25+nggww>dx
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< [Q] + Apy(9) = 1+ 192,

donc

[fllge < (T+12)7 A= 1+ Q) | fllp0.0

Lemme 3.14 Soient p(.),q(.) € P(Q)tel que [¢,q"] C (1,+00) avec p(x) > q(x),alors

Vinjection LP@(Q) < LA@)(Q) est continue, et on a :
£ llar.0 < Cllfllpe.0r

avec C = (|Q|,pt,qi> :

Preuve. On a L@ (Q) c L@ (Q),Soit f € LP@(Q) avec || f]l,)0 = A > 0.
On considere :

Q={zeQ ;p)=q@)} 0% =0\0.

Soit la fonction h = f/\, on a

AP(~)(h) =1,
et
h) :/|h\q<r> dx+/]h|q(“) dx
Ql QZ
q(z)
_/(|h|p(w))p(x) dx+/|h[p(””) dr
Ql QQ
<21y o Iy g, + [ 117 do
Qo
§2max{|9| e *}maX{A,f;;(lhl‘“’”)) i(lhlq )}+Ap<.>(h)
L a at
_Qmax{\ﬂ\ =0 *}maX{Aﬁ)(h),A;(_)(h)}—|—Ap()(h)
:2max{|Q| =19 }—1—1.
Donc
1 1
S0 = Wl < mae { G5 1), G 1) |
|

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017



Espace de Sobolev & exposant variable 41

Proposition 3.15 Soit p(.) € P(Q)

o LPV)(Q) est séparable si p™ < 0o

o LPV)(Q) est réflexif et unifomément conveze si 1 < p~ < pT < 00
Lemme 3.16 Les deux condition sont équivalentes |

1. pe L*(Q).

2. Pour tout fonction linéaire continue G sur LP™)(Q) il existe une unique fonction

g€ Lp(')/(Q) tel que

G(f) = / f@)g() de, [ e PDQ).

Corollaire 3.17 Lp/(')(Q) est le duale de LP1)(Q) si est seulement si p € L>®().

Lemme 3.18 Si p(.) € P(Q) avec p(x) € [p~,p*] C (1,00) alors les espaces LP () N
L>(Q),0(2) N L>(Q) et CF sont danse dans LPX) ().

3.2 Espace de Sobolev a exposant variable

Définition 3.4 Soitp(.) € P(Q) .On définie ’espace de Sobolev a exposant variable WP (Q)
par

whrO(Q) = {u e LPY(Q) 1 |Vu| € LPY(Q)},
muni de la norme
[ullwrsor @) = llullpo).o + [Vullpo).0
Proposition 3.19 Soit p(.) € P(Q)
o L'espace WL (Q) est un espace de Banach
o L’espace WP (Q) est séparable si pt < oo
o WP)(Q) est réflexif et unifomément conveze si 1 < p~ < pt < oo

Définition 3.5 Soient Q0 un ouvert bornée tel que OS2 est lipschitzienne,p(.) € P(Q)) avec
p(x) € [p~,pT] C (1,00). On définit ’espace

WoP(Q) = {u e WO (Q),u,, =0}
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Définition 3.6 Soit p(.) € P(Q) on définie l’ensemble

Cuogi= {p€CO) +Wny e lo=sl < Ioe) = plu)] < wlle - o)}

avec w fonction continue et limsupw(t)In{ = C < 400
t—0t

Lemme 3.20 (Poincaré ) Soient Q2 un ouvert bornée tel que 0S) est lipschitzienne p(.) €
P(Q) avec p(x) € [p~,p"] C (1,00), sip(z) € CO(Q). Alors il existe C > 0 dépende seulement
de ) tel que

lellpr0 < ClVaullppo  Yue Wy™(Q).

Par conséquence lapplication u —— ||Vul| o0)q) est une norme équivalente a la norme

usuelle.

Remarque 3.3 Ci°(Q2) n’est pas dense en générale dans Wol’p(')(Q) mais si 0 un ouvert

bornée tel que OXY est lipschitzienne et p(.) € Cloy(2) alors C3°(§2) et dense dans Wol’p(’)(Q).

Lemme 3.21 Soient) un ouvert bornée tel que O est lipschitzienne, p(.) € P(Q) avec
p(z) € [p7,pt] C (1,00) sip,q € C(Q) et Vo € Q q(x) < p*(x). Alors pour tout u €
Wol’p(')(Q) .

[ullor.0 < ClIVullpe).o-

Ou C' est une constante dépende de p= et Q) |

avec

Np(z) :
(@) = N (o) sip(zr) < N
+00 si N = p(x)

L’ingiction Wol’p(x)(Q) — LP(®)(Q)) est continue et compacte.
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Chapitre 4

Existence de solutions pour p (x)

-Laplacien Dirichlet probléme

Dans ce chapitre on va étude le probléme p(x)-Laplacien définit par :

— Dpy = f(z,u), x €}
u="0 , T € 0f)

avec : 2 C RN ouvert bornée , 1 < p(x) et p € C(Q).

Donc dans la suite on va montre 'existence de la solution faible de probléme (4.1) dans
I’espace de Sobolev a exposant variable I/VO1 P (')(Q), et pour démontrer 'existence d'un so-
lution ,on utilise souvent les techniques variationnelle et des argument de minimisation des
fonctionnelles convexe ,ou on utilise la méthode de point fixe .

On dit que u € W,” (')(Q) est une solution faible de probléme (4.1) si

/ Vulf@-2VuVy dz = / fla,u)o dz Yo € Wy"0(Q).
Q Q

4.1 Méthode variationnelle

Proposition 4.1 Soient f : Q x R — R wune fonction Carathédory, pi,ps € C+(£2).0On
suppose que il existe une fonction a € LP2@(Q) tel que a(x) > 0 et une constant b > 0

vérifié les condition suivant :

p1(x)

|f(z,s)| < a(z) + b|s| =@ Ve e Q,s e R. (4.2)

43
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Alors l'opérateur de Nemytsky définie par
Ny IPY@(Q) — LP2@)(Q),

u(@) — flz,u(z)),

est continue et bornée.

1

On considére la fonction J(u) = /ﬂ|Vu|p(””) dx ,avec J € CY(X,R)ou X = Wol’p(x)(ﬂ),
px

Q

et définie

A=J : X — X*,
(Au,v) = / |VulP®2VuVvde  Vo,ucX.
Q

Théoréme 4.1 L'opérateur A : X — X* est : bornée , hémicontinue, strictement mono-

tone , coerciv et continue.

Preuve. Montons que A est bornée :

pour v € X, On a (Au,v) = / |VulP® 2 VuVu dx

Q
Soit p > 0, pour u € Bx(0,p) on a :

[ A

xx = sup  |[(Au,v)|

veX,|v||x<1

= sup | [ |[Vu[f®@2VuV|.

veX,||lv]|x<1

D’autre part :

| / VuPD-2VuVo dz| < / V@1 Vol da
Q Q
< 2|V ol Vollpo.o
< QHVUp(m)_al’(.),Q
1 o
< 2max {Az’)’,'(_.)(Vup(“")_l), A;,/Z)(Vup(m)_l)}
1 1
= QmaX{A;E.) (Vu),A]’D’S (Vu)}
= 24)(Vu)
- +
< 2ma {117 00 171070
= pl-
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% S1 Ap(,)(Vu)gl,
- st Apy(Vu) > 1,

p

S|

Ou v =
donc :

[Aul[x+ < p1.

Alors
A(Bx(0,p)) C Bx+(0, p1).
Montons que A hémicontinue :
Soient u € WyP(Q) v € WPV (Q) et {\,} C R tel que A, —> 0, montrons que A(u +
Anv) — Au dans Wol’p(')(ﬂ).
Soit w € WP () on a :

(A(u + M), w) = / |V (u 4 \0) PO 72V (1 + A\yv) Va,
0

par la continuité,on a
IV (u 4 A\0) PO 2V (1 + A\yv) — |VulPD2Vu p.pr € Q.

Comme {\,} convergente donc elle est bornée dans R, 3¢ > 0 |\,| < c.

Par conséquence
(|Vu] + Aa| Vo)) < 22@-2(| 7y @)1 4 o TP -1) ¢ P 0)(Q).
Et utilisant la convergence dominé, on a

lim (A(u + \v), w) = (Au, w),

n—-oo

d’ou la hémicontinueité de A .

Montons que A est coercitive :

Soit u € Wol’p(')(Q) ona (Au,u)= / V@ dz,
Q

donc
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/ V)
(Au,u)

HuHngP(<>(Q) B HUHWOLP(')(Q)

min{HVUHLp() HVU”LP() }
IVul?, ’

p( )

Comme C' > 0, alors

A
el 106 g, =9 11l yy1000

Montrons que A est strictement monotone, en utilise Lemme2.3 ,on a

Yu,v € WoP®(Q),u # v. Alors on a

(Au — Av,u —v) = / (\Vu\p(’“")’QVu — Vo 2T0) V(u —v) > 0,
Q

donc A est strictement monotone.

Comme A est bornée et monotone et hémicontinue alors A est continue. m

Théoréme 4.2 Si f(z,u) = f(z) € (Wlpx)(Q))/, alors le probléeme (4.1) admet un unique
solution faible dan WOLP(x)(Q).

Preuve. :
Si f(z,u) = f(x),et d’apres la théoréme4.1 on a : A est bornée, hémicontinue, strictement
monotone ,coercitive. Alors d’apres la théoréme2.1 il existe un unique u € I/VO1 P (x)(Q) solu-

tion faible de probléme (4.1). m

Théoréme 4.3 i) L’opérateur A de type (S.) ie : siu, — u dans X et limsup(Au, —

n——oo
Au,u, —u) <0 alors u, — u dans X .

i1) L’opérateur A : X — X* est homéomorphisme.

Preuve. :
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i) montrons que A de type (S4) :

Si u, — u et limsup{Au, — Au,u, —u) <0.
n—oo
On a comme A est strictement monotone et lim sup(Au,, — Au, u, — u) < 0 alors

n—oo
lim (Au,, — Au,u,, —u) = 0.
n—oo

Et on a Vu,, converge vers Vu dans L) (Q) en effet :

D’une part :
0 = lim (Au, — Au,u, — u)
n—oo

n—oo

= lim / |V, P92V, (Vu, — Vu)dr — / Vul[P@2Vu(Vu, — Vu)ds
Q Q

n—oo n—oo

Q
= lim H,(u).

n—oo

= lim / (V[P 2V, — |VulPD2Vu)(Vu, — Vu)dr = lim H,(u)

D’autre part :
Onnot ) ={r € Q;2<px)}et Q={recQ;l<plr) <2}

Donc

(a) Pour 2 < p(x) , d’aprés Lemme2.3 on a :

22" / |V, — VuP® de < / (|Vun|p(x)_2Vun — |Vu|p(””)_2Vu) (Vu, — Vu) dx
Ql Q1
< / (|Vun P2V, — |VulPD V) (Vu, — Vu) do
Q
= H,(u).

(b) Pour 1 < p(z) <2, d’aprés Lemme2.3 on a :

N |V, — Vu|P®) p(x)(2=p(x))
/]Vun — VulP® dr < / ey (Vual + [ Vul) 2 dx
Qo QO (\Vun| + |VU|) 2
|V, — VulP@ p() 2—p(a))
< 2 gl (ol 1905
Un| + | VU 2
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p_ P+
z ey
- J (V| + [V |vun| + Va2
2-pt
Imax /(lvun‘ + |Vu\)p(w) dx , / V| + |vu’)p(r) du
@ Q

P P

< 2Cmax {<p- ) (Hw)T -1 <Hn<u>>3} -

On a comme n — oo , Hy(u) — 0, donc de (a) et (b) on a

lim [ |Vau, — Vu[’™ dz =0,

n—o0
Q

Alors on a

A, () (Vu, —Vu) — 0

donc d’aprés lemme3.10 on a
||Vun — VUHLp(.)(Q) — 0.

Donc

|l un — uHW&,p(_)(Q) — 0.
Alors A de type S, .

ii) montrons que A est hemeomorphisme
on a A est bijictive donc il existe A= : X* — X.
montrons que A~! est continue .
Si fn, [ € X* tel que f, —> f, soient u,, = A~(f,), u = A7(f) alors Au, = f, ,
Au = f,
donc {u,} est borné dans X , et comme X réflixiv alors il existe u,, — u , comme

fn — [ alors

lim (Au, — Au,u, —u) = lim (fp,u, —u) =0,

n—aoo n—-r

et comme A de type (S.), alors u,, — u donc A~! est continue .
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Soit p(u) = /$|Vu|p(”) — /F(:U,u) drounu € X et Fz,t) = /f(x,s) ds.

Q Q 0
On a ¢ € C}(X,R) alors le point critique de ¢ est une solution faible de probléeme (4.1).
Soit g(u) = /F(x,u) dx, alors ¢ : X — X* veérifie u, — u implique ¢ (u,) — ¢ (u),
Q

donc g est continue .
Théoréme 4.4 Si f vérifier les condition suivent
|f(z,u)| < C1+C2u|’™" avec 1< B <p, (4.3)

alors le probleme (4.1) admet un solution faible dans W’ 2(@) (Q).

Preuve.

D’aprés (4.3) on prendre |F(x,u)| < C(1 + |ul?,

et
1
= | — ()
SOU—/ Vul? dm—/Fm,u dx
= [ v (@)
Q Q
1 o~ 5
rllelne g = € [ ul” de = C3
)
Q
1 P B .
> —|ull w0 (q) C’||U||W&,p(,)(m—03 — 00 siljul] — oo,

alors ¢ est sci faible et ceorcitive donc ¢ admet un minimum wu et u solution de (4.1) m

4.2 Méthode de point fixe

Théoréme 4.5 Soient Q un ouvert borné dans RY, et p,q € C(Q) , satisfaisant
q(7) < p(x) pour tout x € Q0 , On suppose que f : QxR — R est une fonction caratheodory

que satisfait la condition de croissance

qa(z)
|f(x,s)| < Clls]d@ +a(z) ppQR,VseR (4.4)

Ou C1 =cst >0, ()—I—/ —IVmGQetaELq,(x),a(:v)ZOp.pQ.

(z)
Alors le probleme de Dirichlet (P) , posséde une solution faible dans Wol’p(')(Q) .

Preuve. :La preuve procédé dans deux étapes

Etapel :
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1. D’aprés la théoréme4.3 on a :
= By WP (Q) — (W ")
est bijective donc il existe
(= 2p@) ™" (V@) — W™ (@),

est continue .

2. D’aprés la condition de f(x,u) 'opérateur de Némutskij engendre par
f «(Nsu)(z) = f(x,u(z)) est bien définie de L) & valeur dans Lq/('), et continue
et les injections
i WO(Q) — L9,
est compact,
et
i L (@)

est continue, alors
i*Nyi : Wo (@) — (" (@),
est continue compact,
de 1. et 2. on a
T = (= 8y) L@ Nyi) - WP (Q) — WPV (),

est continue compact.
Etape2 :
montrons que S = {:1: € Wol’p(')(Q) ;3 Ael0,1] u= )\Tu} est borné |

siu € S on a,

u = A= Ap()) " (0" Nyi)u, (4.5)
et donc :
(= By %% = %(z’*Nfiu,u), (4.6)
depuis
«wm%@—ﬂVG)(m>—/ww%M— Ay (V).

Q
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Il résulte de 4.6 que
Apy(IVul) - < NP=H(i* Ny o iu, u)
< (i*Nyiu, u) (4.7)
< e NNyl oo
Afin d’estimer || Nyiul|/, d’abord nous montrons que
+
En effet,depuis
q(x)
INpol = [f(z,u)] < eifo(z)|7@ + al).
On en déduit
ql(w)
INsully )y = lerlv(@)|2@ +a(z)]ly ) < rlo “”( Mgy + llalz)lly (4.9)
On a
+_
o7 e @)l < @5, " +2. (4.10)
En effet, on a
i) montrons que si
4L 1
[0llg) 2 1= [[v]7 O [y < llvllg, (4.11)
On a 0
q()
Jv(. )I ¢
Cette inégalité est justiffiée comme suite,de puis
lollgy =1, et (¢F =1)q' () —a(c) =q (¢ = q(x)) > 0.
Nous en déduisons que
q(x) q(x) 1 q(z)
P p@ 1 @i
||U(x)||(q‘ —1)q (=) ||U(x),|q (e )”(q' —1g (z)—q(z) Hv(ﬂf)Hq
q(.) q(.) )
de (4.12), (4.13) et proposition3.5 on obtient
Feks 0
v(.)] e u(.
A ) <A Q) < ) =1.
"Nl ) T vl
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ii) montrons que si
a(.)
[ollg)y <1 = llv]=O ][y <2 (4.14)
De remarque3.2 et corollaire3.9 on a
= o
Hol< Oy <Ay <\v]q O) +1=A, v)+1<1l+1=2
De (i) et (ii) on a (4.2) est vérifie, et de (4.2) et (4.9) on a (4.8) est vérifie.
Alors en prendre v = iu, u € Wol’p(')(Q) dans (4.8) on obtient
N (i e =l 4 (2 4.15
INgGu)lly oy < eallill — ulli oy + (260 + llallyy ) - (4.15)
Donc si u € S, d’aprés (4.15), on a
+o1
Ap() (IVul) < <K1||u”?/vg”’(‘)(ﬂ) + K2) ||U||W(}’P<'>(Q) (4.16)
. + .
avec K1 = ¢1]i||7", Ky = (2¢1 + ||a||q/)||z||W01,p(4>(Q).
Soit {u,} € S tel que ||un||W1,p(A)(Q) — +00, si n — oo alors pour tout n avec
0
||unHW3’p(')(Q) = HVuan(,) > 1,
on obtient daprés corollaire3.8
Apy (IVunl) = IVl ) = ”uan; (4.17)

Et,de (4.17) et (4.16), on a

. .
lamllly 1t gy < Kllwmllf 0 g + Ko

Et comme ¢t < p~, alors u, est bornée,donc contradiction . D’aprés theorem 2.7 il existe

UNS VVO1 P (')(Q) vérifie, donc il existe un solution faible de probléme 4.1. m
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Conclusion

Je me suis intéressée dans ce mémoire de Master; a résoudre un probléme de type
elliptique approprié pour le p-laplacien et p(z)-laplacien avec second membre est suffisam-
ment régulier, dans espase de Sobolev W, 7 () et W) (Q) respectivement, dont I'espace
LPO(Q) et Tespace de Sobolev W, (')(Q) jouent un role trés important. De plus; I'existence
des solutions dans le cadre semi-linéaire nécessite 1'utilisation de méthode de point fixe . Ce

travail m’a ouvert un champ sur I’étude :
e Quelques méthodes de résolution.

e La différence entre le cadre avec second membre régulier et le cadre avec second

membre régulier et semi-linéaire.
e Comparison entre les espace de Sobolev classique et & exposant variable.

Plusieurs chercheurs s’intéressent a ce type de problémes. Nous espérons & ’avenir pouvoir

continuer 4 travailler dans ce domaine.
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