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Résumé

Dans ce mémoire, on étudiera I'existence de solution du probleme elliptique non
local hétérogene, nous établissons deux théorémes d’existence pour ce probleme en

utilisant respectivement le théoréme du point fixe de Schauder et de Tychonoff.
Mots-clés : Probleme elliptique non local hétérogene, Condition aux limites de

Dirichlet homogene, Théoréme du point fixe de Schauder et Tychonoff, Théoréme de

Lax-Milgram .
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Abstract

In this memory, we will study the existence of solution of the heterogeneous non-
local elliptic problem, we establish two existence theorems for this problem by using

respectively the theorem of the fixed point of Schauder and Tychonoff.

Keywords : Heterogeneous nonlocal elliptic problem, Homogeneous Dirichlet
boundary condition, Fixed point theorem of Schauder and Tychonoff, Lax-Milgram

theorem.



Notations

Q Un ouvert borné de RY.

o0 La frontiere de (.

Q L'adbérence de 'ensemble (.

H() Un espace de Hilbert.

(%) Le produit scalaire sur 'espace de Hilbert H.

B(0,R) La boule ouverte de centre 0 et de rayon R >0 tel que d (0, x) < R.
B(0,R) La boule fermée de centre 0 et derayon R >0 telqued(0,x)<R.
Xy = (%1, X, ... Xy) Point générique de R".

dx=dx,dx,---dxy La mesure de Lebesgue sur (2.

aeNV Un multi-indice a =(a,, -+, ay) delongueur |a|=a, +---+ ay.

la| = ZL a; Module de a.

0; La dérivée partielle i-ieme, J; = aix,»

o¢ La dérivée d’ordre a, 0% = ﬁ.

Vu Le gradientde u:Q—R, Vu:(g—;,g—g,---,%).

divu La divergence du vecteur u =(uy,...,uy), divu = % +...+ ‘Z;‘j\v’.
p.-p Presque partout.

min(u,0) La partie négative de la fonction u.

supp(u):={x €Q; u(x)#0} Support d'une fonction u.

Ck() L'espace des fonctions k fois continument différentiables sur 2.
C*(Q) Lespace des fonctions infiniment différentiables sur €.



Notations

Ce()
CO,a(ﬁ)

2Q)=C>(Q)

7' Q)= (2()Y

(-’ ')@/(Q)x@(ﬂ)

LP(Q)

Compacte

_

Lespace des fonctions contimues a support compact dans €.
Espaces de fonctions holdériennes.

Lespace des fonctions infiniment différentiables et a support
compact dans (2.

Lespace des distributions.

Le crochet de dualité entre 'espace 2(Q2) et 2'(Q2).

Lespace de Lebesgue.

{u : Q2 — R mesurable ;fQIulp <+oo}, sil<p<+o00,
LP(Q)=
supess(u) < +00,
xeN

si p=+00.
La norme sur I'espace L3(92).

{ue L) telque D*u e L*(Q), pourtouti=1,...,N}.

La fermeture de 2(Q) dans H'(Q).

La norme sur I'espace H;(€).

{ue L) telque D%u € L?(2), pour tout, @ € NV telle que |a| < m}.
Lexposant conjugué de p pour 1< p <+4o00.

Dual topologique de H, ().

L'exposant critique de Sobolev pour1<p < N.

Linjection compacte.

Convergence faible.

Convergence forte.
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Introduction

Le probléme elliptique est un type d’équation aux dérivées partielles largement
étudié en mathématiques et en physique. Il remonte a plusieurs siecles et a connu des
développements significatifs au cours du temps.Lhistoire des problemes elliptiques
remonte au 18e siecle, lorsque des mathématiciens tels qu'Euler et Lagrange ont com-
mencé a explorer les équations différentielles elliptiques et a développer des méthodes
pour les résoudre. Au 19e siécle, des mathématiciens comme Jacobi et Riemann ont
apporté des contributions majeures en développant des techniques analytiques et géo-
métriques avancées pour résoudre ces équations. L'étude de I'existence de solutions
positives pour les problemes elliptiques est une question fondamentale dans la théorie
des équations aux dérivées partielles. Lhistoire de la recherche sur I'existence de solu-
tions positives remonte a plusieurs décennies et a connu des avancées importantes.
Au début du 20e siecle, des mathématiciens tels que Perron et Schauder ont formulé
des conditions suffisantes pour I'existence de solutions positives pour certains types
d’équations elliptiques. Ces conditions se sont basées sur des principes variatonnels et
des méthodes de point fixe. Dans les années 1950, les travaux de Harnack et Moser ont
conduit a la découverte du principe du maximum et a des estimations de I'unicité des
solutions pour les équations elliptiques. Ces résultats ont jeté les bases pour I’étude
des solutions positives et I'existence de solutions dans des domaines bornés. Dans les
années 1980, des mathématiciens tels que Brezis et Kato ont développé des techniques
variatonnelles pour I'étude de I'existence de solutions positives pour des équations
elliptiques non linéaires. Ces approches se sont appuyées sur des inégalités de Sobolev
et des propriétés de compacité pour obtenir des résultats d’existence.

Plus récemment, des avancées significatives ont été réalisées dans le cadre des
problemes elliptiques non locaux et non linéaires. Des mathématiciens tels que Cabré
et Sire ont étudié les propriétés des solutions positives pour ces équations, en utilisant
des techniques de stabilité, de comparaison et de concentration.

Létude de I'existence de solutions positives pour les probléemes elliptiques est
un domaine de recherche actif et en constante évolution. Les mathématiciens conti-
nuent de développer de nouvelles approches, des méthodes numériques et des outils
analytiques pour explorer cette question.



Ce travail est principalement basé I'article [1] qui traite 'étude de I'existence
de solution du probleme elliptique non local hétérogene a condition aux limites de

Dirichlet homogene, le probleme étudier est le suivant :

—M (|ulf)div(a(x)Vu)=g(x, u) dans Q

u=0 sur 9.

Ou Q un ouvert borné dans R” (n > 1) de frontiere 912, pour x € Q2 p.p, a(x)=
(a,- j(x))1 <ij<y Stune matrice n x n satisfaisante pour deux constantes positives
A A

VEER": AlEP<a(x)E-& x€Q pp.

VEER": |a(x)S|<AlE] xeQ pp.

Et M :R— R est une fonction continue telle que, pour une constante m; > 0,
nous avons
M(t)>m, VteR.

On divise ce mémoire en trois chapitres :

Premier chapitre : Rappel sur les espaces fondamentaux en analyse fonctionnelle,
qui contient quelques notions essentielles qui concernent les espaces de Lebesgue,
de Sobolev et des distributions, les injections de Sobolev.Ensuite, nous présentons la
définition du théoreme d’existence de Lax-Milgram ainsi que les deux théorémes du
point fixe de Schauder et de Tychonoff.

Deuxieme chapitre : Dans ce chapitre, nous donnons certaines hypotheses sur les
fonction a(x)et M et g(x, u) respectivement, nous énoncons et prouvons Premier
théoréme en trois étapes suivantes :

» Etap 1:En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, nous prouvons que le probléme
(P) admet une solution unique.

o Etap 2:Enappliquantle théoréme du point fixe de Schauder [11], nous concluons

que F admet un point fixe, qui est une solution non triviale au probleme (P).
o Etap 3 : Nous donnons une exemple sur g.

Troisieme chapitre : Dans ce chapitre, sous certaine hypothése relativesa g(x, u), nous
énoncons et prouvons notre deuxieme théoreme d’existence et avec les méme étapes
Que nous avons déja suivies de preuve du théoreme?2.1 . Et dans la deuxiéme étape
Nous utilisons le théoreme du point fixe de Tychonoff [10] pour montrer que le
probleme (P) admet une solution non triviale

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



CHAPITRE

Préliménaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels. nous introdui-
sons quelques définitions, lemmes et quelques théoremes sur les espaces fonctionnels

résultats sur les opérateurs.

1.1 Quelques outils d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d'un produit
scalaire (u, v) et qui est complet pour la norme (u, u)"/?.
Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.
Définition 1.2 Soient H un espace de Hilbert et A un sous-ensemble de H.
» Onditque A estdensedans H si A=H.

o Onditque H est séparable s'il possede une suite de points qui est dense dans H.

Définition 1.3 (Base hilbertienne) Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle

base hilbertienne de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}, qui vérifie
(a). |le,ll=1et(e,, e, =0sin#m.

(b). le sous-espace vectoriel engendré par {e,},, (par combinaisons linéaires finies)
est dense dans H.

Théoreme 1.1 Tout espace de Hilbert séparable admet au moins une base hilbertienne

dénombrable.



1.1. QUELQUES OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 4

Définition 1.4 Soit [ une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que f est
o declasse C' si [ estdérivable sur I, et ' est continue sur [

o declasse C*, oiv k> 1 est un entier, si toutes les dérivées de [ jusqu'a U'ordre k

existent sur I, et si f*) est continu sur I.

o declasse C* si f est C* sur I pourrout k> 1. Autrement dit, si f est indéfini-

ment dérivable sur 1.

1.1.2 Espace de fonctions continues

Soit Q un ouvert de R. On notera par C(f2) '’espace des fonctions continues de 2
a valeurs dans R, (C(92))" est]’ensemble des fonctions continues de 2 a valeurs
dans R, C,(Q) 'ensemble des fonctions continues et bornées sur €, on le munit de

lanorme |- |-

|tt]oo = sup [u(x)].
xeQ
» Pour k> 1 entier, C¥(Q) estl'espace des fonctions u quisont k fois dérivables
et dont la dérivée d’ordre k est continue sur 2.

o C Ck (Q) estl’ensemble des fonctions de C*(£2), dont le support est compact et
contenu dans 2.

» Nous définissons aussi C¥(Q2) comme étant!’ensemble restrictions des fonctions
de Ck(Q).

1.1.3 Espaces de fonctions holdériennes

Définition 1.5 (Espaces de fonctions holdériennes C 0.2(Q)) Supposons Q) un ouvert
de RN et 0<a<1. Onditque u est holdérienne d'exposant a (lipschitzienne pour
a =1) s’il existe une constante C telle que

lu(x)—u(y)l<Clx—yl* Vx,yeQ.

Une fonction u:Q— R est bornée et continue, on écrit

|l2t]] cog = sup [u(x)l.
x€0

On note une semi norme d’ordre a de la fonction u:Q—R par

s~ qup U= )
Coa(0) ry< |x_y|a

)

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



1.2. ESPACE DE LEBEGUE L? 5

De plus La norme d’'ordrea est donnée par
el o = ll2tll oy + [l coeqmy

Définition 1.6 (Lespace de C* 2((2)) Lespace de Hélder C* () est constituée des

fonctions de C*(Q)) pour lesquelles la norme

lllcha = D, ID“tllcmy+ D 1D“Ulcoumy,

lal<k lal=k

1.1.4 Fonction mesurable

Définition 1.7 (Fonction mesurable) Soit(X,.¢/) un espace mesurable.On dit que f :

X — R est mesurable si, pour tout ouvert Q2 de R, f~1(Q) .o/

Proposition 1.2 Soit f:Q2 — R, a € R on dit que f est mesurable si 'ensemble {x €

Q, f(x)> a} est mesurable.

Proposition 1.3 Toute fonction continue f de R dans R est mesurable.

1.2 Espace de Lebegue L?

Définition 1.8 ( Espace de Lebegue L") On définit 'espace de Lebesgue L” () par :
Pourl<p<+oo

LP(Q)= {u :Q— R mesurable, f |u(x)|P dx < +oo},
Q

|u|p=U|u(x)|p dx)p.
Q

LI(Q)z{u:Q—dR mesurable, J|u(x)| dx<—|—oo},
Q

Iullzf lu(x)dx.
Q

Muni de la norme

Pourp =1

Muni de la norme

Pourp =2

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



1.2. ESPACE DE LEBEGUE L? 6

LY Q)= {u :Q— R  mesurable, f lu(x)* dx < +oo},
Q

lul, = (J Iu(X)IZdX) :
Q

L°°(Q)z{u:Q—>R mesurable, supesslu(x)|<+oo},

xeN

Muni de la norme

Pour p =+00

Muni de la norme

| U] oo = sup ess|u(x)|.
xe

LP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < o0 et de Hilbert Pour p =2 muni de prouit
scalaire

(f’g)=J f(x)g(x)dx.
Q

Proposition 1.4 (Séparabilité, réflexivité et dual de L7 (12))
1. LP(2) est séparable pour 1 < p <+00 et réflexif pour1 < p < +00.
2. Ledual de LP(Q) pour1 < p < +00 est isomorphe & L” () avec % + % =1.

. LY(Q) est séparable, n'est pas réflexif et son dual est L*°(12).

LW

4. L°°(Q2) n'est pas séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L'(Q).

Lemme 1.1 (Inégalité de Young) Soient p et q deux réels strictement positifs tels
que % + % =1. pour tout réel positif a et b ,ona

1 1
ab<—a?+—b1.
p q

Théoréme 1.5 (Inégalité de Holder) Soitr Q un ouvert de RY. Soient f € LP() et
g€ L) avec 1< p <00 etsi q estlexposant conguguéde p, ona:

Jlfglslflplglq-

Pourp = q =2, onl'appellen Inégalité de Cauchy-Schwarz :

f|fg|3|f|2|g|2-

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



1.2. ESPACE DE LEBEGUE L? 7

Théoréme 1.6 (Inégalité de Minkowki) SoitQ) un ouvertde RY. Soient f € LP(2) et
geLi) avec 1<p<oo, ona:

If+gl, <Ifl,+1gl,

La Convergence dans L7(Q)

Définition 1.9 (Convergence forte) Soient 1< p < oo, f € LP(Q) et (f,).en Une suite
de LP(Q2) ondit que f, converge fortement vers [ dans L*(Q) si:

lim |f, — 1 =0.

n—+00o

etonécrit f,, — f dans LP(Q).

Définition 1.10 (Convergence faible) Soient 1 <p < oo, f € L?(Q) et (f,).en Une

suite borné de L (Q) on dit que f, converge faiblement vers f dans LP(Q)si :

VgL’ (g.f)— (g f).
etonécrit f,, — f dans LP(Q).

Théoreme 1.7 Soit 1 < p < oo. Toute suite bornée (u,),cy de LP()) admet une

sou-suite convergeant faiblement vers u dans LP(S).
Démonstration : Voir [4] [page 92].

Lemme 1.2 Soint 1 <p <00 et (f,),en Une suite bornéde LP(Q)) convergeant p.p.
vers f. Alors f,, — f dans LP(QY) -faible.

Démonstration : Voir [4][page 92].

Théoréme 1.8 (Convergence dominée de Lebesgue) Soir 2 un ouvert de RN . Soient

1<p<+oo et (f,), unesuitede fonctions de LP(2). On suppose que
1. fu—=f sur €2
2. ilexiste g € LP(Q)) telle que pour toutn>1l,ona |f,,|< g surQ p.p.

Alors feLP(Q)etona:

lim |,,(x)= f(x)l, =0.

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



1.3. DISTRIBUTION 8

Théoreme 1.9 (Réciproque du théoréme de convergence dominé) Soientl < p < +00,
feLP(Q) et (f,), une suite de fonctions de LP(Q2) telles que liin | fu(x)— f(x)|, =0.
n—+00

Alors il existe une fonction g(x) € LP(S2) et une sous-suite (f,,); de suite (f), telles que :
I fu—f sur Q1.
2 \ful<g(x)  xeQ pp

Théoreme 1.10 (de Vitali) Soit (f,), une suite de fonctions de LP(S2) convergeant
presque partout vers une fonction mesurable f .

Alors (f,), tendvers f dans LP(Q)) si et seulement si la suite (f,), estéqui-
intégrabl.

Fonction de Carathéodory

Définition 1.11 (Fonction de Carathéodory) Soit Q un ouvert de RY. Nous dirons
qu’'une fonction (x,s)— f(x,s), définie sur QxR a valeurs dansR, est mesurable en

X, continue en s si la condition suivante est satisfaite :

Vs eR, lafonction f (-, s) est mesurable sur Q; w1

enx €Q p.p. la fonction f(x,-) est continue sur R.

On dit que f est une fonction de Carathéodory.

Lemme 1.3 Soient Q un ouvertde RN,1<p,q < oo desréelset f une fonction de
QxR dans R vérifiant (1.1). On suppose qu’il existe b >0 et a € L1(R2) tels que la
condition de croissance ¥ s €R et sur Q p.p, |f(-,s)| < a(-)+ b|s|P/9 est satisfaite.
Pour toute fonction u mesurable de Q) dans R, on définit un opérateur B en posant
(Bu)(x):= f(x, u(x)). Alors B est continue de LP(R2) dans L1(%2).

1.3 Distribution

Lespace %(12)

Définition 1.12 Soient Q) un ouvertde R" et [ une fonction définie sur Q0 a valeurs
réelles. Le support d’'une fonction f(x), supp(f), estle plus petit ensemble fermé de
valeurs de x € Q) en dehors duquel la fonction f(x) estidentiquement nulle. C’est donc

la fermeture de I'ensemble des points x € tels que f(x)#0, c'est-a-dire

supp(f)={xe€Q telque f(x)#0}.

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



1.3. DISTRIBUTION 9

Définition 1.13 Soit un Q2 ouvert de R". Toutes les fonctions définies sur 2 que nous
considérons sont a valeurs réelles. On désigne par 2(X2) l'espace vectoriel des fonctions

indéfiniments dérivables sur Q0 a support compact dans ).

Remarque 1 %(0)) nlest pas réduit a la fonction nulle. En effet, soit a €2 et soit r >0

tel que

B(a,r)cq,
avec B(a,r) désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r. Alors, la fonction

définie par ¢(x) :

I .
el—af=2 gj||x—al><r
p(x):= _
0 sinon

appartient a () avec

Ix—all =(i(xi—a,-)2)1/2,

x=(xy,...,x,) et a=(ay,..., a,).
Sipe9(Q)etsi a=(a,...,a,)€N" alors on définit 0% par

J \au o \an
oy = (55) (G5 ) e

ol

avec |a|=a,--- a,.
Notons lerésultat intéressant.

Théoréme 1.11 2(0Q) est dans L*().

Définition 1.14 (Les suites convergentes dans %(2)) On définit dans %() un pseudo-
topologique, c’est-a-dire on définit les suites convergentes dans %(2). On dira que la

suite (@) converge vers ¢ dans 9(Q) si
(i) pourtout m € N, le supportde p,,— restedans un compact fixe K de Q.

(ii) pour tout a €N", 0%¢p,, converge vert 0%y,, uniformément.

Lespace 2'(Q2)

On introduit ensuite I'espace 2’(2) des formes linéaires sur 2(2) continues au

sens suivant :

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



1.3. DISTRIBUTION 10

Soit T :9(2) — R” linéaire. T est continue si pour toute suite (¢,,),, convergente
vers ¢ dans 2(0)
lim (T, ¢,) =(T, ¢).

n—-+00

Exemple 1 Soita €) Lapplication

0,:92(Q — R"
¢ — (6ap)=yp(a)

est une distribution appelée masse de Dirac au point a € ().

Définition 1.15 (Les suites convergentes dans 2'(2)) On munit 9'() de la pseudo-
topologique, c'est-a-dire on définit les suites convergentes dans 2'(Q0). Soit (T,,),, une
suitede 9'(Q2). On dira que la suite (T,,),, convergevers T dans 2’'(Q) si pour tour
e

lim (T,,, ) =(T, ¢).

n—+oo

Distribution réguliére

Théoreéme 1.12 Soient Q un ouvertdeR" et f € L*(Q). Conssidérons Uapplication
Ty par

Tr:2Q) — R
¢ — (T, 9) =J f(x)p(x)dx
Q
Alors, Ty est une distibution appelée distribution réguliére.
Démonstration : Voir [8].
Proposition 1.13 Lapplication

Y L) — 7'(9)
f— y(f)=T;

est linéaire injective

Démonstration : Voir [8].

Université Yahia Fares Médéa 2022-2023



1.4. ESPACES DE SOBOLEV 11

Remarque 2 Si f € L*(Q) on identifie f a T;. Ce qui revient a identifier L*(Q) a
Y(L*(Q)) C 2'(2). On fern systématiquement cette identification dans toutes la suite et
on écrit

L) c2'(Q)

Dérivation au sens des distributions

Définition 1.16 siont T € 2'(?). Lapplication
T:9'Q)—R
définie par : pour tout ¢ € (1)
(T, ) =—(T,¢")
définie une distribution sur (), applé dérivéede T.

Proposition 1.14 Toute distribution est indéfiniment dérivable au sens des distribu-

tions et on a pour tout a =(a,,...,a,) €N" et pour tout ¢ € 9(2), nous avons
(09T, ¢)=(=1)"(T,0¢),
avecla|=a,+...+a,.
Proposition 1.15 Soit a € N" un multi-indice. Lapplicaion
2 1 9'()— 2'Q)

est « continue », c’est-a-dire si (T,,),, est une suite de 2'(?) convergente vers T
dans 9'(Q0), alors 0°T,, tend vers 0T dans 2'(12).

Démonstration : Voir [8].

1.4 Espaces de Sobolev

Lespace H} ()

Définition 1.17 (Lespace H'(Q2)) Soit Q€ R un ouvert. Lespace de Sobolev H'(Q)) est

Uespace des fonctions de L*(2) et des dérivées partielles,sont aussi dans L*(52)
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du
o x;

Autrement dit, une fonction u € L*(Q) est dans H'(Q) s'il existe vy, ..., v, € L>() tels

H' Q) ={ueL*Q) telque : Yie{l,...,n}, € L*(Q)}

que:

0
Jvel’Q): f u—(pdxz—f vipdx, Vez(Q),1<i<N.
Q 3x,~ Q

du
Et d’apres la théorie des distributions, les v; sont notées —.
Xi

Théoréme 1.16 (de densité) Si Q2 est un ouvert borné régulier de classe C!, ou bien si

Q=RY, ouencoresi Q=R", alors C>(Q) est dense dans H'(Q).

Proposition 1.17 Lespace H'(2) muni du produit scalaire
(u,v)m = f(uv+Vu-Vv) dx,
Q

et de la norme

1/2 1/2
||u||H1=(f (lul +1Vul?) dx) :(|u|§+|Vu|§) .
0

Lespace de Sobolev H'(Q2) est séparable.

Lespace H" ()

Définition 1.18 (Lespace H"(2)) Pour m >2 un entier, l'espace de Sobolev H™((2)
est défini par

H"(Q)={ueL'(Q) telque : 0°uc L* ), YaeN", |a| < m},
Ou

oldy

n
a=(ay,..a)eN" |a|:Za,-, o'u=—rr——.
" — dxl ..0xa

H™(QY) est un espace de Hilbert et on note la norme associée

ellgrm = v/ (u, 1)
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Muni du produit scalaire

(U, V)gm = f D 8" u(x)o"v(x) dx,
Qa<m

Lespace H,(Q)

Définition 1.19 (Lespace H,(Q2)) SoitQ un ouvertde R". Lespace de Sobolev Hy ()
est défini comme l'adhérence de %(Q) dans H'(Q)). C'est-a-dire

H'(Q)

Hy()=2(Q)

On note 5
HiQ={ueH'(Q) dansQ et £:0 sur 90}

C'est-a-dire les fonctions de Hy () sont les limites dans H'(Q) des suites de fonctions
de 9(Q).

Muni du produi scalaire de H'(S), Hol(Q) est un espace de Hilbert (en tant que sous-
espace farmé d'un espace de Hilbert H'(S2) ). Si Q0 est un ouvert borné, alors on a
H}() G H'(Q) etsi @=R", alors Hj(R")=H'(R").

Définition 1.20 (Inégalité de Poincaré) Soir ) unouvertde RY bornédans au moins
une direction de l'espace. Alors il existe une constante Co >0 ne dépendant que de Q)
telle que

Vue HOI(Q) lul, < Cq [Vuls.

Démonstration : Voir [5].

Corollaire 1.18 Soit Q2 un ouvert bornéde R" dans au moins une direction de l'espace.
Alors la semi-norme
lull =1V ul,

est une norme sur H)(Q)) équivalent a la norme usuelle induite par celle de H'(1).
Démonstration : Voir [9]

Remarque 3 Sur H'(Q) ou bien sur H)(Q) lorsque Q2 nest pas borné, l'inégalité de

Poincaré est fausse.

Proposition 1.19 Pour le comportement sur le bord 0f), on montre que si Q) est un

ouvert borné de classe C' etsi ue H'(Q)NC(Q), alors

u=0 surdQ < uecH;Q.
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Linjection compacte

Théoreéme 1.20 (Rellich) Soit Q est un ouvert borné régulier de classe C*, alors de
toute suite bornée de H'(S)) on peut extraire une sous-suite convergente dans L*(()
(on dit que l'injection canonique de H'(Q) dans L*(Q) est compacte) .

Démonstration : Voir [9].

Théoréme 1.21 (Rellich-Kondrachov) On suppose que Q2 est borné et de classe C*.

Ona:
1. si N<2 alors HY(Q) — C(Q).
Compacte
2. si N=2 alors HY(Q) — L1Q) Vge[l,+ool.
Compacte
3. si N>2 alors HYQ) < L) ‘v’qe[l 2N
’ Compacte ’ N-2 '

Remarque 4 Sil'on remplace H'()) par HOI(Q), alors non seulement le Théoreme 1.18
de Rellich et le Théoréeme 1.19 Rellich-Kondrachov reste vrai, mais en plus il n'est pas

nécessaire de supposer que l'ouvert < est régulier

Théoreéme 1.22 Soit 2 un ouvert borné dans R . Alors, pour tout m €N

H"'(Q) < HMQ),

Compacte 0

En particulier, on a :
Hy(Q) < L*Q).

Compacte

Définition 1.21 (Convergence forte H)(Q2)) Soient p =2, f € H)(Q) et (f,), une
suite borné de H} ().

[ converge fortement vers f dans H}(Q) et on écrit f,, — f si
fo— fdansL*(Q) et Vf,— V[ dans L*().

Définition 1.22 (Convergence faible dans H} () Soient p =2, f € H/(Q) et (f,),
une suite borné de H;(S).
[ converge faiblement vers f dans HJ(Q) eton écrit f, — f si

fu— fdansL*(Q) er Vf,—Vf dans L*Q).
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1.5 Formule de Green

Théoreéme 1.23 (de trace) Soit un ouvert borné réguler de classe C*, ou bien Q= Rf .

On définit l'application trace 7,

H'(Q)NC@Q) — LY20)NC(aQ)

- Yolu)= u|zq.

Cette application v, se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de H'(Q) dans L*(S2), notée encore. En particulier, il existe une constante C >0 telle

que, pour toute fonction u <€ H(Q), ona
[l r200) < Cllul| -
Démonstration : Voir [9].

Théoréme 1.24 (Formule de Green) Soit Q) un ouvert borné de classe C'. Si u et v

sont des fonctions H'(S2), elles vérifient

J a—u(x)v(x)dx :—f u(x) ov (x)dx+f u(x)v(x)n;do
Q 2 x; Q 9 x; o0

ou n=(n;)i<i<n estla normale unité extérieurea 0X) et do est la mesure superfcielle
du bord.

Démonstration : Voir [9].
Corollaire 1.25 Soit Q2 un ouvert borné régulier declasse C'. Lespace H/(S), coincide

avec le sous-espace de H'(Q2), constitué des fonctions qui s‘annulent sur le bord 5.

Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.23 (Forme linéaire.) Soit H un espace de Hilbertetf: H — R. On dit
que f est une forme linéaire sur H si est seulement si :

Yu,veH,Va,fe: flau+pv)=af(u)+pf(v).

Définition 1.24 (Forme bilinéaire et continue.) Soit a: H x H — R. On dit que a est
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1.6. THEOREME DU POINT FIXE 16

une forme bilinéaire sur si pour tout u € H fixé, les applications suivantes :

a(u,):veH —a(u,v)eR,
(1.2)

a(,u):veH —a(v,u)eR.

sont linéaires.
Rappellons que si a est une forme bilinéaire continue sur H, alors 1C >0 tel que

la(u,v)| < Cllullgllvlly VYu,veH. (1.3)

Définition 1.25 (Forme coercive) . Soit H un espace de Hilbert et a une forme bili-

néaire sur H. a est coercive sur H si
da>0: a(u,u)>allull}, YueH. (1.4)

Théoréme 1.26 ( de Lax-Milgram.) Soient (H,(.,.)|-|) un espace de Hilbert, a une

forme bilinéaire continue coercive sur H x H :

da,C>0  la(w,v)<Cllullglivlly  a(w,uw)>allul?, YuveH,
et { une forme linéaire continue sur H. Il existe un unique u € H tel que
YveH, a(u,v)=~L(v).

1
Side plus a est symétrique, alors u est 'unique minimumde J : v € H — Ea(u, v)—{(v)

1.6 Théoréme du point fixe

Définition 1.26 Soient X unespacede Bannchet T : X — X un opérateur. On appelle
point fixede T tout point x € X telque Tx = x.

Définition 1.27 (Ensemble convexe) Soit X un espace de Banach. On dit qu'une

partie K de X est convexe si :
Vx,yeC,VA€[0,1] Ax+(1—A)yeC.

Définition 1.28 (Ensemble fermé) Un ensemble C est fermé si et seulement si la

limite de toute suite convergente d’éléments de C appartienta C.
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Définition 1.29 (Opérateur continue) Soient X et Y deux espaces de Banach. Un
opérateur T : X — Y estappelé continuen x € X, si pour toute suite (x,),ex C X, qui
converge par la norme vers x, (T(x,)),ex converge parla normevers T(x). T estdit
continu sur un ensemble AC X si T est continu en tout point x € X

Théoreme 1.27 (Théoreme du point fixe de Schauder) Soit X un espace de Banach,
C un convexe ferméde X et T une application continuede C dans C telle que
T(C) est relativement compact, alors T admet un point fixe.

Démonstration : Voir [11].

Théoreme 1.28 (Théoreme du point fixe de Tychonoff) Soit X un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé et C un sous-ensemble de X non vide, convexe
et compact. Soit T : C ¢ X — C une application continue pour laquelle le sous-
ensemble est invariant. Alors, T admet un point fixe dans C .

Démonstration : Voir [11].
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CHAPITRE

Premier théoréme d’existence (Schauder)

Soit Q un ouvert borné dans R” (n > 1) de frontiere 92, on cherche une solution

au probleme de Dirichlet avec conditions aux limites homogeénes

—M (lul})div(a(x)Vu)=g(x,u)  dans Q
u=0 sur 0.

On multiplie I'’équation M(I uIZ)div(a(x)V u) = g(x, u) par une fonction test & €

H/(©) eton intégré sur Q,
J —M (Julf)div(a(x)Vu)E dx =J g(x, )& dx.
Q Q

Puis on effectue une intégration par parties (formule de Green), On obtient ainsi une
formulation variationnelle (ou Formulation faible) de ce probléme est

Trouver u € H,(Q2) tel que :

(P)4 M(lulf) [,a(x)Vu-VEdx = [, g(x, u)E dx

V& e Hy(9),
tel que:
Alu, &)= an(x)Vu-Vé’ dx
1
L,(&)= 2 {Jal] [,g(x, )¢ dx

18



19

Oul<qg<2 pour x€Q p.p, a(x)= (aij(x))ij est une matrice n x n satisfaisante
pour deux constantes positives A, A :

VEER": AlEPP<a(x)é-& xe€Q p.p. 2.1)

VEER": |a(x)E|<AIE] x€Q p.p. 2.2)

Et M :R — R est une fonction continue telle que, pour constant m, > 0, nous
avons
M(t)>m, VteR. 2.3)

Sur quelque hypotheses du fonction g, nous prouvons deux théorémes d’existence
pour le probleme (P) en utilisant respectivement le théoreme du point fixe de Schau-
der et de Tychonoff. Tout au long du premier théoreme, on suppose que g: Q2 xR —-R
est une fonction satisfaisant x — g(x, t) est mesurable pour tout t € R, g(:,0) €
L*(£2), g(-,0)#0. dans £ p.p et

b(x)|t—s|”, 0<p<];
Vt,seR, x€Q pp, |glx,t)—g(x,s) < (2.4)
Cl|t—s], p=1,

/lmo
2
une constante de Poincaré pour H/(2). Dans le deuxieme théoréme, x — g(x,t)

ou b e Lﬁ(Q) et C est une constante positive telle que C < avec C, est
est mesurable pour tous ¢ € R, t — g(x,t) est continue sur R pourun x € p.p
g(-,0)#0 dans Q p.p etil existe h € L*(Q) tel que

VteR, xeQp.p, |g(x,t)<h(x). (2.5)

Notons que. Si Q est de classe C!, on peut supposer dans les deux théorémes
que ge[l,+o0[ et g < [1, %[ , respectivement, dans les cas n=2 et n> 2, depuis
I'injection H(Q)<— L9(Q) est compact, en appliquant le théoreme du point fixe de

Tychonoff.

Théoreme 2.1 Sous les hypotheses (2.1)—(2.4), le probleme (P) admet une solution
non triviale. De plus g(x,t)>0 x €Q p.p, Vt €]—00,0][, toute solution de (P) est
positve.

Preuve.

Nous donnerons la preuve de I'existence en trois étapes :
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Etape 1 : Nous définissons l'opérateur :
A:H!(Q) x H/(Q) - R

(u,&) — Alu,&) = f a(x)Vu-VE dx.

Q
e Bilinéiritéde A(,.): Soita,feRetu,,{€H Q)

-
A(u,a§+ﬁ§):J a(x)Vu-V(a&+pZ)dx

Q

-
:J a(x)Vu-(@VE+pAL)dx

Q

-
:J aa(x)Vu-VE+Ba(x)Vu-VIdx

Q
-
=| aa(x)Vu-VE dx+J pa(x)Vu-VZdx
JQ Q

:aJ a(x)Vu-VEdx+p f a(x)Vu-VZdx
Q Q
=aA(u,&)+pAu,Q).

Donc A(.,.) est forme bilinéaire.

e Continuitéde A(,,.): Siotu,& € H}(Q)

|A(u, &) =

f a(x)Vu-VEdx
Q

SJ la(x)Vul-|VE|dx,
Q
On utilise l'inégalité (2.2), on obtient
|A(u,§)|Sf [AVul-|VE| dx
Q

SAJ [Vul-|VE| dx
Q

et d'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

1/2 1/2
|A(u, &) SAKJ IVul? dXJ (f Ve dXJ ]
Q Q

SAVul,|VEL,
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et d'apres l'injaction continue, on obtient
A, O <AllullllEll Yu,& € Hy(Q).

Donc A(.,.) est continue.
e Coercivitéde A(.,.): Soitu < H/(Q)
Alu, u):J a(x)Vu-Vudx,
Q
On utilise (2.1), on obtient

Alu, u) ZJ AVul* dx
Q
> A f Vul* dx
Q
>AlVul;
et d'apres l'injaction continue, on a
A, u)= Aljul?.

Donc A(.,.) estcoersive.

Alors A est une forme bilinéaire continue et coercive sur HOI(Q) X Hol(Q).

Pour v € L*(Q), on considere l'application :
L,:H/(Q)—R

1 f g(x,v)E dx.
Q

= Ml

e Linéiritéde L, : Soit £,{ < H}(Q)

1

<Lwa€+/jg>:m1]g(xrv)(a§+ﬂ g) dx

1

= mﬁ)g(x,v)ai+g(x, V) dx

=a

=a<L,E>+p <L, I>.

! 1
M(Ivli’,)Lg(x’v)gd“ﬁ MLg(X,U){dx
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Donc L, estlinéaire sur H(Q).

e Continuitéde L, : De plus, l'utilisation de (2.3)—(2.4), donne
1
VECH!(Q): |<L,E>|= ‘—f g(x,v)E dx‘
° M(v[3) Jq

<1 [ 1o vl da

Q
1 [
<— | |b(x)v|”+g(x,0)||&] dx

Q

<L [ (b(x)|v|” +1g(x,0))IE] dx

Q
et d'apres les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowskion a :

SL(J |b(x)|v|” +1g(x,0)| dx) U 45 dx)
my 9) Q

1
< —(b|v|P|,+1g(-, 0))IE ],
my

d’apres l'inégalité de Poincaré, il existe C, >0 telle que :
Co »
<—(blvl"l; +18(, 0)l.)IVE],
m,

C
< ﬁumvm +1gG0LIEN 0<p<1,
0

. o Amy
etsi p=1,ilexiste C <
Q

ona

C
VEeH (Q): <L, &>|< ;Q(Clvlz +1gC 0.

D'oii L, estcontinue sur Hy ().

Nous concluons d’'apres théoréme de Lax-Milgram que pour chaque v € L*(Q), il
existe une unique u € H(Q) solution de formule variationnelle

Alu,&)=<L,, &> VEeH (). (2.6)
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Etape 2 : On considére l'application F Défini par :

F: L¥(Q)— H} (),
v U,
Lemme 2.1 Ilexiste R>0 tel que:
(i) 3R> 0: F(B(0,R)) c B(0,R),
(ii) F:B(0,R)— B(0,R) est continue,

(iii) F(B(0,R)) est relativement compacte dans L*(12).

Preuve.

(i) nous Choisissons © comme fonction de test dans (2.6), on obtient

1
La(x)Vu-Vu dx = M(|U|Z) Lg(x, v)udx.

En utilisant (2.1), (2.3)—(2.4), alors

1
)»fqul2 dxs—fg(x,v)udx
Q Mo Jq

1
AIVulg dx < —f (b(x)|v]P +|g(x,0)]) u dx
my ),

et d’apres inégalité Poincaré, on a

A 1
—|u|2s—{fb(x)|v|p|u|dx+J| (x,0)||u|dx}
CS% Mo\ Jo Qg
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et d’apres les inégalités de Cauchy-Schwarz

A 1 1/2 1/2
—2|u|§s—{f(|b(x)|v|'ﬂ|2dx) Uw dx)
CQ m a 0
1/2 1/2
+( lg(x,0)] dx (flul2 dx
Q Q

1{

-

0

1/2
b(PIP? dx | lul+1g( |2|u|2}

3

Q

( )
(L|bx)||v|2pdx) +10 Ol ul
( )

<
<

3

1 A A 1/2y1/2
S (flb x)| dx f|v|”dx) ) +1g(., 0)|2}|ulz
1 1/2 o
SE{U |21i|1}|2p) +1g(, 0)l flul, VbeLm(Q)
0
1

< Ibls vz +1g(. 0 lul

C?
lul’ < Q {Ibl |v|2+|g( 0o Hul,, 0<p<l.

Et d’aprés I'inégalité de Young, on obtient

|ul;

1/ C? > u
2 Q ) p . 2
|ul <_(A 0{|b|lp|v|2+|g(,0)|z}) +

233 2
lul; 17 G 2
— <z b| 2 b '10 ’
<352 el o+ g0}
Ainsi,
CQ
|lul, < {Ibl vl +1g(, 0L}, 0<p<l. 2.7)

De plus,si p =1 onarrive a

CZ
lul, < Mio {Clv],+g(-0),}. (2.8)

En prenant en compte C < on déduit de (2.7)—(2.8) que pour tous p €]0, 1],

CZ y
il existe une constante R >0 telle que F(B(0,R))c B(0,R).

(ii) Soit (vj)j une suite dans L3(2) qui converge vers v dans L3(f2) et posons

uj="F (vj), u = F(v). Ensuite nous avons
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| v; |Z — |V|Z fortement dans R,
En écrivant (2.6) pour u; et u

-
" Ml I)JQ

f a(x)Vu-VE dx g(x,v)¢ dx
Q

1 [
V ..V d e ——— ,y Ui d
Jﬂa(x) u;- Ve dx M(|Vj|Z)JQg(x v;)¢ dx

Vu,& € H)(9),

Vu;,& € HA(Q.

On fait la différence entre (2.10) et (2.11), on obtient

J a(x)Vu;-VE dx—f a(x)Vu-VEdx
Q Q

1 1
— v)Edx—
Mmm$ﬁful”5x M(v[])

f a(x)V(u;—u)-VEdx
Q

1
_L{meﬁ(”) M

En écrivant E=u;—u

1 1
La(x)V(uj— u)-V(u;—u)dx =f {M(lvjlz)g(x, vj)—mg(x, v

g(x) vV)—

Q

+—q
M(|v;lq)

J glx,v)¢dx
Q

g(x, v)}§ dx

1
M(lv;19)

:f { ! (g(x,vj)—g(x»l’))

o “M(lv;l9)

1

Ty
M(Ivl")

M(IVI

M(|v]})

—— g, v) ;-

(2.9)

(2.10)

(2.11)

u)dx

) (x, v)}(u —u)dx.

vi)—g(x,v))(u;—u)dx

J{M(Ivl a) M(IVI )

} (x,v)(u;—u)dx,
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J a(x)V(u;—u) - V(u;—u)dx = J (glx,v;)—g(x,v;))(u;—u)dx
Q

I,I)

1 1
+{M(|Vj|3)_M(|v|Z)}Lg(x’ U)(”j—bgi;c).

En utilisant (2.1), (2.3)—(2.4), on obtient

-
f IV(u;—u)? dr<—- {(b(0)lv;1") +1g(x,0)0=(1b(x)|vI” +|g(x,0))}u;— ul dx
Q

1

M(lv;lD) M(vl)

+

J(b(x)IVI’”+|g(x,0)|)|uj—uldx
Q

1
AV(u;—u);<— | b(x)|lv;—vl’|lu;—uldx
Mo Jqo

et d’aprés I'inégalité de Poincaré par (2.12), pour tous p €[0,1],ona

+‘ 1 1
M(lv;lh)  M(vlg

A 1
Iuj—ulzs—J b(x)lv;—v|’lu;—uldx
Q

2
C; my

(b(x)lv)” +18(x, 0))lu; — ul dx

1 1
M(lv;lH)  M(lvl
2

C 1
uj—u|2$ TQ{EJ b(x)|lv;—vl’lu;—ul dx
Q

(b(x)v|” +|g(x,0))|u; — u| dx

1 1
+‘M 1D Ml
(lvilg) (Ivlg

(b(x)lv]” +1g(x,0))u; — ul dx}
Q

En utilisant les inégalités deCauchy-Schwarz et Minkowski

1/2 1/2
lu;—ul; <=2 flb x)lv—vl”lzdx flu —ulzdx

1/2
p 2 2
‘M(|v]—|q) M(| flb (lv]” +1g(x,0) dx J|u ul dx) }

Ci(1 p
ST{EO“?(X)WJ'—W l2lu;—ul;
+ 1 L [b(x)|v]P +1g(x,0), | }
_ g(x, u;—u
M(v D)~ M) A
c2 (|b| =~ 1 1
S—Q{ 1_”|v-—vlp+) — ‘ |blv|”], +1g(.,0)| }|u-—u
Al mg 7 T® M(lv;lH M(|U|Z)( 8 ) ] i
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d’aprés I'inégalité de Young, on obtient

1/C2 (bl =
=ty 3 L= 10—

2
L P ) 1 Y
+‘M(|v]~|§,’) M(|U|Z)'(|b”v| |z+|g(-,0)|2)} +2|u] ul;

1 1/ C2 (bl 2
5'“1"“'235(79{7”'”1"”'5*\

2
(|b||v|p|2+|g(-»0)|2)})

Mol M(v[)

de sorte que

cz (b 2
lu; ulzsjﬂ{ —|v; — v}
10 (2.13)

_ .
+‘M(I%~IZ) M(|v|i’,)’('b'”' L +1g(0l)}, 0<p<L.

D’autre part, si p =1, on trouve

= < (= |
u;—ul, <={—I\v;—vl, —
IS Uy Y o) M)

(Clok+lgtoR) @14

Soit j tend vers +00 dans (2.13)—(2.14) et en utilisant la convergence forte de

(vj)j vers v dans L?(), et (2.9) etla continuité de la fonction M, on trouve

-— u fortement dans L*(Q)

Uj

et la continuité de F est atteint.

(iii) Soit v € B(0,R). puis, u= F(v) est solution unique de (2.6). Nous choisissons
¢ =u dans (2.6) et en utilisant (2.1), (2.3)—(2.4), les inégalités de Holder et

Poincaré
1
AJ |Vul?dx < —J g(x,v)udx
Q My Jq

1
)L|Vu|§ dx < —J (b(x)|v|P +]g(x,0))u dx
my J,
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et en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Poincaré

1
AVul? < E{f b(x)|v|P|ul dx+J lg(x,0)||ul dx}
0t Ja
1/2 1/2
<mi{f (ll’)(x)lvlpl2 dx f |ul? dx)

+( Ig(xOIde (Q|u|2dx) }

Smo{(i X)IIVIZ”dx) lul, +18(., |2|u|2}
Smo{(J; x)||v|2pdx) #1001 lul

s&{(J; PP dx) . +lg |2}|Vu|2

s&{(( J (o ax) (f|v|4pdx)l/2)l/2+|g( o)L IV,

Co
IVul; < )lm {(|b|2 )" +1gC, 0L}V ul,

P+1g( 0L }HVul,  VbeLTr (),

Et en utilisant I'négalité de Young, on obtient

2 1
Vul2 < ( 2105 +1gC, 0L} + 51V ul;

et d’apres I'injaction continue, on a

1, G 2 1
2 2(50 0L 1ulP 4 Lol NP
Il < 5 (51Dl W +1gC. 0L} + Slul

1 G

2
—ull” <
2|| I 2A2m

<o {|b| (vl +1g(, 001}

{10110 +1g(.0 0L}

et le fait que |v], <R

Ca

p . —
lull < 5o Iblz, R +1g(, 0k =R, 0<p <1,
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Etsi p=1,

Co
lull < 3 {1vl +1g(, 0§

0
Co

<
Amy

{R+1g(,0).} :=R,.

Alors, pour tout p €]0, 1], ilexiste R, >0 telleque ||u|| < R, etalors, F(B(0,R))C
F(O,Rp) C Hy(9). et d’apés I'injection compacte Hj(Q) — L*(Q2), 'ensemble

F(B(0, R)) est relativement compact dans L?(£2).

Etape 3 : En appliquant le théoreme de point fixe de Schauder, nous concluons que
F admet un point fixe, qui est une solution non triviale au probleme (P) puisque
g(x,0)#0 dans Q p.p.

Maintenant, nous allons prouver que, si pour tout t €] —00,0[ et x € Q p.p,
g(x,t) > 0, toute solution u de (P) satisfait u >0 dans Q p.p. Nous choisissons

& =min(u,0) comme fonction de test dans (P), nous trouvons

M(lmin(u,O)I;’)f

Q

a(x)Vu-Vmin(u,0) dxzf g(x, u)min(u,0) dx.

Q

qui peut s’écrire comme

M(|min(u,0)|;7)f

Q

a(x)Vmin(u,0)- Vmin(u,0) dxzf g(x,u)udx

{u<0}

/lmof |V min(u,0)* dx Sf g(x,u)u dx.
Q {u<0}

Cela meéne a

Amg||min(u, 0)|| SJ glx,u)udx <0

{u<0}
ce qui donne que min(u#,0)=0 dans 2 p.p. par conséquent, >0 dans . =
Maintenant, nous avons un exemple de théoreme 1.
Exemple 2 .On considere 2=10,1[%, p €]0,1[. et g(x,t)=In(x,x,)|" 7 | t+ 11" pour
tous x =(x;,x,) €Q et t eR. On remarque que la fonction g satisfait (2.4). En effet,
depuis r — rP est1-Hélderian et non décroissant sur [0,+00[, et ||a|—|B]|| < |a— B

pour tous a, f €R, on obtient

Vi,s€RVxeQ, |g(x,1)—g(x,s)=In(x,x,)|" 7 |lt+11” —|s +1/7|
<|In(xx) 7|l e +1]—s + 11|

<|In(x; %) 7P|t —s|P == b(x)|t —s|P.
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Depuis b Lﬁ(Q), g(x,t)>0 dans Q p.p. Vt €R et g(x,0)#0 dans Q p.p. déduit
d’apres le théoreme 2.1 que le probleme

—M(lulZ)div(a(x)Vu)z|ln(x1x2)|1_”|u+1|” dans ,

u=0 sur o)

admet une solution faible non triviale positive u € Hy ().
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CHAPITRE

Deuxiéme théoréme d’existence (Tychonoff)

Dans ce chapitre, nous énoncons et prouvons notre deuxieme théoreme d’exis-
tence et on donne un exemple . On utilisant le théoréme du point fixe de Tychonoffe

[10] pour montre que le probleme (p) admet une solution non trivial

Théoreme 3.1 Supposons que (2.1)—(2.3) et (2.5) ont lieu, alors le probléeme (P)

admet une solution non triviale.
Preuve. Comme dans la preuve du théoreme 1, nous considérons
. 1 1
A:HNQ)x H{(Q) —R
(u,&)— A(u, &) =f a(x)Vu-VEdx.
Q

On a déja montré dans le théoreme 2.1 que A est une forme bilinéaire continue
coercive.
Et pour v € L?(£2), on consideére I'application :

L,:Hj()—R

! f g(x,v)E dx.
Q

= Mol

e Linéaritéde L,: Soit £,{ € H/(Q) et o, €R

<Lv’a§+/jg>: fg(x,v)(a§+ﬁ{)dx
Q

M(lv|H

1
S J g(x, v)a +g(x,V)B dx

31
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1
M(|v|q)
=a<L,E>+p <L, I>.

1
M(lvlg)

=a J glx,v)§édx+p f g(x,v)l dx
Q Q

Donc L, estlinéaire sur H; ().

e Continuité de L,: en utilisant (2.3)—(2.5), on obtient

1

V& € Hy(): |<Lw§>|=‘mj g(x,v)E dx
) Ja

1
mLE(%V)Hﬂ dx

1
T y d
< mOLLg(x v))Ig] dx

<

<L f h(OlIE] dx,

et d’apres 1'égalité de Cauchy-Schwarz on a:

<L,E>|< iU h(x)P dx)z(f 5 dxy
my\ Jq Q

< L In()IEL
my

d’apres I'inégalité de Poincaré, il existe C, >0 tel que:

C
VEEH!(Q):  |<L,&>|< ;"m(xnzwaz.
0

et d’apres I'injaction continue, on a
1 Co
VEeHy(): |<Ly,€>ls—m |R(X)lIEI-
0

D’ou1 L, estcontinue sur H, ().
Ainsi, d’apés le théoreme de Lax-Milgram, on en déduit que pour chaque v €

Hol(Q), le probléeme variationnel

ueH,(Q), Au&)=<L, &> VEeH/ (. (3.1)

admet une solution unique.

Maintenant, nous pouvons définir I’applicatiom suivant :
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G :H}(Q)— H, ()
vV— U.

nous choisissons £ = u comme fonction test dans (3.1), et en utilisant (2.2)—(2.3) et

(2.5), on arrive a

1
AJ IV ul? dx:—fg(x,v)udx
Q Mo Jq
1

AIVuIi < —f h(x)u dx
Q

my

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1/2 1/2
/IIVuIZS—(f |h(x)* dx) (J |ul? dx)
Mo\ Jo Q

1
< —|h(x)l, | ul,
my

d’aprés les inégalités de Poincaré et Young, on a

1
Am

Vul; < |h(x)l2lul,

Co
my

A

1/ 1 2 |Vul;
<-= h

_Z(Amol (x)lz) " 2

<

|h(x)|Vul,

et d’apres I'injaction continue, on a

1 C 2 2
IIMIIZS—( - Ih(x)l) +”‘;”

2\ Am,
||l 2 1( Co )
< - h(x
<5 AmO| (X))l
C
lull < —2|h(x)l,.
my
On arrive a
lull <R,

ou R est une constante positive indépendante de v et u. Ainsi, I'application G
envoie la boule fermée B(0,R) dans H/(Q2) de centre 0 etderayon R dans elle-
méme.

Maintenant, on prouve que G : B(0, R) — B(0, R) est faiblement continue. Soit (V))ies
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une suite généralisée dans C = B(0,R) converge faible vers v dans C pour la

topologie faible Hj(Q). Posons u; = F(v;) et u= F(v), et montrons que (u

i)ieI

converge faiblement vers u dans C. Comme C est compact par rapport a la

topologie faible, donc il suffit de montrer que (u;),.; a une limite unique pour cette

topologie. Soit u un point limite faible pour (u;),.; dans C. Utilisation de I'injection

compacte suivante H () — L?(£2), on peut construire deux suites (v; )ren €t (¢;, )ren

tel que

Vl'k

— v pour £ p.p,
|v,-k|Z — |U|Z fortement dans R, 1<¢g<2,
u;, — i faiblement dans H}(f).

En prenant 3.1 pour les deux u; et u

La(x)Vu-Vi dx = M(IUIZ) )

1 1
Jna(x)Vu,-k -VEdx = ng(x, v, )€ dx Vu; &€ Hy Q).

On fait la défference entre (3.5) et (3.6) I'un de I'autre, on obtient
J a(x)Vu; -VE dx—J a(x)Vu-VEdx
Q Q

1 1
= ng(x, v, ) dx — M(lvlg)Lg(x, v)Edx

f a(x)V(u; —u)-VEdx
Q

1 1
= y Vi ) T g ) d )
L{M(w,wi,’)g(x = gl

Pour £ =u; —u ona

J x)V(u;, —u)-V(u;, —u)dx

, lk lk d
M(I e M |)g( )}y, — u) dx
1
L{Wzqu) (X,Ulk) M(lvlz)g(x,v)
1 1
+mg(X,U)—mg(x,v)}(uik_u)dx

f glx,v)édx  VYu,&eH/ (),

(3.2)
(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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1
:L{m(g(x,vik)—g(xyv))

1 1
o~ wago) 8w dx

1
L{M(|v,-k|z)_M(|v|Z)

1
:Lm(g(X, vik)—g(x, U))(uik_u) dx
1
+

}g(x, v)(u; —u)dx

f a(x)V(u;, —u)-V(u;, —u)dx
Q

1
=mﬁz(8(x» v, )—8(x, v))u; —u)dx 3.7)
1 1

+{M(|v,-k|Z)_M(|v|Z)

}f g(x, v)(u; —u)dx.
Q

En utilisant (2.1), (2.3) et (2.5), on obtient a partir de (3.7), pour une constante

positive K indépendant de i.

1
A J V(1 — ) dx < — J (8(x, v;,)— g(x, v)|u;, — ul dx
Q My Jq

NER 1
M(lv; 13)  M(vlg)

Jg(x,v)luik—ul dx
Q

1
AV (g, —w) < — f (8(x, v,)— g0x, )|y, — | dx
Q

0
1 1

M Mo

f g(x, v)lu;, —ul dx
Q

1
< —f (8(x, v )—g(x, v))lu; —uldx
my Q

1 1
+ ay q
M(vilq)  M(lvlg)

f lg(x, v)lu;, —uldx
Q

et en utilisant I'inégalités de Cauchy-Schwarz

A 1 1/2 1/2
Vi, —u)l; < — ,v;,)—g(x,v))d i —ulfd
Vs, — ) mOUQ(g(x v)—g(x, v) x) (Lm ul x)

/ /
+ M(Ij/,-klﬁ,’)_M(EVIZ)‘(Jng(x’U) dx)l Z(Lluik_uldx)l )
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1
g{ﬁo|g(x,vik)—g(x,v)|2
1 1
M(lv lg) M(lvlg)

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient

}luik_ulzr

1
gl vik)—g(x, V),

‘M(Iv o M(| 19 "g(x ”M'V( i, — Ul
irlq q

1(Cq
SE(T{W%’(X Vi) = 8(x, V)l

|
Ml ) Mu B

gt 0L} + 319, -

1 , 1(Co( 1
5|V(ulk_u)| SE(T{%lg(x’vik)_g(x’v)lz

1 1 2
+‘Muvi,ﬂ) _M(|v|i,’)"g(x’ ”)'2})

et d’apres I'injaction continue, on a

2

Q
Sl —ulP <2

1
<2 U 81 ) =gl vl

1 2
+‘Mﬂvikﬁ,’) _M(|v|z)"h(x)'2)}
1 1
llug, — ull < K{Ig(x, v;,)—g(x, V)l + VTR M(|vm}' (3.8)
irlg q

Par (2.5), (3.2) etle fait que ; g(x,-) est continue ou x € Q p.p, on obtient en
appliquant le théoréme de convergence dominée,

lim |g(x, vik)—g(x,v)|2=0. (3.9

k—+00

Passons maintenant a la limite en (3.8), comme k — 400, et en utilisant (3.3), la
continuité de M et(3.9), ona

u;, — u fortement dans H, ().

Prendre en compte (3.4), on obtient u =u, et donc u est la limite unique faible de
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(u;);e; dans C. puis,
u;=G(v;)— u=G(v) faiblementdans C.

Dong, la continuité faible de G est atteint.
Ainsi, par le théoreme du point fixe de Tychonoff, on conclut que G admet un point
fixe. Par conséquent, depuis g(-,0)# 0 en €, le probleme (P) admet une solution
faible non triviale.

Exemple 3 soit 2=]0,1 [2 etsoit 0 : QxR —R étre une fonction telle que x — 0(x, t)
est mesurable pour tout t €R, t — 0(x, t) est continue sur R pour un x €Q p.p. et
0(-,0)#0 en Q p.p. Nous définissons

160(x, 1)

g(x,t):—ln(xlxg)m

x=(x, %) p.p, VLt eR.

On voit cette fonction g satisfait (2.5) avec h(x)=—In(x, x,) € L*(Q). Depuis g(x,t)>
0 pour x €Q p.p, et pour tout t €R, on déduit le théoreme 2 que le probleme

—M(|u|Z)diV(a(x)Vu):g(x,u) dans (),
u=0 sur o

admet une solution uniaue non triviale u € H)(Q) avec u>0x€Q p.p.

Remarque 5 Si g(-,0)=0 dans Q2 p.p, la solution triviale peut étre solution unique du
probleme (P) dans les deux théoremes. En effet, considérons M =1 et

t
1+¢2°

VieR, g(t)=—t, gl(t)=

On voit¢ca g, € C*(R)c C*4R)(0<a<1),g, estborné et g,(0)= g,(0)=0. soit u et
v des solutions a

—Au=g(u) dansQ, u=0 surdQ (3.10)

et
—Av=g,(v) dansQ, v=0 surd?, (3.11)

Respectivement et la multiplication de (3.10) par u et (3.11) par v, et en intégrant
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sur 2, Nous avons

JIVuI2 dxz—f u?dx,
Q Q
2
Vo> dx=— v dx,
0 ql+v?

. PN 2 _ uz
qui conduit a fQ u-dx = f 0 THiz

dx =0, etalors, u=v=0 en Q.

Par conséquent, la solution triviale est la seule solution de (3.10) et (3.11).
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Conclusion

Dans ce mémoire, lorsque la fonction Carathéodory g satisfait (2.4) ou (2.5) et
la fonction M satisfait (2.3), on établit deux théoremes d’existence d’'une solution
pour la classe de probleme elliptique non local (P) a coefficient hétérogene a(x)
en utilisant respectivement les théoremes du point fixe de Schauder et de Tycho-

noff.Enifin,nous avons donné un exemple pour chaque théoreme.
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