République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de ’Enseignement Supérieure et de la Recherche Scientifique
Université Dr.Yahia Fares de Médéa

Faculté des Sciences

W,

U

MEMOIRE
Présenté en vue de 'obtention du
DIPLOME DE MASTER EN MATHEMATIQUES
Spécialité : Recherche Opérationnelle

Par :

ABBAD Hadya
BENHADJOUDJA Kaouther

théme

Nombre de broadcast indépendance
dans certains graphes

Soutenue publiquement le : 21/06,/2022

Devant le jury composé de :

Me'e BENDALI BRAHAM Amel M.C.B Univ Médéa Président
M"™ SAHRAOUI Abdelkader M.A.A Univ Médéa Examinateur
M"™ OULDRABAH Lyes M.C.B Univ Médéa Examinateur
M"™ ZEMIR Mohamed M.A.A Univ Médéa Encadreur



Dédicace

\
Mon pere
Tu as été toujours a mes cOteés pour me soutenir et
m'encourager que ce travail traduit ma gratitude et
mon affection.
Ma mere

Quoi que je fasse ou que je dise, je ne saurai point te

remercier comme il se doit. Ton affection me couvre,
ta bienveillance me guide et ta présence d mes cotés
a toujours été ma source de force por affronter les
différents obstacles.

Mes tres chers freres

Khaled, Adel et Oussama

Mes belles saeurs sifem et Habiba

A ma grande famille ABBAD

ABBAD Hadya



Dédicace

A Allak, Tout puissant Qui m'a inspire, Qui m’a guidé
dans le bon Chemin. Louanges et remerciements pour
votre clémence et Miséricorde.

Je dédie ce précieux travail aux étres les plus chers a
mon ceeur et 4 qui je dois énormément toute ma vie,
mon trés cher pére <Cherif> pour son soutien Pour ces
efforcer sacrifiions Ainsi que ma tendre maman <Ma-
lika> qui n'a jamais cess¢ de M encourager dans les
moments les plus difficiles et pour ses Incomparables
sacrifices et son concession pour moi. Que dieu les garde
pour moi, en souhaitant que diew leur accorde santé et

longueur vie.

A mes chéres seeurs < Asmaa> <Nihel> <Hayet> < Hanane>
Mes cheres fréres < Oussama> <Rabah> <Sidali>

A mes chéres niéces ‘
<Rayens <Siradts <Nazims <Yacines <Abdelhakin
Y >

A toute la famille BENHADIOUDIA

BENHADJOUDJA Kaouther



Résumé

Soit G = (V, E') un graphe simple d’ordre n ot V' est ’ensemble des sommets, et £ est
I'ensemble des arétes. Une fonction f : V(G) — {0, 1, ....,diam(G)} est un broadcast sur
le graphe non trivial connexe G si pour tout sommet v € V(G), f(v) < e(v), ou diam(G)
représente le diametre de G et e(v) représente 'excentricité du sommet v.

Le nombre de broadcast indépendance ,(G) est la valeur maximale de 3-,cy ) f(v)
sur tous les broadcasts f qui satisfont d(u,v) > max{f(u), f(v)} pour chaque paire de
sommets distinct u, v avec les valeurs positives.

Dans ce mémoire, nous déterminons cet invariant pour la classe des graphes P,, X P,
ou X représente le produit fort de deux chaines P, et P, de longueur m et n respective-

ment,avec m < n et m = 2,3 et 4.

iv



Abstract

Let G = (V, E) be a simple graph of order n, where V' is the set of vertices and F is the
set of edges. We say that a fonction f: V(G) — {0,1,....,diam(G)} is a broadcast on a
nontrivial connected graph G if for every vertex v € V(G), f(v) < e(v), where diam(G)
denotes the diameter of G and e(v) denotes the eccentricity of the vertex v.

The broadcast independence number 3,(G) is the maximum value of 3= ¢y () f(v) over
all broadcasts f that satisfy d(u,v) > maz{f(u), f(v)} for every pair of distinct vertices
u, v with positive values.

In this memory, we determine this invariant for some classes of graphs P,, X P,, where
X denotes the strong product of two paths P,, and P, of longuer m and n respectively,

with m <n and m = 2,3 and 4.
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Introdutcion

La recherche opérationnelle est une discipline récente dont le but est de fournir des

méthodes de résolution basées sur des concepts et outils mathématiques.

La théorie des graphes constitue un outil puissant de la recherche opérationnelle pour
la modélisation et la résolution de nombreux problemes concrets de la vie courante. Elle
trouve son origine au 18" siecle dans I’étude du célebre probléme des ponts de Kénig-
sberg 7 comment parcourir une fois et une seule fois les sept ponts de la ville de Konig-
sberg”. Ce probleme, résolu par Euler, représente le premier résultat formel de la théorie
des graphes. La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines telles
que la chimie, physique, la biologie, les sciences sociales, les réseaux de communication,

les circuits électriques, etc...

La théorie des graphes, comme son nom l'indique, traite des problemes assez variés
qui ont tous la caractéristique de pouvoir étre représentés par un schéma appelé "graphe”.
Un graphe est constitué d’un ensemble de points (sommets) représentant des individus,
des objets etc. . . et de lignes (arétes) reliant ces points, symbolisant le lien existant entre

eux.

Un des domaines les plus florissants de la théorie des graphes est la domination qui
a ¢t¢é étudiée intensivement ces trois dernieres décennies. Elle a commencé semble-t-il au
16™¢ siecle en Inde [14] comme un probléme de jeux d’échec. Le principe consiste a

couvrir (dominer) ’ensemble des cases d'un échiquier par un nombre minimum de reines,



c’est a dire que chaque place est occupée soit par une reine, soit en un seul mouvement

de celle-ci.

Un dominant dans un graphe est un sous ensemble de sommets, ot tout sommet du
graphe est ou bien dans cet ensemble ou bien adjacent a un sommet de cet ensemble.
Le cardinal minimum d’un tel ensemble est appelé le nombre de domination. Plusieurs
types de domination sont définis sur la base de la définition précédente en imposant des

propriétés supplémentaires sur les ensembles dominants.

Le probléme de la broadcast domination est une variante du probléme de domination.
Ce probléme a été introduit en 2001 par D. J. Erwin [10] et consiste a attribuer des
entiers positifs (poids) aux sommets du graphe de sorte que tout sommet de poids nul soit
broadcast-dominé par un sommet de poids strictement positif, et que la somme des poids
de tous les sommets soit minimum. Formellement, cela revient a définir une application f
a valeurs entieres sur I’ensemble des sommets telle que tout sommet du graphe se trouve
au plus a une distance f(v) d’au moins un sommet v avec f(v) > 0, et telle que la
somme des poids soit minimum. Ce minimum s’appelle nombre de broadcast domination

du graphe.

Une des applications de la broadcast domination est la localisation de stations ra-
dio FM dans une zéne donnée, ou les sites a localiser sont les sommets d'un graphe
représentant la zone en question. En pratique, les transmetteurs ne sont pas identiques.
Une station radio FM se distinque d’un c¢6té par sa fréquence de transmission et d’un
autre coté par la puissance apparente rayonnée (ERP). En général, il n’est pas nécessaire
que tous les transmetteurs du réseau aient le méme ERP. Un transmetteur avec un plus
haut ERP peut couvrir une grande zone mais sa construction et son fonctionnement sont
plus cotiteux. Il est alors utile de minimiser la somme des ERP qui correspond a la mini-

misation du cott du broadcast.



L’objet principale de ce mémoire est la détermination du nombre de broadcast

indépendance dans ceratains graphes.

Aprés une introduction générale, le mémoire s’articule autour de trois chapitres,

Le premier chapitre contient quelques définitions fondamentales et des notations de
base dans le domaine de la théorie des graphes qui nous sont utiles dans ce mémoire. On

présente aussi un apercu sur la domination dans les graphes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous énoncgons 'essentiel des résultas établis sur les inva-

riants de broadcast.

Notre contribution se situe dans le troisieme chapitre qui est consacré a la détermination
des valeurs exactes du nombre de broadcast indépendance dans la classe des graphes
P, ® P, ou X représente le produit fort de deux chaines P,, et P, de longueur m et n

respectivement,avec m < n et m = 2,3 et 4.

Le mémoire s’acheve par une conclusion sur I’ensemble du travail réalisé et quelques

perspectives de recherche.



Chapitre 1

GENERALITES SUR LES
GRAPHES

Dans ce chapitre nous introduisons les différentes notations de base de la théorie
des graphes, qui nous serviront tout au long de ce mémoire. Nous exposons également
un apercu sur la domination dans les graphes et nous présentons quelques invariants
de domination. Les différentes définitions et les principaux résultats employés dans ce

chapitre sont inspirés des livres de références [3, 13].

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Graphe

Un graphe non orienté et fini G est un couple (V,E) ou V est un ensemble
d’éléments fini dénombrable et E est un sous-ensemble de paires de sommets de V,
E C {uv,u,v € V}. Un élément v € V est dit sommet, et un élément e = wv € E
est dit aréte. L’entier n = |V| ( resp. m = |E| ) représente 'ordre ( resp. taille ) de G.

Sin =1, on dit que GG est trivial.
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Deux sommets u, v dans V sont dit adjacents ou voisins si 'aréte uv € E. Dans ce
cas, u et v représentent les extrémités de l'aréte e, et e est dite incidente aux sommets
u et v.

Deux arétes sont adjacentes si elles ont au moins une extrémité commune. Si l'aréte
e =uu € E pour un sommet u € V, alors e est dite boucle.

Un graphe G est dit p-graphe si le nombre d’aréte uv entre deux sommets u et v est
inférieur ou égal a p. Un graphe simple est un 1-graphe sans boucle.

Dans tout ce qui suit, nous considérons que les graphes simples et finis. La Figure.1.1

montre un graphe simple G = (V, E) avec V = {a,b, ¢, d, e} et E = {ab, be, bd, ad, ae, ed, cd}.

a b

c
o
€ d

FIGURE 1.1 — Graphe simple

1.1.2 Voisinage, degré d’un sommet

Soit G = (V, E) un graphe. Le voisinage ouvert d’un sommet v de G est I’ensemble
Ng(v) = {u € V/uv € E} et le voisinage fermé de v est Ng[v] = Ng(v) U {v}. Plus
généralement, pour un ensemble S C V' le voisinage ouvert de S est Ng(S) = Uyes
N¢(v) et son voisinage fermé est Ni(S) = Ng(S)U S s'il n’y a aucun risque de confu-
sion, nous écrirons N (V), N[V], N(S) et N[S] au lieu de Ng(v), Ng[v], Na(S) et Ng[S]
respectivement.

Le degré d'un sommet v € V' dans un graphe G, noté dg(v) (ou simplement d(v)),

est le nombre d’arétes incidentes a v. Un sommet isolé est un sommet de degré nul.

b}
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un sommet de degré égal a un sera dit pendent (feuille) et un sommet adjacent a un
sommet pendant est dit support . Nous noterons 6(G) et A(G) respectivement les degrés
minimum et maximum dans G. S’il n’y a pas de risque de confusion, nous écrirons d(v),
A et § pour désigner dg(v), A(G) et §(G) respectivement.

Pour le graphe illustré dans la figure Figure.1.1, on a N(a) = {b,e,d} et d(a) = 3.

1.1.3 Sous-graphe, sous-graphe induit

Soient G et H deux graphes. Si V(H) C V(G) et E(H) C E(G) alors est appelé
sous-graphe de G et on écrit H C G. Si de plus H # G, alors H est un sous-graphe
propre de G et on écrit H C G.

Pour un ensemble S C V(G), le sous-graphe de G induit par S, note (5), est le graphe
ayant S pour ensemble de sommets et dont les arétes sont celles de F ayant leurs deux
extrémités dans S.

Pour le graphe G illustre dans la Figure. 1.1, le sous-graphe induit par S = {a,b,d, e}

est illustré dans la Figure. 1.2.

a b
®

[

€ d

FIGURE 1.2 — Sous-graphe de G induit par S = {a,b,d, e}



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES GRAPHES

1.1.4 Concept de minimalité, maximalité, minimum et maxi-

mum

Un sous ensemble S de V' est dit minimal par rapport a une propriété P s’il n’existe
pas un sous ensemble S° C S tel que le sous graphe induit par S* vérifie la propriété P.
Un sous ensemble S de V' est dit maximal par rapport a une propriété P s’il n’existe
pas un sous ensemble S’ tel que S C S et le sous graphe induit par S* vérifie la propriété
P. Un sous ensemble S de V' est dit minimum ou de taille minimale par rapport a
une propriété P s'il n’existe pas un sous ensemble S° C V tel que le sous graphe induit
par S" vérifié la propriété P et |S'| < |S|. Un sous ensemble S de V est dit maximum
ou de taille maximale par rapport a une propriété P s’il n’existe pas un sous ensemble

S" C V tel que le sous graphe induit par S vérifié la propriété P et |S'| > |S].

1.1.5 Chaine et cycle

Une chaine C' dans un graphe G = (V| E') est une séquence finie de sommets vy, vo, ..., Ug
telle que pour tout 1 <¢ <k —1, ¢; = v;u;,41 € E. L'entier k — 1 représente la longueur
de C' (nombre des arétes) et les sommets v; et vy sont les extrémités de la chaine C.

Une chaine est dite élémentaire (resp. simple) si tous ses sommets (resp. arétes) sont
distincts. Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine.
Une chaine minimale induite par n sommets, notée par P,, est une chaine élémentaire
sans corde.

Un cycle (), est une chaine simple dont les extrémités sont confondues.

1.1.6 Distance, excentricité, diametre et rayon

La distance entre deux sommets u et v d'un graphe G, notée dg(u,v), est la longueur
de la plus courte chaine joignant u et v. L’excentricité d’un sommet v dans un graphe
G(V, E), est e(v) = maz{d(v,w),w € V}. Le diameétre de G noté diam(G), c’est-a-dire :

diam(G) = max{e(v),v € V} et le rayon de G noté rad(G), c’est-a-dire :
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rad(G) = min{e(v),v € V}. Un sommet de G ayant une excentricité minimum est appelé
centre. Pour le graphe G illustré dans la Figure.1.1, d(a, ¢) = 2, diam(G) = 2, rad(G) = 1
et e(G) = 2.

1.2 Quelques classes de graphes

Un graphe simple G est dit complet si toute paire de sommets de G est reliée par
une aréte.

Un graphe G est dit connexe si pour toute paire de sommets u et v du graphe G
est reliée par une chaine. Une composante connexe d'un graphe est un sous graphe
connexe maximal. Un graphe est non connexe s’il possede au moins deux composantes
connexes.

Deux graphes G = (V,E) et G' = (V',E’) sont dits isomorphes s'il existe une
application bijective ¢ de V sur V' telle que pour tous sommets u,v € V,uv € E si et

seulement si @(u)p(v) € E.

x Yy T Yy

® ®

@ @

z t t z
G G

FIGURE 1.3 — Deux graphes isomorphes G et G’
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Un graphe est dit biparti s’il est possible de partitionner I’ensemble de ses sommets en
deux sous-ensembles V; et V5 tels que les sous graphes (V;) et (V5) ne contiennent aucune
aréte. Un graphe est biparti si et seulement si, il ne contient pas de cycle de longueur
impaire. Il est dit biparti complet et est noté par K, ,, si |Vi| = p, |Vi| = ¢, et tout

sommet de V; est relié a tout sommet de V; .

Vi Va

FIGURE 1.4 — Graphe biparti complet K9

Un graphe est dit triangulé si tout cycle de longueur > 4 contient une corde. Le
graphe G illustre dans la Figure. 1.1 est un graphe triangulé.

Un arbre souvent noté par 7', est un graphe connexe sans cycle. Les sommets de T
sont appelés sommets pendants (ou feuilles), et les sommets adjacents aux feuilles sont
appelés supports. Un arbre enraciné en un sommet r est un arbre pendu par ce sommet.
La profondeur d'un sommet v est la longueur de la chaine qui va de la racine a ce
sommet.

Le niveau p est formé des sommets de profondeur p.

La hauteur d’un arbre est la longueur du plus longue chaine de la racine a une feuille.
Arbre binaire : Un arbre est dit binaire s’il est constitué d’un unique sommet de degré
deux et si tout autre sommet est soit de degré trois, soit de degré un.

Arbre complet : Un arbre est complet si toutes ses feuilles sont sur le méme niveau.



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES GRAPHES

FIGURE 1.5 — Arbre binaire de hauteur 2

1.3 Quelques opérations dans les graphes

1.3.1 Produit cartésien

Le produit cartésien de deux graphes G et H, note par GLJH, est le graphe dont
les sommets sont les paires ordonnées (z,y) ou z € V(G) et y € V(H). Deux sommets
(u,v) et (z,y) sont adjacents si et seulement si u = x et v est adjacent a y dans H, ou

v =1y et u est adjacent a x dans G.

Example 1.3.1 Le graphe illustré dans la figure.1.6 est le produit cartésien de la chaine

Py par la chaine Ps .

FIGURE 1.6 — PP

10
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1.3.2 Produit tensoriel

Le produit tensoriel de GG et H, note par G x H, est le graphe dont les sommets
sont les paires ordonnées (x,y) ou xz € V(G) et y € V(H). Deux sommets distincts (u, v)

et (z,y) sont adjacents si et seulement si u € Ng(z) et v € Ny(y).

Example 1.3.2 Le graphe illustre dans la Figure.1.7 est le produit tensoriel de P, par
Ps.

FIGURE 1.7 — Py X P;

1.3.3 Produit fort

Le produit fort de G et H, noté par GX H, est le graphe dont les sommets sont les
paires ordonnées (z,y) ou x € V(G) et y € V(H) . L’ensemble des arétes est 'union de

E(GOH) et de E(G x H), c’est a dire, E(GX H) = E(GOH)U E(G x H).

Example 1.3.3 Le graphe illustré dans la Figure.1.8 est le produit fort de Py par Ps.

FIGURE 1.8 - P, X P;

11
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1.4 Domination dans les graphes

1.4.1 Historique

Bien que I'étude mathématique des ensembles dominants a commencé dans les années
soixante, le sujet trouve son origine en 1862 dans les jeux d’échecs quand De Jaenisch
[8] étudia le probleme de la détermination du nombre minimum de reines a placer sur
un échiquier n X n de sorte que chaque case soit occupée par une reine ou peut étre
occupée en un seul mouvement par I'une d’elles, tout en sachant que les regles du jeu des
échecs permet a une reine de se déplacer a travers les cases horizontalement, verticalement
ou diagonalement. Pour un échiquier 8 x 8, cinq est le nombre minimum de reines qui
dominent toutes les cases de ’échiquier. Dans ce cas, le probleme est appelé < le probleme

des cinqg reines > qui est a l'origine de ’étude mathématique de la domination.

En 1892, Ball [1] a traité la question de De Jaenish en considérant d’autres conditions

supplémentaires.

En 1964, les freres Yaglom [21] étudierent les problémes posés par De Jaenish et Ball.
L’appellation < coeficient de stabilité externe > fut introduisé par Berge [3] pour définir le
nombre de domination et en 1962, Ore [17] fut le premier & employer les termes <« ensemble
dominant > et « nombre de domination » qu'’il nota d(G).

L’étude moderne de la domination a débuté apres I'apparition de ’article de Cockayne
et Hedetniemi [6] en 1977. Les auteurs de [6] ont été les premiers a utiliser la notation

~(G) pour désigner le nombre de domination.

1.4.2 Domination standard

Soit G = (V, F) un graphe. Un sous-ensemble de sommets S C V' est un dominant
de G si tout sommet de V' — S est adjacent a au moins un sommet de S, c’est-a-dire si
N[S] = V. Le nombre de domination 7(G) et le nombre de domination supérieur

['(G) de G sont respectivement le cardinal minimum et maximum d’un ensemble dominant

12



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES GRAPHES

minimal sur G. Un ensemble dominant minimal de G de cardinal minimum est appelé
~v-ensemble, et un ensemble dominant minimal de G de cardinal maximum est appelé

I'-ensemble.

Example 1.4.1 Le nombre de domination et le nombre de domination supérieur du
graphe illustré dans Figure.1.9 valent respectivement v(G) = 2 et I'(G)) = 4. L’ensemble

S = {u,v} est un y-ensemble et l'ensemble S = {w, x,y, 2} est un T-ensemble.

T z

FIGURE 1.9 — Graphe G avec v(G) =2 et I'(G) = 4

Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants
dans un graphe :
e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v de V,
| N[o]nS|> 1.
eUn ensemble S C V est un ensemble dominant de GG si pour tout sommet v de V' — 5,
N[0S # 6.

e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si N[S] =V .

1.4.3 Quelques invariants de domination

On dénombre actuellement prés d'une centaine de types de domination et références
dans le domaine. Pour un apercu détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres remar-

quables de Haynes, Hedetniemi et Slater ( [12], [13]).

13
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Indépendance :

Un ensemble S de sommets est dit stable (ou indépendant) si les sommets de .S sont
non adjacents deux & deux. Le nombre de domination stable i(G) et le nombre
de stabilité 5y(G) sont respectivement le cardinal minimum et maximum d’un stable
maximal dans G.

Comme tout stable maximal est un ensemble dominant minimal [2], on a :

Packing :

Un ensemble S est un packing si pour tout sommet v € V, |[N[v]|NS | < 1. Le
nombre de packing P(G) et le nombre de packing inférieur p(G) sont respecti-
vement le cardinal maximum et minimum d’un packing maximal dans G. Comme tout

dominant minimal est un packing maximal de G [5], nous avons la chaine d’inégalités

suivante :
P(G) < P(G) < 7(G) < i(G) < B(G) <T(G)
Efficacité :
Un ensemble dominant S est dit efficace si pour tout sommet v € V., [N[v]|NS | =1,

c’est-a-dire que tout sommet est dominé par un unique sommet de S. Notons qu'un en-
semble dominant efficace n’existe pas toujours puisque le cycle C5 ne possede pas d’en-
semble dominant efficace. Par ailleurs, si un graphe G possede un ensemble dominant

efficace S, alors tout ensemble dominant efficace de G a le cardinal de S qui est forcément

Y(G).

14



Chapitre 2

BROADCASTS DANS LES
GRAPHES

Apres I'introduction générale des notions de fonction broadcast et de nombre de broad-
cast domination, nous introduisons quelques invariants des broadcasts et les relations qui

les relient.

2.1 Notions fondamentales sur les broadcasts
Soit G = (V, E) un graphe non trivial connexe.

Définition 2.1.1 Une fonction f : V — {0,...,diam(G)} telle que f(v) < e(v) pour
tout sommet v de G est appelée un broadcast sur G. Un sommet v pour lequel f(v) > 0
est un sommet f-dominant ou sommet broadcast, et ['ensemble f-dominant est
V}F(G) ={veV: f(v)>0}. S%l ny a pas risque de confusion, on note simplement V?
au lieu de Vi (G).

Définition 2.1.2 Un broadcast dominant sur G est un broadcast f dans lequel chaque

sommet est f-dominé par un certain sommet dans V?

15
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Remarque 2.1.3 S’il existe un sommet v avec f(v) > diam(G), alors f est un broadcast
dominant. Ainsi, il n’est pas nécessaire de considérer des broadcasts dominants avec des

sommets de coit supérieur au diam(QG).

Remarque 2.1.4 Un sommet f-dominant v f-domine chaque sommet u avec d(u,v) <
f(v), et les sommets dans V — VT ne f-dominent aucun sommet de G. Siu € Vv eV
et d(u,v) < f(u), on dit que le sommet v peut atteindre un broadcast a partir de u .
L’ensemble des sommets que v € V' peut atteindre est défini par

Hw)={ue V' :d(u,v) < f(u)}.

Définition 2.1.5 Pour un broadcast f,un sommet u qui est f-dominé par un sommet
v est un f-voisin de v. Le f-voisinage de v, noté par N¢[v] est l’ensemble des f-voisins
dev. Si S C V™, alors N¢[S] = UyesN¢(v) est le f-voisinage de S. Le f-voisinage de f

est N¢[V7].

Remarque 2.1.6 u est un voisin de v si et seulement si v est un voisin de u mais, il est

possible que u soit un v-voisin de v sans que v le soit pour u.

Example 2.1.7 Le graphe illustré dans la figure Figure.2.1 avec f(w) = f(y) = 0 et
f(z) =1 montre que w est un f-voisin de x, mais que le sommet x n’est pas f-voisin de

w.

FIGURE 2.1 — Le sommet w est un f-voisin de x et le sommet x n’est pas f-voisin de w.

Définition 2.1.8 Un sommet u est un f-voisin privé de v si u est f-dominé seulement
par v. Pour un sommet v € V}“, le f-voisinage privé pns[v] est l'ensemble des f-
voisins privés dev. Siv € pnglv], alors on dit que v est son f-voisin privé propre. Pour

S C Vy, on définit 'ensemble des f-voisins privés de S par PNy[S] = N¢[S]—Ng[V;—S].

16
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Définition 2.1.9 Un broadcast f d’un certain type (domination ou autre) est dit minimal

(resp. mazximal) s’il n’existe pas un broadcast g # f tel que pour tout sommetu € V, g(u) <

f(u) (resp. g(u) > f(u)).

Définition 2.1.10 Soit f un broadcast sur un graphe G et o(f) =3 ,cv f(v). Le nombre
de broadcast domination v,(G) est la valeur minimum de o(f) sur tous les broadcasts
dominants de G. Un broadcast dominant f sur G pour lequel o(f) = v (G) est dit broad-
cast dominant minimum sur GG. Le nombre de broadcast domination supérieur

I'y(G) est égal au cott mazimum d’un broadcast dominant minimal sur G.

Example 2.1.11 Le nombre de broadcast domination et le nombre de broadcast domi-
nation supérieur du graphe illustré dans la figure Figure.2.2 valent respectivement 2 et

3.

1 1 0 0

1 0

FIGURE 2.2 — Graphe G avec v,(G) =2 et ['y(G) = 3.

Example 2.1.12 Pour illustrer ces concepts, considérons le graphe G = (V, E) illustré
par la figure Figure.2.3. Les figures Figure.2.3 (b) et Figure.2.3 (c) illustrent deux broad-
casts dominants [ et g, ou l’ensemble f-dominant est V? = {s,v,y} et l'ensemble g-
dominant est V; = {t,z}. Le sommet s f-domine s,t,u,w,z et son f-voisinage est
Ny[s] = {s,t,u,w, x}, mais s ne g-domine aucun sommet. On a |Hg(u)| = 3, |Hf(x)| = 2,

|H(2)| =2 et |Hf(r)| = 1 pour tout sommetr € {s,t,v,w,y}. Onao(f)=4eto(g) =3.

En fait il n’est pas difficile de voir que v,(G) = 3 et g est un ~y,-broadcast.
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S t U v 2 0 0

sasiensliess

w x Y z

Graphe G Broadcast f sur G broadcast g sur

(a) (b) (c)

FI1GURE 2.3 — Deux broadcast dominants sur G

Une caractérisation de la minimalité d’un broadcast dominant peut étre formulée en

termes des f-voisins privés des sommets f-dominants.

Théoréme 2.1.13 [10]
Soit f un broadcast dominant sur un graphe G. Alors, f est minimal si et seulement

si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Chaque sommet v vérifiant f(v) > 2 a un f-voisinage privé qui est a distance f(v)
de v.
2. Chaque sommet v vérifiant f(v) =1 a un f-voisinage privé dans Nv].

Soit G = (E,V) un graphe et fs : V — {0,1} la fonction caractéristique d’un ensemble
SCV.

Remarque 2.1.14 .

1. La fonction caractéristique fs d’un ensemble dominant minimal S dans un graphe
G est un broadcast dominant minimal et donc v,(G) < v(G).

2. Soitu €V, et soit f, : V — {0, diam(G)} la fonction définie par f,(u) = e(u)
et fu(v) =0, si v # u. Le broadcast f, est un dominant minimal, puisque chaque
sommet est f-dominé par u. Si u est un sommet dans le centre de G c’est a dire
e(u) = rad(Q), alors on dira que le broadcast f, est un broadcast radial, et si

e(u) = diam(Q), alors on dira que f, est un broadcast diamétral.
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Proposition 2.1.15 [10]
Si f est un broadcast dominant minimal sur un graphe G et \V}H > 2, alors pour

chaque sommet v, f(v) < e(v).
De la Remarque 2.1.14, on a le résultat suivant :

Observation 1 /9]

Pour tout graphe G

W(G) < min{y(GQ), rad(G)} < maz{l'(G), diam(G)} < I'y(G).

2.2 Résultats fondamentaux

Pour tout graphe G et tout entier fixé k avec 1 < k < rad(G), le nombre de k-distance
domination, noté v, (G), est la plus petite cardinalité d’un ensemble de sommets S de G

tel que tout sommet de G est a distance inférieure ou égale a k d’au moins un sommet de

S.

Proposition 2.2.1 [11]

Pour tout grapheG,
Ww(G) < min{kvy, : 1 <k <rad(G)}.

En appliquant la Proposition 2.2.1 produit une meilleure borne pour +,(G) que celle
de l'observation 1 car k = 1 (resp. k = rad(G)), on obtient v,(G) < v(G) (resp. 1(G) <
rad(Q))

Pour tout entier positif ¢ > 3, on appelle étoile et on note par K;; I’arbre a t sommets
pendants relies a I'unique sommet de degré t. On appelle graphe subdivise d'un graphe G
le graphe S(G) obtenu en insérant un sommet sur chaque aréte de G. Soit T'= S(K; ) le
graphe subdivise de I’étoile K, pour tout entier t > 2. Puisque aucun sommet ne domine

T, alors v, (T) > 2, et puisque un broadcast radial domine T, alors v,(T) < rad(T) = 2.
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Ainsi, on peut atteindre I'inégalité : 7,(G) < min{y(G),rad(G)}. Par ailleurs, il est
prouve dans [11], que la différence entre min{~(G),rad(G)} et ,(G) et entre I'y(G) et
max{l'(G),diam(G)} peut étre tres grande. Pour un entier positif k, soit Hj, le graphe
obtenu en joignant un sommet pendant de S(Kj 244) a un sommet pendant de la chaine

Py, voir Figure.2.5.

S(K14)

FIGURE 2.4 — Graphe subdivisé d'un graphe K 4.

FIGURE 2.5 — Jonction de deux graphes en deux extrémités.

Alors I'(Hy) = 2k + 3 et diam(Hy,) = 2k + 4, donc

max{T(Hy),diam(Hy)} = 2k + 4. Soit v Uextrémité de Py qui est extrémité de H.
Soit le broadcast f : V(Hy) — {0, 1,2k + 2} défini par f(v) = 2k+ 2, f(x) = 1 pour tout
extrémité x de Hy distincte de v et f(z) = 0 pour tout autre sommet = de Hy. Alors la
fonction f est un broadcast dominant minimal sur Hy de coiit 3k + 3 et T'y(Hy) > 3k + 3,

et on a le résultat suivant :
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Observation 2 [9]

Pour tout entier positif k,
Uy(Hy) — max{l(Hy),diam(Hy)} > k — 1.

Par ailleurs, la différence entre minty,(G) : 1 < trad(G) et v,(G) peut étre trés grande

comme le prouve le Théoreéme ci dessous :

Théoréme 2.2.2 [11]
Pour tout entier positif k,

2k
min{ty,(Hy) : 1 <t <rad(Hy)} — ywHy > 5 1.

Les graphes G vérifiant 7,(G) = rad(G) sont fondamentaux pour 1'étude des ~;-
broadcasts. Les trois propositions suivantes, dont deux sont des caractérisations de ces

graphes, le montrent :

Proposition 2.2.3 [11]
Soit f un yy-broadcast sur un graphe G. Alors Vi = v si et seulement si f(v) = e(v) =
rad(G).

Le sous-graphe induit par le f-voisinage de tout sommet f-broadcast est d’'une part

radial et d’autre part vaut la valeur de ce sommet.

Proposition 2.2.4 [11]

Soit G un graphe et f un vy-broadcast sur G. Siv € V}F, alors
f(w) = w((N¢[v])) = rad((N[v])).
Une des caractérisations des graphes radiaux est définie dans la Proposition ci- dessous.

Proposition 2.2.5 [11]

Soit G un graphe. Alors v,(G) = rad(G) si et seulement si
min{kv,(G) : 1 <k < rad(G)} = rad(Q).
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En général, il n'y a aucune relation entre le nombre de broadcast domination d’un
graphe et le nombre de broadcast domination de ses sous-graphes, méme si le sous-graphe
est induit. En effet, considérons un graphe G d’ordre n > 4 et de degré maximum au plus
n — 2. Puisque aucun sommet de G n’est adjacent a tous les sommets du graphe G, alors
Y(G) > 2. Soit H le graphe obtenu en joignant un nouveau sommet a tous les sommets
de G, alors v,(H) = 1. Donc dans ce cas, G C H, bien que 7,(G) > 7(H).

cependant, il y a une relation entre le nombre de broadcast domination d'un graphe

et le nombre de broadcast domination d'une subdivision de ce graphe.

Théoréme 2.2.6 [11]

Si H est le graphe subdivisé d’un graphe G, alors
W(G) < w(H).

Soit G un graphe. Pour tout entier £ > 0, on appelle graphe k-subdivisé du graphe G
le graphe obtenu a partir de G en insérant £ sommets sur chaque aréte de GG. Pour tous
entiers k > 0 et t > 3, on note par S, le graphe k-subdivisé du graphe ¢-étoile K ;. Le
centre de Sy, est 'unique sommet ¢ de Sy, d’excentricité e(c) = rad(Sy,) = k + 1.

En 2001, D. Erwin [10] montra que le graphe k-subdivisé du graphe étoile K, est
~p-radial pour k > 0 et t > 5 puis proposa la conjecture qui affirme que le résultat reste

vrai pour t € {3,4}.

En 2009, R. Sahbi [19] a répondu a la conjecture de D.Erwin [10] :

Théoréme 2.2.7 [10]Pour tous entiers k > 0 et t > 3,

Y (Skt) = rad(Sk:) = k + 1.

Pour tous entiers £ > 1 et t > 2, on appelle arbre t-aire complet de profondeur £ le

graphe Ay, défini comme suit :
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(i) Ay, est le graphe biparti complet K ;.
(i7) Pour k > 2, Ay, est obtenu a partir de ¢ copies disjointes de Ay et d’'un sommet

relié par une aréte a I'unique sommet de degré ¢ de chacune des ¢ copies de Aj_; ;.

R. Sahbi[19] a prouvé la y,-radialité de tous les arbres t-aires complets :

Théoréme 2.2.8 [19]

Pour tous entiers k > 1 ett > 2 on a
Y (Sk3) = rad(Ay,) = k.

Soit G un graphe ~,-radial et soit H un sous graphe de G tel que rad(H) = rad(G).

Si H est yp-radial, on dit que H est un sous graphe 7,-radial.

R. Sahbi [19] a déterminé le sous graphe de Sy 3, 7 (Sk,3)-radial et minimal (au sens

de la suppression d’arétes).

Théoréme 2.2.9 [19]
Soit k > 3 un entier et f le sous-graphe de Sy 3 a 3 sommet pendants vy, vq, vs tels que

d(e,v1) =k+1, d(c,v2) =k et d(c,v3) = k — 1. Alors est v,(Sk3)-radial.

Soit P une chaine diamétrale d'un arbre 7', c’est a dire P est de longueur maximale.
Un ensemble M des arétes de P est un ensemble P-partition si les extrémités de chaque

aréte dans M sont de degré 2 dans 7.

Théoréme 2.2.10 [15, 16]

Un arbre T est radial si et seulement si T n’admet pas d’ensemble partition non vide.

Un 7p-broadcast f est un 7,-broadcast treés efficace si et seulement si f est un 7,
broadcast avec un nombre minimum de sommets broadcast. On déduit directement un

résultat du Théoreme 2.2.10 :
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Corollaire 2.2.11 [15, 16]

1. Soit f un vp-broadcast trés efficace d’un arbre T a s sommets broadcasts. Alors,

W(T) = rad(T) - | ).

2. Pour un arbre T', si M est un ensemble partition de cardinal maximum m, alors,

Ww(T) =rad(T) — rad(T) — L%J

Un arbre est dit chenille si le graphe obtenue en supprimant toutes les feuilles est une
chaine. Seager [20] a caractérisé les chenilles avec 7, = 7. Cockayne, Herke et Mynhardt

[7] ont caractérisé la classe T d’arbres T' vérifiant ,(7') = v(T').

Théoreme 2.2.12 [7]
Un arbre T € T si et seulement si T a un ensemble-partition mazimum M tel que

chaque composante T; de T — M est dans T .

2.3 Bornes inférieures du nombre de broadcast do-
mination

D.Erwin démontra que la méme borne inférieure que celle du nombre de domination

reste valable pour le nombre de broadcast domination.

Théoréeme 2.3.1 [11]

Si G est un graphe non trivial, alors

diam(G + 1)

w(6) 2 [

1.
De I'observation 1 et du Théoreme 2.3.1, on déduit directement le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2 [11]

Pour tout entier n > 2,
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Une borne inférieure en terme de rayon est prouvée par Bresar et Spacapan pour le nombre

de broadcast domination.

Théoréme 2.3.3 [5/

Si G est un graphe, alors

2rad(Q)

W(G) > [ 3

|

n pd .
Pour tout graphe connexe G d’ordre n, (gw est une borne supérieure de son nombre

de broadcast domination.

Théoréme 2.3.4 [16]

Pour tout graphe G d’ordre n,

n

’Yb(G) < (5—‘

Il existe d’autres bornes qui dépendent du rayon. Pour un gammay-broadcast f, notons

par M = max{f(z) :z € V;}

Lemme 2.3.5 [10]

Soit G un graphe et f un ~y,-broadcast sur G. Alors
rad(G) < 2, + —Vf+| - M —1.
Du Lemme 2.3.5, nous obtenons immédiatement le résultat suivant :

Théoréme 2.3.6 [10]
Soit G un graphe et f un ~v,-broadcast sur G. Alors

rad(G)+ M +1—|V}]
2

Ww(G) = [ |
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2.4 Graphes avec un petit nombre de broadcast do-
mination

Pour un graphe non trivial connexe GG, on peut aisément démontrer la caractérisation
connue suivante : v(G) = 1 si et seulement si rad(G) = 1. Les graphes avec un nombre

de broadcast domination égal a 1 admettent une caractérisation identique :

Proposition 2.4.1 [11]

Soit G un graphe. Alors v,(G) =1, si et seulement si rad(G) =1 .

Les graphes avec un nombre de broadcast domination égal a 2 se caractérisent aussi

en fonction du rayon :

Théoréme 2.4.2 [11]

Soit G un graphe. Alors v,(G) = 2 si et seulement si min{rad(G),v(G)} = 2.

Notons qu’il existe :
(7) Une infinité de graphes G avec v(G) = 2 = v(G) < rad 11 suffit de considérer les
graphes (G,, obtenus en insérant 2 sommets sur chaque aréte du multigraphe a 2 sommets

reliés par n arétes, n > 1, pour lesquels on a v,(G,) = v(g,) = 2 et rad(G,) = 3.
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FIGURE 2.6 — Graphe G,

(77) Une infinité de graphes G avec v,(G) = 2 = rad(G) < v(G). 1l suffit de considérer
les graphes S(Ki,), n > 3, pour lesquels on a v(S(K1,) = rad(S(Ki1,)) = 2 et

V(S (K1) = n.

FIGURE 2.7 — Graphe S(K;,), n > 3

(74i) Une infinité de graphes G avec 7,(G) = 2 = v(G) < rad(G) 1l suffit de considérer les
graphes multipartis complets Ky, ny... nyst > 2 €t n; € N, n; > 2 pour tout 4, 1 < i <,

pour lesquels on a Vo (K g ny) =V Ky ng,me) = 2 €6 (Kpyngmy) = 1

De (ii), on peut affirmer qu'un graphe avec 7,(G) = 2 peut avoir un nombre de
domination aussi grand que 'on voudrait, et de (i) une question légitime se pose : Que

peut-on dire de la grandeur du rayon d’un graphe G lorsque ~,(G) = 27 Une réponse est
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donnée par la Proposition 2.4.3
Proposition 2.4.3 [11]
Si G est un graphe avec v (G) = 2, alors
1. rad(G) = 2, ou,

2. rad(G) =3 et v(G) = 2.
Une autre conséquence du Théoreme 2.4.2 est la suivante :

Proposition 2.4.4 [11]

Si G est un graphe et min{rad(G),v(G)} = 3, alors v,(G) = 3.
En regroupant les différents résultats précédemment cités, on obtient :

Proposition 2.4.5 [10]
Soit G un graphe. Si min{rad(G),v(G)} =k, ot 1 < k <3, alors 1(G) = k.

Erwin [10], montra que le résultat de la Proposition 2.4.5 n’est pas vérifié lorsque
min{rad(G),v(G)} = 4. 1l considéra le graphe G obtenu en joignant une extrémité de
S(K14) & une extrémité de Ps.

Le graphe vérifie 7,(G) = 3 et min{~(G),rad(G)} = 4.

FIGURE 2.8 — Graphe G avec v, (G) = 3 et min{y(G),rad(G)} =4
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2.5 Invariants de broadcast

Dans [9], Dunbar et al. définirent et étudierent d’autres parametres liés aux broadcasts
appelés broadcasting invariants. Nous citerons dans cette partie I’essentiel des résultats a

ces invariants.

2.5.1 Broadcast indépendant

Un broadcast f est dit indépendant si tout sommet f-dominant n’est dominé que
par lui méme. En d’autres termes, si pour tout sommet v € V', N¢[v]NV* = v, ou encore
|H(v)| = 1.

Le cotlit maximum d’un broadcast indépendant de G est appelé nombre de broadcast
indépendance et est noté 5,(G). Le nombre de broadcast indépendance inférieur,
noté i,(G), est égal au coit minimum d’un broadcast indépendant maximal de G.

Comme les deux fonctions broadcast radiale et broadcast diamétrale sont des broadcast

indépendants maximaux, on déduit les inégalités suivantes [9] :
ip(G) < rad(G) < diam(G) < B(G),

pour tout graphe G.

Soit M un sous-ensemble de sommets de G tel que pour toute paire de sommets u et
vde M, d(u,v) = diam(G), et soit u(G) la cardinalité maximum d’un tel sous-ensemble
de G.

La proposition qui suit améliore la borne inférieure diam(G) pour G,(G).

Proposition 2.5.1 /9]

Pour tout graphe G,
Go(G) > p(G)(diam(G) — 1) > 2(diam(G) — 1)

et cette borne est atteinte.
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Notons que la fonction caractéristique f; d’'un ensemble indépendant maximal S dans un
graphe GG est un broadcast indépendant, et donc i(G) < 5o(G) < f(G), mais f, n’est pas
nécessairement un broadcast indépendant maximal. En effet, considérons la chaine Pj :
(v1, 2, v3,v4). Si on affecte aux sommets les poids f(v1) = f(vs) = 1L et f(ve) = f(v3) =0,
alors f est la fonction caractéristique d’un ensemble indépendant maximal. f est aussi un
broadcast indépendant et un broadcast dominant minimal. Mais cette fonction n’est pas
un broadcast indépendant maximal, puisque la fonction g définie par g(vy) = g(vy) = 2

et g(ve) = g(v3) = 0 vérifie pour tout sommet u, g(u) > f(u).

Dans ce qui suit, lorsque deux parametres 6 et n sont incomparables, nous écrirons
brievement 6 ¢ ).

Notons que ni y(G) ni i(G) n’est comparable a i,(G). En effet, Dunbar et al. montrérent
que pour la chaine Ps, on a v(Fs) = i(Fs) = 2 < 3 = iy(F5), alors que pour le graphe
S(Kiy), on a y(S(Kiyp) = i(S(K1r)) =t > 2 = 4,(S(Ky4)). Aussi, ni p(G) ni P(G)
n’est comparable a ib. Par exemple, le graphe de Petersen PG a p(PG) = P(PG) =1 <
2 = 1 (PG) = iy,(PG); par ailleurs si G un graphe obtenu par I'union de trois copies

disjointes de P; en ajoutant trois arétes pour former un triangle sur leurs centres, alors

FI1GURE 2.9 — Graphe de Petersen

Nous pouvons regrouper toutes ces remarques :
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Observation 3 [9]
Pour tout graphe G,
(1) 7(G) < U(G) < Bo(G) < B(G),
(i1) {7(G),i(G)} o in(G),
(i11) {p(G), P(G)} o {1(G), in(G)}.

Dans [9], les auteurs étudierent I’extension de la chaine d’inégalités
1(G) <i(G) < Bo(G) <T(G),
énoncée au Chapitre deux, a savoir si
W(G) < ib(G) < B(G) < Th(G)
est satisfaite. L’inégalité du milieu provient des définitions de 7, et ;. 'inégalité de droite

n’est pas vraie en générale puisque B5(P;) = 4 > T['y(Py) = 3 et 5,(PG) = 4 < 5 =T',(PG)

ou Py est la chaine d’ordre 4 et PG est le graphe de Petersen (voir Figure.2.9).

Concernant I'inégalité gauche elle se déduit du Théoreme :

Théoréme 2.5.2 [11]

Soit f un broadcast indépendant sur un graphe G. Si V™ = {v} alors f est mazimal si
et seulement si f(v) = e(v). Par ailleurs, si |V*| > 2, alors [ est mazimal si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) f est un broadcast dominant et
(i7) pour tout v € v*, f(v) = min{d(v,u) :u € V* —{v}} — 1.
Par ailleurs, /3, et I' sont incomparables puisque I'(PG) = 5 > 4 = [,(PG)et5y(Py) = 4 >

2 =T'(Py). Tous ces résultats se résument dans le Corollaire qui suit :

Corollaire 2.5.3 9]
Pour tout graphe G,

(1) w(G) < u(G),

(1) By(G) o To(G),

(i1) Bo(G) o T(G).
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D’autres relations existent entre les nombres de broadcast d’indépendances i, et [, avec
le nombre d’indépendance (3y. J.Dunbar et al. ont énoncé une chaine d’inégalités entre (3

et les nombres de broadcast indépendance :

Proposition 2.5.4 [9]
Pour tout graphe G,
in(G) < rad(G) < Bo(G) < By(G).
Comme 7,(G) < ip(G), de la Proposition 2.5.4, on déduit :

Corollaire 2.5.5 [9]
Pour tout graphe G, si v(G) = rad(G), alors i,(G) = rad(G).

Suite & tous ces résultats, nous obtenons le schéma de comparaison suivant :

WG = WG) £ BK(G) < T(G)

w(GE) < a(G) < B(G) o w(G)

2.5.2 Broadcast dominant indépendant

Un broadcast f est dit dominant indépendant s’il est en méme temps dominant et
indépendant.

Le cotlit maximum (resp. minimum ) d’un broadcast dominant indépendant minimal
de G est appelé le nombre de broadcast indépendant de domination supérieur (
resp. nombre de broadcast indépendant de domination ), et est noté I';(G) (resp.
v (G)). Puisque la fonction caractéristique de tout ensemble indépendant maximal est

un broadcast dominant indépendant minimal,y;(G) < i(G) et T'y(G) > Bo(G).

Notons que si f est un broadcast dominant indépendant minimal, alors pour tout
broadcast g # f qui vérifie g < f, g est indépendant mais n’est pas forcément un broadcast

dominant.
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Théoréme 2.5.6 [10]
St f est un broadcast dominant non indépendant de G, alors il existe un broadcast g

qui est dominant indépendant, avec g(V') < f(V), et V; C V?

Le Théoreme 2.5.6 permet d’affirmer que tout graphe G a un ~,-broadcast qui est

indépendant, c’est a dire v,(G) = vip(G), et vérifié la chaine d’inégalités :
Yo (G) < ip(G) < rad(G) < diam(G) < Tp(Q).

Concernant une borne supérieure pour le nombre de broadcast indépendant de domi-

nation supérieur, on a :

Proposition 2.5.7 [10]

Pour tout graphe G,

Les parametres I';;(G) et I'(G) sont incomparables. En effet, Dunbar et al. montrérent
que, pour le graphe de Petersen PG et la chaine Pjg, on a I'y,(PG) =4 < 5 = T'(PG) et

2.5.3 Broadcast efficace

Un broadcast f est dit efficace si chaque sommet est f-dominé par un unique sommet
broadcast, c’est a dire, pour tout sommet v € V,|H(v)| = 1. Le colit maximum d’un
broadcast efficace est appelé le nombre de broadcast efficace supérieur et est noté
I'e,(G). Le nombre de broadcast efficace v.,(G) est égal au colit minimum d’un broad-
cast efficace. Par exemple, la figure Figure. 2.10 illustre 5 broadcasts efficaces distincts

sur la chaine Ps, ol 7. (P5) = 2 et [, (P5) = 4.
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e ® @ L L
1 0 0 0 2
e ® ® ® ®
0 1 0 0 1
e ® ® ® ®
0 0 2 0 0
e ® ® ® L
0 3 0 0 0
e ® @ L L
4 0 0 0 0

F1GURE 2.10 — Broadcasts efficaces sur Ps

Théoréme 2.5.8 /9]

Tout graphe G possede un y-broadcast qui est efficace.

Corollaire 2.5.9 /9]
Tout graphe G a un y,-broadcast pour lequel la distance entre n’importe quelle paire

de sommets broadcasts u et v est supérieure a f(u) + f(v).

Puisque tout broadcast dominant efficace est indépendant et dominant minimal, tout

graphe G vérifie :

Lep(G) < min{B(G), T(G), 7e(G) }-

Par définition de v, Iy < 7e(G), et par le Théoreme 2.5.8, T'y(G) = 7. Par ailleurs
tout broadcast diamétral est un broadcast dominant efficace. Ainsi, tout graphe vérifié la

chaine d’inégalités :

Corollaire 2.5.10 /9]

Pour tout graphe G,

’Y(G) = %’b<G) = ’Veb(G) S Zb(G) S md(G) S dzam(G) S Feb(G) S Flb<G)
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Notons que ni p(G) ni P(G) est comparable avec U'y(G). En effet, pour le graphe de
Petersen PG, p(PG) = P(PG) =1 < 2 = I'y,(PG); alors que pour l'arbre binaire
complet T de hauteur siz qui a 63 sommets, on a L'ey(T) = 10 < 13 = p(T'). Par ailleurs,
Y(PG) =3 <2 =Tu(PQ); et pourn >3, Ley(Pn) =n—1>T(P,). Ainsi tout graphe

G satisfait :

Corollaire 2.5.11 /9]

Pour tout graphe G,

Feb(G) < {p(G), P(G)7 ’Y(G), Z<G)7 BO(G)7 F(G>}

2.5.4 Broadcast packing

Un broadcast f est un broadcast packing si chaque sommet est f-dominé par au
plus un sommet broadcast,c’est a dire, pour tout sommet v € V', |H(v)| < 1. Le coiit
maximum d’un broadcast packing de GG est appelé nombre de broadcast packing et
est noté par Pb(G). Le nombre de broadcast packing inférieur ,noté par p,(G), est

égal au colit minimum d’un broadcast packing maximal.

La fonction caractéristique f; d’un packing maximal n’est pas forcément un broadcast
packing maximal. Ceci peut étre vu en considérant la chaine Ps. Soit ¢ le centre de Ps.
Le packing S = ¢ de FIG.2.11(a) est maximal, mais fs; n’est pas un broadcast packing
maximal, puisque la valeur fs(c) = 1 peut étre augmentée a fs(c) = 2 qui représente le

broadcast packing maximal (voir Figure.2.11(b)).

FiGURE 2.11 — Packing maximal qui n’est pas un broadcast packing maximal
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Remarque 2.5.12 Les invariants p(G) et pb(G) sont incomparables. En effet, pour la
chaine Ps, on a, p(Ps) = 1 < 2 = pb(Ps), alors que pour le graphe de Petersen PG, on
a, pb(PG) = 2 > 1 = p(PG). Par ailleurs, tout broadcast radial ou diamétral est un

broadcast packing et un broadcast indépendant.

La Remarque 2.5.12 se résume dans ce qui suit :

Observation 4 [9]
Pour tout graphe G,
(1) pb(G) © P(G),
(i1) pb(G) o p(G) < P(G) < Pb(G), et
(idi) pb(G) < rad(G) < diam(G) < Pb(G) < B(G).

Notons qu’on peut avoir un broadcast packing maximal qui n’est pas un broadcast domi-
nant. Par exemple, considérons les valeurs 1,0,0, 1,0,0 dans la chaine F.

On sait que la chaine d’inégalité suivante est valide pour tout graphe G :
p(G) < P(G) <~(G) :

Dunbar et al. se posérent naturellement la question de la conservation de cette chaine
entre les broadcasting invariants correspondants. Ils apportérent une réponse complete a

cette question par ce qui suit :

Proposition 2.5.13 [9/

Chaque broadcast efficace est
(1) un broadcast packing maximal ;
(73) un broadcast dominant minimal ;

(1ii) un broadcast dominant indépendant minimal.
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Le corollaire suivant est immédiat du Corollaire 2.5.10 et de la Proposition 2.5.13 :

Corollaire 2.5.14 [9]

Pour tout graphe G,
Po(G) < 7e(G) = 7i(G) = W(G) < ip(G) < Tep(G) < min{ B(G), T (G), Tin(G) }-

Observation 5 [9]

Pour tout graphe G,
Pb(G) o {~(G),i(G), Bo(G),I'(G), I'(G), Tb(G).

Nous donnons un tableau TAB.2.1 qui résume les relations entre tous les invariants de

domination et de broadcast vues aux Chapitres un et deux.
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By T'v Tiw T pp B

p

VIVIE S & o & VIVIALO & VIV

O O ALALATATALALALATALAL L A

O 00 O O O VIVIAIAIALI VIA

VIVIVIVIVE S VIVIAIAL T VIV ©

VIVIVIVIVIVIVIVES I VIVIVI ©
VIVIVIVIVE S VIV © VIVIVIVI
O 0 O O ALAILVIE I ALALALALVIEAI
O O AILALALAL T ALALALATALVIEAL
VIVIVIVIVIE I VIVE S ALS O VIO
VIVIVIEVIE I ALVIEVIEATALAL © VI ©
VIVIVIE I ALALVES ALATLAL O VI ©
VIVIEI ALATALVE S ALATAL S VI ©
VI ALALATAL O © ALATAL O © Al
I ALALALATAL O O ALALAL © O Al

o Bl
S \8)

QA e SR &R DT 8

TABLE 2.1 — Inégalités entre les invariants de broadcast.
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Chapitre 3

NOMBRE DE BROADCAST
INDEPENDANCE DANS
CERTAINES GRAPHES

Dans ce chapitre, nous citons quelques résultats connus sur le nombre de broadcast
indépendance dans quelques classes des graphes. Ensuite, nous donnons la valeur exacte
de By(P,, X P,), ou P,, K P, est un produit fort de deux chaines P,, et P, de longueur m

et n respectivement, m <n (m = 2,3 et 4).

Soit P, X P, le produit fort de deux chaines P,, et P, de longueur m et n respective-
ment, m < n. Notons les sommets de la P, P, parv; ;, 1 <i <m, 1 < j < m. Deux som-
mets v; ; et vy sont relies par une aréte si et seulement si 1 < |i—k|+|j—I| < 2 nous ferons
référence aux lignes et colonnes consécutives du graphe P, P, par R = R1U. . .UR®,
1<ip <ip<met Oz =ChuU...UC”, 1< j < jy <n. Désignons par H172 le
sous graphe de P,, X P, induit par les sommets de C7*2 . Dans la suite de ce chapitre,

on supposera sans perte de généralité que 1 < m < n.

On dit que deux sommets u € V(G) et v € V(G) sont antipodaux si et seulement si

d(u,v) = diam(Q).

39



CHAPITRE 3. NOMBRE DE BROADCAST INDEPENDANCE DANS CERTAINES
GRAPHES

3.1 Nombre de broadcast indépendance dans quelques

classes de graphes

3.1.1 Nombre de broadcast indépendance dans les chaines et les
cycles
Erwin [10] a déterminé le nombre de broadcast indépendance dans les chaines .

Théoréme 3.1.1 [10]

Si P, est une chaine, n > 3, alors By(P,) = 2(diam(P,) — 1) = 2(n — 2).

Et le nombre de broadcast indépendance dans les cycles a été déterminé par Tounani et

Sadok [18].

Théoréme 3.1.2 [18]

Si C,, est un cycle, n > 3, alors

1 sin =38
Bo(Cr) =< 2 st n =4
2(ng ~1) sin>5

3.1.2 Nombre de broadcast indépendance dans les grilles

Définition 3.1.3 Une grille G, ,, est le produit cartésien de deux chaines P, et P,, noté

Gun = PUP, ou 2 <m <n.
Zemir [22], a déterminé la valeur exacte de broadcast pour la grille G,, ..

Théoréme 3.1.4 [22].

Soit une grille G, pour tout nombre entier m et n,

2(n—1) sim =2etn>2

2n sim=8etn>3
Bb(Gm,n) ==
2(n+1) sim=4etn>4
mn )
(T—I siH<m<mn, (m>n) 7é (575)7 (576)
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3.1.3 Nombre de broadcast indépendance dans les chenilles

Définition 3.1.5 Une chenille, noté Ch, est un arbre tel que, si on supprime tous ses
sommets pendants, on obtient une chaine P, = {v1,...,v,}. P, est appelée épine dorsale
et ses sommets sont appelés épines. Les épines qui ne sont pas supports sont appelées

troncs.

Le graphe d’une chenille est constitué de sommets supports, de sommets troncs formant
la chaine P,, ainsi que, les sommets pendants, appelés aussi feuilles.
Si S est I'ensemble des sommets supports, pour v € S, on note par :
e [, : 'ensemble des sommets pendants adjacents au sommet support v de Ch.
e St ={vesS|l,| =1} : L’ensemble des supports faibles de Ch.
e 57, ={v € S |l,] =2} : L’ensemble des supports forts ayant exactement deux
sommets pendants de C'h.
e 53 ={veS || >3}:Lensemble des supports forts ayant au moins trois sommets
pendants de Ch.

e S, = S7,U 5%, : L’ensemble des supports forts de Ch.

Le code d’une chenille Ch est C[Ch] = [ky, ks, ..., k,] o k; est le nombre de sommets

pendants adjacents au sommet support v;, ky # 0 et k,, # 0.

Example 3.1.6 Les graphes illustrés dans la figure FIG 3.1 et leurs codages respectifs,

le premier a trois sommets troncs et le second a deux sommets troncs .
I/\."/I\ II.I.I

(@)C[Ch] = [1,2,0,0,0,3] (b)C[Ch] = [1,1,0,1,0, 1]

F1GURE 3.1 — Codage de deux chenilles.
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Les chenilles pleines :
Définition 3.1.7 Une chenille ChP de code C[ChP] = [ky, ks, ..., k], est dite pleine si
E>1Vil<i<n.

Théoréme 3.1.8 [22]

Soit ChP une chenille pleine avec n > 2, alors :

Bo(ChP) = 2|Sta| + Lyes;,

Lo,

Les chenilles alternées :

Définition 3.1.9 Une chenille de code C|ChA] = [ki, ks, ..., k], est dite chenille al-

ternée si et seulement si k; = 0 pour i = 1[2].

Définition 3.1.10 Une fonction broadcast f est antipodale dans une chenille C'h, si
Vi =2 et f(ur) = f(un) =n ot uy est un sommet pendant adjacent d vy et u, est un

sommet pendant adjacent a vy.

Théoréme 3.1.11 [18]
Si f est un fonction broadcast indépendante maximum non antipodale, d’une chenille

alternée, alors : Vv € V(ChA), f(v) < 3.

e Soit la fonction broadcast indépendante maximum f* définit par :

0 pour tout sommet u support ou tronc d'une C.C' faible

1 pour tout sommet u feuille de supports de S?, ou de S]%O d'une C.C'
. forte ou tronc d'une C.C' forte

fr(u) =
3 pour tout sommet u feuille de supports de Sy, ou une feuille

exacetement de support S?O d’une C.C faible

0 pour tout sommet feuille restante de support de SJ%O d’une C.C faible

Théoréme 3.1.12 [18]
Soit ChA une chenille alternée, si la fonction broadcast indépendante maximum est

différente d’une fonction broadcast antipodale, alors :
By(ChA) = o(f*)
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3.2 Calcul de 5, pour la classe P, X P, avec m <n

Pour tout graphe G = (V, E), la chaine d’inéqualités i,(G) < rad(G) < diam(G) <
Bp(G) est vérifiée [9]. De Théoreme 2.5.2, cette ordre peut étre étendu en ajoutant une

relation entre v,(G) et i,(G), a savoir v,(G) < 4,(G).

Nous rappelons deux résultats énoncés au Chapitre 2.
Théoréme 2.5.2[11]

Soit f un broadcast indépendant sur un graphe G. Si V* = {v} alors f est maximal si
et seulement si f(v) = e(v). Par ailleurs, si |[V| > 2, alors f est maximal si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) f est un broadcast dominant et ;

(i7) pour tout v € V*, f(v) = min{d(v,u) : u € V* —{v}} — 1.

Soit M un sous-ensemble de sommets de G tel que pour toute paire de sommets u et
v de M, d(u,v) = diam(G), et soit u(G) la cardinalité maximum d’un tel sous-ensemble

de G.

Proposition 2.5.1[9]

Pour tout graphe G,
Bo(G) > pu(G)(diam(G) — 1) > 2(diam(G) — 1)

et cette borne est atteinte .

Lemme 3.2.1 soit f un broadcast indépendant sur G, si diam(G) = 2 et |V*t| < 2, alors

fV(G)) < 2(diam(G) — 1)
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Preuve :

soit f un broadcast indépendant sur G. Si |[V*t| = 1, ¢’est a dire V' contient un unique
sommet broadcast z, alors f(V(G)) = f(x1) < e(x1) < diam(G) < 2(diam(G) — 1),
Maintenant si |[VF| =2 et V't = {z1, x5}, alors f(xq)et f(z2) < d(x1,22)—1, et f(V(G)) =
flz1) + f(zo) < 2(d(x1,29) — 1) < 2(diam(G) — 1).

Soit le graphe du produit fort de deux chaines P,, et P,, avec 2 < m < n, dont
I’ensemble des sommets est noté par V,, ,.
On note par R(z)(resp.C(z) la ligne(resp. la colonne ) ou le sommet x appartient .
Pour un broadcast indépendant f, soit V* = {xy,..., 2} ot pour chaque i, 1 <i <t—1,

C(x;) < C(wipa).

Soit R = {v € R : f(v) >0}, CL ={v e C: fv) >0}, RM* = RMU...UR?,
1<iy<ig<met CP”? =C2U...UC?, 1<j <j»<n.

Pour la détermination du S,(F,, ® P, ), nous utiliserons souvent la proposition suivante.

Proposition 3.2.2 Soit f un broadcast indépendant sur P, ® P,, n > m + 1. Pour

chaque entier k, m <k <n —1,

By (P B P) + s f(v) si |CPF] > 2

[ Vi) < i "
min{d(zy,u) :u € Cy "} — 1+ ZveCTL" flv) si|CyT=1.

Preuve :

Si |C1F| > 2, alors f/1s est un broadcast indépendant sur H'*. En effet, pour
chaque sommet v € V(H"), f(v) < min{d(v,u) : u € C3" — {v}} — 1 < min{d(v,u) :
ue CYF —{v}} —1 < e(v) dans HY* et si aucun sommet broadcast f-domine tout autre
sommet broadcast dans P,, X P, alors la méme propriété est préservée dans H" .

Puisque H'* est isomorphe & P,, ¥ P,, nous concluons que,

Vi) = flax(VIHY )+ > f(0) <B(PuR P+ > f(v).

k+1,n k+1,n
veCy veCy
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. ~Lk Lk P . .
Si |CL%| =1, alors C" est réduit a un sommet unique z; . D’ou,

fVaa) = fla) + Y f(0) Smin{d(zr,u):ue CE) 14 Y f().

k+1,n k+1,n
v€C+ vGC+

3.2.1 Calcul du 5,(P, X P,) pour m = 2,3,4

Il est facile de voir que le diametre de P, X P, est diam(P,, X P,) = n — 1. La borne
dans la Proposition 2.5.1 n’est pas atteinte que pour les chaines. Nous prouverons que

P, X P, a m lignes ou m < 4 satisfaient aussi cette propriété.

Proposition 3.2.3 Si f est un fy-broadcast de P,, X P, et |V*| > 2, alors C(x1) =1 et
C(zy) = n.

Preuve :

Supposons, le contraire, que C(z1) > 1 ou C(x;) < n. Premierement, si C'(z1) =k > 1
et 1 = v, pour un certain ¢, alors nous pouvons définir un nouvel broadcast indépendant
g sur P, X P, avec g(v;1) = f(x1) +k —1,9(v;;) = 0, et pour tous les autres sommets
v, nous posons g(v) = f(v). Le broadcast g est indépendant sur P, X P, et a un coit
Vi) = [(Vinn) + k=1 > f(Viun) = Bo(Pn ¥ P,), ce qui contredit 'optimalité de f.
Par conséquent z; se trouve dans la premiere colonne et, de la méme fagon, x; se trouve

dans la derniére colonne de P,, X P,.

Remarque 3.2.4 Pour déterminer une borne supérieure de (P, X P,), nous pouvons
dorénavant , grace a la Proposition 3.2.3, supposer dans les preuves que pour chaque broad-
cast indépendant mazimum f avec l'ensemble des sommets broadcasts V' = {x1,... 2},
nous avons 1 = C(xy) < ... < C(x;) = n. Par ailleurs, le Lemme 3.2.1 combiné avec
la. Proposition 2.5.1 nous permet de dire que si |V| =1, alors 5,(G) < diam(G) < 2,
et si |Vt = 2, alors Bp(G) = 2(diam(G) — 1) ot x1 et x5 sont antipodauz. Aussi, nous

supossons |V*| > 3, chaque fois que diam(P,, X P,) > 2.
Théoréme 3.2.5 Pour tout entier n > 3, B,(Pa X P,) = 2(n — 2).
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Preuve :

Il est facile de voir que B(P, X Py) = 1. et (P, X P3) = 2, Nous supossons, alors, que
n > 4. Soit f un broadcast indépendant avec au moins trois sommets broadcasts. Les
sommets x1 et x; de VT, qui se trouvent aux coins de P, X P,, f-dominent 2f(x1) + 2
et 2f(x) + 2 sommets, mais tous autres sommets broadcasts f-dominent 4f(v) + 2. Par
la définition d'une fonction de broadcast indépendant, chaque sommet de P, X P, est
f-dominé au plus deux fois, a 'exception des sommets broadcasts qui sont f-dominés
exactement une fois. Il s’en suit, 2f(z1) + 2 +4(f(Van) — f(x1) — f(x)) + 2f (2) + 2 +
2(t—2) < 2(2n—t)+t < 3(2n—t)+t. D’on, 4f (Vo) < 3(2n—t)+2(f (z1)+ f(xr) —4—2t+4).
Puisque ¢t = |[V*| > 3, la valeur de f(z1) + f(z) ne dépasse pas n — 2. Donc, 4f(Va,,) <
(8n —2), c’est a dire, f(V4,) < 2(n —2). Par la Proposition 2.5.1, 5(P,X P,) > 2(n — 2).
Ainsi nous déduisons qu’un broadcast indépendant sur P, X P,,n > 3, est maximum si

et seulement si |V| = 2 et les sommets d’un [,-broadcast sont antipodaux.

Dans les démonstrations qui suivent, nous utilisons principalement des preuves par
induction. Pour alléger la rédaction, chaque fois nous utilisons une inégalité qui résulte
de I'hypothese d’induction ou de la Proposition 3.2.3, nous ne spécifierons pas les raisons

qui ont mené a cette inégalité.
Théoréme 3.2.6 Pour chaque entier n > 4, 5,(P3s X P,) = 2(n — 2).

Preuve :

De la Proposition 2.5.1, il suffit de prouver I'inégalité 8,(PsX P,) < 2 (diam(G)—1) =
2(n — 2) . Nous procédons par induction sur n. Il est facile de voir que pour n = 3 et
n=4que fp(Ps X P;) =4 et B,(Ps X Py) = 4.

Supposons que le résultat est vrai pour toutes S,(P3® Py), 4 < k < n. Soit f un broadcast
indépendant sur P3 X Py, avec |V | > 3 et soit ¢ = f(x,). Puisque |V| > 3, nous avons
nécessairement 0 < ¢ < n — 1. Plus loin, si £ = n — 2, alors les seuls sommets qui ne
peuvent pas entendre x; sont au nombre de deux et ont forcément un poids égal a 1.

Dou, f(Vsn) =2+ f(vs,) =n < 2(n—2).
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Supposons maintenant que ¢ < n — 3. Nous considérons trois cas :

Cas 1. 2y = vz, et 1,1 & C".

Si ¢ =1, alors

f(Van) < Bp(Ps ™ Fyy) + f(e) = 2(n = 3) + 1 = 2n =5,
et sil </ <n-—3, alors

F(Van) < Bo(PsRP, 1)+ f(x) =2n—0—6<2n—T.

Cas 2. 2y = v3,, et 1,1 € C".
Parce que les deux sommets x;_; et x; appartiennent a la méme colonne, nous devons avoir
Ty_1 = Vi, f(24—1) = f(z;) = 1. Pour la Py X Py, c’est simple de voir que f(V54) < 4.

Soit maintenant n > 5.

Si |CL" 7% > 2, alors

f(Van) < B(PsR P, o) + fx) + f(xpo1) =2n— 6 < 2n — 4.
et si |C1"7°| =1, alors

fVan) <n—2+ f(2) + f(2i0) Sn—2+2=n<2n—4.

Cas 3. z; = vg,,.
Si ¢ = n — 3, alors la somme des valeurs des sommets vy 1,12, V2,1, V22, V31, U2 qui ne

peuvent pas entendre le sommet broadcast vy, est au plus 2, donc
f(Van) <240=n-1
Si1l<{<n—4,alors vy, f-domine |C"~4"|. Puisque |C3" '] > 2, nous déduisons,
J(Van) < By(Ps® Py q) + f(wy) =2n— £ —6<2n— 7.

Donc dans tous les cas nous avons prouvé que f(V3,) < 2(n —2). Il suit que

By(Ps® P,) < 2(n — 2).
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Proposition 3.2.7 Les sommets d’un By-broadcast de P3sX P, sont antipodauz.

Preuve :

D’apres la Remarque 3.2.4, le résultat est vrai pour chaque (,-broadcast de P3 X P,
(n > 4) tel que |[VT| = 2, et par le Théoreme 3.2.6, nous savons aussi que le coiit de chaque
broadcast indépendant est au plus 2(n — 2). Donc nous devons seulement vérifier qu’avec
plus de deux sommets broadcast, aucun broadcast indépendant n’a un cotit qui atteint
la borne 2(n — 2). De la preuve du Théoréme 3.2.6, on a trouvé que f(V3,,) < 2(n — 2)
pour tout entier n > 4 . D’ou il n’existe pas de broadcast indépendant avec trois sommets
broadcasts et de cotit égal a 2(n —2). Par conséquent, |V | = 2 et les sommets broadcasts

sont nécessairement antipodaux.
Théoréme 3.2.8 Pour tout entier n > 8, (P, X P,) = 2(n — 2).

Preuve :

De la Proposition 2.5.1 [ 5,(G) > p(G)(diam(G) — 1) > 2(diam(G) — 1)], il suffit
de prouver que §,(P, X P,) < 2(diam(P;® P,) — 1) = 2(n — 2). Nous utilisons encore
induction sur n. Il est facile de vérifier que, G,(P,X P,) = 4[%1 si 4 < n < 8. Supposons
que le résultat est vrai pour toutes les graphes Py X P;,9 < k < n et soit f un broadcast
indépendant sur Py X P, avec |V*1| > 3. Soit £ = f(x;). Il est clair que ¢ < n — 2 puisque

|[V*] > 3. Nous distinguons trois cas.

Cas 1.3</¢<n—2.

Le sommet broadcast z; f-domine C"4" et |C}" '] > 2. donc

FVan) € Zpecrmemr F(0) + f@) < Bo(Pa B Pppr) + f(ar) <2(n =€ =3) + £ <
2n—9<2n—4

Nous observons quelque soit la position z; € C™ le résultat est vérifier.

Cas 2./ =2.

Sans perte de généralité, nous pouvons examiner trois possibilités pour la position de x;
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(1) xp = v, €t (i0) T = vap et Cay_1) <, et (id) 2 = vypet C(zi—1) = n.
(i)z¢ = v3,,. Ce cas implique que le sommet broadcast x; f-domine C"~>" et

|C" % > 2,donc
F(Vin) € Bpeorns F0) + flw) < G(PAR Pys) + ()< 2n—5) + 2= 2m — 8,

(i) ¢ = vy et C(z4—1) < n. Puisque il existe un seul sommet broadcast vy, dans la

colonne C™ et |C1" | > 2, donc

FWVan) < )0 f)+ flay) < Bo(Pa B Pysy) + flay)

1,n—1
UEC+

<2(n—-3)+2=2n-4

(74i) T = V4 et C(24—1) = n. Le fait que C% = {v1, 04} , nOus obtenons

f(vin—1) =0c¢t f(vin) + f(v1-2) < 2. Par conséquent,

f(Van) = Z f) + f(vin) + f(vin—2) + f(van)

1,n—3
veCy

<B(PLRP, 3)+4<2n—5)+4=2n—6

si [CY"7° > 2, et

f(vzl,n) = f(xt) + (f(vl,n) + f(vl,n—Q) + f(v4,n)
<(n—4)+4=n,

sinon.
Cas 3. (=1.
La somme des valeurs des sommets appartenant a C" varie entre 1 et 3. Commengons

avec le cas ou la somme est au plus égale a 2. Nous avons
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FVan) < X2 f0)+ > f(v) < Bu(Pa R Pyg) +2

UECi’n_Q UECQ

<2n—-4)+2=2n—-6<2n—4

si \C_lg”*2 > 2, et

FVin) < f)+ Y f) < (n—2)+2=n<2n—4,

veln
sinon.
Maintenant Zvecz f(v) > 3, alors f(vi,) = 2, et nous revenons au cas 2(iii), pour
conclure. D’ou, dans les deux cas, nous avons prouvé que f(Vy,) < 2(n —2).

Par conséquent, (P, X P,) < 2(n — 2).

Proposition 3.2.9 Les sommets broadcasts d’un fy-broadcast de fp(Py® P,), n > 9 sont

antipodau.

Preuve :

D’apres la Remarque 3.2.5 le résultat est vrai pour chaque ,-broadcast P4X P,,, n > 9 tel
que |V*t| = 2, et par le théoreme précédent nous savons que le coiit de chaque broadcast
indépendant est au plus 2(n — 2). Donc, nous devons seulement vérifie qu’avec plus de
deux sommets broadcasts, aucun broadcast indépendant n’a un cotit qui atteint la borne
2(n — 2). Soit f un broadcast indépendant sur Py X P, , n > 9 tel que |[V*| > 3. De
la preuve de théoreme précédent il suffit de voir que f(vs4,) = 2 et C(x4—1) < n, on a
f(Van) < 2(n — 2) prise.

Si f(vin-1) =0, alors

F(Vin) < Bo(PyRPy_5) +2=2(n—4)+2=2n—6
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.Si1 < fug 1) <2, alors

f(Vin) < By(Py® P, 3) +2=2(n—5)+2+2=2n—6,

si [CY"7°) > 2, et

fVi)<(n—=3)+2=n—-1

, sinon.
Ainsi, f(Vi,) < 2(n —2) pour tout entier n > 9.
Comme G,(P,XP,) = 2(n—2), (n > 9), nous pouvons dire que F-broadcast a exactement

deux sommets broadcasts qui sont nécessairement antipodaux.
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Conclusion

Ce travail, dédie au probleme de la recherche de la valeur exacte du nombre broadcast
indépendance [, dans les graphes, nous a permis de prendre conscience de la multitude
de difficultés rencontrés dans le domaine et nous a permis d’enrichir nos connaissances

dans la théorie des graphes.

Le travail qui a été réalisé dans ce mémoire concerne 1’étude de broadcast indépendance
By du produit fort P, P, de deux chaines. Nous avons montré que f,(P,,XP,) = 2(n—2)

pour m = {2,3,4}.

En conclusion, il serait intéressant de traiter les questions suivantes qui peuvent étre

considérées comme une suite de notre travail :
1. Détermination de 3, pour la classe P,, X P, pour 5 < m < n.

2. Détermination de (3, pour le graphe produit fort de deux cycles, et d’un cycle par

une chaine.
3. Détermination de (3, pour le graphe tensoriel de deux chaines.

4. Détermination de [, pour les trois produits (cartésien, tensoriel et fort) de deux

graphes quelconques, respectivement.

5. Détermination soit des valeurs exactes soit des bornes pour (3, au d’autres classes

de graphes.
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