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  مقدمة عامة. 1
 

 مقدمة عامة:

يستخدم الباحث أو الطالب في دراساتو العديد من الأساليب الرياضية أو التقنيات الكمية التي تساعده      
البيانات و الأدوات و  في معالجة العديد من الدشاكل الاقتصادية، التسويقية، و الادارية، ىذا في ظل، توفر

الطرق الدناسبة، و يهدف من خلال ىذا، الغاد الحل الأمثل، أو فهم سلوك بعض العلاقات التي يتم التعبتَ 
عنها رياضيا. و لعل أىم ىذه التقنيات لصد في مقدمتها بحوث العمليات، القياس الاقتصادي ) النمذجة 

 الاحصائية(، و نظريات ابزاذ القرار...إلخ.

تعتبر بحوث العمليات من أىم الطرق التقنية الدستخدمة في معالجة بعض الدشاكل الدعقدة لإدارة أنظمة       
كبتَة من القوى عاملة و الدعدات، و الدواد الأولية...إلخ، حيث يهدف من خلالذا متخذ القرار البحث على 

كاليف و الحصول على أقل وقت أحسن حل لشكن، ىذا بهدف الحصول على الحل الأمثل من خلال تدنية الت
لشكن لإلصاز الدشاريع، و تعظيم الأرباح، و لا يتحقق ىذا إلا إذا كان متخذ القرار على دراية بالتقنيات 

 الدستخدمة. 

كما يعتبر القياس الاقتصادي من أىم الأساليب التي يلجأ إليها الاقتصاديون لفهم سلوك بعض العلاقات       
تقبلية، ىذا من خلال وضع لظوذج لػاكي سلوك ىذه العلاقات، لكن ىنا لغب على متخذ و التنبؤ بالقيم الدس

القرار أن يكون على دراية بالنظريات الاقتصادية و علم الاحصاء و الرياضيات، لأنو يهدف في ىذه الحالة إلذ 
الدراد دراستها ووضعها  لظذجة العلاقات في معادلات رياضية، و التي تستوجب توفر البيانات الدتعلقة بالظاىرة

 في علاقة رياضية، و من ثم التأكد من صحتها.

على ىذا الأساس، ارتئينا أن نقسم ىذا العمل إلذ بابتُ، حيث نتناول في الباب الأول بحوث العمليات،      
ق في و التي يتم من خلالو معرفة أىم الطرق الدستعملة من طرف الباحثتُ للحصول على الحل الأمثل. و نتطر 

 الباب الثاني إلذ القياس الاقتصادي لدعرفة أىم الطرق لنمذجة الظواىر الاقتصادية و تفستَىا.
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 و صياغتها البرمجة الخطيةأولا: ما هية 
ة التي تعتبر أساس بحوث العمليات في حل بعض ماىية البرلرة الخطيسوف نتناول في ىذا الفصل إلذ     

 الدشاكل، و التي لؽكن أن تصادف متخذ القرار يوميا.
 . تعريف بحوث العمليات:0

توجد عدة تعاريف لبحوث العمليات، و لعل أبرزىا ىي تلك التعاريف التي اعتمدتها بصعية بحوث     
 .العمليات البريطانية و بصعية بحوث العمليات الأمريكية

تعرف بصعية بحوث العمليات البريطانية بحوث العمليات على أنها "استخدام الأساليب العلمية لحل الدعضلات 
الدعقدة في ادارة أنظمة كبتَة من القوى العاملة و الدعدات، و الدواد الأولية، و الأموال في الدصانع، و الدؤسسات 

 .1الحكومية،  و في القوات الدسلحة"
العمليات الأمريكية فقد اعتمدت التعريف التالر: "ترتبط بحوث العمليات بابزاذ القرارات  أما بصعية بحوث

القوى العاملة وفقا لشروط تتطلب بزصيصا في الدوارد  -العلمية حول كيفية تصميم و عمل أنظمة الدعدات
 .2النادرة"

 يبتُ الدخطط الآتي أنواع الأساليب الكمية في بحوث العمليات:
 

 

  

 

 

 

 : البرمجة الخطية تعريف .2

                                                           

، الطبعة الأولذ، عمان: دار البداية و دار الأساليب الكمية في اتخاذ القرارات الادارية: بحوث العمليات(، 2017ال عوض )مراد كم - 1
 .14الدستقبل، ص

 .15-14نفس الدرجع، ص.ص  - 2

 الأساليب الكمية

 البرلرة
 الخطية 

 التحليل 
 الشبكي

 بزطيط
 الدخزون 

 لظاذج
 النقل 

 صفوف
 الانتظار 

 برليل
 نقطة

 سلاسل  لزاكاة
 ماركوف

 أسلوب Simplex البيانية
pert 

 أسلوب
c.p.m 
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البرلرة الخطية ىي عبارة عن أسلوب رياضي يستخدم للمساعدة على التخطيط ، و ابزاذ القرارات الدتعلقة 
 بالتوزيع الأمثل للموارد الدتاحة، و ذلك بهدف زيادة الأرباح ، و بزفيض التكاليف.

 .ادلة رياضيةلظثلو بدع وجود ىدف واضح و لزدد ) التعظيم أو التدنية ( -أ 

 .وجود لزددات أو قيود لا نستطيع بذاوزىا ، مثلا عدد الوحدات الدنتجة تتحدد بساعات العمل الدتاحة -ب

وجود عدد من البدائل ، مثلا الشركة تود أن تنتج ثلاث منتجات لديها الاختيار بتُ انتاج منتج واحد،  -ج
  .لأو مزيج من الدنتجات ، من أجل الوصول الذ الحل الأمث

 التعبتَ عن دالة الذدف و القيود بدعادلة رياضية خطية من الدرجة الأولذ -د

 : Assumption of L.Pافتراضات البرمجة الخطية  .3

 .تعتٍ أن الدعطيات الخاصة بدالة الذدف و القيود مؤكدة و ثابتة، و غتَ قابلة للتغيتَ: Certainty التأكد -أ

عتٍ أن الأنشطة مستقلة عن بعضها البعض، ذلك أن معيار الالصاز ىو ت:  proportionalityالتناسبية  -ب
بصع العوامل الدختلفة ، كذلك الكميات التي يتم استخدامها م الدوارد الدختلفة لغب أن تتناسب مع  حاصل

 .احتياجات العوامل الدختلفة من كل ىذه الدوارد

ردية ، أي لا يوجد يساوي لرموع الأنشطة الف  تعتٍ أن المجموع الكلي للأنشطة :Additivelyالاضافية  -ج
 .تداخل للأنشطة

، و ليس بالضرورة أن عتٍ قبول كسور قيم لعوامل القرار: تFractionally القابلية للقسمة أو الكسرية -د 
 .تكون صحيحة

 باعتبار أن كمية الانتاج لغب أن تكون حقيقية و ليست خيالية، أي :Non-negativityاللاسلبية  -ه
لغب أن تكون موجبة في حالة انتاج الدنتج و صفر في حالة عدم انتاج الدنتج، و يكون قيد عدم السلبية على 

 :3النحو التالر

           
    : Formulation of L.P problems صياغة مشكلة البرمجة الخطية .4

                                                           

 .37القاىرة: المجموعة العربية للتدريب و النشر، ص ،بحوث العمليات (،2014أبو القاسم مسعود الشيخ ) - 3
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، و بردث Product Mixedلدزيج الانتاجي ن أحد أىم الاستخدامات الشائعة للبرلرة الخطية ىو برديد اإ
ىذه الحالة عند و جود منتجتُ أو أكثر تنافس على كميات لزدودو من الدوارد ) القوى العاملة، مكائن ، 
مواد أولية   أموال، مساحات...الخ ( فاذا كان الذدف ىو برقيق أعلى ربح لشكن ، فانو لغب أن بردد 

أو ما يسمى بالدزيج الانتاجي ، و من أجل برقيق الذدف الدنشود لابد الكميات التي سينتجها من كل منتج 
 .من توفر كافة الدنتجات اللازمة لدسائل البرلرة الخطية ، ومن ثم صياغتها بالشكل الرياضي الدناسب

طلب ، و يت   و   شركة متخصصة في انتاج الذواتف الخلوية ، و تنتج نوعتُ من الذواتف لعا مثال شامل: 
ساعة  2الذ    الانتاج الدرور بدحطتي التجميع و الانهاء ، حيث لػتاج انتاج وحدة واحدة من النوع الأول 

ساعات في  5فيحتاج الذ     ساعات في عمليات الانهاء، أما النوع الثاني  3عمل في عملية التجميع و 
ساعة، أما  180الدتوفر لعمليات التجميع  ساعات في الانهاء، مع العلم أن الوقت 3عملية التجميع و 

 100ول ساعة ، كما أن الشركة برقق ربح من الوحدة الواحدة للنوع الأ 135الوقت الدتوفر لعمليات الانهاء 
 .دج 200دج و النوع الثاني 

 ما ىو عدد الوحدات الواجب انتاجها من كل نوع لتحقيق أعلى ربح لشكن المطلوب:
    وحدات الدنتجة من النوع : عدد ال  الحل: 
     عدد الوحدات الدنتجة من النوع           

Zالربح الابصالر الدتوقع : 
 الساعات الدتوفرة نوع المنتج الشعبة

         ) الدتاحات(

 081 سا 5 سا 2 التجميع

 035 سا 3 سا 3 الانهاء

  211 011 ربح الوحدة الواحدة

 

                                              الذدف دالة

                                                    

                Constrains  القيود                                                    

 عدم السلبية                                                                                                   
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 : Standard Form of L.P الشكل العام لنموذج البرمجة الخطية .5

 أ( حالة التعظيم: 
                                               

                                                        

                                                        

 

                                                        

                                    

 

 ب( حالة التدنية: 
                             

                                                   

                                                        

 

                                                        

                                

 Solution of L.P ثانيا: طرق حل مشاكل البرمجة الخطية

مشاكل البرلرة الخطية، و يعتمد استخدام ىذه الطرق على طبيعة و  توجد عدة طرق يتم بواسطتها حل     
 طريقة الرسم، و الطريقة الجبرية.ضوع البحث، و من أىم ىذه الطرق: حجم الدشكلة مو 

 :The Graphical Methodطريقة الرسم  .0

في ىذه الطريقة لابد  ، والتي لا تزيد متغتَاتها عن اثنتُسهلة لحل مشاكل البرلرة الخطية و  ىي طريقة      
 من مراعاة الخطوات الآتية:

 .        رسم المحاور الدمثلة لدتغتَات الدشكلة و تسميتهاأ. 
 .رسم الخطوط الدمثلة للقيودب. 
 رسم عدد من الخطوط الدمثلة لزوايا الحل الدمكنج. 
        الغاد القيم الدصاحبة لزوايا الحل الدمكند. 
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نامج الخطي الآتي ) الدثال السابق (ليكن البر  مثال:  

                                                                              

                                                  

                                              

                                             

                                                   

 أولا لغب أن لظثل كل القيود في علاقات خطية في الدعلم، و لتمثيل القيد الأول نضع:
          
          

 لضصل:        لرسم علاقة خطية لضتاج لنقطتتُ فقط، حيث نفتًض
           

            لضصل       ثم نفتًض أن 

 .           ىنا نستطيع بسثيل القيد الأول بالنقطتتُ 

         و يتضمن القيد الثاني متغتَة واحدة فقط إذن: 
 

 
 

 .            الثالث، حيث يكون لدينا:  نتبع نفس الخطوات الدتبعة في القيد الأول لتمثيل القيد

و عند بسثيل ىذه القيود كما ىو مبتُ أسفلو نقوم بشطب الدنطقة التي لا لضتاجها في كل قيد، ففي القيد الأول 
 ، لكن أقل أو تساوي ىي التي تهمنا.6لا لضتاج للقيم أكبر أو تساوي 

 

 

 

 

 

 

 
𝐴 𝑋  

𝑋  
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 /  𝟐 

𝟑 
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C 

D 
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 . تحديد منطقة الحل الأمثل:0.0

 طريقتتُ لتحديد الحل الأمثل:توجد 

 طريقة التعويض في دالة الهدف: .0.0.0
حسب الدثال السابق الدمثل في           يتم ىنا برديد منطقة الحلول الدشتًكة و ىي النقاط     

ما الشكل السابق، و نعوض ىذه القيم في دالة الذدف و لطتار القيمة التي برقق أقصى قيمة في دالة التعظيم، أ
 قل قيمة:أفي التدنية فنختار 

              :    النقطة 
              :    النقطة 
              :    النقطة 

 فهي عبارة عن تقاطع القيدين الأول و الثالث  أما النقطة 
          

         

 (، حيث لدينا من القيد الأول:  ( و )  و بحل ىاتتُ الدعادلتتُ نستطيع الغاد )

               
 

 
   

 نعوض ىذه الأختَة في القيد الثالث لضصل:

 (  
 

 
  *           

 و منو:

     
 

 
    

 

 
 

 نعوض ىاتتُ القيمتتُ في دالة الذدف، يكون لدينا:

   (
 

 
*         

     ، حيث  لذي لػقق لنا أعلى قيمة ىي النقطة مثل االحل الأ
 

 
      . 
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 طريقة خطوط الربح المكافئة: .2.0.0

 التي تكتب بالشكل:      لدينا من دالة الذدف عند الدبدأ 

                   
 

 
   

(، و بالتالر لؽكن رسم ىذه الدالة بالاعتماد   )( لنحصل على   نعطي قيمة للمتغتَ )سم دالة الذدف ر و ل
(. و لظثل دالة الذدف      فإن ) 3( القيمة   على نقطتتُ فقط، حيث مثلا إذا أعطينا للمتغتَ )

 بخط متقطع كما ىو مبتُ لاحقا.

ل إلذ النقطة الأختَة و للوصول إلذ الحل الأمثل نقوم برسم خطوط موازية لخط دالة الذدف عند الدبدأ حتى نص
التي بسثل الحل الأمثل لأننا في حالة التعظيم، و نشتَ إلذ أن الخطوط الدوازية لخط الدبدأ ترسم عند نقاط الحل 

 .         الدشتًكة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( و ىي بسثل الحل الامثل. النقطة الأختَة ىي النقطة )

𝐴 
𝑋  

𝑋  
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 لد توجد نقاط أو منطقة مشتًكة.لؽكن أن لا يكون ىناك أي حل إذا  ملاحظة:

 Simplex Method السمبلكس طريقة .2
،  لخطية، في حالة وجود متغتَين فقطبينا سابقا سهولة استخدام الطريقة البيانية في حل مسائل البرلرة ا    

 ة.ذا كان عدد الدتغتَات يفوق اثنتُ فانو يستحيل استخدام ىذه الطريقإلكن 
ة السمبلكس يتم من خلال برويل النموذج الدعد للمشكلة من متباينات إلذ معادلات الدفهوم الجبري لطريق  

ىذا في حالة إذا كانت الدشكلة تهدف إلذ  (Srplus variable)و ذلك يتم باضافة متغتَ مكمل ) فائض( 
ناتها برتوي الغاد أقصى عائد لشكن، أما في حالة الدشاكل التي تهدف إلذ برقيق أقل كلفة لشكنة حيث أن متباي

ففي ىذه الحالة يتم أولا طرح متغتَ مكمل )فائض( و بعدىا إضافة متغتَ اصطناعي     على العلامة 
(Artificial Variable) 4إلذ النموذج. 

، حيث أن ربح كل وحدة لزدد في دالة الذدف، و أن الدتاحات الدبينة في الآتيليكن البرنامج الخطي مثال: 
 ة بساعات العمل:لؽتُ القيود تكون لشثل

                                                                                                       

     صنيعالتً                                                        

                           بالتًكي                                                  

                          التغليف                                                 

                                                           

ائع الذي لػقق أعلى ربحالدطلوب: أوجد العدد الأمثل من البض  

 خطوات الحل بطريقة السمبلكس : 

 الخطي بشكلو القياسي ، أي برويل كل القيود الذ معادلات البرنامجكتابة  -0
                                                                                                                         

                                                        

                                                      

                                               

                                                         

                                                      

                                                           

 .103، الطبعة الأولذ، عمان: دار وائل للنشر، صبحوث العمليات(، 2009منعم زمزير الدوسوي ) - 4
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أو متغتَات الفرق ، وىي بسثل مقدار الطاقة Surplus Variable تسمى بالدتغتَات الفائضة                
 .غتَ الدستغلة 

عدد الساعات    ، عدد الساعات غتَ الدستغلة في التًكيب    ،ععدد الساعات غتَ الدستغلة في التصني    
 .غتَ الدستغلة في التغليف

                                                                                                   ملاحظات: 
        تَات القاعدة (                           عدد القيود = عدد الدتغتَات الفائضة ) متغ -               

الدتغتَات الفائضة تشكل فيما بينها مصفوفة حيادية   -                    
              في حالة أكبر أو تساوي نضع 

                     تتمثل في انشاء جدول السمبلكس،  حيث نضع   الخطوة الثانية -2

نلاحظ من جدول السمبلكس أن الجانب الألؽن لؽثل الدوارد أو الدتاحات، و أن الجانب الأيسر لؽثل معاملات 
 متغتَات القيود، أما الجانب الأوسط الذي ىو عبارة عن مصفوفة الوحدة للمتغتَات الفائضة.

 

 ق                                                                                  الحل

0       0                 0            0               -20          -40               -30 Z 
  

 
    

  

 
    

  

 
    

90 

 

40 
 

60 

       1                0            0 
 

       0                1            0 

 

       0                0            1 

10          5          2 
 

   2                   5                  3 

 

 4                    2                  2 

   
 
   
 
 
   

 

حيث لطتار الدتغتَ الذي لو  ذا كان الحل غتَ أمثل،إلذ القاعدة إاختيار الدتغتَ الداخل الخطوة الثالثة :  -3
، و عندما لا يكون ىناك معامل )أكبر ربح( بشرط أن يكون الدعامل سالبا ،بأقل قيمة جبرية  معامل في 

كما ىو مبتُ         . و في مثالنا ىذا فإن الدتغتَ الداخل ىو لذ الحل الأمثلإب نكون قد وصلنا سال
 في الجدول السابق
بدعتٌ ،  criter d’optimalité فيتم بتطبيق معيار الامكانية               ات الدوجودةأما خروج أحد الدتغتَ 

، لكن 1800فإن الحل الأمثل يكون        مكان        ، حيث مثلا إذا تم ادخال بقاء الحل لشكنا
تكون ساعات العمل أو و ىذا غتَ منطقي، فمن غتَ الدعقول أن          و          
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على القيم  ) الدتاحات( و لدعرفة الدتغتَ الذي يغادر  نقسم قيم عمود الكميات .الكمية الفائضة بالسالب
أو عمود الارتكاز  و لطتار الاقل قيمة، كما ىو مبتُ في الجدول السابق في  المحوريالدقابلة لذا في العمود 

 .الجانب الألؽن

  ون 40ترفع الربح ب     وحدة واحدة من   بدعتٌ أن     * دخول

و القيمة التي بزرج من القاعدة ىي      وحدات من 4يستدعي خروج       * دخول وحدة واحدة من
، حيث نقسم العمود الأختَ على قيم الدتغتَ متغتَ الدعتٍ التي لؽكنها الدخولالعدد الأقصى من الوحدات لل

 ز(، و لطتار الأقل قيمة لإبقاء الحل لشكنا و مقبولا، كما ىو مبتُ في الجدول السابق.الداخل )عمود الارتكا

( و التي تعتٍ أنو إذا تم استغلال كل الدتاحات 4للحصول على الجدول الآتي نقسم كل السطر الأختَ على )
من الدتاحات للقيد  ، و لدعرفة عدد الوحدات الدستعملة    وحدة من  15للقيد الثالث فإنو يتم انتاج 

( و نضيفها للقيمة الدقابلة لذا في -2فإننا نقوم بضرب كل قيم السطر الثالث في )     الثاني مثلا لإنتاج 
ساعة عمل من الدورد الثاني لإنتاج الدنتوج الأول، و نقوم بنفس  30السطر الثاني، و ىذا ما يعتٍ أننا نستخدم 

أما فيما يتعلق بدالة الذدف نقوم كذلك بضرب كل قيم السطر الثالث في العملية فيما لؼص السطر الأول. 
نتيجة انتاج  600( و لصمعها مع نفس القيمة الدقابلة لذا في دالة الذدف، حيث ينتج لدينا ربح قدره 40)

 فقط.     

 القاعدة                                                                                   الحل

600 -10      0        0               0           0                  -10 Z 

60 
 

10 

 

15 

  1                0                 -1 
 

  0                1               -1/2 

 

  0                0                1/4 

9         4         0 
 

    0                   4                    1   
 
    1                   1/2              1/2 

   
 
   

 
    

 

 ، لذا نواصل حيث لضصل بنفس الدنطق و الخطوات:سالبة       الحل غتَ أمثل لأن قيمة
 القاعدة                                                                                   الحل

625     0             5/2          35/4      0                     0                 5       Z 

50 

5/2 

55/4 

    1               -1                0 

    0              1/4          -1/8 

    0              -1/8        5/16 

     0                  0                    7 

     0                   1                 1 

     1                   0                 0/4 
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   و:ثل ى، فالحل أمةذن لا توجد معاملات سالبإ

   
  

 
     

 

 
        

 و بتعويض ىذه القيم في دالة الذدف لضصل:

    (
  

 
*    (

 

 
 *            

 .ساعة لد تستغل أو لد تستعمل 50أي أن الدورد الأول بقي منو        

  دالة الذدف للجدول الأختَ السابق:و لؽكن الغاد الحل الأمثل بالاعتماد على الدتاحات، حيث لدينا في

      
 

 
     

  

 
         

 Artificial Variables المتغيرات الاصطناعية ) الوهمية ( .3

لاحظنا سابقا أنو لؽكننا حل البرنامج الخطي بطريقة السمبلكس بالدتغتَات الفائضة  عندما تكون دالة الذدف 
و القيود من الشكل أكبر  MIN Z، لكن في حالة  ≤لنوع أقل أو تساوي و القيود من ا  MAX Z من النوع 

فان الدتغتَات الفائضة لا تصلح لبداية الحل ، و بالتالر لضتاج الذ ما يسمى بالدتغتَات   ≥أو تساوي 
 .الاصطناعية

 مثال:
                                                                                                      

                                                 

                                                                             

                                              

                           

 الشكل القياسي ىو كما يلي:

                                                                                             

                                                 

                                              =6 
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نلاحظ أن الشكل القياسي لا يعطينا الدصفوفة الحيادية الضرورية لبداية الحل ، لذا لغب اضافة الدغتَات 
لحل الدثل، و اذا بقيت في القاعدة فهذا يدل على الاصطناعية و التي لابد أن بزرج من الحل ) القاعدة ( عند ا

 ان البرنامج الخطي ليس لو حل لشكن.

 BIG M طريقةبالحل . 0.3

                                                                                                                    

                                                    

                                                 =6 

                                                   

 M  عدد كبتَ جدا             0≤                                                           

 القاعدة                                                                                   الحل

0    -M              -M               0           0           -2                  -1 Z 

3 

6 

3 

       1                0               0 

       0                1               0 

       0                0               1 

     3                   1                   0 

     4                   3                  -1 

     1                   2                    0 

   

   

   

، كما نشتَ إلذ أن الدتغتَات الاصطناعية تطرح من دالة الذدف        ن إف MAXفي حالة  ملاحظة:
 تضاف فقط لدساعدتنا على الحل، و من أجل الحصول على مصفوفة الوحدة.

بضرب كل قيم السطرين  و من أجل أن تصبح معاملات الدتغتَات الاصطناعية معدومة في دالة الذدف، نقوم
 و لصمعهما مع القيم الدقابلة لذا في دالة الذدف، حيث ينتج لدينا:    الأول و الثاني في ىذه الحالة في 

 القاعدة                                                                                   الحل

9M     0                 0                0              -M          -2+7M          -1+4M Z 

3 

6 

3 

    1                 0                0 

    0                 1                0 

    0                 0                1 

   3                   1                     0 

   4                   3                    -1 

   1                   2                     0 

   

   

   

خارج أساس الحل، و من جهة           عاملات  الد من جهة أن تكون لذ الحل الأمثل فلابدإو للوصول 
أخرى لغب أن تكون كل معاملات دالة الذدف سالبة لأننا في حالة التدنية. و الدتغتَ الذي يدخل ىو الدتغتَ 

كبتَ جدا،      مع العلم أن      الحالة فإن الدتغتَ الداخل يكون  الذي لديو أكبر قيمة موجبة، و في ىذه
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عمود الارتكاز  و لطتار الأقل قيمة كما  قيمعلى  الدتاحاتنقسم قيم عمود      أما الدتغتَ الخارج يكون 
التكلفة  على أن استخدام وحدة واحدة من ىذا الدنتوج، يسمح بتخفيض     فعلنا سابقا. و يدل دخول 

 ، و تكون النتيجة كما يلي:       بدقدار 

 القاعدة                                                                               الحل

2+2M  

 
              0               0   0             

 

 
 

 

 
            -M        Z 

1 

2 

2 

       1/3            0               0 

       -4/3           1               0 

       -1/3           0               1 

1                     1/3                   0 

 0                     5/3                -1 

 0                   5/3                    0 

   

   

   

 

     لأن قيم دالة الذدف موجبة بدا اننا في حالة التدنية، و الدتغتَ الداخل في ىذه الحالة ىو الحل غتَ أمثل 

 .    مكان 

 القاعدة                                                                                   الحل

12/5   2/5            1/5                0              -1/5             0                   0 Z 

3/5 

6/5 

0 

  3/5            -1/5               0 

  -4/5           3/5                0 

   1                 -1                 1 

1/5                0                    1 

       0                   1            -3/5  

      0                    0               1 

   

   

   

 

   :الحل الأمثل ىو

   
 

 
     

 

 
 

 و بتعويض في دالة الذدف لضصل:

   (
 

 
*  

 

 
 

  

 
 

 :Méthode des deux phases تينطريقة المرحل. 2.3

، و للوصول الذ الحل لابد من الدرور بدرحلتتُ ،  BIG Mىذه الطريقة ىي نفس طريقة الدتغتَات الاصطناعية 
، لقاعدة عند نهاية الدرحلة الأولذفي الدرحلة الأولذ نستعمل الدتغتَات الاصطناعية ، لكن لابد من خروجها من ا

 .قيمتها معدومةالذدف لغب أن تكون و دالة 
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 نفس الدثال السابق مثال:
                                                                                                                                           
                                                 
                                                                             
                                              
                                                          

 الشكل القياسي ىو كما يلي: 
                                                                                                                                             
                                                 
                                              =6 
                                                   
                            

          لتكن الدتغتَات الاصطناعية

                                                                                  
                                                                           
                                                                                   

                                              ≥0                                                   ≥0       

 دالة الذدف في الدرحلة الأولذ ىي دالة بدلالة الدتغتَات الاصطناعية فقط و ىي دالة انتقالية
                    
                                    
                          
                 
           

 القاعدة                                                                                   الحل

9     0                0                 0           -1            7                    4 Z 

3 

6 

3 

    1                0                 0 

    0                1                 0 

    0                0                 1 

     3                   1                  0 

     4                    3                 -1 

     1                    2                   0 

   

   

   

  MIN مثل ، و العكس صحيح لأننا في حالةأن الحل غتَ إكتنت معاملات دالة الذدف موجبة فذا  إ

 القاعدة                                                                                    الحل

2   -7/3              0                0          -1            0                 5/3 Z 

0 

2 

2 

     1/3            0                0 

     -4/3           1               0 

     -1/3           0               1 

     0                 1/3                  1 

      0                5/3                 -1 

      1                 5/3                  0 

   

   

   

 الحل غتَ أمثل
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 القاعدة                                                                                   الحل

0    -1               -1                 0           0            0                    0 Z 

3/5 

6/5 

0 

   3/5          -1/5                0 

   -4/5           3/5               0 

     1                -1                1 

     1             0                 1/5 

     1                   1               -3/5 

     1                   0                   1 

   

   

   

 

 الشروط لزققة للانتقال الذ الدرحلة الثانية لأنو لا توجد الدتغتَات الاصطناعية في القاعدة المرحلة الثانية:

 من الجدول لدينا:

        
 

 
   

 

 
                                                           

 

 
  /     

         
 

 
   

 

 
                                                           

 

 
 

 

 
                                             

                    

 :نعوض في دالة الذدف الأصلية لصد

              

   (
 

 
 

 

 
  *  (

 

 
 

 

 
  *  

  

 
 

 

 
   

  
 

 
     /  

 

 

 

 



 
 

 
الفصل الثاني: البرنامج المرافق 

 Duality)الثنائية( 
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لػتوي كل برنامج أصلي )أولر( في البرلرة الخطية على برنامج مقابل و الذي يصطلح على تسميتو     
 لبرنامج الثنائي في النقاط الآتية:بالبرنامج الثنائي، و لؽكن صياغة ا

 .Maxإلذ  Min، و من Minإلذ  Maxبرويل دالة الذدف من  -
 معاملات دالة الذدف تصبح مدخلات أو موارد، و الدوارد تصبح معاملات دالة الذدف. -
 ، و العكس صحيح.   تصبح من نوع     إذا كان القيد أو الدتًاجحة من نوع  -
 .    إلذ      تغيتَ رمز الدتغتَ من  -
أسطر مصفوفة الحل الأمثل للنموذج الأصلي تصبح أعمدة في النموذج الثنائي، و الأعمدة تصبح  -

 أسطر.

 البرنامج المرافق المماثل: أولا:

يتضمن البرنامج الأصلي في ىذه الحالة على متًاجحات بصيغها القانونية، حيث تكون كل الدتًاجحات     
كان البرنامج الخطي في حالة التعظيم، و تكون كل الدتًاجحات من نوع أكبر أو   إذا   أقل أو تساوي 

 في حالة التدنية.    تساوي 

 إذا كان البرنامج الأصلي كما يلي:

                                          
                                                        
                                                        
 
                                                        
                                    

 : ىو عدد القيود في البرنامج الأصلي. 

 إذا كانت متغتَات البرنامج الثنائي ىي:

             
 و لؽكن أن نكتب البرنامج الخطي الأصلي بالشكل:

 : ىي عدد قيود البرنامج الثنائي أو الدرافق. 

 البرنامج الثنائي أو الدرافق ىو:
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نلاحظ أن عدد متغتَات البرنامج الأصلي تساوي عدد قيود البرنامج الدرافق، و أن عدد الدتغتَات في البرنامج 
 الثنائي تساوي عدد القيود في البرنامج الأصلي.

 5اك لرموعة من العلاقات التي تربط بتُ الأصلية و الثنائية تتمثل في:ىن
 أ. إذا كان يوجد حل أمثل للأصلية فإنو بالضرورة يوجد حل أمثل للثنائية.

 ب. من خلال حل ) الأصلية، الثنائية( فإن ىدف الأصلية يساوي ىدف الثنائية.
يد من جدول إلذ آخر وصولا إلذ الحل الأمثل، بينما للأصلية تبدأ قيمة الذدف لذا في تزا    ج. مسائل 

الثنائية لذا قيمة الذدف تبدأ في تناقص من جدول لآخر وصولا إلذ الحل الأمثل، و العكس صحيح في حالة 
     . 

 أكتب البرنامج الثنائي للبرنامج الأصلي الآتي: :10مثال 
                                                                                                        

 التصنيع                                                       

                                التًكيب                                                  

                                التغليف                    

                               

 البرنامج الثنائي أو الدرافق ىو:
                                                                                                       

                                                       

                                                         

                   

                               

                                                           

 .103-102: مؤسسة شباب الجامعة، ص.ص  ، الاسكندريةبحوث العمليات(، 2008بوقرة رابح ) - 5
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 للبرنامج الأصلي الآتي: أكتب البرنامج الثنائي أو الدرافق :12مثال 
                                                                                                                                     
                                                                 
                                                             
                            
                                                       

 البرنامج الدرافق ىو:
                                                 
                                                    
                                                        
                                        

 البرنامج الثنائي غير المماثل: ثانيا:

ة في شكل معادلات فإنو لغب أن لضول ىذا الشكل الابتدائي للنموذج في حالة إذا كانت كل القيود الفني    
إذا كان مقياس الأمثلة لدالة الذدف     الخطي إلذ الشكل الذي تكون قيوده من الشكل أقل أو تساوي 

. (min)في حالة ما إذا كانت دالة الذدف في شكل     أو برويلها إلذ شكل أكبر أو يساوي  (max)ىو 
، فيلزم أن لضولو إلذ شكل متًجحة، مع           ينا قيد فتٍ ما على شكل معادلة، أي: فإذا كان لد

 .6العلم أن أي معادلة تعادل متباينتتُ ذات ابذاىتُ متعاكستُ

إذا كانت قيود البرنامج الأصلي لا تأخذ كلها الصيغة القانونية، فإن البرنامج الدرافق يأخذ شكل لستلف عن 
 لأشكال السابقة، و ىنا لظيز بتُ حالتتُ.ا

 الحالة الأولى:.0
 إذا كان البرنامج الأصلي من الشكل:

                            ∑   
 
                                                                                                      

                                             

                       

 يكون البرنامج الدرافق من الشكل:

 

                                                           

 .118الدطبوعات الجامعية، ص ، الجزء الأول، الجزائر: ديوانبحوث العمليات و تطبيقاتها الاقتصادية(، 2015مكيد علي ) - 6
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                 غتَ مقيدة الاشارة       

يقصد بالدتغتَات غتَ مقيدة الاشارة بالدتغتَات التي تأخذ قيم موجبة و سالبة ) غتَ لزددة(. و نشتَ إلذ أن 
 ذلك ينطبق إذا كان البرنامج الأصلي في حالة التعظيم.

 أكتب البرنامج الدرافق للبرنامج الأصلي الآتي :13مثال 

                                                                     

                                                                      

                                                                        

                                  

                          

 البرنامج الدرافق ىو:
                                                                  

                                                        

                                                         

                  

                غتَ مقيدة الاشارة                   

 الحالة الثانية:. 2

يكون البرنامج الأصلي في ىذه الحالة لستلط، حيث لػتوي على متًاجحات من الشكل أكبر أو تساوي، و 
 إذا كان البرنامج الأصلي من الشكل:فتساوي، و تساوي. أقل أو 

      ∑  

 

 

   

∑    
 
         

∑   

 

 

        

∑   
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 البرنامج الدرافق ىو:

      ∑  

 

 

   

∑    
 
         

∑   

 

 

        

∑   

 

 

        

  غير مقيد الاشارة                                  

 إذا كان البرنامج الأصلي الخطي الآتي:: 14مثال 
                                                                           

                                                                                          

                                                                                           
   

                                                                                             
  

 إذن البرنامج الثنائي في ىذه الحالة ىو:
                                         

      
                                                                                                  

                                               
       

          

                                               
       

      

      نفتًض أن: 
    

 ، حيث يصبح البرنامج الثنائي:  
                                                   

                                                        

                                                    

 غتَ مقيدة الاشارة                                     

 أكتب البرنامج الدرافق للبرنامج الأصلي الآتي: :15 مثال
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 البرنامج الدرافق ىو من الشكل:
                                                      

                                                     

                                                        

 غتَ مقيدة الاشارة                                                  
فإنو لؽكن   ،   و     نشتَ إلذ أنو إذا كان لدينا برنامج خطي لستلط يتضمن متًاجحات  ملاحظة:

 و.البرنامج الأصلي لصيغتو القانونية، و من ثم كتابة البرنامج الدرافق لبرويل 

 أكتب البرنامج الدرافق للبرنامج الأصلي الآتي: :16مثال 

                                              

                                                    

                                                           

                  

                            

 لأننا في حالة التعظيم، و ينتج لدينا:    ىنا لؽكن أن لضول القيد الثاني لصيغتو القانونية 
                                                             

                                                    

                                                             

                  

                            

 البرنامج الدرافق ىو من الشكل:
                                                                                     

                                                     

                                                        

                                               
 برنامج الأصلي:المن  مرافقالاستنتاج الحل الأمثل للبرنامج  ثالثا:

 . البرنامج المرافق المماثل:0

لؽكن استنتاج الحل الأمثل للبرنامج الدرافق من خلال الحل الأمثل للبرنامج الأصلي، ذلك باتباع الخطوات 
 الآتية:
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 ( للحل الأمثل في البرنامج الأصلي ىي نفسها في البرنامج الدرافق. قيم ) -
جدول السمبلكس للبرنامج الأصلي تصبح قيم الاستخدامات في جدول  قيم متغتَات دالة الذدف في -

 السمبلكس للبرنامج الدرافق.
 قيم متغتَات الاستخدامات في البرنامج الأصلي تصبح متغتَات دالة الذدف في البرنامج الدرافق. -
 أسطر الدصفوفة في الجدول تصبح أعمدة، و الأعمدة تصبح أسطر مع عكس الاشارة. -

على            حيث عائد الوحدة في السوق            تنتج الدؤسسة ثلاث منتجات  :17مثال 
التوالر، و بسر ىذه الدنتجات على ثلاث مراحل و ىي التصنيع و التًكيب و التغليف التي تكون لدى الدؤسسة على الأكثر 

 نتوج لػتاج من ىذه الدوارد كما ىو مبتُ في القيود:ساعة من العمل )موارد( على التوالر، كما أن كل م 60، و 40، 90

                                                        

      التصنيع                                                                                          

                                التًكيب                                                  

                                التغليف                    

                               

 حيث الحل الأمثل الأولر:
                                                                                                           

 استنتج الحل الأمثل للبرنامج الدرافق لذذا البرنامج ثم فسر ذلك اقتصاديا.. 1
 الحل:

 نكتب الآن البرنامج الدرافق مع متغتَات الفرق و الدتغتَات الاصطناعية كما يلي:
                                                                                       

                                                             

                                                               

                         

                               

 ق                                                                                   الحل

625 35/4  5/2        0      0                    0                  5 Z 

50 

5/2 

55/4 

     1               -1                   0 

     0              1/4             -1/8 

     0              -1/8           5/16 

     0                   0                  7 

     0                    1                  1 

     1                    0               0/4 
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يظهر من جدول السمبلكس السابق للحل الأمثل للبرنامج الأصلي أن متغتَات دالة الذدف تصبح 
(.   ( تأخذ قيمة )  ( على التوالر، بينما )  ( و )  ( تأخذ قيم )  ( و )  استخدامات، حيث أن )

أما الاستخدامات في البرنامج الأصلي تصبح في دالة الذدف للبرنامج الدرافق مع عكس الاشارة لأن النموذج 
 ( على التوالر.  ( و )  ( تأخذ قيم )  ( و )  الدرافق ىو في حالة التدنية، بذلك فإن )

ن لا بزتلط لغب أولا أن نكتب الدتغتَات أما مصفوفة جدول السمبلكس للبرنامج الأصلي و من أجل أ
، حيث   ) أنظر الجدول السابق(، و كذلك الدتغتَة الفائضة    و    الثنائية الداخلة في الحل الأمثل و ىي 

تكون اعمدة ىذه الدتغتَات كم مبينة في الجدول الآتي ) بخط غليظ(، ثانيا لغب أن نضمن ترتيب القيم، فمثلا 
( سوف يصبح سطرا في البرنامج الدرافق، حيث لغب   ( في الجدول السابق الذي حل لزل )  ود )فإن عم

(، و ىذا   ( التي أخذت قيمة )  ( تقاطع )  ( لأن )8/1أن نكتب في السطر الثاني و العمود الرابع )
 :بعكس الاشارة. و عليو فإن جدول السمبلكس للبرنامج الدرافق ىو

نشتَ إلذ أنو لؽكن كتابة مصفوفة الدتغتَات الاصطناعية و التي ىي نفسها مصفوفة متغتَات الفروق  ملاحظة:
 لكن عكس الاشارة.

 التفسير الاقتصادي:
يبتُ البرنامج الأصلي أن الدؤسسة تهدف إلذ برقيق أكبر ربح لشكن، و تقوم ىنا بالبحث عن عدد الوحدات 

( عندما 625التي برقق لذا ذلك، و عليو، فإن الدؤسسة برقق أكبر ربح الذي يساوي )من الدنتجات الثلاث 
( من الدنتوج الثاني، و تبتُ دالة الذدف ىنا ربح الدنتجات الثلاث، 2/5( من الدنتوج الأول و ))4/55تنتج )

 في حتُ تبتُ القيود الزمن الدتاح لإنتاج كل وحدة من الوحدات الثلاث.
البرنامج الأصلي ىي نفسها في البرنامج الدرافق، لكن التفستَ لؼتلف بساما، حيث إذا قامت  نلاحظ أن أرقام

ىذه الدؤسسة بتأجتَ طاقتها الانتاجية إلذ مؤسسة أخرى، فإن ىذه الأختَة سوف تعمل على بزفيض تكلفة 

 ق                                                                                        الحل

625     -55/4        -5/2                  0    -50                   0                 0 w 

5 

5/2 

35/4 

    -1/4           -1/2                  1 

     1/8            -1/4                 0 

    5/16              1/8               0 

    -7                  0                 0 

     1                     1                 0 

     0                     0                 1 
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ستئجار، بدعتٌ أن الاستئجار، على ىذا الأساس، تتمثل دالة الذدف للمؤسسة الدستأجرة بتخفيض تكلفة الا
 ( بسثل تكلفة الاستئجار، أما القيود فهي توضح قيمة استئجار الورشات الثلاث.  )

 .  البرنامج المرافق غير المماثل:2

 استنتج الحل الأمثل للبرنامج الدرافق إذا كان البرنامج الأصلي و الحل كما يلي:: 18مثال 

                                                                           

                                                                                

                                                                                            

                                                                                        

                                                                                                    

 حيث الحل الأمثل الأولر:
                                                                               

 

 

 

 

 مثل الدرافق في ىذه الحالة ىو:إذن الحل الأ

 

 

 

 

 استنتج الحل الأمثل للبرنامج الدرافق من الحل الأمثل للبرنامج الأصلي الآتي: :19مثال 
                                                                                              

                                                 

                                                                            

                                                

                                                                                                                                                 

 ق                                                                  الحل

10 1/2            0                 0  1/2                0       Z 

0 

5 

5 

 3/2            1                 0     

 1/4           0                 0 

-1/4            0                 1 

-1/2                0        

9/12               1        

1/4                 0 

      

      

       

    

 ق                                                                  الحل

10   0          -5                  0                  0                  -5 w 
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  0            -1/4 

 

 0             -9/12    

  

 1               -3/2             1/4 

                      
0                1/2             -1/4 
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لذا (،  ( و ) أولا نستطيع كتابة القيد الثاني لذذا البرنامج في شكل قيدين، لأن الدساواة لؽكن كتابتها )
 يصبح لدينا أربع قيود بدلا من ثلاث، كما نكتب القيد الثالث بصيغتو القانونية في حالة التدنية، كما يلي:

                                                                                     

                                                                                                

                                                                                             

                                                                                  

                                                                                  

 إذن الحل الأمثل لذذا البرنامج ىو:
                                                                                  

 ق                                                                    الحل

10  -1.2        -1.6            0          0 0                  0 Z 

1 

1 

0 

3 

-0.6          0.2             0          0  

0.2          -0.4             0          0 

  0              1               1          0 

2.6          -0.2              0         1 

1           0 

0           1 

0           0 

0           0 

       

          

      

      

      

 لؽكن كتابة البرنامج الدرافق كما يلي:

                                                                       

                                                        

                                                            

 لبرنامج الدرافق الذي يتم استنتاجو من البرنامج الأصلي ىو:إذن الحل الأمثل ل

 

 

 

 ق                                                                               الحل

10   1           1                  0                0                 0               3 w 

1.2 

 

1.6 

  0.6          -0.2 

 

 -0.2            0.4    

1                0                 0              -2.6 

                      
0                1                -1               0.2 

       
 
        



 

 

 

 

برليل الحساسية   الفصل الثالث:
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تعتمد صياغة البرلرة الخطية على فرضية التأكد التام من الدعطيات، لكن في الواقع تعمل الدؤسسة في بيئة     
سريعة التغتَ، بذلك فإن الوصول للحل الأمثل لا يعتٍ نهاية عملية البرلرة الخطية، حيث لؽكن حصول تغتَات 

الدتاحة...إلخ، فمثلا قد يهمنا أثر تغتَ الكمية الدتاحة من نوع معتُ على الحل في الربح أو التكلفة أو الدوارد 
الأمثل الأولر الدتحصل عليو مع بقاء العوامل الأخرى ثابتة، و ىذا ما يصطلح عليو بتحليل الحساسية أو 

 البرلرة البارامتًية.

) ىوامش    آثار تغتَ معاملات دالة الذدف تكمن ألعية دراسة البرلرة البارامتًية في أنها بسكننا من برديد    
أو تكاليف الدوارد      الربح الأحادية، التكاليف الأحادية، بشن البيع و غتَىا(، أو كمية الدوارد الدستعملة 

 .7الدستعملة و غتَىا، برديد آثار تغتَىا على الوضعية الدثلى لنشاط الدؤسسة

 أثر تغير في دالة الهدف: أولا:

، حيث    نفرض في ىذه الحالة أن ربح أو تكلفة منتوج معتُ قد تغتَ بدقدار معتُ و ليكن     
 التي تبقي أساس الحل الأمثل الدتحصل عليو بدون تغتَ؟.    ، فما ىو المجال أو ما ىي قيمة      

 ليكن التمرين السابق و النتائج كما يلي: :10مثال 

                                                 

التصنيع                                                                                              

                                التًكيب                                                  

                                التغليف                    

                               

 حيث الحل الأمثل الأولر:
 القاعدة                                                                                      الحل
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50 

5/2 

55/4 

 1                -1                   0 

 0              1/4                -1/8 
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، مع بقاء العوامل    الذي يكون في أساس الحل قد تغتَ بدقدار      نفتًض الآن أن ربح الدنتوج الأول  
 الأخرى ثابتة، بذلك تصبح دالة الذدف الجديدة:

و حتى لا يتغتَ أساس يتم ىنا ادخال دالة الذدف في الجدول الأمثل بنفس الطريقة التي استعملناىا سابقا، 
 الحل الأمثل لغب أن لا يكون ىناك عنصر سالب في دالة الذدف.

في نفس القيمة زائدا قيم دالة الذدف، و      نعلم أنو من أجل خروج الدتغتَة لغب أن نضرب سطر الدتغتَة 
 ذلك كما يبينو الجدول الآتي:

                         
 ق                                                                                   الحل

    
  

 
   0            

  

 
    

 

 
             

 

  
    

  

 
             0          0          

 

 
         

50 
 

5/2 

 

55/4 

 1                -1                          0 
 

 0              1/4                      -1/8 

 

 0              -1/8                    5/16 

  0         0                    7 
 

  0         1                  1/2 

  

 1         0                   0/4 

   
 
       
 
 
    
     

 دالة الذدف أو الحل الأمثل لضصل عليو كما يلي:

       
  

 
  

 و حتى لا يتغتَ أساس الحل الأمثل لغب أن لا يكون ىناك عنصر سالب في دالة الذدف، حيث:
 

 
                                                
  

 
  

 

 
                                           

 

  
  

  

 
                                          

 ( ضمن المجال:  إذن حتى لا يتغتَ أساس الحل الأمثل لغب أن يكون مقدار تغتَ ربح الدنتوج )

               [        ] 

وحدة نقدية،  20( لغب أن لا ينخفض بأقل من   ) أن ربح الدنتوج الأول         و تعتٍ النتيجة
لأن ذلك يؤدي إلذ         ذلك حتى يبقى أساس الحل بدون تغتَ، و نشتَ إلذ أنو لد يتم اختيار 

(   ) أن ربح الدنتوج       برقيق قيم سالبة في دالة الذدف بدا أننا في حالة التعظيم. و تعتٍ النتيجة 
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وحدة نقدية، على ىذا الأساس فإن ربح النتوج الأول ىو لزصور  20اع فيو عن لغب أن يقل مقدار الارتف
 ضمن المجال:

[             ]  [       ] 
إلذ تغتَ في تؤدي  [       ]خارجة عن ىذا المجال نقول في الأختَ أن أي قيمة في ربح الدنتوج الأول 

ل من البداية(، بذلك فإنو إذا تغتَ ربح الدنتوج الأول من أساس الحل كلو و ليس في النتيجة النهائية ) اعادة الح
 فإن الربح الابصالر يصبح: 50إلذ  40

       
  

 
      

  

 
           

، مع افتًاض بقاء العوامل قد تغتَالذي يكون في أساس الحل (   )الدتغتَ ربح و نفس الشيء إذا افتًضنا بأن 
 :دنى و الأقصى في تغتَ ربح الدنتوج الثاني حتى يبقى أساس الحل بدون تغتَ لغب أنالحدود الأفإن  ثابتة،

               [        ] 

 بذلك فإن الحدود الأدنى و القصوى لربح الدنتوج الثاني حتى لا يتغتَ أساس الحل لغب أن تكون ضمن المجال:

[             ]  [        ] 

الذي يكون خارج      ى التمرين السابق، لنفرض الآن أن سعر الدنتوج الثالث بالاعتماد عل: 12مثال 
يبقي أساس الحل ، فما ىو مقدار التغتَ الذي مع بقاء كل العوامل الأخرى ثابتة    الأساس قد تغتَ بدقدار 

 الأمثل الدتحصل عليو سابقا بدون تغتَ.

، حيث       إلذ 20من      عنو رياضيا بتغتَ معامل  يعبر    إن تغتَ ربح الدنتوج الثالث بدقدار 
 تصبح دالة الذدف:

                          

متغتَة خارج الحل الأمثل أو خارج الأساس، و      تكون فيو الذي  كالآتي  يصبح جدول الحل الأمثل
 :       ا خارج الأساس و التي دخلت مكانه        

 القاعدة                                                                                      الحل
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ىي خارج الحل أو الأساس، و حتى لا يتغتَ أساس الحل الأمثل في ىذه الحالة لغب أن يتوفر      نعلم أن 
 الشرط الآتي

    
فإن مقدار الزيادة في ربح الدنتوج الثالث لغب أن لا تزيد عن  ،تعتٍ ىذه النتيجة أنو حتى لا يتغتَ أساس الحل

 كس صحيح في حالة التدنية.وحدات نقدية، و الع 5
 إذن حتى لا يتغتَ أساس الحل الأمثل في ىذه الحالة لغب أن يكون تغتَ ربح الدنتوج الثالث ضمن المجال:

]      ] 
 الموارد:كمية أثر التغير في   ثانيا:

وامل الأخرى مع بقاء الع     نفرض في ىذه الحالة أن كمية الدوارد الخاصة بدورد معتُ قد تغتَت بدقدار 
ثابتة، فما ىو لرال التغتَ الذي يبقي أساس الحل الأمثل بدون تغتَ. و نشتَ إلذ أن الطرف الألؽن من الجدول 

بسثل الدوارد الدتاحة، لذا سوف نعتمد عليها ، و للحصول مثلا على الكمية الدستخدمة من            
 ر الخاص بها في كمية الدوارد كما يلي:، فإننا نقوم بضرب السط    الدنتوج 

        (
 

 
*  ،  (

  

 
*  

 

 
 

 :    نفس الدثال السابق مع افتًاض أن كمية مورد القيد الثاني قد تغتَت إلذ  :13مثال 
            ،   

 ق                                                                                   الحل
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 للجدول السابق كما يلي:و لضصل على عناصر العمود  الأختَ 

                         السطر الأول:    

      السطر الثاني:    
 

 
     ( 

 

 
)  

   

 
 

 

 
   

        السطر الثالث:    
 

 
      (

 

  
)  
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      سطر دالة الذدف:    
 

 
     (

  

 
)      

 

 
   

و حتي يبقى أساس الحل الأمثل بدون تغتَ لابد أن تكون كل عناصر العمود الأختَ موجبة ما عدا الحل 
 الأمثل:

     و              
   

 
 

 

 
     و         

  

 
 

 

 
     

 و ىذا يعتٍ أن:
                [     ] 

اء كل العوامل ثابتة، فإن لرال التغتَ لذذا مع بق     الثالث قد تغتَت إلذ  كمية مورد القيد  و إذا افتًضنا أن
 النوع الذي يبقي أساس الحل الأمثل بدون تغتَ لغب أن ) بنفس الطريقة السابقة(:

               [     ] 

اء كل العوامل مع بق     س الحل قد تغتَت إلذ الأول الذي ىو خارج أسا و إذا افتًضنا أن كمية مورد القيد
 ثابتة، فإن لرال التغتَ لذذا النوع الذي يبقي أساس الحل الأمثل بدون تغتَ لغب أن ) بنفس الطريقة السابقة(:

               [     [ 

 ثالثا: أثر اضافة قيد جديد:

عمل فيو منظمات الأعمال، بذد الدنظمة نفسها أمام حالة معينة انسجاما مع ما يفرزه الواقع الدتغتَ الذي ت    
تتطلب منها إضافة قيد جديد يعبر عن التغتَ الحاصل، و ىذا لػتاج إلذ اعادة صياغة لظوذج البرلرة الخطية 
الخاص بأحد الدشاكل التي تبحث لذا الدنظمة عن حل. و بالتأكيد فإن إضافة قيد جديد لدشكلة البرلرة الخطية 

 .8سيؤثر على مزيج الحل الأساسي، و على قيمة دالة الذدف

، ذلك نفتًض أنو يوجد قيد جديد ) مدخلات( لد يأخذ بعتُ الاعتبار في بداية البحث عن الحل الأمثل
بسبب اعتقادنا بأن ىذا النوع من الددخلات موجود بكميات معتبرة و لا لؽكن أن يؤثر على النتيجة النهائية، 

بعد ذلك أنو لؽكن أن يؤثر ىذا القيد على النتيجة، على ىذا الأساس، ما ىي الكمية اللازمة  لكن تبتُ لنا
 من ىذا النوع من الددخلات حتى يبقى الحل الأمثل المحصل عليو بدون تغتَ؟.

                                                           

، الطبعة تطبيقات بحوث العمليات في إدارة الأعمال(، 2013جهاد صياح بتٍ ىاني، نازم لزمود ملكاوي و فالح عبد القادر الحوري ) - 8
 .198الأولذ، عمان: دار الحامد للنشر و التوزيع، ص 
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بالاعتماد على التمرين السابق دائما، نفتًض أنو لا بد من اضافة قيد خاص بنوع معتُ من  :14مثال 
 حيث: الددخلات،

             
 ما ىي الكمية الدنيا من ىذا النوع من الددخلات التي لغب توفرىا حتى يبقى الحل الأمثل بدون تغتَ؟.

 :    إن اضافة قيد جديد يستلزم اضافة سطر جديد، نضيفو عادة في الأختَ و ليكن 

 القاعدة                                                                                      الحل

625  0            5/2              35/4   0                   0                   5 Z 

50 

5/2 

55/4 

   

 1                -1                     0 

 0              1/4                -1/8 

 0              -1/8             5/16 

 0                                      

  0                   0                   7 

  0                   1                  1/2 

 1                   0                   0/4 

0                    0                               

   

       

        

    

(، و لضسب ىذه   ، لكن ما يهمنا لضن ىو العنصر )                ىنا لغب أن لضسب العناصر 
 لسابق:العناصر بالاعتماد على معاملات القيد الجديد الذي نضرب معاملاتو في أعمدة الجدول ا
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 و حتى يبقى الجدول أعلاه أمثلا لغب أن يكون:

        
  

 
       

  

 
  

  يعتٍ ىذا أنو لغب أن تتوفر على الأقل 

 
 من موارد النوع الرابع من الددخلات. 

 

 



 

 
 
 
 

 : نظريات الشبكاتالرابع الفصل
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تستعمل نظريات الشبكات في العديد من المجالات الدتعلقة بدجال التسيتَ الأمثل للموارد، مثل أشغال 
و شبكات الذاتف و الغاز و الكهرباء ....الخ، اضافة الذ الصاز الدشاريع، بذلك فهي تعتبر من أىم  الطرقات

 النظريات في حل الكثتَ من الدسائل التطبيقية و الواقعية.

تسمى بالرؤوس و لرموعة أخرى من العناصر     ىي ىيكل لػتوي على لرموعة من العناصر  الشبكة     
. 9. بسثل الرؤوس على الرسم بنقاط و الأسهم بأقواس    س، و يرمز للشبكة بالرمز تسمى بالأقوا    

عبارة عن لرموعة من الخطوط الدتصلة بنقاط او دوائر تسمى القمم، و يعبر كل خط عن أي أن الشبكة ىي 
 اختيار معتُ كما يبينو الشكل التالر: 

 

 

 

 

 و الابذاه ...الخ: أل على التعريف و تستخدم نظرية الشبكات بعض الدصطلحات التي تد

 ىي النقاط التي تنطلق منها أو تصل اليها الخطوط الدوجهة)الأقواس( أو غتَ الدوجهة القمم: .1
 . (A,B,C,D,E,F,G))الأحرف(، فمن الشكل السابق فأن القمم ىي 

مة : القوس ىو خط موجو أو سهم يتصل بتُ قمتتُ أو بتُ قمة الانطلاق و ق(ARCSالأقواس ) .2
 الوصول، و من الشكل السابق فإن الأقواس ىي: 

 

ىو خط غتَ موجو بتُ قمتتُ و ىو يكافئ قوستُ متعاكستُ حيث نستعمل  :(ARETE)الحرف  .3
 الأحرف مثلا في الربط بتُ قرية و قرية بالخطوط الكهربائية.

وس السابق ىو لرموعة متتابعة من الأقواس يكون فيها كل قوستُ مرتبط بالق :(Chemin)المسار  .4
 و ذلك باستثناء القوس الأختَ من الشبكة )كما يوضحو الشكل اللاحق(.

                                                           

 .143، الجزء الثاني، الجزائر: ديوان الدطبوعات الجامعية، صبحوث العمليات و تطبيقاتها الاقتصادية (،2016مكيد علي ) - 9

F C 

D G 

E B 

A 

U:    (A,B), (A,C), (B,E), (C,D), (C,F), (D,E), (F,D), (E,G), (F,G) 
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ىي لرموعة متتابعة من الأحرف يكون فيها الطرف النهائي لكل حرف ىو الطرف  السلسلة: .5
 بتدائي للحرف الدوالر.الا

 ىي مسار مغلق على نفسو، حيث يكون فيو الطرف النهائي للقوس الأختَ :(Circuit)الدارة .6
 متصل بالطرف الإبتدائي. 

 ىي سهم طرفو الابتدائي ىو نفسو طرفو النهائي.  :(Bouche)العقد .7
 ىي شبكة متًابطة بدون حلقة ) بدون دارة(. الشجرة: .8

 و لؽكن أن نبتُ ىذه الدصطلحات في الأشكال الآتية:

 

 

 

 

 

 

 

 أولا: نظرية الشجرة المثلى.
متًابطة، و لا برتوي على أي حلقة)دارة(، أي أنها لرموعة من  الشجرة ىي عبارة عن شبكة غتَ موجهة و    

الأحرف الدتًابطة فيما بينها عبر لرموعة من القمم دون أن تشكل حلقة مع بعضها البعض، كما يبينو الشكل 
 : التالر

 

 

 

 

أو تستعمل  و تستعمل الشجرة الدثلى عند ربط عدد من الاماكن بشبكة الكهرباء أو الدياه أو الغاز ...الخ، 
 بهدف التحليل و الصاز الدشاريع بأقل التكاليف أو التي برقق أعلى ربح.

B 

C 
 دارة

A 

B 

A C D 

 سلسلة
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 مسار
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 .10تتعلق الدشكلة الرئيسية في الجدولة في البحث عن الدسار الأمثل يكون فيو الشكل بدون دارة

 . حالة التدنية: 0
 يهدف التوضيح نفتًض الدثال التالر: 

ريفية بشبكة الدياه، و قد بينت الدراسات الأولية امكانية الربط بتُ  تريد الدؤسسة الوطنية ربط قرى :10مثال 
 ىذه القرى و تكاليف الربط بآلاف الدنانتَ كما ىو موضح في الشكل التالر: 

 

 

 

 

 

(A,B,C,D,E,F,G)  بسثل القمم التي تعبر عن القرى، و الخطوط الدمكنة بسثل الأحرف، و نلاحظ أنو لا
القمم )القرى( و ىذا بسبب وجود موانع طبيعية كالجبال و الغابات...الخ، أو توجد أحرف)ربط( بتُ بعض 

 وجود موانع اخرى، و تكلفة الصاز قنوات الدياه بتُ كل قرية تظهر بجانب الحرف بآلاف الدنانتَ.
 و الدطلوب منا ىو اقتًاح الشبكة الدمكنة الت يتسمح بتزويد كل القرى بالدياه و بأقل تكلفة.

كتب الشبكة التي تبتُ الخطوط الواصلة بتُ كل قمة و قمة اخرى بالجدول الآتي، و الذي ىو عبارة لؽكن أن ن
 عن مصفوقة متناظرة كما يلي:

G F E D C B A القمم 
- - - 7 4 10 - A 

- - 5 2 - - 10 B 

9 5 - 8 - - 4 C 

- 8 3 - 8 2 7 D 

4 7 - 3 - 5 - E 

3 - 7 8 5 - - F 

- 3 4 - 9 - - G 

                                                           
10

 - Jean-François Phelizon (1998), Méthode et modèles de la recherche opérationnelle, Paris :Ed 

ECONOMICA, P105. 
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  (Kruskal)و في كل ىذه الدسائل نقوم بالبحث عن الشجرة الدثلى، حيث تعتمد على طريقة كريسكال 

 التي تتبع الخطوات الآتية:
نرتب الأحرف من الأقل قيمة إلذ الاكبر، ثم نأخذ الأحرف الأقل قيمة و نرسمها مع أخذ الحرف  -

 الذي يشكل لنا حلقة )دارة(.
 .(   )على شجرة عدد أحرفها نستمر في العملية حتى لضصل  -
 لضسب التكلفة الأقل أو الدسافة الأقل ..الخ بجمع الاحرف التي شكلت لنا شجرة. -
 ( نستعتُ بالجدول الآتي لتًتيب الاحرف من الأقل إلذ الأعلى كما يلي:1)الدثال و لحل

 التًتيب الأحرف الحمولة
2 BD 1 

3 DE 2 

3 FG 3 

4 AC 4 

4 EG 5 

5 BE 6 

5 CF 7 

7 AD 8 

7 EF 9 

8 CD 11 

8 DF 11 

9 CG 12 

11 AB 13 

و نرسمهما، و نستمر ىكذا مع العال كل        ثم الحرف        لطتار أقل بضولة و ىي 
لأنو        فإنو لا لؽكن رسم الحرف        حرف لؽكن أن يشكل حلقة، فمثلا عند رسم 

 .      يشكل حلقة بذلك تنتقل الذ رسم 

 

 

 

 

 
و بتكلفة قيمتها تساوي لرموع             نلاحظ أن عدد أحرف الشجرة يساوي 

 بضولات الأحرف:
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 ألف دج. 21و بذلك فإن أقل تكلفة التي تسمح بربط بصيع القرى بقنوات الدياه ىي 

 حالة التعظيم:  .2

على عائد أو ربح بتُ  لرموعة من الدناطق، لؽكن أ ذا كانت الاشكالية الدطروحة ىي البحث عنإ    
 الاستعانة بنفس الدبدأ الذي اعتمدنا عليو في طريقة كريسكال، لكن بشكل معاكس باتباع الخطوات الآتية: 

نرتب الأحرف من الأعلى إلذ الأقل، ثم نأخذ القيمة الأكبر و نرسمها مع الحرص على عدم أخذ  -
 الحرف الذي يشكل حلقة.

 .      في العملية حتى لضصل على شجرة عدد أحرفها  تستمر -

تريد الدؤسسة الوطنية للكهرباء و الغاز ربط لرموعة من الأحياء الجديدة بالكهرباء، و قد بينت  :12مثال 
 الدراسات الأولية امكانية ربط كل الاحياء مع الأرباح كما يبينو الشكل الآتي) الأرباح بآلاف الدنانتَ شهريا(:

 

 

 

 

 

 حياء بالكهرباء و بأعلى ربح لشكن.الدطلوب منا الغاد الشبكة التي بسكن الشركة من ربط كل الأ

 أولا نقوم بتًتيب الأحرف من الأعلى قيمة الذ الأقل كما يبينو الجدول الآتي: 

 التًتيب  الحرف الحمولة
25 BC 1 

25 ED 2 

23 CD 3 

20 AB 4 

20 BH 5 

20 CF 6 

19 EF 7 

18 GH 8 

16 AH 9 

15 GF 11 

10 AG 11 
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 ألف دينار شهريا. 151اذن الحل الذي لؽكن الشركة من ربط كل الأحياء بالكهرباء و بأعلى ربح لشكن ىو 

                           

 ثانيا: نظرية المسارات المثلى.

سار الأمثل الذي بتُ نقطتتُ لزددتتُ يهدف متخذ القرار في الشركة أو الدؤسسة الذ ألغاد أو البحث عن الد
 من بتُ لرموعات كبتَة من الدسارات ضمن شبكة موجهة، و ذلك دون اشتًاط الدرور بجميع القمم.

تريد شركة النقل اللوجستيكي نقل مولدات كهربائية من الحجم الكبتَ من ميناء جيجل إلذ ولاية  :13مثال 
     الذ الددية     الدسالك التي لؽكن ابزاذىا من ميناء جيجل  الددية، و قد اقتًح مسؤولو الشركة عدد من

كما تبينو الشبكة الآتية للمسالك الرئيسية و الددن الدمكن الدرور بها، و كذلك الدسافات بتُ الددن 
 بالكيلومتً.

 

 

 

 

 

 .   للوصول الذ الغاد أقصر مسار أو طريق لؽكن الدرور بو، مع برديد الددن التي لغب الدرور عبرىا  أوجد
ختَة تشتًط دخول بصيع ية الشجرة الدثلى، حيث أن ىذه الأنلاحظ أن مثل ىذه الدسائل بزتلف عن نظر 

خرى عبارة عن حرف، أي لؽكن أن يأخذ في الابذاىتُ، أالقمم في الحل الأمثل و أن الوصول بتُ كل قمة و 
القمم، بل تهدف إلذ إلغاد أقصر طريق يربط بتُ بينما نظرية الدسارات الدثلى فهي لا تشتًط الدرور بجميع 
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القمة الابتدائية و القمة النهائية للشبكة، كما أن الربط بتُ القمم يتم عن طريق أسهم )قوس(، أي أنو يأخذ 
 ابذاه واحد.

 ( نستطيع كتابة مصفوفة السعة للشبكة و التي لا تكون متناظرة كما يلي:03بالعودة إلذ الدثال)

G F E D C B A القمم 
- - - 80 120 60 - A 

- 140 190 - - - - B 

- 140 90 - - - - C 

- - 170 - - - - D 

100 - - - - - - E 

130 - - - - - - F 

- - - - - - - G 

 . حل مسائل المسارات المثلى:0

 لحل مثل ىذه الدسائل نستعمل طريقة فورد، و ذلك باتباع الخطوات الآتية: 
حتى نصل      و القمة الدوالية      مم الشبكة، حيث نسمي قمة الانطلاق نعيد تسمية ق -

 .   ، مع العلم أن العدد الكلي للقمم ىو        إلذ القيمة النهائية 
 .    بجانب القمم        ، و نضع      فوق القمة        نضع  -
        بضولة القوس  ىي         نفرض أن  -

  مرحلة الذهاب:

                            :     تكون كل قمة -
 .             بالقيمة        ثم نقوم بتعويض 

 .  تستمر في العملية حتى يستحيل تغيتَ أي من 

 مرحلة الإياب: 

و نأخذ القوس الذي تكون       من القمة    و نطرح        ن قمة الوصول نبدأ م -
و يكون ىذا القوس من ضمن الأقواس التي تشكل لنا أقصر                  فيو 

 مسار، و الذي تقوم برسمو على الشبكة بخط غليظ لنميزه عن غتَه من الأقواس.
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و نتبع نفس الخطوات السابقة حتى ننتهي من فحص بصيع        الذ القمة ثم ننتقل 
الأقواس، و في النهاية يتحدد لنا الدسار الدطلوب، حيث تستخرج الخطوط الغليظة التي تشكل 

 الدسار بتُ القمة الابتدائية و النهائية.
و    مكان      ، حيث نضع(، حيث نعيد أولا تسمية قمم الشبكة03للتوضيح نستعتُ بالدثال ) 

 كما ىو موضح في الشكل أدناه:    مكان      إلذ غاية     مكان      

 

 

 

 

 

 

، حيث                     ىي:      تقوم الآن بفحص الأقواس التي تنطلق من القمة  -
 :     لصد عند القمة 

                                 
 .60بالقيمة      أي نقوم باستبدال 

                                 لصد:         عند القمة

 .      لصد:      عند القمة 
               ىي      الأقواس التي تنطلق من القمة -

                                     
                                          

لددددددددديها ثددددددددلاث      لأننددددددددا في حالددددددددة التدنيددددددددة، و بدددددددددا أن القمددددددددة        لا نأخددددددددذ      عنددددددددد القمددددددددة
 لذا أقل تكلفة أو طريق و بذلك لطتار: مسارات فإننا لطتار الدسار الذي لػقق 

                                      

 و نكمل بنفس الطريقة حتى لضصل على: 
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، غتَ أن الإشكالية تتعلق بالدسار، و ىنا لؽكن معرفة 310ىو      و      بالتالر فإن أقصر مسار بتُ 
كلم، لكن لا لؽكن   310اتباعها بكل بساطة للوصول إلذ القمة النهائية بدسافة تقدر ب  الأقواس التي لغب

 ذلك في الشبكات الدعقدة، لذا لغب ابسام الدرحلة الثانية )الإياب(لتحديدي الدسار الصحيح كما يلي:
 حيث لضسب:              ىي      تصل إلذ  التيالأقواس 

                  
              

 و نكتب    ينتمي إلذ الدسار الأقصر        ىي تساوي طول القوس، بذلك فإن القوس اذن 
 ذي لغب أن لظيزه بخط غليظ.و ال            

                  :              و لصد من 
                                                       

 لا ينتمي إلذ الدسار الأقصر.       القوس 
                  :               بنفس الطريقة لضسب عند 

 ة الآتية: لا ينتمي إلذ الدسار الأقصر، و نواصل نفس العملية حتى لضصل على الشبك       القوس 
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و في     ثم إلذ الددينة     إلذ النقطة أو الددينة     و للحصول على أقصر مسار لغب الدرور من جيجل 
 كلم.  310بدسافة إبصالية تقدر ب     الأختَ إلذ الددية 

 

 

 . البحث عن أطول مسار: 2

كما تطرقنا إليها في حالة التدنية، للبحث عن أطول مسار ضمن شبكة موجهة نعتمد على نفس الدبدأ لفورد  
 لكن بشكل معاكس بإتباع الخطوات التالية:

بجانب       و      بجانب      نعيد تسمية قمم الشبكة كما فعلنا سابقا، ثم نضع  -
 القمم الأخرى. 

 .(    )ىي بضولة القوس  (    ) نفرض أن  -
 يكون لدينا:        قمة  في كل مرحلة الذهاب:

               
 .    ، ثم نستمر في العملية حتى يستحيل تغيتَ أي من           بالقيمة      نعوض 

ف الإبتدائية الدوجودة في الأطرا     و نطرح القيمة       نبدأ من قمة الوصول  مرحلة الإياب :
 ، و نأخذ القوس الذي تكون فيو:      من        للأقواس التي تصل إلذ 

                 . 
و يكون ىذا القوس ضمن الأقواس التي تشكل لنا أطول مسار، و الذي تقوم برسمو بخط غليظ، ثم ننتقل إلذ 

 لخطوات حتى تنتهي من فحص بصيع الأقواس.و تقوم بنفس ا       القمة 

للشبكة الآتية ) نفرض أن الدسار     و النقطة     أوجد أطول مسار الذي يربط بتُ النقطة  :14مثال 
 الذي لػقق أعلى عائد( للسائقتُ: 
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 الحل:
 .       و         ،         ىي      الأقواس التي تنطلق من القمة  -

 لصد     عند القمة 
                                 

 :    و لصد عند القمة
                           

 :       و        ىي      الأقواس التي تنطلق من القمة  -
 :     و لصد عند القمة

                                   
) لأننا في حالة التعظيم( ىذا لأن          و إلظا نأخذ         لا نأخذ      عند القمة 

حيث  ، و نكمل بنفس الدنوال،       لديها ثلاثة مسارات و بالتالر لطتار الدسار الأطول و ىو      
 لضصل على التالر: 

 

 

 

 

 

 .      و       مرحلة الإياب: نقوم بفحص الأقواس التي تصل إلذ القمة و ىي  
                          لصد:                عند القمة 

 بخط غليظ. ينتمي إلذ الدسار الأطول و الذي لظيزه        إذن القوس 
                           لصد:               عند القمة 

 إلذ الدسار الأطول و نكمل العملية بنفس الدنوال حتى لضصل على: يلا ينتم       القوس 
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بربح يقدر     تَ إلذ ، و في الأخ    ثم إلذ    إلذ    أطول مسار في ىذه الحالة ىو الذي ينطلق من 
240. 

 ثالثا: نظرية التدفق الاعظمي
يقصد بنظرية التدفق الأعظمي ارسال أكبر قدر لشكن من الكميات من لرموعة من الدنابع إلذ لرموعة من     

الدصبات ، ذلك برت قيد لزدودية طاقة نقل الأقواس في الشبكة، و تستخدم نظرية التدفق الأعظمي خاصة 
 نقل الطويلة .في شبكات ال

و لؽكن أن تكون الدادة الدنقولة بضائع يتم نقلها عبر الشاحنات أو البواخر...الخ و التي تكون طاقة نقلها 
لزدودة وأن مناطق نقلها )الدصب( تكون بدورىا لزدودة، كما لؽكن أن تكون الدادة الدنقولة سوائل مثل الغاز، 

لأنابيب أو القنوات حيث تكون كل من طاقة تصريفها و استقبالذا النفط، الداء...الخ و التي يتم نقلها عبر ا
 لزدودة أيضا، على ىذا الأساس فإن الأنابيب بسثل الأقواس لنقل الدادة السائلة.

فلكرسون اتي تهدف إلذ -لإلغاد التدفق الأعظمي بتُ ىذه الدنابع و ىذه الدصبات يتم استخدام طريقة فورد
،    كنة من الدادة الدراد نقلها عبر الأقواس المحدودة الطاقة إلذ نقطة الخروج البحث عن بسرير أكبر كمية لش

 دون الأخذ بعتُ الإعتبار التكاليف التي لا تظهر في الشبكة.
لتموين أربع دول      و   ،   لدى شركة سونطراك ثلاث خزانات رئيسية للغاز الطبيعي ىي  (:14مثال)

    شهريا، و الخزان  3مليون م 18ضخ     يستطيع الخزان  ، حيث         عبر الأنابيب ىي 
  . بينما تقدر احتياجات البلد 3مليون م 8يستطيع ضخ     الخزان  و 3مليون م 10يستطيع ضخ 

  ، و البلد 3مليون م 7احتياجاتو   ، البلد 3مليون م 6 احتياجاتو  شهريا و البلد  3مليون م10ب
جد عدة قنوات تصل الخزانات بالبلدان الدستوردة، حيث طاقة تصريف كل كما تو   3مليون م10احتياجاتو 

 منها لزددة و ىي موضحة كما يلي:
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g f e d 
 الدصبات
 الدنابع       

6 - 8 4 a 

- 8 3 6 b 

4 4 - - c 

تتمثل الإشكالية ىنا في البحث عن أفضل بسوين لشكن لدختلف الدول عبر شبكة النقل الدتاحة، أي إلغاد 
 ظم تدفق لشكن من الخزانات الثلاث إلذ الدول الأربع في ظل وجود قيد طاقة التصريف للأنابيب.أع

الدرور على مرحلتتُ أو  و التي تستوجب Ford-Fulkerson  لإلغاد الحل الأمثل نستخدم طريقة
 :11خطوتتُ

 . رسم شبكة باتباع الخطوات الآتية:0
 .E مز لذا بالرمز برديد نقطة و التي نسميها مدخل الشبكة و نر  -
ثم نوصل بتُ قمة الددخل و قمم الدنابع بأقواس، حيث أن طاقة بضولتها تساوي     برديد قمم الدنابع  -

 طاقة تصريف كل منبع.
لضدد الدصبات )إلذ اليمتُ( و نوصلها بالدنابع عن طريق أقواس حيث بردد طاقة تصريف كل قوس)طاقة   -

 كل أنبوب(.
، حيث نقوم بربطها  شبكة إلذ اليمتُ من الدصبات و نسميها لسرج الشبكة لضدد نقطة أخرى خارج ال -

مع الدنابع بالأقواس، و التي بسثل بضولتها طاقة الاستقبال، و ىذا كما توضحو الشبكة الخاصة بالدثال 
(04:) 

 

 

 

 

 
                                                           

 راجع في ذلك: - 11
 .285-274ص ص  ،، الطبعة الثانية، الجزائر: ديوان الدطبوعات الجامعيةلياتبحوث العم(، 2006لزمد راتول )    
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 . البحث عن الحل الأمثل:0

ما، مع مراعاة أن تكون الكميات  نبدأ من الأقواس التي بزرج من قمة الددخل و تقوم بإرسال تدفق -
 الداخلة تساوي الكميات الخارجة و دون بذاوز نقل كل قوس.

، حيث يكون لدينا على الأقل  حتى الدخرج   الددخلنقوم بتحستُ التدفق حتى يكون كل مسار من  -
 قوس مشبع، و الذي يشتَ إلذ القوس الذي ينقل كمية تساوي بساما طاقة نقلو القصوى.

، ثم تقوم بالبحث عن القوس غتَ الدشبع الذي    و نقوم بتوسيمها بالإشارة   ن القمة ننطلق م -
. أما إذا كان القوس    العلامة  ، فإذا كان القوس غتَ مشبع نضع بجوار القمة  إلذ   ينطلق من 

إذا  ، حيث   القمةإلذ   غتَ مشبع فإننا لغب أن نتأكد من وجود قوس غتَ معدوم ينطلق من القمة 
، و نعيد الكرة من جديد، حيث نقوم    العلامة     كان القوس غتَ معدوم نضع بجوار القمة

 .   أو     بتوسيم القمة في كل مرة بالرمز 
فإن التدفق يكون أعظميا، لكن إذا قمنا بتوسيم     إذا استحالت الإجابة و لد نقم بتوسيم الدخرج  -

 ىنا ينبغي علينا برستُ الحل.الدخرج فإن التدفق يكون غتَ أعظمي، و 

التي يتم بدوجبها إرسال أي كمية مع مراعاة قدرات الأقواس التي     بالعودة إلذ مثالنا فإننا نبدأ من القمة 
فإنو لؽكننا تصريفها كلية  8الكمية    E بزرج من القمة الدوالية )شرط ضروري(، حيث إذا ارسلنا من القوس 

و      ، و بدورىا فإن الكمية التي بسر عبر القوستُ 8الدقدرة لكليهما ب  و     و      عبر الأقواس 
     ، على ىذا الأساس يكون القوستُ      و     عبر القوستُ    لؽكن أن بسر كلها إلذ القمة      

يبقيان قادرين على الإستقبال لأن      و     مشبعتُ و الذي نؤشره بخط غليظ، لكن القوستُ      و 
على التوالر، و ذلك كما ىو          و        لكميتتُ التي تم بسريرلعا غتَ كافيتتُ ا

 موضح في الشكل الآتي.

، و بدا أن طاقة تصريفو أقل من   E شهريا عبر القوس  3مليون م 10و نقوم بتمرير     نعود إلذ القمة 
مشبع و أن    E بذلك فإن القوس ، و       و     و     الكمية التي يتم تصريفها عبر القنوات 

 و التي يتم تصريفها كما يلي: 10ىي     الكمية التي تصل إلذ القمة 
بذلك فهو يشبع، و لؽكن بسرير ىذه الكمية عبر  3لأن طاقة تصريفو      عبر القوس  3مليون م 3لظرر 

، و ىنا يبقى 3و تعويضها بالكمية  6،و نقوم ىنا بشطب        لكنو غتَ مشبع      القوس 
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 3ىو       ، لكن ما لػتاجو القوس8ىي      ، و بدا أن طاقة القوس    في القمة  3مليون م 7لدينا 
و بذلك    E و التي بسر كذلك نفس الكمية عبر      عبر القوس  3م م 3لكي يشبع فإننا نقوم بتمرير 

           ىي     ند القمة يشبع، و على ىذا الأساس فإن الكمية الدتبقية ع     فإن القوس 
     ، لكن طاقة القوس    و التي بسر بدورىا إلذ القمة      و التي يتم بسريرىا عبر القوس 

 غتَ مشبع.     تبقى غتَ مستغلة، و يبقى كذلك القوس         
و            كميتها      أين نلاحظ أن الأقواس التي تنطلق من     إلذ القمة  نرجع مرة أخرى

، لكن لو تم بسرير كل ىذه الكمية فإنو لا بد من اشباع كل     ىي تساوي القيمة التي يتم ايصالذا من 
م 3لا يتحمل لأن الطاقة الدتبقية لو ىي      ، و لو تم ذلك فإن القوس     و      و      الأقواس 

إلذ القمة     لغب إيصالذا من القمة  ، أما بقية الأقواس فلا نطرح أي إشكالية، بذلك فإن الكمية التي3م
بكمية      )يشبع( و عبر  3م م4بكمية      و التي يتم تصريفها عبر            ىي     

 لا يشبع.     ، لكن القوس 3م م6ب      )لا يشبع( و عبر  3م م3

 

 

 

 

 

    ية التي تدخل القمة ىنا لغب أن تكون الكميات الداخلة تساوي الكميات الخارجة، و للتأكد فإن الكم
، و ىو           ىي      و      و     و الكمية التي بزرج عبر الأقواس  13ىي 

على التوالر، و كذلك ىو الحال  8و  10التي بزرج منهما     و القمة     نفس الحال بالنسبة للقمة 
 للقمم الأخرى.

كة ما ىو إلا حلا أوليا لؽكن التعبتَ عنو في إن التدفق الذي حصلنا عليو حتى الآن الذي يظهر في الشب
 الجدول الآتي:
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 الدصب           الدنبع g f e d الكمية الدصرفة

13 6 - 3 4 a  
10 - 3 3 4 b  
8 4 4 - - c  
 الكمية الدستقبلة 8 6 7 10 31

 و الذي تم استقبالو من طرف الدصبات. 3م م31إذن ما تم تصريفو ىو 

           3م م4يتدفق      عبر الأنبوب     من الخزان  3م م 13أنو يتم ارسال كمية و نفسر ىذا على 
عبر     من الخزان  3م م 8. و يتم إرسال 3م م 6بتدفق      و الأنبوب  3م م 3بتدفق      و الأنبوب 

   هريا . ش 3م م3بتدفق      و الأنبوب  3م م 3بتدفق      و الأنبوب  3م م 4بتدفق      الأنبوب 
 .3م م 4بتدفق      و و الأنبوب  3م م 4بتدفق      عبر الأنبوب  3م م 8و يتم إرسال 

موزعة عبر الأنبوبتُ  3م م8     شهريا من الغاز، حيث تستقبل الدولة  3م م 31أما ما يتم استقبالو فهو 
      عبر الانبوبتُ  3م م 6ما مقداره   ، و تستقبل الدولة 3م م 4بحمولة      و 3م م 4بطاقة      

 3م م 3بطاقة      عبر الأنبوبتُ  3م م 7ما قيمتو   لكل منهما، كما تستقبل الدولة  3م م 3بطاقة     و 
 3م م 6بطاقة      عبر الأنبوبتُ  3م م 10ما مقداره   ، و في الأختَ تستقبل الدولة 3م م 4بطاقة     و 
 .3م م 4بطاقة      و

 و تحسينه: . اختبار الحل 2

 بعد الحصول على الحل الأساسي الأول يتم اختباره إذا كان أمثلا أم لا، و ذلك باتباع الخطوات التالية:
و نبحث ما إذا كان ىناك قوس غتَ مشبع ينطلق من القمة     بالإشارة     نقوم بتوسيم القمة  -

العلامة     نضع بجوار القمة غتَ مشبع فإننا     ، و بدا أن لدينا في مثالنا ىذا القوس    
، فإذا     و من بعد ذلك نبحث إذا كان ىناك قوس واحد غتَ مشبع ينطلق من القمة      

، ثم نعود إلذ     نضع العلامة ينطلق من القمة     كان لدينا قوس غتَ مشبع ينطلق من القمة 
، و نعيد    من القمة و نبحث من جديد ما إذا كان ىناك قوس غتَ مشبع ينطلق     القمة 

 نفس الخطوات عند كل قمة.
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 فإن التدفق غي أمثلي، و لازال قابلا للتحسن، و ذلك كما يلي:     و بدا أننا وصلنا إلذ توسيم القمة 

 

 

 

 

ىذا الشكل الأختَ ىو عبارة عن سلسلة تبتُ لنا مسار برستُ الحا، و لتحستُ الحل نقوم بالزيادة في الأقواس 
ذلك يسمح بتحقيق قاعدة  لأن     ،و الإنقاص في القوس      و     و       و     

في كل قمة )الكميات الداخلة تساوي الكميات الخارجة(، و نلاحظ أنو من أجل الحل النهائي  "كورشوف"
و اللذان يصبحان      و التي تذىب إلذ      ( و نضيفها إلذ 2بدقدار )      من نقوم بتقليص كمية

و التي تعوض      و التي تقوم بتموين الأنبوب      من 3م م 2نقوم بإضافة      عان، و لتعويض مشب
 . و تصبح الشبكة الجديدة كما يلي:     النقصان في

  

 

 

 

 

 و ىنا نكون قد توصلنا إلذ الحل الأمثل كما يوضحو الجدول الآتي:

 الدصب           الدنبع g f e d الكمية الدصرفة

15 6 - 5 4 a  
10 - 3 1 6 b  
8 4 4 - - c  

 الكمية الدستقبلة 10 6 7 10 33
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 القياس الاقتصادي: الباب الثاني

 

 



 

 

 

 

 الفصل الأول:

 لظوذج الالضدار الخطي البسيط

 
 

 

 

 



 لظوذج الالضدار الخطي البسيط :الأولالفصل -ثانيالباب ال 57

  

يعتبر القياس الاقتصادي من أىم التقنيات الدستخدمة في التسيتَ، و ذلك عن طريق ما يصطلح عليو   
ذجة الاقتصادية، حيث لػاول متخذ القرار دراسة سلوك بعض الدتغتَات بالاعتماد على العلاقات النمب

الرياضية، و ىذا لا يتوفر إلا إذا كانت لو دراية بالنظرية الاقتصادية و توفر الدعطيات.  و سوف نقوم في ىذا 
 .الفصل التطرق لدفهوم القياس الاقتصادي، و لظوذج الالضدار الخطي البسيط

 :Concept of Econometricsأولا: مفهوم القياس الاقتصادي 

القياس الاقتصادي على أنو العلم الذي يستعمل طرقا كمية ثابتة لتحديد سلوك الوحدات   Langeيعرف      
 .12الاقتصادية بالاعتماد على الطرق الاحصائية

الطرق الاحصائية و الرياضية في برليل علم القياس الاقتصادي على أنو علم يهتم بتطبيق  maddalaو يعرفو 
 .13لستلف الظواىر الاقتصادية، و ذلك بهدف التأكد من النظريات الاقتصادية التي يتم قبولذا أو رفضها

يظهر من ىذه التعاريف أنو لؽكن تعريف القياس الاقتصادي على أنو العلم الذي يهتم بشرح العلاقة بتُ     
لشثلة في علاقات رياضية ) لظوذج اقتصادي(، و يتم بناء ىذا النموذج اعتمادا  الظواىر الاقتصادية التي تكون

 على نظريات اقتصادية ) أو الدنطق الاقتصادي( و طرق احصائية.

 :14و قد دلت ىذه التعاريف على أن للقياس الاقتصادي علاقة وطيدة بتُ ثلاثة علوم لستلفة نوجزىا فيما يلي
 تشتَ النظرية الاقتصادية إلذ وجود علاقة بتُ الدتغتَات  الاقتصاد: علاقة القياس الاقتصادي بعلم

 الاقتصادية برتاج إلذ عملية قياس لدعرفة درجة العلاقة بينها بهدف اختيار النماذج القياسية الدثلى.
 :توفر العلوم الرياضية النماذج الدناسبة للوصول إلذ النموذج  علاقة القياس الاقتصادي بالرياضيات

 ل لتمثيل العلاقات بتُ الدتغتَات الاقتصادية.الأمث
 :توفر العلوم الاحصائية التقنيات و الأدوات الاحصائية لقياس  علاقة القياس الاقتصادي بالإحصاء

العلاقات بتُ الدتغتَات الاقتصادية، بالإضافة إلذ بصع البيانات الاقتصادية و تبويبها و عرضها في 
 صورة جداول و منحنيات.

 م النموذج الاقتصادي:. مفهو 0
                                                           
12 - Osker Lange  (1978) , 4

th
 Ed, Introduction to Econometrics, Pergamon Press Oxford, p13. 

13 - G.S.Maddala (1988), introduction to econometrics, USA: Mac Miillan Publishing Company, 

P04. 

 .18-14ص  صدار الدستَة،الأردن: ، الاقتصاد القياسي بين النظرية و التطبيق، (2013) م علي داود و خالد لزمد السواعيحسا - 14
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يقصد بالنموذج الاقتصادي في اطار القياس الاقتصادي على أنو عبارة عن لسطط مبسط لشرح الواقع و     
الدتأثتَات عليو، و ذلك بالاستعانة بالأدوات الرياضية و الاحصائية، على ىذا الأساس، لؽكن أن نقوم ببناء 

 صادية معينة، بهدف كشف العلاقة بتُ الدتغتَات الاقتصادية. لظوذج لشثلا بالعلاقات الرياضية لظاىرة اقت

 . مراحل بناء النموذج:0.0

 لؽر بناء لظوذج اقتصادي على عدة مراحل و التي لغب احتًامها حتى لضصل على لظوذج جيد يفسر الواقع.    

لوك الوحدات أول شيء لغب الاعتماد على نظرية معينة لتفستَ س أ. الاعتماد على نظرية اقتصادية:
الاقتصادية، فمثلا إذا أردنا معرفة لزددات الاستهلاك نعتمد على النظرية الكنزية التي تعتبر أن الدخل الدتاح 

 ىو المحدد الرئيسي للاستهلاك، و كذلك الاستثمار الخاص يتأثر بدعدل الفائدة حسب كينز.
  الاستهلاك و الدخل الدتاح كما يلي:فمثلا لؽكن وضع العلاقة بتُ ب. وضع النظرية في علاقات رياضية:

                   /          

            و                              

( ) الديل   تبتُ دالة الاستهلاك الكنزية أنو إذا ارتفع الدخل الدتاح بوحدة واحدة يرتفع الاستهلاك بدقدار )
تهلاك(، و ىذا الأختَ لزصور بتُ الصفر و الواحد ) القانون السيكولوجي لكينز(، أما الدعامل الحدي للاس

(،   ( فهو لؽثل الحد الثابت الذي يدل على أنو إذا كان الدخل الدتاح معدوما فإن الاستهلاك يساوي )  )
 لستلف الأصول...إلخ. بدعتٌ إذا كان الدخل معدوما للفرد فإنو يلجأ للاقتًاض أو التصرف في

ىنا لغب اختيار السلاسل التي لغب استخدامها  :البيانات و قياس العلاقة بين المتغيراتج. اختيار 
لتفستَ الظاىرة الاقتصادية، ففي مثالنا ىذا لغب الحصول على الاستهلاك الذي يقابلو الدخل الدتاح في كل 

 ا على عدة اعتبارات و ىي:فتًة، لكن اختيار الدعطيات لا يكون عشوائيا و إلظ
 ىل لغب أن تكون السلاسل شهرية أو فصلية أو نصف سنوية أو سنوية ...إلخ. -
 ىل لغب استعمال القيم الخامة أو تعديل التغتَات الفصلية. -
ما ىو معدل الفائدة مثلا الذي لغب الاعتماد عليو في تفستَ الاستثمار ) معدل الفائدة اليومي، معدل  -

 الفائدة المحدد من طرف البنك الدركزي....إلخ(.
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نقوم في ىذه الدرحلة باختيار البيانات الاحصائية و بسثيلها في علاقة  قياس العلاقات:اختيار البيانات و د. 
 سلوك الوحدات الاقتصادية، و ذلك عن طريق تقدير الدعلمات باستخدام طرق رياضية معينة. رياضية لتحديد

 نشتَ إلذ أنو لغب أن لظيز بتُ الكثتَ من البيانات و ذلك حسب النموذج الددروس:    
  السلاسل الزمنية(Time series data):  و ىي عبارة عن مشاىدات الدتغتَات الكلية أو الجزئية و

، حيث (t)غتَ مع الزم بشكل منتظم ) شهر، سنة، فصل، سنة...إلخ(، و يرمز لاىا بالرمز التي تت
(t=1,2….n) أين تكون البيانات      بدلالة الدخل الدتاح      ، فمثلا دراسة الاستهلاك

 الاحصائية مثلا شهرية.
  البيانات المقطعية( Gross-Sectional data):  خلال فتًة معينة لعدد من تتمثل في الدشاىدات

، فمثلا إذا أردنا    الأفراد سواء كانوا أشخاصا أو دولا أو قطع أراضي...إلخ، و يرمز لذا بالرمز 
معرفة العلاقة بتُ الاستهلاك و الدخل الدتاح خلال فتًة زمنية لزدد لعشرون دولة، فإنو الدشاىدات 

 .            تكون لكل دولة 
  بيانات بانل( Panel data ):  في ىذه الحالة يتم دمج الأبعاد الفردية و الزمنية معا، و ىذا ما

 .    يسمح بدتابعة تغتَات الدتغتَات للأفراد ) دول، أشخاص...إلخ( مع الزمن، و يرمز لذا بالرمز 
فس في لظاذج السلاسل الزمنية لا لغب أن تتأثر الدتغتَات مع بعضها البعض في ن ه. التأخير الزمني:

الفتًة، حيث لؽكن أن تتأثر الدتغتَة التابعة )الداخلية( بالدتغتَ الدفسرة ) الدستقلة( للفتًة السابقة، فمثلا 
 .           لؽكن أن يتأثر الناتج للسنة الحالية بالاستثمار للسنة السابقة، و بذلك نكتب 

 د من النتائج الآتيةفي الدرحلة الأختَة نتأك و. التحقق من نتائج النموذج:
 القيام بالاختبارات الاحصائية للتأكد من استقرار الدعلمات و معامل التحديد...إلخ. -
 التحقق من أن العلاقات تتوافق مع الواقع أو النظرية الاقتصادية. -
 التأكد من دقة الدعلمات. -

 ثانيا: تقدير النموذج الخطي البسيط    

 المفاهيم:عرض النموذج و تحديد بعض  .0

 مثال توضيحي:
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لنفرض دالة الاستهلاك الكنزية ذات الخصائص الدعروفة في الاقتصاد الكلي، التي يعتبر فيها الدخل الدتاح     
 المحدد الرئيسي للاستهلاك، ذلك كما يلي:

          
 : الديل الحدي للاستهلاك.  : الاستهلاك الدستقل،   : الدخل الدتاح،   : الاستهلاك،  

فسَرة ) الدتغتَة الدستقلة(، في حتُ تسمى متغتَة الدخل الدتاح بالدتغتَة 
ُ
نسمي متغتَة الاستهلاك بالدتغتَة الد

فسَرة )الدتغتَة التابعة(.
ُ
 الد

ة، مثلا لكن النموذج في ظل السلاسل الزمنية فإن قيم الدتغتَات بسثل قيم الدشاىدات لفتًة زمنية منتظم    
 شهرا كما يلي: 25نكتب النموذج لدعطيات الاستهلاك و الدخل الدتاح خلال 

                  /                  
 (. : الدخل الدتاح للفتًة )  (،  : استهلاك الفتًة )  

الأفراد لفتًة لزددة أو معينة ، فمثلا الاستهلاك و  أما في لظاذج البيانات الدقطعية فإن الدتغتَات بسثل لرموعة من
 ( دول في سنة أو شهر أو سداسي معتُ، و نكتب:10الدخل الدتاح تكون عينة الدشاىدة لعشرة )

                  /                  
( )سنة  : الدخل الدتاح للدولة )  إلخ(، ( )سنة معينة أو شهر معتُ... : استهلاك الدولة لفتًة معينة )  

 معينة أو شهر معتُ...إلخ(، أي أن الفتًة لزددة.

 :    الحد العشوائي للأخطاء. 2
فَسِرةَ للمتغتَ التابع فإنو من الدمكن جدا أن نهمل بعض الدتغتَات الدفَسِرة بسبب      

ُ
عند اختيار الدتغتَات الد

درتنا على دلرها، أو لذا تأثتَ ضعيف، و بالعودة لدثالنا السابق الذي اعتبرنا فيو عدم توفر معطيات، أو عدم ق
أن الدخ الدتاح ىو المحدد الوحيد للاستهلاك، فإنو لؽكن أن تكون ىناك متغتَات أخرى مُفَسِرة مثل معدل 

رف بالحد العشوائي الفائدة، الذوق...إلخ و التي تم العالذا، ففي ىذه الحالة يستوجب علينا أن نضيف ما يع
الذي يعوض النقص في ىذه الدتغتَات غتَ الواضحة في النموذج، و عليو نكتب النموذج من      للأخطاء 

 نوع السلاسل الزمنية:
              

 و نكتب في النموذج من نوع البيانات الدقطعية:
              

 و خصائصها تقدير المعلمات. 2
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 الفرضيات: .0.2

( و الثاني   يعبر لظوذج الالضدار الخطي البسيط عن وجود علاقة خطية بتُ متغتَين أحدلعا تابع )    
 (، و يأخذ الشكل الجبري الآتي:   متغتَ مستقل ) مفَسِر 

                           /                   
معلمات النموذج،    و    فَسِر أو الخارجية، : الدتغتَة الد  : الدتغتَة التابعة أو الدتغتَة الداخلية،   
 : حجم العينة. : الحد العشوائي للأخطاء و ىي غتَ معروفة في ىذه الحالة،   

 :15ىي و يعتمد ىذا النموذج على لرموعة من الفرضيات و
 .    مفسَرا بالدتغتَ الدستقل      . النموذج خطي، حيث يكون الدتغتَ التابع   
 .(         )تكون مشاىداتها غتَ مرتبطة بالأخطاء العشوائية      . قيم   
متوسط الأخطاء في النموذج  ، و يعتٍ ىذا أن       . التوقع الرياضي للأخطاء يكون معدوما:   

 تكون معدومة.
            . تباين الأخطاء ثابت:   

     
، و يعتٍ ىذا أن الأخطاء لن تتوسع عندما تتغتَ  

 الفتًة )تبقى نفسها مع تغتَ الزمن(.
 ( ) ، ىذا ما يعتٍ أن خطأ الفتًة      حيث             . الأخطاء غتَ مرتبطة فيما بينها   

 ليس لو تأثتَ على الأخطاء اللاحقة.

 . صياغة التقدير:2.2

( 01إذا قمنا بتمثيل قيم الدشاىدات الحقيقية و الدقدرة لدالة الاستهلاك مثلا، فإننا نلاحظ من الشكل )   
النقاط السوداء القيم الحقيقية، و الفرق أن النقاط البيضاء التي تقع على الخط بسثل القيم الدقدرة، بينما بسثل 

     و      للحصول على خط الالضدار لغب تقدير الدعلمتتُ بتُ ىذه النقاط لؽثل أخطاء التقدير. و 
التي تسمح بتقليص الدسافة بتُ القيم الحقيقية و الدقدرة، و ىذا باستخدام ما يعرف بطريقة الدربعات الصغرى 

على أقل لرموع مربع تسمح بالحصول التي و  ،(Ordinary Least Squares method)  (OLS)العادية 
 أخطاء التقدير

                                                           
15 - Pour plus de détails voir : 

- Sami Khedhiri (2007), cours d’économétrie-méthodes et application, Paris : Lavoisier, , P19. 
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 إذن من أجل الحصول على أقل مربع الأخطاء نكتب
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 ( كما يلي:  ( و )  للحصول على أقل أخطاء نشتق بالنسبة إلذ )
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خط الالضدار و القيم الحقيقية و الدقدرة للمتغتَ التابع (:10الشكل )  
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 ̂   ̅   ̂  ̅            

 ̂ ∑  
  ∑       ∑          

 ( لضصل:2( في العلاقة )1بتعويض العلاقة )

 ̂ ∑  
  ∑       ̅   ̂  ̅ ∑   

 ̂ ∑  
   ̂  ̅∑   ∑      ̅∑   

 ̂  
∑      ̅      ̅  

   

∑      ̅   
   

 
∑        ̅ ̅ 

   

∑   
  

      ̅ 
      

 ( معلمات النموذج الدقدر للالضدار البسيط.3( و )1تبتُ العلاقتتُ )

فَسَر الديل الحدي للاستهلاك ( ̂ )بسثل الدعلمة     
ُ
( على الدتغتَة التابعة   ة )، و ىي أيضا بسثل أثر الدتغتَ الد

( اقتصاديا أنو إذا تغتَت الدتغتَة الدفَسِرة بوحدة واحدة تتغتَ الدتغتَة  ̂ و بصفة عامة تدل الدعلمة )(.    )
 (. ̂ التابعة بدقدار )

تٌ يكون معدوما، فمثلا (، بدع ̂ نشتَ إلذ أنو في بعض الحالات الخاصة أن النموذج لا يتضمن الحد الثابت )
في دالة الانتاج إذا اعتبرنا أن العمل ىو الدتغتَ الدفسِر الوحيد، فإنو لا لؽكن أن نتخيل وجود انتاج إذا كان 

 حجم العمل معدوما، بذلك نكتب:

    ̂                   /           ̂   
∑     

 
   

∑   
  

   

 

 (  ( و الدخل الدتاح )  لنفرض البيانات الاحصائية الخاصة بالاستهلاك ) (:10التمرين )
12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1   

2321 2285 2215 2181 2121 2111 1931 1925 1751 1781 1631 1520    
3351 3311 3151 3111 3111 2911 2711 2681 2511 2351 2211 2111    

 قدر معلمات النموذج.
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 نقوم بالحسابات الآتية التي تساعدنا على تقدير الدعلمات الحل:
     ̅      ̅       ̅       ̅     ̅       t 

3491329292 578867,36 -760,83 -458,75 2111 1520 1 

1955919625 314534,03 -560,83 -348,75 2211 1630 2 

816539125 168784,03 -410,83 -198,75 2351 1780 3 

596659625 68034,028 -260,83 -228,75 2511 1750 4 

43449791 6534,0278 -80,83 -53,75 2681 1925 5 

29659625 3700,69 -60,83 -48,75 2711 1930 6 

16873995833 19367,36 139,167 121,25 2911 2100 7 

337829292 57200,69 239,167 141,25 3111 2120 8 

481329292 57200,69 239,167 201,25 3111 2180 9 

88148996 151450,69 389,167 226,25 3151 2205 10 

165119979 290700,69 539,167 306,25 3311 2285 11 

2111539125 347117,36 589,167 341,25 3351 2320 12 

124626295 2063491,667 

 

 

0 

0 

0 

0 

33130 

2760,83 

23736 

1978,75 

 المجموع
 الدتوسط

 

 ̂  
∑      ̅      ̅  

   

∑      ̅   
   

 
         

           
       

 ̂   ̅   ̂  ̅                                
 ستهلاك الدقدرة بدلالة الدخل الدتاح كما يلي:إذن نكتب دالة الا

    ̂                       
 0.604( بدقدار   ( بوحدة واحدة يتغتَ الاستهلاك )  تبتُ العلاقة الدقدرة أنو إذا تغتَ الدخل الدتاح )

دخار( و ىو لؽثل الديل الحدي للاستهلاك، أما من الدخل الدتاح يوجو للاستهلاك و الباقي للا 60.4%)
 بسثل الاستهلاك الثابت و الدستقل عن الدخل الدتاح.  311.32الدعلمة 

(،   ( و خطأ التقدير )بواقي التقدير(، لذا، يوجد فرق بتُ ىذا الأختَ و الخطأ العشوائي )  و لؽثل )
وذج الدقدر انطلاقا من استخدام بيانات احصائية، و ىي تساوي فبواقي التقدير قيمها معروفة تستخدم في النم

الفرق بتُ القيم الحقيقية و القيم الدقدر، أما الخطأ العشوائي فقيمو غتَ معروفة و يستعمل في من طرف 
 الاقتصاديتُ في النماذج غتَ الدقدرة.

 قة:تساوي بواقي التقدير الفرق بتُ القيم الحقيقية و القيم الدقدرة بالعلا
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    ̂   ̂       
       ̂   ̂    

 ( السابق1للتوضيح نستخدم نفس التمرين )
                                

 ونواصل العملية إلذ غاية العينة الأختَة:
 t   الحقيقية القيم                القيم الدقدرة    البواقي 

0.68 1519.32 1520 1 
-10.03 1640.03 1630 2 
49.28 1730.72 1780 3 
-71.32 1821.32 1750 4 
-5.04 1930.04 1925 5 
-12.12 1942.12 1930 6 
37.08 2062.92 2100 7 
-3.32 2123.32 2120 8 
56.68 2123.32 2180 9 
-8.92 2213.92 2205 10 
-19.52 2304.52 2285 11 
-14.72 2334.72 2320 12 

 المجموع   00

∑ لرموع البواقي لغب أن يكون معدوما        
، بذلك فإن التوقع الرياضي لبواقي التقدير تكون    

̅        معدومة   ، و ىي أحد أىم الفرضيات التي نعتمد عليها.   

 . خصائص مقدرات طريقة المربعات الصغرى:3

 :Unbiased Estimator . خاصية عدم التحيزأ

أن القيم الدتوقعة  (Best Linear Unbiased Estimators) (BLUE)تعتٍ الدقدرات الخطية غتَ الدتحيزة     
لذا في المجتمع، و يشتَ الدعتٌ الاحصائي على         تكون مساوية للقيم الحقيقية    ̂   ̂  لكل من 

 ق بتُ القيمة الدتوقعة و القيمة الحقيقية لذذه الدعاملات تساوي الصفر.أن الفر 
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 لتوضيح ذلك ليكن لدينا:

                    
 ̅        ̅   ̅         

 ( لضصل:5( من )4بطرح العلاقة )

    ̅         ̅      ̅      
 ( السابقة لصد:3( في العلاقة )6يض العلاقة )بتعو 

 ̂  
∑      ̅      ̅  

   

∑      ̅   
   

 

 ̂  
∑     ̅ [       ̅        ̅]

∑     ̅  
 

 ̂  
  ∑      ̅    ∑     ̅       ̅

∑     ̅  
 

 ̂     
∑     ̅    ∑     ̅  ̅

∑     ̅  
                /     ̅            

 ̂     
∑     ̅   
∑     ̅  

          

 ساوي التوقع الرياضي:ي

   ̂         
∑     ̅      

∑     ̅  
      /                    

   ̂                   
   ̂      

 العلاقة الدقدرة:بنفس الطريقة، حيث لدينا من          ̂   نبرىن كذلك على أن 

 ̅   ̂   ̂  ̅           
 ( لضصل:5( من العلاقة )10بطرح العلاقة )

  ̂        ̂      ̅   ̅ 
   ̂          ̅   ̂      ̅      ̅ 
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   ̂                   
   ̂      

 ( أن الدعلمات الدقدرة بطريقة الدربعات الصغرى العادية ىي معلمات غتَ متحيزة.11( و )9العلاقتتُ )تدل 

 :Minimum Varianceب. خاصية أقل تباين 

إذا كان تباينها صغتَا، و تتميز طريقة  (Best Estimators )نعتبر التقديرات جيدة و أفضل من غتَىا    
 صة كلما كان حجم العينة كبتَة.الدربعات الصغرى بهذه الصفة خا

   
   

     ̂    
 و للتوضيح لدينا التباين يساوي:

     ̂      ̂     
  

 ( السابقة كما يلي:8نكتب العلاقة )

 ̂     
∑     ̅   
∑     ̅  

 

     ̂    [*
∑     ̅   
∑     ̅  

+

 

] 

   نضع 
     ̅ 

∑     ̅  
 ، و نكتب:

     ̂    [*∑    +
 

] 

( ليس لذا  ) و التي تعتٍ أن أخطا الفتًة (           :    )الأخطاء غتَ مرتبطة في ظل افتًاض أن 
 (، نكتب:  تأثتَ على اخطاء الفتًة)

     ̂    [ ∑     ∑        ∑         ∑     

        

] 

     ̂    [∑  
   

  ∑            ∑           
        

] 

     ̂   ∑  
     

    ∑              

     ̂   ∑  
     

            /                      
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    :    ) ظل افتًاض أن تباين الأخطاء ثابت و في
     

  ) 

     ̂     
 ∑  

    
 

∑     ̅      ̅ 
∑     ̅  ∑     ̅  

 

     ̂   
  

 

∑     ̅  
         

كبتَة جدا و أن     ̅     ∑كان حجم العينة كبتَا تكون القيمة ( أنو كلما  12نلاحظ من العلاقة )
  تباين الأخطاء )

 ( ثابت، فإن التباين يؤول إلذ الصفر. 

   
   

(     ̂  )  
  

 

∑     ̅  
   

 التقدير جيد و أفضل. نستنج من ىذه العلاقة أنو كلما كان حجم العينة كبتَا كلما كان

 ، حيث كان لدينا من العلاقة السابقة:  ̂     نبرىن بنفس الطريقة على 

  ̂        ̂      ̅   ̅ 

  ̂       ̅    ̂      ̅ 

 ( السابقة في ىذه الأختَة لضصل:8بتعويض العلاقة )

  ̂       ̅  
∑     ̅   

∑     ̅  
 ̅ 

  ̂       ̅   ̅∑     

 و منو فإن التباين يساوي:

     ̂      ̂     
   *  ̅   ̅∑     

 + 

     ̂    *∑[ 
 

 
  ̅     ]

 

+          /      ̅  
 

 
∑   

 أن الأخطاء مستقلة ) غتَ مرتبطة( ينتج لدينا:و في ظل 

     ̂    [∑ 
 

 
  ̅   

   
    

 

 
  ̅    

 

 
  ̅           ] 
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     ̂   ∑ 
 

 
 ̅   

     
         

     ̂     
 ∑[

 

  
 

 

 
 ̅    ̅   

 ] 

     ̂     
 *∑

 

  
 

  ̅ ∑     ̅ ∑  
 

 
+ 

     ̂     
 

[
 
 
  

 
 

  ̅ ∑     ̅    ̅ 

∑     ̅  

 
]
 
 
 
        /      ∑

 

  
 

 

 
 

     ̂     
 

[
 
 
  

 
 

   ̅ ∑      ̅    ̅ 

∑     ̅  

 
]
 
 
 
 

     ̂     
 *

 

 
 

 ̅ 

∑     ̅  
+         

 يؤول إلذ الصفر كلما كان حجم العينة كبتَا.   ̂   ( أن تباين الدعلمة الدقدرة13أيضا من العلاقة ) ظنلاح

 :(Consistent)ج. خاصية الاتساق 

غتَ متحيز و لو أقل تباين، و ىاذين الشرطتُ متوفرين، و   ̂  يقصد بخاصية الاتساق أنو إذا كان الدقدر     
 للمعلمتُ يساوي:    ̂   ̂     شتًكالتباين الد

     ̂   ̂     ̅     ̂             

 :الاحصائية ثالثا: الفرضيات الرئيسية لبناء الاختبارات

 . فرضية الأخطاء الطبيعية:0

ساسا على الدتغتَ العشوائي توجد اختبارات تبتُ لنا جودة التقديرات الدتحل عليها و التي تعتمد أ    
للأخطاء، و ىذه الفرضيات التي سوف نتناولذا لا تتعلق بالحصول على مقدر متقارب ) أفضل مقدر( و إلظا 
تسمح لنا ببناء الاختبارات الاحصائية التي تسمح بدورىا بتحديد قانون التوزيع الاحتمالر للمقدرات، ونعلم 

         : (Normal Distribution)و توزيع طبيعي أن توزيع الدتغتَ العشوائي للأخطاء ى
  . 
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أنها تتبع توزيعا  تسوف نثبت الآن بأن التوقع الرياضي للأخطاء يساوي الصفر و أن تباينها ثابت ) لإثبا
 طبيعيا(

         لؽكن أن نبتُ بكل بساطة بأن 

 درة: ىو الفرق بتُ القيم الحقيقية و القيم الدق  

       ̂      ̂   ̂    

∑  

 

   

 ∑     ̂   ̂    

 

   

 

 نعلم أن التوقع الرياضي للأخطاء ىو متوسط الأخطاء:

      
 

 
∑   

 

 
∑     ̂   ̂     

       ̅   ̂   ̂  ̅ 

̅   ̂ نعلم كذلك أن:   و ىذا ما ينتج عنو: ̅  ̂  

       ̅   ̅   ̂  ̅   ̂  ̅    
 نبحث الآن عن تباين الأخطاء:

 أول خطوة نقوم بها ىي البحث عن مربع الأخطاء، حيث لدينا:

       ̂      ̂   ̂    

̅   ̂ (: 1نعوض العلاقة السابقة )  في العلاقة السابقة الأختَة ينتج لدينا:  ̅  ̂  

       ̅   ̂  ̅   ̂    

       ̅   ̂      ̅  

̅ و                ة بتعويض العلاقتتُ السابقتتُ في ىذه الأختَ         ̅   ̅ 

                    ̅   ̅   ̂      ̅  

        ̂       ̅        ̅ 



 لظوذج الالضدار الخطي البسيط :الأولالفصل -ثانيالباب ال 71

  

 لرموع مربع البواقي يساوي إلذ:

∑  
  ∑[     ̂       ̅        ̅]  

∑  
       ̂  

 ∑     ̅         ̂  ∑     ̅       ̅  ∑      ̅  

     ̂ ( السابقة 7لدينا من العلاقة )
∑     ̅    ∑     ̅  ̅

∑     ̅  
  

     ̂  ∑     ̅    ∑     ̅   
 
  ̅  

 بتعويض ىذه العلاقة الأختَة في لرموع مربع البواقي ينتج لدينا: 

∑  
       ̂  

 ∑     ̅         ̂  
 ∑     ̅   ∑      ̅  

∑  
  ∑      ̅       ̂  

 ∑     ̅   

 التوقع الرياضي لدربع الأخطاء يساوي:

    
    *∑      ̅ +   [     ̂  

 ]∑     ̅         

 ( إلذ جزئتُ و لضسب كلا على حدى15.2نفكك العلاقة )

 *∑      ̅ +   *∑  
    ̅      ̅ + 

 *∑      ̅ +   *∑  
   ̅∑  + 

 *∑      ̅ +   [∑  
  

 

 
∑  

 ] 

 *∑      ̅ +  ∑    
   

 

 
∑    

   

 *∑      ̅ +     
    

            

    ∑            ىذا لأن:
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 لدينا في الطرف الثاني:

      ̂  
 ∑     ̅   

  
 

∑     ̅  
∑     ̅   

      ̂  
 ∑     ̅            

 ( ينتج لدينا:15( في العلاقة )17( و )16و بتعويض العلاقتتُ )

    
      

    
    

         
  

 درة تساوي إلذ:على ىذا الأساس فإن تباين الأخطاء الدق

 ̂ 
  

 

   
∑  

            

( 13( و )12الذي برىنا علية و الذي برصلنا عليو في العلاقتتُ )   ̂  و    ̂   إن تباين الدعلمتتُ    
ة فإن نعوضها لكن بدا أن تباين الأخطاء الدقدرة معروفالسابقتتُ ما ىو إلا تباين نظري قيمتيو غتَ معروفتتُ، 

  ( التي تعطى كما يلي:13( و )12في العلاقتتُ )

 ̂ ̂ 

  
 ̂ 

 

∑     ̅  
         

 ̂ ̂ 

   ̂ 
 *

 

 
 

 ̅ 

∑     ̅  
+         

 

 :(t-student). اختبار 2

 :%5ستوى معنوية لنختبر الفرضيتتُ الآتيتتُ عند م

         فرضية العدم: 

        الفرضية البديلة:
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    ̂ تتبع 

 ̂ ̂ 

تستلزم             و برت فرضية العدم،      ( بدرجة حرية t-studentقانون ) 

 ̂   حساب القيمة المحسوبة 
 ، حيث:     عند درجة حرية      دولة و مقارنتها بالقيمة المج  

  ̂ 
 

| ̂    |

 ̂ ̂ 

 
| ̂ |

 ̂ ̂ 

            /            

 ̂  إذا كانت 
     

،          و نقبل الفرضية البديلة             نرفض فرضية العدم      
( معنوية بزتلف عن الصفر ) لذا دلالة احصائية(. نشتَ إلذ أنو إذا كانت درجة  ̂ و بالتالر نقول أن الدعلمة )

   فإن قيمة        الحرية يفوق  
 ̂   ،  لذا إذا كانت           

   
           

و  يبتُ الشكل  النظري الغتَ معروف معنوي لؼتلف عن الصفر، (  و يكون الدعامل ) نرفض فرضية العدم
 ( ذلك.2)

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( السابق01: بالاعتماد على نتائج التمرين )(12التمرين )
 ؟.%5معنوية بزتلف عن الصفر عند مستوى معنوية  ك. ىل معلمة الديل الحدي للاستهلا1
 .%95 الثقة . ما ىو لرال الثقة للميل الحدي للاستهلاك عند مستوى2
 
 

 .%5الاختبار الثنائي عن  (:2الشكل )

 القيمة الحرجة

1.96 

0 

0.05 

0.1 

0.15 

0.2 

0.25 

0.3 

0.35 

0.4 

0.45 

-3 -2.5 -2 --1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 

2.5% 2.5% 

-1.96 

 القيمة الحرجة
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 الحل:
رة ىي في غاية الألعية الاقتصادية، حيث تدل الدعلمة غتَ معنوية على أن . إن معرفة معنوية الدعلمة الدفسِ 1

 الدتغتَة الدفَسِرة التي تتمثل في الدخل الدتاح ليست كمفسرة جيدة للاستهلاك، إذن لدينا:
         
         

 :يكون لدينا   برت فرضية العدم 

  ̂ 
 

 ̂    

 ̂ ̂ 

 
 ̂   

 ̂ ̂ 

 
 ̂ 

 ̂ ̂ 

 

 ىنا لغب أن لضسب أولا لرموع مربع البواقي:

  
 t  القيم الحقيقية  ̂ القيم الدقدرة      

0.4624 0.68 1519132 1520 1 
100.6009 -10.03 1641113 1630 2 
2428.5184 49.28 1731172 1780 3 
5086.5424 -71.32 1821132 1750 4 
25.4016 -5.04 1931114 1925 5 
146.8944 -12.12 1942112 1930 6 
1373.814 37.08 2162192 2100 7 
11.0224 -3.32 2123132 2120 8 

3212.6224 56.68 2123.32 2180 9 
79.5664 -8.92 2213.92 2205 10 
381.0304 -19.52 2304.52 2285 11 
216.6784 -14.72 2334.72 2320 12 
 المجموع   00 13065.9

 تباين الأخطاء يساوي:

 ̂ 
  

∑  
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 يساوي:(  ̂ ) إذن تباين الدعلمة الدقدرة

 ̂ ̂ 

  
 ̂ 

 

∑     ̅  
 

       

           
         

 تم حسابها في الأول ) ارجع إلذ الجدول(.   ̅     ∑مع العلم أن 

 ̂ ̂ 
 √ ̂ ̂ 

 
        

 : (t-student) ةلضسب الآن القيمة الحرجة للإحصائي

  ̂ 
  

 ̂ 

 ̂ ̂ 

 
     

      
       

   المجدولة  (t)قيمة ( (01) ) الدلحق رقملدينا من الجدول 
 ̂  و بالتالر فإن  2.228=    

،   أكبر من  
 و ىذا ما يسمح لنا برفض فرضية العدم و قبول الفرضية البديلة، و التي تعتٍ أن معلمة الديل الحدي

 . ة بزتلف عن الصفرللاستهلاك معنوي

 ̂   أنو إذا كانت بصفة عامة نقول
    أكبر من  

 

    أو أقل من    

 

فإننا نرفض فرضية العدم و    
 نقبل الفرضية البديلة، و بذلك من الأحسن أن نكتب:

 ̂  تكون الدعلمة معنوية إذا كانت: 
 

| ̂ |

 ̂ ̂ 

   
(، حيث نرفض    عند مستوى معنوية )      

 فرضية العدم و العكس صحيح.

 ( السابق بالعلاقة الآتية:3.2. لؽكن استنتاج لرال الثقة من الشكل )2

 ̂    

 ̂ ̂ 

    
 

 ⁄        ̂    ̂ ̂ 
    

 
 ⁄    

                        [            ] 

عند مستوى  [            ]( يوجد ضمن المجال   يدل لرال الثقة المحصل عليو أن الدعامل الحقيقي )
 .%5الدعنوية 
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 تحليل جدول التباين:معامل التحديد و  .3

 . معامل التحديد:0.3
لذ التغتَات الكلية، و ىو يقيس نسبة التغتَ إ (SCE)معامل التحديد ىو عبارة عن نسبة التغتَات الدفسرة 

في الدؤشر التابع نتيجة التغتَ الذي لػدث في الدتغتَ الدستقل، بعبارة أخرى، يوضح معامل التحديد نسبة 
مسالعة الدتغتَ الدستقل في التغتَات التي بردث في الدتغتَ التابع، بذلك يستعمل معامل التحديد لدعرفة جودة 

 .16ار الدقدرة بتُ كل من الدتغتَ التابع و الدتغتَ الدستقلتوفيق خط الالضد

 سوف لضاول الآن البرىان على علاقتتُ أساسيتتُ و لعا
  نعلم سابقا أن∑    : 
  لرموع الدتغتَة التابعة الحقيقية تساوي لرموع الدتغتَة الدقدرة∑   ∑  ̂ : 

    ̂   ̂         ̂     ∑   ∑ ̂  ∑     

متوسط الدتغتَة التابعة الحقيقية يساوي متوسط الدتغتَة التابعة الدقدرة،  نستنتج من ىذه العلاقة الأختَة أن
 ( لضصل: حيث بقسمة ىذه الأختَة على )

∑  
 

 
 

∑  ̂
 

 
 

∑   

 
      ̅   ̅̂ 

 لؽكن الآن استخدام ىاتتُ العلاقتتُ الأساسيتتُ برليل التباين

∑   ∑ ̂  ∑   

∑     ̅   ∑( ̂   ̅̂)
 
 ∑  

         
                                                                   

زائدا لرموع تباين بواقي التقدير     لرموع التباين الكلي تساوي لرموع تباين الدتغتَة الدفسِرة     
   . 

                                                           
16 - Verbeek M  ( 2017), A guide to modern econometrics, USA : Willy, P21. 
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( بالتحقق من جودة  النموذج، حيث كلما كان تباين الدتغتَة الدفسِرة  قريبة من التباين 21تسمح العلاقة )
يدا، و تكون البواقي أقل ما لؽكن بطريقة الدربعات الصغرى الكلي )لرموع تغتَات الدشاىدات( كان النموذج ج

 كما يلي:      العادية، على ىذا الأساس لؽكننا حساب معامل التحديد 

 )∑ ( على 21بقسمة العلاقة )
 
  ̅)

 
 ينتج لدينا:  

∑( ̂   ̅̂)
 

∑     ̅  
 

∑  
 

∑     ̅  
   

   نضع: 
∑( ̂   ̅̂)

 

∑(    ̅)
 لضصل على:  

   
∑( ̂   ̅̂)

 

∑     ̅  
   

∑  
 

∑     ̅  
          

، للمتغتَة التابعة الدستقلةشتَ إلذ نسبة تفستَ الدتغتَة الذي ي      ( علاقة معامل التحديد22تبتُ العلاقة )
 .%85( نقول أن الدتغتَة الدستقلة تفسِر الدتغتَة التابعة بنسبة 0.85فمثلا إذا كان معامل التحديد يساوي )

 :Fisher. اختبار 2.3
 .( الآتي برليل التباين للنموذج البسيط1.2لؽثل الجدول ) 

 ن للنموذج البسيط(: برليل التباي01الجدول )

 متوسط الدربعات درجة الحرية لرموع الدربعات مصدر التغتَات
  

 البواقي

 الابصالر

    ∑( ̂   ̅̂)
  

    ∑  
  

    ∑     ̅   

1 

    

    

   
 ⁄  

   
   ⁄  

قييمها، فمثلا الدتغتَة الدستقلة في النموذج البسيط التي نود تقييمها ىي تتعلق درجة الحرية بعدد القيم التي نود ت
 (. واحدة )
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لا    ) الدتغتَة الدستقلة          ىي نفسها اختبار الفرضية         إن اختبار الفرضية 
 .        مقابل الفرضية          تساىم في تفستَ النموذج(. أما اختبار الفرضية 

 تعطى احصائية ىذا الاختبار بالعلاقة الآتية:

   

   
   ⁄

   
   ⁄

 

∑( ̂   ̅̂)
 

 
⁄

∑  
 

   
⁄

 

 لضصل:   ̅     ∑ على(    ) و(    ) بقسمة

   

  

 ⁄

    

   ⁄
 

       

    
 

و ىي تساوي لرموع تباين الدتغتَة الدفسِرة على لرموع تباين  (Fisher)تسمى ىذه الاحصائية بإحصائية 
البواقي، حيث أن كل لرموع مقسوم على درجة الحرية الخاص بو، و إذا كان لرموع التغتَات الدفسِرة معنوي 

 ( مفسِرة حقيقية للنموذج.  )أكبر من لرموع تغتَات البواقي، ىذا يدل على أن 

        إذا كانت 
      التي تفرض تساوي التباينات  عند مستوى الدعنية  نرفض فرضية العدم     

 و نقبل الفرضية البديلة ، و ىذا ما يدل على أن الدتغتَة الدفسِرة تفسر الدتغتَة التابعة، و العكس صحيح.

 ( السابق أوجد:01اد على معطيات التمرين )بالاعتم (:13التمرين ) 
 . لرموع التغتَات الكلية و لرموع التغتَات الدفسِرة.1
 . معامل التحديد احصائية فيشر.2
 . و ىل النموذج ككل مقبول.3

 الحل:
 . حساب التغتَات الكلية و لرموع التغتَات الدفسِرة:1

 لؽكن لشا سبق حساب لرموع التغتَات الكلية:



 لظوذج الالضدار الخطي البسيط :الأولالفصل -ثانيالباب ال 79

  

    ∑     ̅             

 و كنا قد حسبنا سابقا لرموع مربع أخطاء التقدير:

    ∑  
          

 :لرموع التغتَات الدفسِرةو منو لؽكن حساب 
                                                            

    ∑( ̂   ̅̂)
 
                             

 . حساب معامل التحديد و احصائية فيشر:2

   
∑( ̂   ̅̂)

 

∑     ̅  
 

         

         
      

 .%98يشتَ معامل التحديد أن الدتغتَة الدستقلة أو الدفسِرة تفسر الدتغتَة التابعة بنسبة 

   

∑( ̂   ̅̂)
 

 
⁄

∑  
 

   
⁄

 
         

       /  
        

. لدعرفة النموذج ككل على أنو معنوي، نقوم بدقارنة احصائية فيشر المحسوبة مع احصائية فيشر المجدولة 3
               و درجة الحرية  %5( (، و ذلك عند مستوى معنوية 02)الدلحق )

               
          

 على ىذا الأساس نقول أن النموذج ككل معنوي.،   نقبل الفرضية البديلة 

 : التنبؤ في النموذج الخطي البسيط:رابعا

( إذا كانت معلمات النموذج مقدرة خلال الفتًة  لؽكننا حساب القيم الدتوقعة خلال الفتًة )   
 ، حيث:            

    ̂   ̂       
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فإن القيمة الدتوقعة للمتغتَة التابعة       معروفة خلال الفتًة      و إذا كانت قيمة الدتغتَة الدفسِرة 
 تعطى بالشكل:

 ̂     ̂   ̂      

 حيث توقع الخطأ يعطى كما يلي: ن نثبت بأن ىذه التوقعات أو التنبؤات تكون غتَ متحيزة،ألكن ىنا لغب 

      
   

  ̂
   

                    ̂   ̂       

          ̂        ̂            

 ( السابقتتُ يكون لدينا:11) ( و9بالرجوع إلذ الفرضيات الأساسية للنموذج و الدتعلقة بالعلاقتتُ )

                    

يتم الحصول على القيم التنبؤية غتَ الدتحيزة عن طريق التعويض مباشرة في النموذج الدقدر، لكن لغب أن 
 نعرف درجة الثقة التي لغب أن لظنحها لذا، لذا، لغب أن لضسب تباين أخطاء التنبؤ التي تعطى بالعلاقة:

             [     ̂        ̂           ] 

 ( فإنو لؽكن أن نكتب:  ( غتَ مرتبطة مع )    ( معلومة و الأخطاء )    بدا أن قيمة )

               ̂       
      ̂             ̂   ̂             

 ( ينتج لدينا:15( و )13( و )12بتعويض العلاقات السابقة )

            
 *

 

 
 

 ̅ 

∑     ̅  
+      

 
  

 

∑     ̅  
       ̅     ̂  

   
  

            
 *

 

 
 

 ̅      
        ̅

∑     ̅  
  + 

                    ̂       
 *

 

 
 

       ̅  

∑     ̅  
  +       
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بؤ ىي دالة بدلالة الفرق التًبيعي بتُ القيمة الدتوقعة للمتغتَ ( أن تباين أخطاء التن23نلاحظ من العلاقة )
(   الدفسِرة و متوسطها، حيث كلما زادت ىذه القيمة كلما زاد تباين أخطاء التنبؤ. و تسمح فرضية أن )

 (:   بزضع للقانون الطبيعي بتحديد لرال التنبؤ عند )

           ̂     ,   ̂ 
 *

 

 
 

       ̅  

∑     ̅  
  +- 

 حيث:

 ̂   ̂       
   

 ̂ √
 
 
 

       ̅  

∑     ̅  
  

     

 
 ⁄  

 و ىذا ما ينتج لنا:

      ̂        

 
 ⁄  ̂ √

 

 
 

       ̅  

∑     ̅  
           

( السابق أين تم تقدير الاستهلاك بدلالة الدخل الدتاح، 01بالاعتماد على نتائج التمرين ) (:14التمرين )
 حيث كانت النتائج:

                     
                   

∑  
                   ∑     ̅              

و  13إذا كان الدخل الدتاح للشهر  %95أوجد القيم التنبؤية للاستهلاك و لرال التنبؤ عند مستوى الثقة  
 على التوالر. 3430و  3400ىو  14الشهر 
 الحل:

 ̂                              

 حيث لدينا الدعطيات ) للتذكتَ(:
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        ̅              √  
         ∑     ̅               

   
                       ̂           

 لضسب الآن لرال الثقة للمتغتَة الحقيقية التابعة كما يلي:

     ̂      
     ̂ √

 

 
 

      ̅  

∑     ̅  
   

                 0     √
 

  
 

               

           
  1 

    [                 ] 

 و لرال الثقة: 14لصد توقع الشهر  بنفس الطريقة

 ̂                              

                 0     √
 

  
 

               

           
  1 

    [                 ] 

)الدقارنة بتُ الدعلمات الدقدرة(: أراد اقتصادي متخصص في اقتصاد العمل الغاد العلاقة بتُ  (3التمرين )
 20رجلا و  35الكفاءة و مدة الدراسة ) نظرية رأس الدال البشري(، و من أجل ىذا اقتًح عينة مكونة من 

امرأة من نفس السن، حيث أن الكفاءة السنوية لشثلة بآلاف الدولارات و عدد سنوات الدراسة بالسنوات، و  
 كانت التقديرات كما يلي:

 الرجال:

                          /              
                                                                                 

                                             

 النساء:
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                         /              
                                                                         

                                             

 سة أثر معنوي على الكفاءة الدهنية؟.. ىل لسنوات الدرا1
 . ىل يوجد اختلاف معنوي لأثر سنوات الدراسة على الكفاءة لدى الرجال و النساء؟2

 الحل:
و نقارنها مع  (t-student). لدراسة الأثر الدعنوي لسنوات الدراسة على الكفاءة لضسب احصائية 1

 المجدولة:
 ( الرجال )

  ̂  
 

 ̂  

 ̂ ̂  

              
          

 ( النساء )

  ̂  
 

 ̂  

 ̂ ̂  

         
          

 الالضراف الدعياري يساوي إلذحيث أن 
 ̂ ̂  

           ̂ ̂  
        

  ̂  لى الكفاءة ىذا لأن الدستوى التعليمي عند الرجال لو أثر معنوي ع
، حيث كلما زاد      أكبر من 

الدستوى التعليمي عند الرجال كلما زادت الكفاءة عندىم. نلاحظ كذلك أن الدستوى التعليمي عند النساء لو 
 ̂  أثر معنوي على الكفاءة لكن بأقل حدة عند الرجال ىذا لأن )

    .) 
ختلاف معنوي لأثر سنوات الدراسة على الكفاءة لدى الرجال و النساء، و يعود ىذا نعم يوجد ا. 2

 الاختلاف إلذ اختلاف التباينات غتَ الدتساوية:

                             

                             

          بدرجة حرية  (t-student)نستعمل اختبار 
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  ̂    ̂             

 ̂ ̂  
  ̂ ̂  

             

 حيث:

 ̂ ̂   ̂ ̂  
  ̂ ̂  

̂     و      ̂    ̂   

 ينتج لدينا:   و برت فرضية العدم 

 ̂

 ̂ ̂

    
              

√               
          

          

إذن يوجد أثر معنوي لأثر سنوات الدراسة على كفاءة العمل عند النساء و الرجل و بذلك نرفض فرضية 
 العدم.

 تذكتَ:

                                                

             ( مستقلتُ فإن:     ( و )  الدتغتَين ) بدا أن

   ( ̂    ̂  )       ̂         ̂    

 

 



 

 

 

 

الفصل الثالث: نموذج الانحدار 
 الخطي المتعدد
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لضدار الخطي البسيط الذي تكون فيو متغتَة مفسِرة واحدة للمتغتَة تطرقنا في الفصل السابق لنموذج الا    
التابعة، لكن أغلب الدتغتَات أو الظواىر الاقتصادية تتأثر بعدة متغتَات اقتصادية و غتَ اقتصادية ) اجتماعية، 

 سياسية،...(، و ىذا ما يستوجب علينا دراسة لظوذج الالضدار الخطي الدتعدد.

 :المتعددي أولا: النموذج الخط

 . عرض النموذج:0
توجد في النموذج الخطي البسيط متغتَة مفسِرة واحدة للمتغتَة التابعة، لكن في النموذج الخطي العام توجد     

 أكثر من متغتَة مفسِرة، لذا، فإن النموذج الخطي العام يكتب بالعلاقة:
                               /             

 (. : الدتغتَة التابعة أو الدتغتَة الداخلية في الفتًة )   
 (. : الدتغتَة الدفسِرة ) الدستقلة( الأولذ في الفتًة )    
 (. : الدتغتَة الدفسِرة ) الدستقلة( الثانية في الفتًة )    
 (. ( في الفتًة ) الدستقلة( ): الدتغتَة الدفسِرة )     

 : معلمات النموذج.                      
 غتَ معروفة في النموذج غتَ الدقدر. يو ى الحد العشوائي للأخطاء:   
 : حجم العينة. 

ما، و للتبسيط نكتب  إن ىذه الكتابة للنموذج الخطي الدتعدد تكون صعبة الفهم و غتَ تطبيقية نوعا    
 الشكل الدصفوفاتي لذا، حيث:

                            
                            
                            

                                       
                                                            

 بالتالر لؽكن كتابة الشكل الدصفوفاتي في علاقة خطية كما يلي:
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( سطر  (، حيث تتضمن ) ىو بعد الدصفوفة )      أبعاد الدصفوفات، فمثلا القيم التي بتُ قوستُ بسثل 
 عمود. 1و 

 نكتب:

  

(

 
 

  

  

 
  

 
  )

 
 

     

(

 
 
 

       
    

       
    

 
 
 
 

 
   

 
   

 
   

 
   

  
    

  
    )

 
 
 

   

(

 
 

  

  
  

 
  )

 
 

   

(

  
 

  
  
 
  
 
  )

  
 

 

( ) معامل الحد   (، و ىو يتعلق بدعامل )1( ىو الرقم واحد ) لدتعلق بالدصفوفة )نلاحظ أن كل العمود ا
 ( ىو عدد الدتغتَات الدفسِرة. ( عمود، حيث )   ( سطر و ) ( ىو ) الثابت. إذن بعد الدصفوفة )

 ثانيا: تقدير النموذج الخطي المتعدد و خصائصه:

 :النموذج. تقدير معلمات 0

لدربعات الصغرى العادية إلذ الحصول على أقل مربع الأخطاء و التي تعبر عن الفرق بتُ القيم تهدف طريقة ا
الحقيقية و القيم الدقدرة، و حتى نتمكن من الحصول على أفضل منحتٌ لغب الحصول على أفضل تقدير 

 .17و ذلك بالحصول على أقل قيم للأخطاء  للشعاع 

 ( مشاىدة بالعلاقة: متغتَة و )(  لؽكن أن نكتب الشكل الدصفوفاتي )

          
و سوف نستخدم طريقة الدربعات ،                      ( الدعاملات  حيث يتضمن الشعاع )

 .( للحصول على أقل مربع الأخطاء العشوائيةOLSالصغرى العادية )

   ∑  
                              

 

   

 

 مصفوفة الدتغتَ العشوائي. : ىي منقول  

                           

                                                           
17 - Pour plus de détails voir : 

Judge G.G (1985), the theory and econometric methods, J.W.S, N-Y, PP 13-16. 

 



 لظوذج الالضدار الخطي الدتعدد :الثانيالفصل -ثانيالباب ال 88

  

 إن العمليات على الدصفوفات ينتج لنا:

           
 إذن:

                       

 و من أجل الحصول على أقل مربع الأخطاء العشوائية نشتق ىذه العلاقة الأختَة:
  

  
               

         
 (، و من لضصل:(   )مقلوب الدصفوفة )        العلاقة في نضرب طرفي 

 ̂                      
، كما تكون مصفوفة عكوس إذا كان          ( مربعة ذات البعد (   )صفوفة ىنا تكون الد

فر فإنو لا لؽكن تقدير صلزددىا لا يساوي الصفر، بالتالر إذا كانت الدصفوفة غتَ مربعة أو لزددىا يساوي ال
 الدعلمات.

 بالشكل الدصفوفاتي كما يلي:          لؽكن أن نكتب العلاقة 

(

 
 
 
 
 
 

 ∑   ∑     ∑   

∑   ∑   
 ∑       ∑      

∑   

 

∑   

∑      

 

∑      

∑   
 

 

∑      

 
 
 

∑      

 

∑   
 

)

 
 
 
 
 
 

(

 
 

 ̂ 

 ̂ 

 ̂ 

 
 ̂ )

 
 

 

(

 
 
 
 
 
 

∑  

∑     

∑     

 

∑     )

 
 
 
 
 
 

 

 ( ىي مصفوفة متناظرة و بالتالر تكون معكوس الدصفوفة متناظرة.   الدصفوفة )

 الخطي الدتعدد الدقدر بالعلاقة: نكتب النموذج

 ̂   ̂   ̂      ̂        ̂     

 لؽكن أن نكتب الدعلمات الدقدرة بالشكل الدصفوفاتي بدلالة التباين و التباين الدشتًك كما يلي:
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(

 
 

 ̂ 

 ̂ 

 ̂ 

 
 ̂ )

 
 

 

(

 
 

                                      

                                      

          
 

          

          
 

          

       
 

          

 
 
 

          
 

       )

 
 

  

(

 
 

          
          
          

 
          )

 
  

 :يكون لدينا أيضا حيث
 ̂   ̅   ̂  ̅   ̂  ̅     ̂  ̅  

 . فرضيات و خصائص المقدرات:2

إلذ الفرضيات الدذكورة في النموذج الخطي  بالإضافةيتضمن النموذج الخطي الدتعدد فرضيات عديدة، حيث 
 :18البسيط يكون لدينا أيضا

منتظمة و أن الدصفوفة       ة . غياب التعدد الخطي بتُ الدتغتَات الدفسِرة، و ىذا يتضمن أن الدصفوف  
         العكوس لذا 

 . .) الدقدر متقارب( موجودة لزددىا لا يساوي الصفر ،ىي مصفوفة نهائية  /     . الدصفوفة   
 .       . عدد الدشاىدات )حجم العينة( يكون أكبر من عدد الدتغتَات الدفسرة   

 ات:. خصائص المقدر 3

( السابقة، و في البداية لضاول أن نثبت بأن الدقدر غتَ متحيز، حيث 01ىنا نقوم بدراسة خصائص العلاقة )
 ( السابقة:01لدينا من العلاقة )

             
 ( ينتج لدينا:01( في العلاقة )02بتعويض العلاقة )

 ̂                      [    ]                           
 ̂                      

 التوقع الرياضي ىو:

   ̂                            /         
   ̂    

 .ريقة الدربعات الصغرى العاديةبط غتَ متحيز الدعلمات الدقدرة في النموذج الخطي الدتعدد تكونو عليو فإن 

                                                           
18 - Régis Bourbonnais (2015) , Économétrie, 9

eme
éd, Paris : DUNOD, P51. 
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(، حيث لدينا من العلاقة ̂ و التباين الدشتًك لدعلمات الالضدار ) و الآن نبحث عن مصفوفة التباين
(03:) 

 ̂               
  ̂      ̂                           

 مصفوفة التباين ىي:

  ̂   [  ̂      ̂     ]                                
              

لأخطاء، و برت الفرضية الثالثة : ىي مصفوفة التباين و التباين الدشتًك ل   
 إن:، فضية الرابعة ) الأخطاء غتَ مرتبطة(تباين الأخطاء ثابت( و الفر )

          (

                      

                      
 

       
 

       
 

        

, 

          

(

  
 

  
     

   
    

 
 
 

 
 
 

  
   
   

    
 )

  
 

 

 ( كما يلي:04و منو نكتب العلاقة )
  ̂    

                       
  ̂    

                

   
   

  ̂  
  

 

 
(
   

 
)

  

   

-Gaussختَة أن الدقدر متقارب، و بذلك برقق الفرضية السابعة، و حسب نظرية ىذه النتيجة الأ تعتٍ

Markov( السابقة الدقدرة بطريقة الدربعات الصغرى العادية تكون تقديراتها جيدة إذا كانت 01، فإن العلاقة )
، و ىنا لغب أن نبحث عن تباين (Best Linear Unbiased Estimators) (BLUE)الدقدرات غتَ متحيزة 

 :19الأخطاء غتَ الدتحيز باتباع الخطوات الآتية

                                                           
19 - Pour plus de détails voir : 

       Régis Bourbonnais , op.cit., PP53-105. 
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      ̂     [          ] 
  [            ]  

 و حيث:              نضع:   

   [            ]    
 حيث: ،       متماثلة حيث  فوفة كما أن الدص

                                 
                                      

                 
                        /         

 : ىي مصفوفة أحادية: 

  

(

 
 

     
     
 
 
 

 
 
 

   
   
   )

 
  

 إذن:

                    
     

 إذن التوقع الرياضي للأخطاء يعطى بالعلاقة الآتية انطلاقا من ىذه العلاقة الأختَة:

                               /           
 ( الدصفوفة الذي يساوي لرموع قطر الدصفوفة كما يلي:tr)لضسب الآن أثر 

         (        )   (        )    
       

          
                    

         
                

          
         

                
          

     
       

          
         

 ىذا لأن:
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                       و             

 و يكتب تباين الأخطاء بالعلاقة:

 ̂ 
  

   

     
        

̂) بتعويض
 
  ( مكان ) 

 (:05( يصبح تباين للعلاقة ) 

  ̂    
         

   

     
               

 ذج:و جودة النمو  الاختبارات الاحصائية ثالثا:

 :t-studentاختبار . 0

 :%5لنختبر الفرضيتتُ الآتيتتُ عند مستوى معنوية 

         فرضية العدم: 
        الفرضية البديلة:

 و برت فرضية العدم ينتج لدينا:

  ̂ 
 

 ̂ 

 ̂ ̂ 

                   

 رجة الحرية.ىي د        حيث 

 ̂  نرفض فرضية العدم إذا كانت 
  

     

 
معنوية بزتلف عن الصفر عند    و نقول أن الدعلمة  ⁄ 

 ̂  مستوى معنوية لزدد. أما إذا كانت 
  

     

 
تكون غتَ    و بالتالر فإن الدعلمة ، نقبل فرضية العدم ⁄ 

 تلف عن الصفر.معنوية لا بز

 :Fisher. اختبار 2

 لطتبر الفرضيات الآتية:
 لا توجد أي معلمة معنوية                      
 توجد على الأقل معلمة واحدة معنوية                                          
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لاقة خطية معنوية بتُ الدتغتَات الدفسِرة و ففي حالة قبول فرضية العدم فإن ىذا يدل على أنو لا توجد ع
 الدتغتَة التابعة. و نعتمد على العلاقة السابقة الدستخرجة في النموذج البسيط )الفصل السابق(  لتحليل التباين:

∑     ̅   ∑( ̂   ̅̂)
 
 ∑  

           

 ( بتحليل التباين:01يسمح الجدول )

 التبايناتمتوسط  درجة الحرية التباينات در التغتَاتمص
         

 البواقي

 الابصالر

    ∑( ̂   ̅̂)
  

    ∑  
  

    ∑     ̅   

   

      

   
 ⁄  

   
     ⁄  

 :بالعلاقة الآتية Fisherيعطى اختبار 

   
   / 

   /     
 

  / 

  /     
          

تتضمن فرضية الأخطاء الدوزعة طبيعيا أنو إذا كانت قيمة فيشر المحسوبة أكبر من قيمة فيشر المجدولة نرفض 
، بذلك نقول أن النموذج ككل          فرضية العدم و نقبل الفرضية البديلة عند درجة حرية 

 الدتغتَات الدفسِرة تفسر الدتغتَة التابعة.أن قبول، حيث م

 ح:ح. معامل التحديد و معامل التحديد المص3

( بدعرفة جودة النموذج، حيث كلما كانت التغتَات الدفسِرة قريبة من لرموع التغتَات 08تسمح أيضا العلاقة )
 الكلية كلما كان النموذج جيد.

   
∑( ̂   ̅̂)

 

∑     ̅  
   

∑  
 

∑     ̅  
        

، و ىو لزصور بتُ التباين الكليالدفسِرة على  تباين الدتغتَة: ىو معامل التحديد الذي يقيس نسبة تأثتَ   
بعة بنسبة افسر الدتغتَة الت( نقول أن الدتغتَات الدفسِرة كلها ت      الصفر و الواحد، فمثلا إذا كان )

90%. 
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ن نصحح معامل أ فهنا لغب ا،تكون مرتبطة بدرجة الحرية، حيث إذا كان حجم العينة صغتَ   جودة لكن  
 ، و ىذا ما يصطلح عليو بدعامل التحديد الدصحح الذي يعطى بالعلاقة الآتية:التحديد

 ̅    
     

     
       

 صغتَة يكون: في حالة العينة

 ̅     
 و في حالة العينة كبتَة يكون: 

 ̅     

دل ذلك على أنو عند إضافة متغتَة  معامل التحديد قريبا منكان معامل التحديد الدصحح كلما  بصفة عامة  
 غتَ مفسِرة للنموذج فإن معامل التحديد لن يتغتَ، و العكس صحيح.

بإضافة متغتَة مُفسِرة جديدة، ففي ىذه الحالة تنخفض قيمة       ل التحديد فعندما لا ترتفع قيمة معام
̅  معامل التحديد الدصحح 

 
 . 20ترتفع بوحدة واحدة    لأن    

 رة.مفسِ مستقلة أو ليكن الجدول الآتي الذي تكون فيو ثلاث متغتَات  (:10التمرين )

                 
20 10 12 5 1 
21 13 11 7 2 
21 10 10 6 3 
23 13 9 8 4 
24 15 7 10 5 
24 16 8 9 6 
26 19 6 12 7 
29 23 4 14 8 
30 25 6 15 9 
31 28 5 16 10 
33 31 4 18 11 
35 37 3 22 12 

 . أكتب الشكل الدصفوفاتي للنموذج و أبعاد كل مصفوفة.1

                                                           
20 - Philippe Casin (2013), Exercice d’économétrie et d’analyse de données, Paris : TECHNIP, P96. 
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 . قدر معلمات النموذج.2
 الأخطاء و الالضراف الدعياري لكل معلمة.. أحسب تباين 3
 . ىل معلمات الدتغتَات الدفسِرة معنوية.4
 . أحسب معامل التحديد و معامل التحديد الدصحح، ثم تأكد من أن النموذج ككل معنوي.5

 الحل:
( و ثلاث متغتَات مفسرة     عينة ) 12. كتابة الشكل الدصفوفاتي للنموذج الذي يتضمن 1
(   .) 

  

(

 
 

 
 
 
 
  )

 
 

   

(

 
 

       
       
 
 
 

  
 
 

  
 
  

  
 
  )

 
 

   .

  

  
  

  

/    

(

 
 

  
  
  
 

   )

 
                      

                                                                                          
 .القيم التي ىي بتُ قوستُ بسل بعد كل مصفوفة

 . تقدير معلمات النموذج، حيث لدينا:2
 ̂             

 ثم لضسب معكوس الدصفوفة.        لضسب الدصفوفة

      .

     
        
  
  

  
  

  
  

   
   

/

(

 
 

       
       
 
 
 

  
 
 

  
 
  

  
 
  )

 
 

 .

          
             
   
   

    
    

    
    

    
    

/ 

        .

                              

                             
      

        

        

      

        

        

        

       

/ 

 .       متناظرة و ىو كذلك لدعكوسها       نلاحظ أن الدصفوفة 

    .

     
        
  
  

  
  

  
  

   
   

/

(

 
 

 
 
 
 
  )

 
 

 .

   
   
    
    

/ 

 و عليو فإن الدعلمات الدقدرة تساوي إلذ:



 لظوذج الالضدار الخطي الدتعدد :الثانيالفصل -ثانيالباب ال 96

  

  (

 ̂ 

 ̂ 

 ̂ 

 ̂ 

,  .

                              

                             
      

        

        

      

        

        

        

       

/.

   

   
    

    

/ 

  (

 ̂ 

 ̂ 

 ̂ 

 ̂ 

,  .

    
      

   
      

/ 

 ̂                                
 . حساب تباين الأخطاء و الالضراف الدعياري لكل معلمة.3

 تساوي القيمة الحقيقية ناقصا القيمة الدقدرة لذا، حيث: أولا لغب أن لضسب بواقي التقدير التي
       ̂     [ ̂   ̂      ̂      ̂    ] 

     [                                ]         
     [                                ]         

        ̂       
0.027556 -0.166 5.166 5 1 

0.0036 -0.019 7.014 7 2 
0.0067 0.0819 6.0814 6 3 

0.07507 0.274 7.726 8 4 
0.2735 0.523 9.477 10 5 

0.33408 -0.578 9.578 9 6 
0.0466 0.2159 11.7841 12 7 
0.1976 -0.4445 14.445 14 8 
0.1584 0.398 14.602 15 9 

0.20666 -0.4546 16.4546 16 10 
0.0686 -0.262 18.262 18 11 

0.18567 0.4309 21.5691 22 12 
 المجموع   00 1.58

 ̂ 
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  ̂   ̂ 
               .

                              

                             
      

        

        

      

        

        

        

       

/ 

 ̂ ̂ 

                            ̂ ̂ 
 √ ̂ ̂ 

       

 ̂ ̂ 

                          ̂ ̂ 
 √ ̂ ̂ 

       

 ̂ ̂ 

                            ̂ ̂ 
 √ ̂ ̂ 

         

 ̂ ̂ 

                         ̂  √ ̂ ̂ 

        

 :t-studentاختبار معنوية الدعلمات الدقدرة بالاعتماد على اختبار . 4

  ̂ 
 

 ̂ 

 ̂ ̂ 

 
     

    
         

           

  ̂ 
 

 ̂ 

 ̂ ̂ 

 
   

      
         

           

  ̂ 
 

 ̂ 

 ̂ ̂ 

 
     

     
        

           

 ̂  لأن   التابعة  تفسران الدتغتَة  و    
، و بهذا نقبل الفرضية البديلة   المحسوبة أكبر من  المجدولة  

 .  لا تفسر الدتغتَة التابعة  و بذلك نقبل فرضية العدم    ، أما الدتغتَة   

 . حساب معامل التحديد و معامل التحديد الدصحح:5
            ̅     ∑لضسب أولا: 

     
∑  

 

∑     ̅  
   

    

        
       

 ̅    
     

     
              

̅معامل التحديد الدصحح ) نلاحظ أن (، ىذا لأن معامل التحديد   ( قد الطفض بشكل بسيط عن ) 
 قد تم تصحيحو بإضافة درجة الحرية.
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اختبار فيشر للتأكد من أن النموذج ككل معنوي ) يوجد على الأقل متغتَ مفسِر واحد على  نستعمل الآن
 الأقل(

   
  / 

  /     
 

     / 

         /      
              

          

الأقل متغتَ واحد مفسِر للمتغتَة  نرفض فرضية العدم و نقبل الفرضية البديلة التي تدل على أنو يوجد على
 التابعة.

 
 
 
 
 



 

 
 
 

الفصل الثالث: مدخل لنماذج 
 المعادلات الآنية
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سوف نتطرق في ىذا الفصل إلذ لظاذج خاصة، أين تكون العلاقات أو الدعادلات متًابطة مع بعضها     
تابعة في علاقة ما و متغتَات مفسِرة البعض، بدعتٌ أنو توجد لرموعة من العلاقات التي تتضمن على متغتَات 

 في علاقات أخرى، و في نفس الوقت.
 أولا: النموذج الهيكلي و النموذج المختصر:

بدا أننا سوف نعرض لظوذج خطي لعدة علاقات، فإنو سوف يكون لدينا متغتَات تابعة لعلاقات ما و التي     
أخرى، و يسمح ىذا التواجد الدزدوج لبعض  لؽكن أن تكون في نفس الوقت كمتغتَات مستقلة في علاقات

الدتغتَات بأن تكون الدعلمات الدقدرة متحيزة بطريقة الدربعات الصغرى العادية، لذا، لغب أن نقوم بتحويل 
 .21النموذج الأساسي إلذ لظوذج تكون فيو الدتغتَات التابعة مُفَسَرة بالدتغتَات الدستقلة للنموذج فقط

 لنموذج الآتي للاقتصاد الكلي أين نفتًض وجود ثلاث قطاعاتليكن ا . مثال توضيحي:0
                       

                        
                     

 : دخل الفتًة السابقة.    ،  : دخل الفتًة    ، : الاستثمار الابصالر للفتًة    ، : استهلاك الفتًة   
يتضمن ىذا الدثال على ثلاث علاقات، حيث العلاقتتُ الأوليتتُ ىي علاقات سلوك، في حتُ بسثل العلاقة 

( علاقة تعريفية لا تتضمن على أي معلمات مقدرة و لا على الحد العشوائي للأخطاء. كما يتضمن ىذا 03)
 .      و متغتَة مستقلة أو مفسِرة واحدة            متغتَات تابعة وىي: النموذج على ثلاثة 

(، و  01( و متغتَة مستقلة في العلاقة )03ىي متغتَة تابعة في العلاقة )     نلاحظ أيضا أن الدتغتَة 
قوم بكتابة الدتغتَات التابعة بدلالة ، و لتجاوز ىذه الدشكلة ن    كذلك ىو الحالة بالنسبة للاستثمار 

 .      الدتغتَات الدستقلة فقط. و في مثالنا التوضيحي لدينا متغتَة مستقلة واحدة 
 ( ينتج لدينا:01( في العلاقة )03نقوم بتعويض العلاقة )

                    
 يسارا ينتج لدينا:     ختَة و نقل ( في ىذه الأ02)و بتعويض العلاقة 

                                    

   
       

    
 

    

    
     

         
    

        

                                                           
21

 - Régis Bourbonnais , op.cit., P218. 
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 ينتج لدينا: و بنفس الطريقة
                                 

   
     

    
 

  

    
     

       
    

           

  ( إلذ أن 06و تشتَ العلاقة )
 
اتج عن تقدير ، و ىذا ن     غتَ مستقلة عن الأخطاء العشوائية   

 العلاقة الأولذ بطريقة الدربعات الصغرى العادية، و ىذا ما ينتج عنو مقدرات متحيزة و تباين أكبر.
بصفة عامة في ظل النموذج للمعادلات الآنية يكون التباين الدشتًك للمتغتَة التابعة مع الدتغتَ العشوائي 

الصغرى العادية للنموذج الذيكلي تكون متحيزة و غتَ للأخطاء غتَ معدوما، كما أن التقدير بطريقة الدربعات 
 .22متقاربة

  و نلاحظ أن الشكل الدختصر يسمح بقياس الأثر الابصالر عند تغتَ الدتغتَة الدستقلة 
   

على الدتغتَات   
 التابعة بطريقة مباشرة أو غتَ مباشرة.

 :و الشكل المختصر . النموذج العام ) تعميم(2
عدد الدتغتَات     علاقة ىيكلية ) عدد الدتغتَات التابعة، و     العام الذي يتضمن ليكن النموذج 

 الدستقلة:
                                                  
                                                  

 
                                                  

 و نكتب ىذا النموذج بالشكل الدصفوفاتي:
                                  

                                                                             
نشتَ إلذ أن بعض الدتغتَات الدستقلة و التابعة تكون معدومة في بعض العلاقات، و أن الدتغتَة التي يكون 

ات إحدى العلاقات تساوي معاملها يساوي الواحد فهي متغتَة تابعة، لكن إذا كانت كل معاملات الدتغتَ 
 الواحد و لا تتضمن على الحد العشوائي، فهي بسثل علاقة تعريفية.

                                                           
22 - Isabelle Cadoret & Cathrine Benjamin et autres (2004), Économétrie appliquée, Bruxelles : De Boeck 

université, P 263. 
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(، فإنو لؽكننا برويل النموذج الذيكلي الأساسي    غتَ معدوم ) قابلة للقلب     إذا كان لزدد الدصفوفة 
 إلذ النموذج الدختصر كما يلي:

         
              

فإنو لؽكن استخدام طريقة الدربعات الصغرى العادية لتقدير النموذج     مستقل عن        ا أن بد
عنصر للمصفوفة       ) التشخيص( بسبب وجود  زالدختصر، لكن تكون لدينا مشكلة تتعلق بالتميي

 و ىي غتَ معروفة.        
 الدصفوفاتي كما يلي: و لؽكن أن نكتب الدثال التوضيحي السابق بالشكل

  (
  

  
  

+    (
     

   
     

+    (
 

    
*    (

    
     

  

+    (
   
   
 

) 

 : ىي مصفوفة الوحدة 
 ثانيا: مشكلة التمييز ) التشخيص (:

ذج لؽكن استعمال معلمات النموذج الدختصر، لكن أيضا يتطلب معلومات بهدف بسييز ىيكل النمو     
. فمثلا في مثالنا التوضيحي فإنو حسب النظرية الاقتصادية الاستثمار يكون 23متعلقة بالنظرية الاقتصادية

 معاملو معدوما في دالة الاستهلاك، أي أن الاستثمار لا يفسر الاستهلاك.
 . القيود على المعاملات:0
توجد قيود على الدعاملات في النماذج الذيكلية، حيث توجد في كل مرة معلمة بسثل قيد عند كتابة      

 النموذج تكون مساوية لقيمة لزددة، و ىنا نشتَ إلذ نوعتُ من القيود:
القيود الدلغاة و التي تكون فيها الدتغتَة التابعة أو الدستقلة في النموذج غتَ موجودة في العلاقة، ففي  -

غتَ موجود في      ذه الحالة نعتبر أثرىا معدوما، و بالرجوع إلذ مثالنا التوضيحي السابق فإن ى
 ( و بذلك معاملها يساوي الصفر.01العلاقة )

قيود خطية و التي تفتًض بعض النماذج الخاصة متغتَات لتعيتُ معاملات لزددة، و ىنا يتعلق الأمر  -
 بقيود لستارة في معلمات النموذج.

 
 

                                                           
23 - Isabelle Cadoret & Cathrine Benjamin et autres, op.cit, P264. 
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 . شروط التمييز:2
نقول عن أي علاقة في النموذج الذيكلي على أنها برقق شرط التحديد إذا كان عدد الدتغتَات الدستقلة الدلغاة 

. و يتعلق شرط التحديد بتشخيص كل علاقة في 24في العلاقة ىي على الأقل أكبر من عدد الدتغتَات التابعة
 :النموذج على حدى، و لظيز ىنا بتُ ثلاث حالات

 يكون النموذج غتَ لشيز إذا كانت إحدى العلاقات غتَ لزددة، و ىذا النوع من الدستحيل حلو. -
 يكون النموذج لشيزا إذا كانت كل العلاقات لزددة )مشخصة( بساما. -
 يكون النموذج لشيزا إذا كانت كل العلاقات لزددة بساما أو فوق التحديد. -

 معقدة، لكن توجد طريقة بسيطة و ىي:و لؽكن أن تكون عملية التحديد أو التمييز 
 العلاقة غتَ لشيزة                               
 العلاقة لشيزة بساما                              
  العلاقة لشيزة                                   

 التابعة.: عدد علاقات النموذج أو عدد الدتغتَات  
 : عدد الدتغتَات التابعة التي تتضمنها العلاقة الدراد تشخيصها.  
 : عدد الدتغتَات الدستقلة للنموذج. 
 : عدد الدتغتَات الدستقلة التي تتضمنها العلاقة الدراد تشخيصها  

تغتَات الدلغاة )تابعة و بصفة عامة نقول أنو إذا كانت العلاقة غتَ لشيزة أو برت التشخيص، إذا كان عدد الد
 .     مستقلة( في العلاقة الدراد تشخيصها أقل من عدد معادلات النموذج ناقصا العلاقة الدشخصة 

 :(TSLS)ثالثا: طريقة المربعات الصغرى ذات المرحلتين للتقدير 
ماذج، من الطرق الأكثر استخداما لتقدير مثل ىذه الن  (Two Stages Least Squars)تعتبر طريقة 

 لأنها تستعمل عندما تكون العلاقات لشيزة بساما أو فوق التمييز.
إن ىدف طريقة الدربعات الصغرى ذات الدرحلتتُ ىو تطهتَ كل متغتَ مستقل، و التي تظهر كمتغتَات مفسِرة 

 .25لتًكيبها العشوائي

                                                           
24 - Jeffrey M. Wooldridge, traduction par P.André et autres  (2015) , 5

e
éd Américaine, Belgique :De Boeck 

Supérieur, P803. 

25 - Rachid Bendhib (2014), économétrie : théorie et application, Alger : Office de Publication 

Universitaires (OPU), P143. 
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متغتَة تابعة ) عدد     و يتم التقدير بهذه الطريقة على مرحلتتُ، حيث إذا كان النموذج الآتي يتضمن 
 متغتَة مستقلة:    العلاقات(، و 

                                                  
                                                  

 
                                                  

نقوم في الدرحلة الأولذ بتقدير الدتغتَات التابعة أين تكون كل متغتَات الدستقلة للنموذج الذيكلي كمتغتَات 
 :مفسِرة

                              
                              

 
                              

ات التابعة التي تعتبر كمتغتَة مفسِرة في النموذج الذيكلي بقيمتها الدقدرة و نقوم في الدرحلة الثانية بتعويض الدتغتَ 
 في العلاقة التي اعتبرت فيها كمتغتَة مفسِرة:

        ̂                                       
        ̂       ̂         ̂                       

 
        ̂       ̂             ̂                           

 و الذي يتكون من أربع علاقات كما يلي:لنفرض النموذج الذيكلي الدتعلق بدؤسسة  التمرين:
                           
                           
                           
                         

 ثل مبيعات الشركة.: الطلب على السلعة و ىي بس  
 : الدعروض من السلعة.  
 : سعر السلعة. 
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 : سعر السلعة البديلة.  
 : دخل العائلات. 

 : الأرباح.   
 : الضرائب.   

 و قد كانت الدعطيات الخاصة بهذه الدؤسسة كما ىو مبتُ في الجدول الآتي:
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12  

 . حدد الدتغتَات التابعة و الدتغتَات الدستقلة.1
 . قدر العلاقات بطريقة الدربعات الصغرى العادية.2
 . قم بتشخيص شرط التمييز لذذا النموذج.3
رباح لكل . قدر النموذج بطريقة الدربعات الصغرى ذات الدرحلتتُ، و ماذا تلاحظ، ثم أحسب قيمة الأ4

 الفتًات.
 الحل:

،      و ىي تساوي عدد علاقات ىذا النموذج                4. عدد الدتغتَات التابعة 1
 .          و ىي       أما عدد الدتغتَات الدستقلة أو الدفسِرة ىي 

قة الأختَة لا يتم تقديرىا لأنو بسثل علاقة ، حيث العلا     . نقوم الآن بتقدير علاقات النموذج بطريقة 2
في الأختَ. و قد        تعريف فقط و ىي لا تتضمن على أي معلمة، و بالتالر يتم حساب قيم الأرباح 

 كما يلي: eviewsكانت نتائج التقدير بالاعتماد على برنامج 
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      و         مييز لكل علاقة في النموذج، حيث لدينا . تشخيص شرط الت3

        و متغتَ مستقل واحد       و لعا          على متغتَين تابعتُ  (1تتضمن العلاقة )
     و ىو 

 العلاقة لشيزة                  
        و متغتَ مستقل واحد       و لعا          على متغتَين تابعتُ  (2تتضمن العلاقة )

      و ىو 
 العلاقة لشيزة                  

و لعا         تُمستقل ينو متغتَ     و ىو          على متغتَين تابعتُ  (3تتضمن العلاقة )
       

 العلاقة لشيزة                  
برنامج  ىنا ، و نستخدم      تقدير النموذج بطريقة لؽكن . بدا أن كل علاقات النموذج مشخصة فإنو 4

eviews ( نقوم نكتب في الأيقونة:1الذي يقوم بالتقدير بشكل آلر، حيث من أجل تقدير العلاقة ) 
                       

ة التي تستخدم في الدرحلة الأولذ في بسثل الدتغتَات الأداتية أي أنها الدتغتَات الدستقل              حيث: 
 تقدير الدتغتَات التابعة كما ذكرنا سابقا. و قد كانت النتائج كما يلي:
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 ( بطريقة الدربعات الصغرى العادية كما يلي:1و لؽكن كتابة نتائج تقدير العلاقة )
                                     

                                                                                                
                                          

 ( نقوم نكتب كذلك في الأيقونة العبارة الآتية:2و من أجل تقدير العلاقة )
                            

 

Dependent Variable: QS   

Method: Two-Stage Least Squares  

Date: 02/07/20   Time: 22:06   

Sample: 1 12    

Included observations: 12   

Instrument specification: C PS R TAX  

     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   

     
     C 5702689. 1974856. 2.887648 0.0180 

P 14643.49 18534.28 0.790076 0.4498 

TAX -52.00912 33.17734 -1.567610 0.1514 

     
     R-squared 0.745986     Mean dependent var 1167717. 

Adjusted R-squared 0.689538     S.D. dependent var 82166.02 

S.E. of regression 45782.17     Sum squared resid 1.89E+10 

F-statistic 16.00729     Durbin-Watson stat 2.338615 

Prob(F-statistic) 0.001086     Second-Stage SSR 7.16E+09 

J-statistic 1.737401     Instrument rank 4 

Prob(J-statistic) 0.187468     

 

Dependent Variable: QD   

Method: Two-Stage Least Squares  

Date: 02/07/20   Time: 22:08   

Sample: 1 12    

Included observations: 12   

Instrument specification: C PS R TAX  

     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   

     
     C 1582878. 424152.9 3.731858 0.0047 

P -10460.80 2446.847 -4.275215 0.0021 

PS 7057.623 2457.641 2.871707 0.0184 

     
     R-squared 0.861642     Mean dependent var 1137400. 

Adjusted R-squared 0.830896     S.D. dependent var 85970.14 

S.E. of regression 35352.88     Sum squared resid 1.12E+10 

F-statistic 30.18554     Durbin-Watson stat 2.334555 

Prob(F-statistic) 0.000102     Second-Stage SSR 5.85E+09 

J-statistic 0.004856     Instrument rank 4 

Prob(J-statistic) 0.944444     
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 لعادية كما يلي:( بطريقة الدربعات الصغرى ا2و نكتب نتائج تقدير العلاقة )
                                  

                                                                                                     
                                       

 يلي: ( كما3و بنفس العملية لضصل على نتيجة العلاقة )

 

 

Dependent Variable: P   

Method: Two-Stage Least Squares  

Date: 02/07/20   Time: 21:51   

Sample: 1 12    

Included observations: 12   

Instrument specification: C PS TAX R  

     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   

     
     C 97.32357 37.31368 2.608254 0.0284 

PS -0.544475 0.252252 -2.158456 0.0592 

R 0.034022 0.016986 2.002967 0.0762 

     
     R-squared 0.506251     Mean dependent var 103.9583 

Adjusted R-squared 0.396529     S.D. dependent var 5.686740 

S.E. of regression 4.417652     Sum squared resid 175.6408 

F-statistic 4.613948     Durbin-Watson stat 0.938617 

Prob(F-statistic) 0.041762     Second-Stage SSR 175.6408 

J-statistic 6.684904     Instrument rank 4 

Prob(J-statistic) 0.009723     
                                     

                                                                            
                                         

( بطريقة الدربعات الصغرى ذات الدرحلتتُ بزتلف عن نتائج 2( و )1نلاحظ أن نتائج التقدير في العلاقتتُ )
بطريقة الدربعات الصغرى العادية، ىذا لأنو توجد متغتَات أداتية )مستقلة( تؤثر على بعض الدتغتَات التقدير 

( بطريقة 3التابعة التي تكون كمتغتَات مستقلة في علاقات أخرى. لكن نلاحظ أن نتائج تقدير العلاقة )
( لا 3العادية، ىذا لأن العلاقة ) الدربعات الصغرى ذات الدرحلتتُ ىي نفسها الدقدرة بطريقة الدربعات الصغرى

 تتضمن على متغتَات مستقلة تعتبر كمتغتَات تابعة في علاقات أخرى.
، و بدورىا فإن ىذه    بردد سعر السلعة     و الدخل      نقول في الأختَ أن سعر السلعة البديلة 

 الطلب و العرض على السلعة.( تؤثر على كل من 2( و )1الأختَة و التي يتم تعويضها في العلاقتتُ )
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، حيث يتم في الدرحلة الأولذ بحساب القيم الدقدرة      و الآن لؽكن حساب قيمة الأرباح الدقدرة 
للمبيعات ) الطلب على السلعة( بطريقة الدربعات الصغرى ذات الدرحلتتُ، ثم نقوم بحساب الأرباح حسب 

 (، و ذلك كما يلي:4العلاقة )
     ̂           ̂                  
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 .Studentجدول توزيع  (:10حق )المل
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3,055 
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2,977 
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2,5758 

 : ىو عدد درجات الحرية 
 

Source : Régis Bourbonnais (2015) , Économétrie, 9
eme

éd, Paris : DUNOD, P369. 
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 Fisher - Snedecorجدول توزيع  (:12الملحق )
ν2 

. ν1=1 ν1=2 ν1=3 ν1=4 ν1=5 

 P = 0,05 P = 0,01 P = 0,05 P = 0,01 P = 0,05 P = 0,01 P = 0,05 P = 0,01 P = 0,05 P = 0,01 

            

l 161,4  4 052 199,5 4 999 215,7 5 403 224,6 5 625 230,2 5764 

2 18,51  98,49 19,00 99,00 19,16 99,17 19,25 99,25 19,30 99,30 

3 10,13  34,12 9,55 30,81 9,28 29,46 9,12 28,71 9,01 28,24 

4 7,71  21,20 6,94 18,00 6,59 16,69 6,39 15,98 6,26 15,52 

5 6,61  16,26 5,79 13,27 5,41 12,06 5,19 11,39 5,05 10,97 

6 5,99  13,74 5,14 10,91 4,76 9,78 4,53 9,15 4,39 8,75 

7 5,59  12,25 4,74 9,55 4,35 8,45 4,12 7,85 3,97 7,45 

8 5,32  11,26 4,46 8,65 4,07 7,59 3,84 7,01 3,69 6,63 

9 5,12  10,56 4,26 8,02 3,86 6,99 3,63 6,42 3,48 6,06 

10 4,96  10,04 4,10 7,56 3,71 6,55 3,48 5,99 3,33 5,64 

11 4,84  9,65 3,98 7,20 3,59 6,22 3,36 5,67 3,20 5,32 

12 4,75  9,33 3,88 6,93 3,49 5,95 3,26 5,41 3,11 5,06 

13 4,67  9,07 3,80 6,70 3,41 5,74 3,18 5,20 3,02 4,86 

14 4,60  8,86 3,74 6,51 3,34 5,56 3,11 5,03 2,96 4,69 

15 4,54  8,68 3,68 6,36 3,29 5,42 3,06 4,89 2,90 4,56 

16 4,49  8,53 3,63 6,23 3,24 5,29 3,01 4,77 2,85 4,44 

17 4,45  8,40 3,59 6,11 3,20 5,18 2,96 4,67 2,81 4,34 

18 4,41  8,28 3,55 6,01 3,16 5,09 2,93 4,58 2,77 4,25 

19 4,38  8,18 3,52 5,93 3,13 5,01 2,90 4,50 2,74 4,17 

20 4,35  8,10 3,49 5,85 3,10 4,94 2,87 4,43 2,71 4,10 

21 4,32  8,02 3,47 5,78 3,07 4,87 2,84 4,37 2,68 4,04 

22 4,30  7,94 3,44 5,72 3,05 4,82 2,82 4,31 2,66 3,99 

23 4,28  7,88 3,42 5,66 3,03 4,76 2,80 4,26 2,64 3,94 

24 4,26  7,82 3,40 5,61 3,01 4,72 2,78 4,22 2,62 3,90 

25 4,24  7,77 3,38 5,57 2,99 4,68 2,76 4,18 2,60 3,86 

26 4,22  7,72 3,37 5,53 2,98 4,64 2,74 4,14 2,59 3,82 

27 4,21  7,68 3,35 5,49 2,96 4,60 2,73 4,11 2,57 3,78 

28 4,20  7,64 3,34 5,45 2,95 4,57 2,71 4,07 2,56 3,75 

29 4,18  7,60 3,33 5,42 2,93 4,54 2,70 4,04 2,54 3,73 

30 4,17  7,56 3,32 5,39 2,92 4,51 2,69 4,02 2,53 3,70 

40 4,08  7,31 3,23 5,18 2,84 4,31 2,61 3,83 2,45 3,51 

60 4,00  7,08 3,15 4,98 2,76 4,13 2,52 3,65 2,37 3,34 

120 3,92  6,85 3,07 4,79 2,68 3,95 2,45 3,48 2,29 3,17 

  3,84  6,64 2,99 4,60 2,60 3,78 2,37 3,32 2,21 3,02 

 : عدد معلمات الدتغتَات الدستقلة                     
Source : Régis Bourbonnais (2015) , Économétrie, 9

eme
éd, Paris : DUNOD, P369. 
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