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Avant propos

Ce polycopié s’agit d’'un ensemble de cours d’analyse 1 qui ont été présentés ces dernieres
années aux étudiants de premiere année mathématiques et informatique a la faculté des
sciences de I'Université de Médéa.

L’objectif de ce cours est de faire une transition entre les connaissances en analyse accumulées
au lycée et les bases qui formeront un des piliers dans la formation en analyse mathématique
de la licence.

Nous rappelons que le contenu de ce polycopié est exactement le méme proposé dans l'offre
de formation officiel applicable actuellement dans tous les départements de Mathématiques
des Universités Algériennes.

Venons-en a une description plus précise de ce que I'on trouvera dans ce polycopié. Ce po-
lycopié débute par un chapitre sur le corps des nombres réels, dans ce chapitre, nous nous
concentrerons sur les parties bornée et les propriétés des bornes supérieures et inférieures,
qui sont des concepts nouveaux a ce niveau. Puis, dans le deuxieme chapitre, on se tourne
vers les nombres complexes a travers d’'un rappel des définitions et concepts de base qui ont
été abordés en terminale. Quant au troisiéme chapitre, il est consacré aux suites de nombres
réels, et nous y mentionnerons les concepts précédemment étudiés avec le développement de
la notion de limite et de convergence.

Le reste des chapitres passe en revue les fonctions numériques : limites, continuité, dériva-
tion. Nous terminons ce cours par les fonctions élémentaires et nous nous concentrerons sur
les fonctions inverses de chacune des fonctions : sinus, cosinus et tangente, ainsi que sur les
fonctions hyperboliques et leurs fonctions inverses.

Nous fournirons autant d’exemples et de figures nécessaires afin d’obtenir une meilleure com-
préhension du cours.

A la fin de chaque chapitre, nous avons présenté une série d’exercices, dont la plupart ont été
abordés dans les séances de travaux dirigés.

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



CHAPITRE 1

CORPS DES NOMBRES REELS

Notations
e N est 'ensemble des entiers naturels {0, 1,2, ...}.
e 7 est 'ensemble des entiers relatifs {...,—2,—1,0,1,2,...}.
e N*=N\ {0} etZ* =7\ {0}.

Ensemble des nombres rationnel Q

Par définition, ’ensemble des nombres rationnels est
_JP. *

Q= g,pGZ,qu .

I Exemple 1.1. 0, —1, %, *73 sont des nombres rationnels

Les nombres décimaux sont les nombres rationnels de la forme 57;p € Z,n € N.

I Exemple 1.2. 0,5 = 3, —1, &= = 2% sont des nombres décimaux

Proposition 1.1. Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture décimale pé-
riodique ou finie.

I Exemple 1.3. 3 =0,3,5% = -2.5,5 =1,3333...

Remarque 1.1. Si un nombre n’est pas rationnel, on dit qu’il est irrationnel.

Ensemble des nombres réels R

L’ensemble des nombres réels R est la réunion des nombres rationnels et irrationnels.

I Exemple 1.4. 2, —9,4.5, %, 2, m, e sont des nombres réels

On représente souvent les nombres réels sur une « droite numérique » :

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Ensemble des nombres réels R 7

FIGURE 1.1 — Droite numérique

(R, +, -) est un corps commutatif

» L’addition (+) dans R vérifie les propriétés suivantes :
1) Elle est associative :Va,b,c € R,(a+b) +c=a+ (b+¢).
2) Elle posséde un élément neutre 0 : Va € R,a+0 =0+ a = a.

3) Chaque réel possede un opposé :Va € R,3b € R: a+b = b+ a = 0, le nombre b
opposé a a est noté —a.

4) Elle est commutative :Va,b € R,a+b=0b+ a.

» La multiplication () dans R vérifie les propriétés suivantes :
1) Elle est associative :Va,b,c € R, (a-b)-c=a- (b c).
2) Elle possede un élément neutre 1 : Va e R,a-1=1-a = a.

3) Chaque réel non nul possede un inverse :Ya € R*,3b € R* : a-b=b-a =1, le
nombre b inverse de a est noté a~! ou encore 1/a.

4) Elle est commutative :Va,b € R,a-b=1b"a.

De plus, on a :

» La multiplication (-) dans R est distributive relativement a I'addition :
Va,b,ce R,a-(b+c)=a-b+a-c.

» Sia-b=0,alorsa=0o0ub=0.

On dit que (R, +, -) est un corps commutatif.

(R, <) est totalement ordonné

Considérons sur R la relation <.
Pour tout a,b,c € R,on a:

» a < a. (L est réflexive).
» Sia<betb< a,alorsa=>. (< est antisymétrique)
» Sia<betb<c, alorsa < c.(< est transitive).

Deplusona:Va,be R a<boub<a.
On dit que (R, <) est totalement ordonné.

Remarque 1.2. Les opérations (+) et (-) sur R sont compatibles avec la relation d’ordre
< au sens suivant, pour des réels a, b, ¢, d :

.Sia<betc<d,alorsa+c<b+d.
.Sia<betc>0,alorsa-c<b-c.
.Sia<betc<O0,alorsa-c>b-c.

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Raisonnement par récurrence 8

Raisonnement par récurrence

Un raisonnement par récurrence est un raisonnement du type suivant : Soit P(n) une
proposition dépendant de n € N. Elle peut, pour chaque n, étre vraie ou fausse. Pour montrer
que P(n) est vraie pour tout n, il suffit de vérifier que P(0) est vraie puis de vérifier que
P(n + 1) est vraie en supposant que P(n) est vraie. La justification d’un tel raisonnement
repose sur le théoréme suivant, appliqué a 'ensemble

E = {n € N: P(n)est vraie}.

Théoreme 1.1
Soit E C N un ensemble tel que 0 € F, et tel que (n + 1) € E dés que n € E. Alors
EF=N.

Démonstration. Admis O

Exemple 1.5. Soit r € R\{1}. Montrons, par récurrence, que pour tout n € N,

1— n+1
1+r+r2+---+r":7T
1—7r
La formule est triviale si n = 0. Supposant que
1— n+1
Ltrgr? gyt = —
1—r
on aura . .
n n
1_|_7~_|_r2_|_..._|_7~”_|_r"+1:i_}_ﬂ”ﬂ:i'
1—r 1—r

Théoréme 1.2
Soient a,b € R. Pour tout n € N,

a™t =" = (g —b)(a" +a" o+ ab™ T bY) = (a - b) Z a™kpk,
k=0

Démonstration. On peut supposer que a # 0 et a # b. En divisant par "', on voit qu’il s’agit
de démontrer 1’égalité

1—2:11: <1—2> <1+Z+(Z)2+--~+(2)n)7

ou encore, en posant r = b/a et en divisant par 1 — r,

5 " 1_Tn+1
1+r+r"+---+7r R p——
-7
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Valeur absolue

Le théoréme suivant s’énonce au moyen des nombres dits coefficients du bindme qui s’écrivent
eux-mémes en termes des nombres dits factoriels : par définition,

nl=1x2x---xn,neN, et 0 =1

et

Théoréme 1.3
Soient a,b € R. Pour tout n € N,

(a+b)"=>_ Cha"FvF.
k=0

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

Valeur absolue

Définition 1.1. Soit z € R. On définit la valeur absolue de x comme étant le nombre
réel positif, noté |z| donné par :

2| = x, st x>0,
| -z, si x<0.

Théoreme 1.4
Soient z,y €« Retr € R ,ona:

1) |z| >0, 2) Jz|=0, ssi =0,
3) eyl = lallyl et [—af=lxl, 4) o +yl < ol + 1y,
5) Va2 =z, 6) [z = [yl < |z +yl,
N Jly—x|<r, ssi x—r<y<z+r.
Démonstration. Les preuves sont laissées au lecteur a titre exercice. O

Intervalles

Définition 1.2. Un intervalle de R est un sous-ensemble I de R vérifiant la propriété
suivante :

Soita,be I;si a<xz<b, alorsxel.

Proposition 1.1

Intervalle de R est un ensemble d’une des formes suivantes :

oR =] — 00, +00] ofa, +oo[={z e Rz >a} ela,+oo[={z € R;z > a}
o] —oo,b)={r eRjx <b} eo]—oo,bj={r Rz <b} eofab={recRa<z<b}
oJa b ={zx eRja<z<b} efa,b[={reRa<xz<b} eolab[={reRja<x<b}
e{a} = [a,d] ola,a[= ¢

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Majorant, minorant, borne supérieure 10

Démonstration. Admis O
Majorant, minorant, borne supérieure

Définition 1.3 (Plus grand élément, plus petit élément). Soient A une partie non vide
de R et un réel a. On dit que a est : .

e le plus grand élément de Asia € AetVzx € A,z < a.
e le plus petit élément de Asibec AetVe € A, x > b.

S’il existe, le plus grand élément de A est unique. Nous le noterons max A . De méme,
s'il existe, le plus petit élément de A est unique et nous le noterons min A.

Exemple 1.6. 1. max[a,b] = b, min[a, b] = a.
2. L’intervalle |a, b| n’a pas de plus grand élément, ni de plus petit élément.

3. N posséde un plus petit élément 0 mais il n’a pas de plus grand élément.

Définition 1.4 (Majorant, minorant). Soit A une partie non vide de R. Un réel M est
un majorant de A si:Vo € A, x < M. Un réel m est un minorant de A si :Vz € A, x > m.

Exemple 1.7. 1. /2 est majorant de |0, 1].

2. —1;0.5,1.3,2 sont des minorants de |3, +oc[, mais il n’y a pas de majorant.

Définition 1.5 (Borne supérieure, borne inférieure). Soit A une partie non vide de R.

1. La borne supérieure de A est, si elle existe, le plus petit élément de 'ensemble des
majorants de A. On la note sup A.

2. La borne inférieure de A est, si elle existe, le plus grand élément de I'ensemble des
minorants de A. On la note inf A .

Exemple 1.8. 1. 2 est la borne supérieure de |0, 2] ou de [0, 2].

2. 3 est la borne inférieure de [3, +o00|, mais il n’y a pas d’'une borne supérieure.

Proposition 1.2

Si une partie A de R posséde une borne supérieure alors celle-ci est unique.

Démonstration. Si a; et as sont des bornes supérieures de A, alors a; est majorant de A, d’ou
as < ajp. De méme al §CL2.D,OI:1 ap = as. ]
Axiome de la borne supérieure

» Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

» De la méme facon : Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Droite numérique achevée R 11

Caractérisation de la borne supérieure

Théoréme 1.5

Soient A une partie non vide et majorée de R et ¢ un nombre réel. Les deux affirmations
suivantes sont équivalentes :

(1) supA=a

2) Ve e A, x < a,
Ve>0,dz. € A:a— e <z < a.

Démonstration. 1. (=) Supposons que a est la borne supérieure de A. Par définition de
celle ci, a est un majorant de A et la premiere affirmation de (2) est prouvée. Soit € > 0
, Si a — € était un majorant de A , on aurait a < a — € ce qui est faux. Puisque a — € n’est
pas un majorant de A, il existe x. € A tel que a — ¢ < z..

2. ( <= ) Supposons maintenant que (2) est vraie et montrons que a est la borne supé-
rieure de A. Il est clair que a est un majorant de A . Il faut montrer que c’est le plus
petit des majorants de A. Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe alors un réel a’
qui majore A et qui est plus petit que a. On a donc :

Ve e A,z <d <a.

Posons € = a —a’ > 0. En appliquant (2), on peut affirmer qu’il existe un élément x € A
tel que a — e < x < a, c-a-d d’ < x < a, et ¢’ ne peut étre un majorant de A ce qui
prouve la seconde implication par ’absurde.

]

Corollaire 1.2. Soient A une partie non vide et minorée de R et b un nombre réel, on a :

Vee A,x>b, et

infA=b {Ve>0,§|xeeA:b§xe<b+e

Droite numérique achevée R

Définition 1.6 (Droite numérique achevée). On appelle droite numérique achevée 'en-
semble, noté R, obtenu en ajoutant les deux éléments +oo, —oco a R.

Notation : On prolonge la relation d’ordre < sur R en posant :

Ve e R,z < 4+00,2 > —00.

Remarque 1.3. R posséde un plus grand élément : +oco et un plus petit élément : —oo.

Propriété d’Archiméde

Théoréme 1.6

L’ensemble R vérifie la propriété suivante, dite d’Archimede :

Ve e R ,Vy e R,In e N:nz > y.

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Partie entiére 12

Démonstration. On raisonne par I'absurde.
Supposons qu’il existe x € R% ety € R tels que :

Vn e N:nx <y.
Définissons la partie de R suivante
A = {nz;n € N}.

Elle est non vide et majorée par y. D’apres 'axiome de la borne supérieure, A possede une
borne supérieure a € R. En particulier :

Vn € N:nx < a,

ce qui s’écrit aussi
VneN:(n+ 1)z <a.

On en déduit que
VneN:nx<a-—x.

Mais alors ¢ — x est un majorant de A et comme =z > 0,a — x < a. Le réel a n’est donc pas
le plus petit des majorants de .4 ce qui est en contradiction avec le fait que ce soit la borne
supérieure de A. O

Partie entiére

Proposition 1.3

Soit x un réel. il existe un unique entier relatif p tel que :
p<z<p+1l

cet entier est appelé la partie entiere de x et est noté F(z) ou [z].

X

7777777777777777777777777777 ° - —e ® °

E(x E(z)+1

FIGURE 1.2 — Partie entiére d’un réel

I Exemple 1.9. E(1.2) =1, E(—0.6) = —1,E(7) = 3.

Démonstration. Soit z € R

On considére 'ensemble A = {n € Z,n < z}.

Montrons que la partie entiere p de x existe. Cela revient a montrer que I'ensemble A possede
un plus grand élément. On a :

1. A # (), en effet, si x est positif ou nul 0 < z et donc 0 € A. Sinon, si z est strictement
négatif alors—z € R’ . D’apres la propriété d’Archimede, il existe n € Ntel que n-1 >
—z etdonc —n < z. Dol —n € A.

2. L’ensemble A est majoré par z et il existe, d’apres la propriété d’Archimede un entier
plus grand que x. Par conséquent A est une partie majorée de Z.

O]

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Densité de Q dans R 13

Remarque 1.4. Les deux inégalités suivantes sont souvent utiles dans les exercices :

VeeR;E(z) <z < E(x)+1 et z—-1<E(x)<uz.

Définition 1.7. La fonction partie entiere est la fonction définie sur R qui a tout réel =
associe 'entier relatif p (partie entiere de x). On note cette fonction £ ou |[].

FIGURE 1.3 - Fonction partie entiere

Densité de Q dans R

Définition 1.8 (Partie dense). Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R si :

Vr e R,Ve>0,da€ A:|a—x| <e.

Théoréme 1.7

L’ensemble Q est dense dans R.

Démonstration. Soit z € R et soit € > 0. Considérons un entier ¢ > 0 tel que 1/q < e.

Posons p = E(qx),ona:p < gx <p+1,doup/q < x < (p+1)/q. Posons r = p/q, le nombre
r est bien rationnel et puisque : 0 <z —r < 1/¢ < ¢, onabien |r —z| <e. O]
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Exercices

Exercice 1.1. 1. Si a et b sont des réels positifs ou nuls, montrer que
Va+ Vb < V2vVa +b.

2. Montrer que : Ya,b € R, 2ab < a? + b°.
3. Déduire que : Ya,b,c € R,ab+ ac + be < a® + b* + 2.

Exercice 1.2. Trouver tous les réels x tels que
e =1+ |z -2 =2
2. |z =1+ |z +2| <5

3. Va2 —6z+9> |3z — 1|

d’un intervalle de R ou une réunion d’intervalles.
1. Al—{l'GR J,‘2<1}

2. Ag={zeR;-1< F5 <1}

3 A3={zeR;~-1< =<1}

r2—1

Exercice 1.4. 1. Montrer quesir € Qetx ¢ Q, alorsr +x ¢ Q et si r # 0, alors
r-x ¢ Q.
2. Montrer que v/2 ¢ Q.

3. En déduire que : entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irration-
nel.

Exercice 1.5. On rappelle que /2 est un nombre irrationnel
1. Montrer que a=6+4V2et B8=6— 4+/2 sont irrationnels.

2. Calculer v/
3. Montrer que \f + /B est rationnel.

Exercice 1.6. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Montrer que :
1. Si A C B, alors : sup A < sup B et inf B < inf A.
2. sup(AU B) = max{sup A, sup B}.

| Exercice 1.3. Déterminer les ensembles suivants, mettre chaque ensemble sous la forme
| 3. inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

Exercice 1.7. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. On pose

—A={—-x;z € A}
A+B={z+y;x € Ay € B}
A-B={r—-y;x€ A,y € B}

Montrer que :
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1. sup(—A) = —inf Aetinf(—A) = —sup A4
2. sup(A+ B) =sup A+ sup B.
3. sup(A — B) =sup A — inf B.

Exercice 1.8. Déterminer la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément

et le plus petit élément , s’ils existent, des ensembles suivants :

A=[-1,V2]nQ,

1
B:{l—i—;nEN*},
n

C:{xER;aj2+x—1<0}.

Exercice 1.9. On rappelle que Vz € R; E(z) <z < E(z) + 1.

2. Montrer que Vx € R\ Z; E(x) + E(—x) = —1.

Exercice 1.10. :

1. Montrer que pour tout réels x et yon a: E(z)+E(y) < E(
2. Montrer que pour tout rélels z et yon a: E(z)+ E(y)+ E(

3. Montrer que Vm,n € Z; E(™f") + B(Z=2t1) = m.
4. Montrer que Vn € N; E((y/n +v/n +1)%) = 4n + 1.

‘ 1. Montrer que Vx € Z; E(z) + E(—x) =0
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Bouadjila Khaled



CHAPITRE 2

CORPS DES NOMBRES COMPLEXES

Définition 2.1 (Corps des nombres complexes). On appelle corps des nombres com-
plexes, et on le note C, ’'ensemble R? muni des deux lois internes @ et ® définies de la
facon suivante. Pour tous couples (z,y), (z/,7') de R?, on pose

(z,y)® () = @@+, y+9),
(z,y)® (2, y) = (z2' —yy', 2y + 2'y).

Pour simplifier les écritures, on note + et x (ou - ) les lois de composition interne & et ®.
Pour tout nombre réel z, on identifie le nombre complexe (z,0) avec le réel z. On note i
le nombre complexe (0,1). En appliquant cette convention et en utilisant la définition de
'addition et de la multiplication dans C, on peut écrire pour tout nombre complexe (z,y),

(z,y) = x + iy.

En effet,
(z,y) = (2,0) +y(0,1) = z +iy.

La formule du produit donne
i =(0,1) x (0,1) = (=1,0) = —1.

Si z = z + iy un nombre complexe, sa partie réelle est le réel = et on la note Re(z), sa
partie imaginaire est le réel y et on la note I'm(z).

Opérations algébriques sur les nombres complexes

Avec les conventions d’écriture précédentes, I'addition et la multiplication définies sur R?,
deviennent pour tous complexes x + iy, x’ + 13/ :

(z+iy) + (@' +ay) = (z +2") + iy +3/),

(z+iy) x (2" + i) = (z2’ —yy') +i(zy + 2'y).
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Opérations algébriques sur les nombres complexes 17

Propriétés de I’addition et de la multiplication dans C

Proposition 2.1
L’addition dans C
1. est associative : Vz,2/, 2" € C (24 2)+ 2" =2+ (' +7"),
2. est commutative : Vz,2' € C 2+ 2 =2 + 2,
3. posséde un élément neutre 0 : V2 € C 2z +0 = z,

4. de plus, tout nombre complexe z = x + iy possede un opposé, —z = —x — iy.
On résume ces quatre propriétés en disant que (C, +) est un groupe commutatif.

Proposition 2.2
La multiplication C
1. est associative : Vz, 2/, 2" € C (2 x 2/) x 2" =z x (2/ x 2),
2. est commutative : Vz,2/ € C zx 2 =2 X z,
3. posséde un élément neutre 1 : Vz € C z x 1 = z,
4

. de plus, tout nombre complexe non nul z = z + iy posséde un inverse, z~! donné

par
-1__Z .Y

T4 2

On résume ces quatre propriétés en disant que (C*, +) est un groupe commutatif.

Conjugué d’un nombre complexe

Définition 2.2. Soit z = x + iy un nombre complexe. On appelle conjugué de z que 'on
note z le nombre complexe défini par z = x — iy.

Proposition 2.3

Pour tous complexe z, 2/, on a :

1. Re(z) =22 Im(2) = 52,2 ==
2. 242 =z+7
3. (B) =2, 40

4, z2x 2z =7Zx 2

N Module d’un hombre complexe

Définition 2.3. Le module de z = x + iy est le réel positif |z| = /22 + y2.

Comme z x zZ = (x + iy)(z — iy) = 2% + y?, alors le module vaut aussi |z| = /z x z.
Proposition 2.4
Pour tous complexe z,z’,on a:

1. |22 =2 x 7,z = |2], |z x | = |2 x E4NE :%,z’#()
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2. 2| =0 <= 2=0

3. |z + 2| < |z| +|7/|, ('inégalité triangulaire)

Représentation géométrique d’'un nombre complexe

Le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, j), se nomme plan complexe.
A tout nombre complexe z d’écriture algébrique z = x + iy correspond un unique point M
du plan de coordonnées (z,y).

» On dit z est ’affixe de M et on note M (z).
» On dit que M est 'image ponctuelle de z.

A tout nombre complexe z d’écriture algébrique z = x + iy correspond un unique vecteur 7
du plan de coordonnées (z,y).

Si z est I'affixe de M alors, 7 = O—M .
> On dit = est Daffixe de V/ et on note 7(,2).

» On dit que V est Pimage vectorielle de z.

Remarque 2.1. » L’axe des abscisses (O, i) est 'ensemble des images ponctuelles
des nombres réels. On le nomme ’axe réel.

» L’axe des ordonnées (O, j) est 'ensemble des images ponctuelles des imaginaires
purs. On le nomme Paxe imaginaire.

Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Argument d’'un nombre complexe

Proposition 2.5

Soit z = x 4 iy un nombre complexe non nul, il existe au moins un réel 6 tel que

{ cos(f) = ﬁ,

sin(f) = £.

Le nombre 6 est appelé un argument de z et noté 0 = arg(z).

Cet argument est défini modulo 27. On peut imposer a cet argument d’étre unique si on
rajoute la condition 6 €] — 7, +7].
L’écriture z = |z|(cos(6) + isin(f)) s’appelle la forme trigonométrique de z.
Proposition 2.6
Soient z et 2’ deux nombres complexes non nuls. On a :
1. arg(z2') = arg(z) + arg(2’)( mod 2m)
2. arg(5) = arg(z) — arg(2’)( mod 2m)
3. z=arg(}) = —arg(z)( mod 2)
4. arg(z") = narg(z)( mod 27),Vn € Z
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Formules d’Euler

Définition 2.4. Pour tout réel §, nous appellerons exponentielle imaginaire de 6 et

nous noterons ¢’/ le nombre complexe défini par

e = cos(6) + isin(h).

Nous définissons la notation exponentielle par
¢ = cos(f) + isin(),
et donc tout nombre complexe z s’écrit
z=re,

ou r = |z| est le module de z et § = arg(z) est un argument de z.

Proposition 2.7

Pour tout réel 9,6’, on a
1. i0pit — Li(0+0)

2. e = e% = et

3. e =¥ «— TkeZ =0 +2%knr

Formules d’Euler

Théoréme 2.1

Pour tout réel 6, on a

T T
cos(f) = %, sin(f) = £ —°

Racine n-iéme d’'un nombre complexe

Définition 2.5. Pour z € C et n € N, une racine n-ieme de z est un nombre complexe w

tel que
wo = Zz.

Proposition 2.8

Pour tous z € C, il y a n racine n-iéme.
Si z = re'?, alors les n racine n-iéme ce sont :

-0+2km

wp = VYret n» k=0,1,...n— 1.
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Exercices

Exercice 2.1. Mettre sous la forme a + ib (a,b € R) les nombres :

3+6i  (1+i\* 3+6i 245 2-5i
3—4i © \2-i) "3-4i  1-4i 1+’

Exercice 2.2. Ecrire sous la forme a + ib les nombres complexes suivants :
1. Nombre de module 2 et d’argument 7 /3.

2. Nombre de module 3 et d’argument — /8.

Exercice 2.3. Effectuer les calculs suivants :
(3 + 2i)(1 — 33).
. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument /3 par le nombre com-

plexe de module 3 et d’argument —57 /6.

3424
1-3¢°

4. Quotient du nombre complexe de module 2 et d’argument = /3 par le nombre com-
plexe de module 3 et d’argument —5m /6.

le module et Uargument de w = %

Exercice 2.5. Déterminer le module et U'argument des nombres complexes :
ia . .
e et ez@ + 6210.

Exercice 2.6. Soit z un nombre complexe de module p, d’argument 6, et soit Z son
conjugué. Calculer (z + z)(22 +z2) ... (2" + z") en fonction de p et 0.

Exercice 2.7. Mettre sous forme trigonométrique 1 + e ot 0 €] — m, w[. Donner une
interprétation géomeétrique.

Exercice 2.8. Résoudre dans C Uéquation z3 = +(—1+ i) et montrer qu’une seule de ses
solutions a une puissance quatriéme réelle.

[

V3
f(1+z‘)

.

+

Exercice 2.9. Calculer algébriquement, puis trigonométriquement. En déduire

24 __ = 1.

cos 75, sin -5, tan - tan 5- Résoudre dans C Uéquation z

| Exercice 2.4. Calculer le module et largument de u = Vo-iv2 "[ et v =1 —i. En déduire

12’ 12’ 12°
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CHAPITRE 3

SUITES DE NOMBRES REELS

Définitions

Définition 3.1. Une suite réelle est une fonction v : ' € N — R. On note cette
fonction sous forme indicielle (u;,),ecar, Ou tout simplement (u,) si/ N =N.Pourn € N,
on note u(n) par u, et on 'appelle n-€éme terme ou terme général de la suite.

Exemple 3.1. :
1. (v/n)nen est la suite de termes : 0,1,/2, ...
2. ((=1)™)pen est la suite qui alterne : 1,—1,1,—1,1, ....

3. (Fy)nen définie par Fy = 1, Fy = 1 et la relation de récurrence : Fy 1o = Fyy1 +
F,,,VYn € N, (suite de Fibonacci). Les premiers termes sont : 1,1,2,3,5,8, ....

FIGURE 3.1 — Représentations d’une suite réelle

Définition 3.2 (Opérations sur les suites). Soient (uy,), (v,) deux suites et A un réel, on
a:

1. (up) + (vn) = (up + vy).
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Définition 3.3 (Suite majorée, minorée, bornée). Soit (u, ) une suite réelle.
1. (uy) est majorée si :3M € R, Vn € N;u,, < M.
2. (uy) est minorée si :3m € R,Vn € N;u,, > m.

3. (uy) est bornée si elle est majorée et minorée a la fois.

R

M C

FIGURE 3.2-Suite réelle bornée

Proposition 3.1

Soit (u,) une suite réelle. (u,,) est bornée ssi :

dM € R,Vn € N; |u,| < M.

Démonstration. Supposons que la suite (u,) est bornée. Alors il existe m, M € R tels que
Vn € Nym < u, < M. On note k = max(|m|,|M|) on a pour tout n € N, |u,| < k.
La suite (|u,|) est majorée par le réel k. Si la suite (|u,|) est majorée, il existe

M € R,Vn € N; |u,| < M,

et donc Vn € N; —M < u,, < M. ce qui prouve que la suite (u,,) est bornée. O

Définition 3.4 (Suite croissante, décroissante, monotone). Soit (u, ) une suite.

—

(uy,) est croissante si :¥n € N;up41 > up,.
(uy) est décroissante si :Vn € N;uy i1 < uy,.

(uy,) est monotone si :elle est croissante ou décroissante.

= 9 N

. On dit que (u,,) est strictement croissante , strictement décroissante ou strictement
monotone si I'inégalité correspondante est stricte.
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Définition 3.5 (Suite constante). Une suite réelle (u,,) est dite constante si :

Ja € R,Vn € N;u,, = a.

Exercice 3.1. Soit (u,) une suite, définie par : u,, = nLH

1. Montrer que (uy,) est décroissante.

2. Montrer que (uy,) est bornée.

Convergence d’une suite

Soit (u,) une suite réelle.
Définition 3.6 (Limite finie). (u,) a pour limite [ € R si :

Ve>0,INeNjn > N = |u, — | <e

C’est a dire, pour tout € > 0, il existe un entier naturel N (dépend de ¢) tel que; si

n > N, alors |u, — | < e. On dit aussi que la suite (u,,) tend vers I.
Et on écrit
lim wu, =1.

n—-+o0o
{+ e
f,,,,,,,,,,,j,,.,',,',,,
Un . °
E_E o.
0 N n

FIGURE 3.3-Limite finie d’une suite réelle

Exemple 3.2. Montrons que lim (1) =0.

n—-4o00
Nous dEVOTlS montrer que :

Ve>0,IN e N,Vvne N*: (n > N = -

1
0‘§e).

Soit € > 0,

——01<e <= n>-.

[
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Il suffit de choisir N = E(1) + 1.
CCL. Ve > 0,3N € N(= E(2

Proposition 3.2
On peut utiliser une inégalité stricte dans la définition de convergence. La suite (u,) a
pour limite [ € R si et seulement si :

Ve>0,IN e Nyn > N = |u, — | <e.

Démonstration. :
1. <= est évidente puisqu’une inégalité stricte est a fortiori large.

2. = soit € > 0. On pose ¢ = ¢/2 > 0. Puisque (u,,) tend vers [, il existe un entier
naturel N tel que; sin > N, alors |u, — | < € <e.

O]

Définition 3.7 (Limite infinie). :

1. La suite (u,,) tend vers +oo si :

VA>0,INeN;VneN,(n >N = u, > A).
2. La suite (u,,) tend vers —oo si :

VA>0,INeN;VneN,(n > N = u, < —A).

Exemple 3.3. Montrons que : lir+n In(n) = +oo. Nous devons montrer que :
n—-+0oo

VA>0,IN e NNVneN:(n> N = >1n(n) > A).
Soit A > 0,
In(n) > A — n > et

1 suffit de choisir N = E(e) + 1.
CCL:VA>0,IN(= E(eM)+1)eN,YneN: (n>N = In(n) > A).

Définition 3.8 (Suite convergente, suite divergente). On dit que une suite (u,) est
convergente si elle admet une limite finie. Elle est divergente sinon, c-a-d soit la suite
tend vers 400 ou —oo, soit n’admet pas de limite.

Théoréme 3.1

Si une suite est convergente, alors sa limite est unique.

Démonstration. Soit (u,) une suite convergente ayant deux limites [ # !’. Choisissons € > 0
tel que e < |l — I'|/2. Puisque u,, —> [, il existe un entier naturel N; tel que; si n > Ny,
alors |u, — l| < € et puisque u,, — ', il existe un entier naturel N, tel que; si n > N,
alors |u, — | < e. Notons N = max(Nj, N2), donc on a : pour tout n > N, |u, — | < € et
|un, — I'| < €, mais alors, en utilisant I'inégalité triangulaire,

=V =1=U4up—up| <|up =1+ |Jup = U'| <2e < |l =1,

ce qui est absurde. O
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Théoréme 3.2

Soit (u,) une suite converge vers [, alors |u,| — [I|.

Démonstration. Soit e > 0. Puisque (u,,) tend vers [, il existe un entier naturel NV tel que; si
n > N, alors |u, — | <e.Ona: ||uy| — ||| < |un,—1]. Doncsin > N, alors ||u,| — |I|]| <e O

Théoréme 3.3

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Posons ¢ = 1. Puisque (u,,) tend vers [, il existe un entier naturel N tel que;
sin > N, alors |u, —1| <1.0na: |u,|— || < |u, —1]. Donc sin > N, alors |u,| < |I| + 1. Les
premiers termes sont en nombre fini, donc on peut poser M = max(|ug|, |u1|, ..., [lun—1],|I] +
1). Alors Vn € N, |u,| < M, ce qui montre que la suite est bornée. O

Théoréeme 3.4

Soient (u,) une suite converge vers |l et o, 5 € R tels que a < [ < . Alors il existe
N € Ntel que pour toutn > N, a < u, < .

Démonstration. Posons € = min(l — «, 5 — 1) > 0. Puisque (u,,) tend vers [, il existe un entier
naturel N tel que; sin > N, alors |u, — | <€, ca-dl—e < u, <l+¢, doupourtoutn > N,
a<u, <B. O

Opérations sur les limites

Proposition 3.3
Soient (u,) et (vy).
1. Si lim wu, =1, alors pour tout A € R,ona: lim Au, = Al
n—+00 n—+0o00

2. Si lim u,=1Iet lim v, =10 alors: lim (u,+v,)=1014+0,et lim (u,-v,) =
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

.

3. Si Egl_l u, = [, avec (I # 0), alors : u, # 0, a partir d'un certain rang et

4. Si lim w, = 400, alors lim -+ =0.

5. Si lim w, = 4o et la suite (v,) est minorée, alors : lim (u, + v,) = +oc.
n—4o0o n—-4o00

6. Si lim wu, = +oo et la suite (v,,) est minorée par un réel A > 0, alors: lim (u,,-
n—-+o0o n—-+4o0o
Up) = +00.

7. Si lim w, =0 etu, >0 pour n assez grand, alors : lim - = +o0.
n——+0o00 n——+oo Un

Démonstration. 1. Soit € > 0. Posons € = ¢/|\| > 0, puisque lim,,—, o u, = [, il existe
N € Ntel que sin > N, alors |u, — | < ¢’. D’autre parton a :

Ntn — M| = [A|Jun — 1.

Donc il existe N € N tel que si n > N, alors [Au,, — Al| < |[\|e/ =e.
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2. Soit € > 0. Posons ¢ = ¢/2 > 0, puisque lim,,, o u, = [, il existe N; € N tel que
sin > N, alors |u, — I| < ¢. De méme il existe N € N tel que si n > No, alors
|v, —U'| < €. Posons N = max(Ny, N3). Soit n > N, comme n > N etn > N :

[(un +vn) — L+ 1) < |up = 1|+ v, = U| <26 =€

3. Soit € > 0. Posons ¢ = |I|?¢/2 > 0, puisque lim,, 1 u, = I, il existe N1 € N tel que
sin > Ny, alors |u, — | < €. Puisque lim,_, |u,| = |l|, il existe No € N tel que si
n > Ny, alors |u,| > |I|/2. Posons N = max(Ny, Na). Soit n > N,

11 |up—1 ¢
i L )
Uy 1 |un 1] |un ||

4. Soit € > 0. Posons A = 1/e, puisque lim,,_, 1~ u, = 400, il existe N € N tel que si
n > N, alors u,, > A, donc 0 < i < % =
O

Proposition 3.4

Si la suite (u,,) est bornée et lim wv, =0, alors: lim (u,-v,)=0.
n—-4o00 n—+oo

Démonstration. Soit € > 0. Posons ¢’ = ¢/M, puisque lim,,_, o, v, = 0, il existe N € N tel que
sin > N, alors |v,| > €, Mais pour n > N, on a : |uy - vy = |ug||v,| < M {7 = €. On a bien
montré que lim,,, oo (uyp - v,) = 0.

O

Formes indéterminées Dans certaines situations, on ne peut rien dire a priori sur la limite.
Ces sont dit cas indéterminées.

oo 0
400 — o0, 0 X 00, —, —,
oo 0

Exemple 3.4.
. SR L n+1 _ 1
nllH—oo( " ntl n) n11>+oow/n2_|_n+1_|_n 2’

Limites et inégalités

Proposition 3.5
Soient (u,), (v,) et (wy,) des suites réelles, et k € R.

1. Si lim w, =1 eta partir d’'un certain rang, u,, < k, alors : | < k.
n—-+o0o

2. Si lir}rl Up = I, lim, 4o v, = I’ et a partir d’'un certain rang, u,, < v,, alors :
n—-+0oo

<.

3. Si lim w, = +oo et a partir d’'un certain rang, u,, < v,, alors: lim v, = +oo.

n—+o0 n—+00
4. Théoréme des gendarmes : Si lim w, =1, lim w, = [ et a partir d’'un certain
n—-+o0o n—-+4oo
rang, u, < v, < wy,, alors: lim v, =[.
n—4o0o
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Démonstration. 1. On raisonne par 'absurde. Supposons que [ > k. Posons e =1 — k > 0,
puisque hrf up = I, il existe N1 € N tel que Vn > Ny, wu, > [ — e = k. D’autre part
n—-—+0o0

il existe Ny € N tel que Vn > No, wu, < k, on prend N = max(Ny, Na). Soitn > N,
donc on a d’une part u,, > k et d’autre part u,, < k qui est absurde.

2. 11 suffit d’utiliser le résultat précédent avec la suite (wy,) = (u, — v,,) et k = 0.

3. Soit A > 0. Puisque hrf up, = +oo, il existe N1 € N tel que Vn > Ny, u, > A.
—+00

n

D’autre part il existe Ny € N tel que Vn > Ny, wu, < v,. Posons N = max(Ny, Na),

doncona:Vn > N,v, > u, > A. On a bien montré que hI_P v, = +o00.
n—-+0oo

4. Soit € > 0. Puisque lirf u, = I, il existe N; € N tel que Vn > Ny, |u, — | < e. De
—+00

n
méme, il existe Ny € N tel que Vn > N, |w, — | < e. D’autre part, il existe N3 € N
tel que Vn > N3, wu, < v, < w,.Posons N = max(Ny, Na, N3). Soitn > N,ona:

l—e<u, <v, <w, <l+e

On a bien montré que lim v, = 1.
n——+0o00

Caractérisation séquentielle de la borne supérieure

Théoréme 3.5

On considére une partie X non vide et majorée de R. Elle posséde une borne supérieure
sup X. Soit [ € R. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. | =sup X.

2. [ est un majorant de X et il existe une suite (z,) d’éléments de X qui converge
vers [.

Démonstration. 1. = On sait que sup X est un majorant de la partie X. On a : Ve >
0,3z € X,sup X —e < z < sup X. Soitn € N*, en prenant ¢ = 1/n > 0 dans la propriété
ci-dessus, il existe un réel z,, € X, vérifiant sup X — 1/n < z,, < sup X. On construit
ainsi une suite de points (z,) de X qui converge vers sup X d’aprées le théoreme des
gendarmes.

2. <= Montrons que [ est le plus petit des majorants de la partie X. Soit M un majorant
de X,onaVz € X,z < M. douVn € N,z, < M. Mais puisque z,, —> [, par passage

a la limite dans les inégalités, on en déduit que [ < M.
[

3.3 Suite extraite d’une suite

Définition 3.9. On dit qu'une suite (v,,) est une suite extraite ou une sous suite d'une
suite (u,) s'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que :

Vn € N, vp = Uy (n)-

Lemme 3.1. Soit ¢ : N — N, une application strictement croissante, alors :

Vn € N, p(n) > n.
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Démonstration. On raisonne par récurrence. Sin = 0, on a : ¢(0) > 0 (car Vn € N,p(n) €
N)).

Soit n € N, on suppose que ¢(n) > n. Montrons que ¢(n + 1 n + 1, puisque ¢, est
strictement croissante, p(n + 1) > ¢(n) = ¢(n+1) > p(n) + n + 1. La propriété est
alors prouvée par application du principe de récurrence. O

) >
1>

Proposition 3.6

Toute suite extraite, d'une suite convergente, est convergente vers la méme limite.

Démonstration. Soient (u,) une suite convergente vers le réel [ et (u,,)) une suite extraite de
(un). Montrons que (u,)) converge vers [. Soit ¢ > 0. Puisque (u,) converge vers /, il existe
N € Ntelque:Vn > N, |u, —I| <e. Soitn > N.D’apres le lemme précédent, o(n) >n > N,
donc |u,(,) — I| < €. On a bien montré que u,(,) converge vers [. O

Corollaire 3.1 (Critere de divergence d’une suite). Soit (u,,) une suite. Si elle admet deux
sous-suites convergeant vers des limites distinctes, alors elle diverge.

Démonstration. On raisonne par 'absurde. Supposons que la suite (u,,) est converge vers le
réel [. et les deux sous suites (ug(,)) €t (uy(,)) convergent (resp.) vers Iy et [y avec Iy # lo.
D’aprés la proposition précédente les deux sous suites (ugy,)) et (uy(n)) convergent vers | et
donc [ = I; = [, ce qui est absurde. O

Exemple 3.5. La suite (u,) = ((—1)") est divergente. En effet, la suite extraite (uay,)
converge vers 1, alors que la suite extraite (ug,y1) converge vers —1.

3.4 Suites monotones

Théoreme 3.6
Soit (u,) une suite croissante. On a :
1. Sila suite (uy) est majorée, alors elle converge vers une limite finie [ donnée par
| = sup{u,;n € N}.

2. Sila suite (u,) n’est pas majorée, alors elle diverge vers +oc.

Démonstration. :

1. Supposons que (u,) soit une suite croissante et majorée par un réel M. L’ensemble
A = {u,;n € N} est une partie non vide de R et majorée, donc elle admet une borne
supérieure [ € R. Montrons que (u,,) converge vers [. Soit e > 0. D’aprés la caractérisa-
tion de la borne supérieure, il existe N € N tel que | — e < uy < I. Soit n > N. Puisque
(uy) est croissante, [ — e < uy < u, < [. Mais alors —e < u,, — [ < 0 ce qui montre que
lun, — 1| <e.

2. Supposons que (uy;,) est croissante mais non majorée. Soit A € R. Comme (u,) n’est
pas majorée, il existe N € N tel que uy > A. Comme (u,) est croissante, on a Vn >
N,u, > uy > A . Par conséquent u,, —> +00.

O

Corollaire 3.2. Soit (u,) une suite décroissante. On a :

1. Si la suite (uy,) est minorée, alors elle converge vers une limite finie | donnée par | =
inf{u,;n € N}.
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2. Sila suite (uy,) n'est pas minorée, alors elle diverge vers —oo.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la propriété précédente a la suite (—u,,). O

Suites adjacentes

Définition 3.10. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit que (u,,) et (v,) sont
adjacentes si (u,,) est croissante et (v,) est décroissante et lim,, oo (u, — v,) = 0.

Théoréme 3.7

Si les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite.

Démonstration. 1. Remarquons tout d’abord que pour tout n € N,u,, < v, . En effet, si
ce n'est pas le cas, il existe N € N tel que uy — vy > 0. Mais alors, comme (u,,) est
croissante et (v,) est décroissante, il vient pour tout n > N, u, — v, > uy — vy > 0
ce qui est en contradiction avec le fait que lim,, o (uy, — v,) = 0. On en déduit en
particulier que pour tout n € N, u,, < v, < vg car v, est décroissante et v, > u, < ugy
car (u,) est croissante.

2. (uy) est croissante et majorée par vy, donc (u, ) converge vers une limite /; et pour tout
n € N,u, <.

3. (vy) est décroissante et minorée par ug, donc (v,,) converge vers une limite /s et pour
toutn € N, v, > lo.

4. Enfin : 0 = limy,— 4 o0 (tn, — vp) = limy—s 400 Uy, — limy, 54 o0 v, = 11 — l2. Par conséquent
Iy = l5. Les deux suites convergent donc vers la méme limite.
OJ

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Corollaire 3.3 (Théoreme des segments emboités). Soit (I,,) une suite de segments I, =
[an, by tels que ils sont emboités c-a-d : Vn € N, I, 11 C I, et leur diamétre tend vers 0 c-a-d :
limy,— 400 (b, — @) = 0. Alors il existe un réel [ tel que Npenl, = {1}

Démonstration. :

1. (O ) Montrons que Vn € N, € I,. Puisque (a,) et (b,) sont adjacentes et convergent
vers [, on sait que Vn € N,a,, <1 < b, etdoncVn € N,l € I, c-a-d : | € Npenlp.

2. (©) Soit z € Nypenly,. Montrons que z = 1. Ona Vn € N,z € a, < x < by, par passage a
la limite dans les inégalités, on en tire que : z = [.

O]

Théoréme 3.8

De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration. On procede par dichotomie. I'ensemble des valeurs de la suite est par hy-
pothése contenu dans un intervalle [a, b]. Posons ag = a,byp = b,¢(0) = 0. Au moins I'un
des deux intervalles [ag, 222 ou [%t0 p] contient u,, pour une infinité d’indices n. On
note [ag,b1] un tel intervalle, et on note ¢(1) un entier p(1) > (0) tel que uyy € [a1,b1]
En itérant cette construction, on construit pour tout entier naturel n un intervalle [ay, by]
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, de longueur %2, et un entier p(n) > ¢(n — 1) tel que Ugy(n) € [an,by]. Notons que par

construction la suite (a,) est croissante et la suite (b,) est décroissante. Comme de plus
limy,— oo (b, — @) = 0, les suites (ay,) et (b,) sont adjacentes et donc convergent vers une
méme limite /. On a : a, < ug(,) < by, par passage a la limite dans les inégalités, on en tire
que : limn_>+oou¥,(n) =1. ]

Limite supérieure, limite inférieure

Définition 3.11. Soit (u,) une suite réelle bornée. La limite supérieure (resp. infé-
rieure), notée lim sup u,, (resp. liminf u,,), est la plus grande (resp. petite) valeur d’adhé-
rence de la suite (u,).

I Exemple 3.6. Soit u,, = (—1)", donc limsup u,, = 1 et liminf u,, = —1.

Proposition 3.7

Soit (u,) une suite réelle bornée. On considere la suite a,, définit par
an = sup{u,,p > n},Vn € N.

On a
ngrfm sup Uy, = TLEI—EOO an = nll}rfoo sup u, = inf sup u,.
p2n p2n

On consideére la suite b,, définit par
b, = inf{u,,p > n},Vn € N.

On a
lim infuw, = lim b, = lim inf u, = sup inf u,.
n——+o0o n——+o0o n—-+o00 p>n p>n

De plus on a

lim infu, < lim supu,.
n—+oo n—+oo

Démonstration. La suite (u,,) est bornée, et les ensembles A,, = {u,,p > n} sont non vides et

bornés, donc ils admettent des bornes supérieures et des bornes inférieures et les suites (a,,)

et (b,) sont bien définies. On a pour tout n € N, A, y; C A, et donc sup 4,11 < sup 4, et

inf A, 11 > inf A,. Ainsi la suite (a,) est décroissante et la suite (b,,) est croissante. D’ou (a,,)

converge vers inf a,, et (b,) converge vers sup b,.

Montrons maintenant que lim inf w,, < limsup wy,.

Comme b, < a,,Vn € N, par passage a la limite, on obtient sup b,, < inf a,, d’ou le résultat.
0

Proposition 3.8

Une suite (u,) converge, si et seulement si, sa limite inférieure est égale a sa limite
supérieure.

Démonstration. Démontrons d’abord la condition suffisante. Par construction, la suite (uy,)
est encadrée par les suites (a,,) et (by,),

Vn € N, b, < up < ay.
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Si les deux suites (a,,) et (b,) ont la méme limite, alors (u,,) converge vers cette limite, par le
théoreme des gendarmes.
Réciproquement, si la suite (u,) converge, vers € R, alors pour tout € > 0, il existe un entier
no a partir duquel tous les ensembles {u,,p > n} sont inclus dans l'intervalle [l — ¢,l + €], ce
qui implique :

l—e<b,<a, <l+e

Donc
[ — e <liminfu, <limsupu, <I[+e¢.

Cet encadrement étant vrai pour tout € > 0, il entraine :

[ = liminf u,, = lim sup u,,.

Suites de Cauchy

Définition 3.12. Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,,) est de Cauchy si

Ve>0,IN € N,V(p,q) EN’: (p > N,g > N) = |u —uy| <e.

Une suite qui n’est pas de Cauchy est caractérisée par :

Je>0,YN €N, 3(p,q) EN?: (p>N,g>N) et |u,—uy >e

Exemple 3.7. 1. La suite géométrique (a™), pour 0 < a < 1 est de Cauchy. On a pour
p>n>0, |a" —aP| = a"|1 —aP™"|. Donc, en prenant N = [In(¢)/In(a)] + 1, on
obtient

p>n> N,|a" —d’| <e.

2. La suite (Inn),>1 n'est pas une suite de Cauchy. On a pour p > n > 0,

O<lnp—lnn:ln(2>,

n
donc si p = 2n, on a Inp — Inn = In2. Donc, pour ¢ = In2 et pour tout entier

positif N, il existe des entiers p = 2n et n supérieurs a N tels que Inp —Inn = In 2.

Théoréme 3.9

Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit (uy,) une suite de Cauchy, donc on a
Ve>0,dN e N,Vp,geN: (p>N,q> N) = |up, —uy| <e.

On fixe ¢ = 1. De ce qui précéde on peut déduire qu’il existe N; € N fixé tel que pour tout
n > N 1 -
lup, —un, | <1,

on a donc pour tout n > Nj :
—1+un, Cup, <1+ upn;.

On pose M = max{|ug|, |u1l,- -, |un,—1], 1+|un, |}. Ainsion a pour toutn € N, |u, | < M. O
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Théoréme 3.10

Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit (u,) une suite convergente est de limite /. Soit € > 0, il existe N € N tel
que |u, — | < ¢€/2 pour tout n > N. Soientp > N etqg > N,ona

lup — uqgl = |up —ug +1— 1| < |up — 1| + |ug — 1| < e

Ainsi (uy,,) est bien une suite de Cauchy. O

Théoréme 3.11

Toute suite (u,,) de Cauchy de nombres réels est convergente vers un nombre réel [.

Démonstration. On a d’abord, (u,) est bornée d’apres le théoreme 2.10.
On pose A,, = {ug,k > n}. On a montré que A, est bornée, elle admet donc une borne
inférieure a,, et une borne supérieure b,, et

AnJrl CA, = [an+1>bn+1] C [ana bn]
Pour n fixé supérieure a N, il résulte de la définition des bornes

dp>n telque wu, <a,+e,
dg>n telque wu,>0b, —¢

d’ou

by — an =(bn — uq) + (uq — up) + (up — an),
by, — an| <|bn — ug| + g — up| + |up — an| < 3e.

Ainsi
Ve > 0,dN € N;Vn > N, |b, — a,| < 3e.

Les suites (ay,) et (b,) sont donc adjacentes. Elles sont donc convergentes vers la méme limite
l € R : D’autre part et puisque Vn € N :

an < Uy < by,

le théoréme des gendarmes montre que la suite (u,) est aussi convergente et vers la méme
limite . M

3.9 Suites récurrentes

Suite récurrente définie par une fonction

Soit f : R — R. Une suite récurrente est définie par son premier terme et une relation de
récurrence permettant de calculer les termes de proche en proche :

up € R et wup41 = f(uy) pour n>0.
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Définition 3.13 (Intervalle stable). On dit que un intervalle I est stable par la fonction
fysi, f(I) C I, c-a-d,Vx € I, f(x) € 1.

Proposition 3.9

La suite récurrente reste dans un intervalle stable.

Démonstration. On raisonne par récurrence. Pour n = 0, on a ug € I. Supposons la propriété
vraie au rang n, u,, € I. Puisque u,+1 = f(uy) et que I est stable par f, f(u,) € I. O

Proposition 3.10

Si la suite (u,) converge vers une limite finie /, et si la fonction f est continue au point
[, alors [ est un point fixe de la fonction f, c-a-d, f(I) = L.

Démonstration. Si (u,) converge vers [, alors la suite extraite (u,41) converge vers la méme
limite [. De plus, comme la fonction f est continue au point 1, la suite (f(u,)) converge vers
f(1). Par unicité de la limite, on doit avoir [ = f(I). O

Cas d’une fonction croissante

Proposition 3.11

On suppose que la fonction f est continue et croissante sur un intervalle I stable et que
ug € 1.

1. Siug < f(up), alors la suite (u,,) est croissante.

2. Siug > f(up), alors la suite (u,,) est décroissante.

Démonstration. :

1. Supposons que uy < f(up). Montrons par récurrence que vn € N, u,, < u,1;. La pro-
priété est vraie pour n = 0 par hypothése. Supposons-la vraie au rang n : u,, < Up41.
Puisque f est croissante sur I, f(u,) < f(unt+1) c-a-d : upy1 < Upta.

2. Le méme raisonnement pour le deuxieme point.

Remarque 3.1. Sous les hypotheses de proposition 3.11, si de plus I'intervalle I est
borné, alors la suite (u,) converge et sa limite est un point fixe de f.

Exemple 3.8. Etudions la suite définie par

U Z 07
Vn € N, upy1 = V4 + 3uy.

Introduisons la fonction f définie de [0, +oo[ dans lui méme par : f(x) = /4 + 3x. Elle
est continue sur [0, +oo[ et admet 4 comme l'unique point fixe. Les intervalles [0,4] et
[0, +o00] sont stables par la fonction f.

1. Siwug € [0,4], puisque uy < /4 + 3ug = f(up). la suite (u,,) est croissante. Puisque
elle est majorée par 4, elle converge vers le point fixe 4.
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2. Siug € [4,+00], puisque ug > /4 + 3ug = f(ug). la suite (uy,) est décroissante.
Puisque elle est minorée par 4, elle converge vers le point fixe 4.

Nous avons donc montré que Yugy > 0, u,, — 4.

O uo Ul U2

FIGURE 3.4—Cas d’une fonction croissante

Remarque 3.2. Dans I'étude d’une suite récurrente, il est intéressant d’étudier le signe
de la fonction définie par g(x) = f(z) — = qui donne la position du graphe de f par
rapport a la premiére bissectrice et qui permet de connaitre le signe de f(ug) — uo.

Cas d’une fonction décroissante

Proposition 3.12
On suppose que la fonction f est continue et décroissante sur un intervalle I stable et
que ug € I . Alors les deux suites extraites (ug,) et (ug,+1) sont monotones de sens
contraire.

Démonstration. Notons v, = ug, et w, = us,11. On a:

{ Unt1 = Uont2 = f(U2ng1) = fo f(u2,) = fo f(vn)

et wpy1 = fo f(wn)

Les deux suites vérifient la méme relation de récurrence associée a la fonction g = f o f.
Puisque la fonction f est décroissante sur I, la fonction ¢ est croissante sur I et les deux
suites (v,) et (w,) sont monotones. Si ug < f o f(ug), alors u; > f o f(u1) et donc la
suite (v,,) est croissante et la suite (w,,) est décroissante. Si par contre ug > f o f(ug), alors
uy < f o f(up) et donc la suite (v,,) est décroissante et la suite (w,,) est croissante. O

Exemple 3.9. Etudions la suite définie par

up =1,
VneNupy =1+ -2

Un *
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Introduisons la fonction f définie de [1, 3] dans lui méme par :

Elle est continue et décroissante sur [1, 3] et admet | = 2 comme l'unique point fixe.

On pose : g(z) = (f o f)(x), puis

g(z) —x

L’unique poins fixe de g dans [1, 3] est 2.

2 —x—2

T+ 2

Puisque g(ug) > ug, la suite (ugy,) est croissante et la suite (ugy,+1) est décroissante. Elles

convergent toutes les deux vers 2. Ce qui montre que (u,,) converge vers 2.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 3.5-Cas d’une fonction décroissante

3.10 Exercices

Exercice 3.1. En utilisant la définition de la limite, montrer que :

1. lim =1 =1
n—+oo N+l

2. lim (Van+1—yn)=0

n——+oo
: 1 sinn | __
3. nEI—iI-loo (n + n+1> =0

4. lim (n?+(-1)"n) = +o0

n—-+oo
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Exercice 3.2. Soit une suite réelle (uy,) telle que :Vn € N, u,, € Z. Montrer que si la suite
(un,) converge, alors elle est constante d partir d’un certain rang.
Indication : On pourra envisager la suite (v,,) définie par v, = Up4+1 — Un.

Exercice 3.3. Déterminer les limites, lorsque n tend vers lUinfini, des suites ci-dessous.
(="

L up, =-"—;
2. up=m+H 4+
_1_1,1_ 1 (=nn~
4oup=1l—g+g—gt -+
5 up,=vn+1—y/n
6. up = n;gnﬁ’)
7. U, = V2" —n
8 _ 1x3x--x(2n—1)
- Un = 2X4X-%x(2n)

Exercice 3.4. Soit (uy)n>1 une suite définie par

e () (1 ) (750 (4 )

On pose v, = In(uy)

. Montrer par récurrence que, pour tout n € N*, 14224324 ... 4+n? = w
. Montrer que pour tout x > 0,z — % <in(l4+z)<a.
(g . 1 +1)(2n+1 1
. En déduire que : pour tout n € N*, - — % < v, < BHL
. Déterminer la limite de (vy,).

. En déduire la limite de la suite (uy,).

Exercice 3.5. Supposons que lim[“ﬁ—“| = r, Montrer que :

1. Sir>1,alors lim |u,| = +o0
n—-+00

2. Sir<1,alors lim u, =0
n—-+o0o

Exercice 3.6. On considére la suite (sy,),>1 définie par

b
Il

n

x| =

[V2)
3
I

T
I

Montrer que pour toutn > 1, sop— Sy, > % En déduire que la suite (s,)n>1 est divergente.

Exercice 3.7. :

1. Montrer que la suite (u,,) définie par u,, = (—1)" + L est divergente.

N e s ..  __________________________________________|
G A W N ~
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2. La meme question pour la suite (v,,) définie par v, = cos(22~ o), OlL q est un entier
naturel tel que q > 2.

Exercice 3.8. On considére la suite (u,,) de terme général

11 (—1)"
T TR 1

Montrer que les deux suites (uay) et (uz,+1) sont adjacentes. En déduire que la suite (uy,)
converge.

Exercice 3.9. : Soit (u,) une suite réelle. On dit que le réel ¢ est valeur d’adhérence de
la suite s’il existe une suite extraite de (uy,) qui converge vers £.

1. Quelles sont les valeurs d’adhérence d’une suite convergente ?
2. Quelles sont les valeurs d’adhérence de la suite ((—1)") ? de la suite (cos("")) ?

3. Donner un exemple de suite qui ne converge pas et qui posséde une unique valeur
d’adhérence.

4. Prouver que si (uy) est bornée et est divergente, elle admet toujours (au moins)
deux valeurs d’adhérence distinctes.

Exercice 3.10. Les suites suivantes sont-elles de Cauchy ?
1oup, =141+ 42 +-+ 0 47 (montrer d’abord que Vn > 5,4™ > n).
2. up=14+3+5+- +5

D

Exercice 3.11. Soit la suite (u,,) définie par

1
U0:2 et un+1:5—u—,VnEN.

n

1. Montrer que Vn € N, 1 < u,, < 4.
2. Montrer que (u,,) est converge et trouver sa limite.
3. Donner sup F et inf E oit E = {u,,n € N}.

Exercice 3.12. Etudier la suite (u,) définie par la donnée de uy € R et la relation de
récurrence Uy 1 = —u2 + Up.
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CHAPITRE 4

FONCTIONS REELLES D’UNE VARIABLE REELLE

Généralités
Définitions
Définition 4.1. Une fonction d’'un ensemble F dans un ensemble F' est une relation, qui
a toute élément x de F associé au plus un élément y de F'. On notera la fonction
f:E—F zx+—y= f(z)

f(z) est appelé I'image de x par la fonction f.

Définition 4.2. L’ensemble de définition de la fonction f est I'ensemble de tout les €lé-
ments de F qui posseédent une image dans F'.

Définition 4.3. Une application d’'un ensemble £ dans un ensemble F' est une relation,
qui a toute élément x de E associé un élément et un seul y de F.

Définition 4.4. On appelle fonction numérique sur un ensemble F; toute fonction de
E dans I'ensemble R des nombres réels. Si E est lui-méme une partie de R, on dit que
f est une fonction numérique d’une variable réelle, ou encore, une fonction réelle d'une
variable réelle.

Définition 4.5. Le graphe d’une fonction f : R — R, est la partie I'; de R? définie par
Ly ={(z,y) eR%y = f(2)}).

Dans tout ce qui suit, I désigne un intervalle non trivial de R (c’est a dire non vide et non
réduit a un point). On considere I'ensemble F(I,R) des fonctions définies sur I a valeurs
dans R.
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Opérations sur les fonctions

Définition 4.6. Dans 'ensemble F(I,R), on définit les lois suivantes :
1. Addition. Si (f,g) € F(I,R)?, on définit I'application (f + g) € F(I,R) par

Ve e I, (f + g)(z) = f(2) + g(2).

2. Multiplication par un réel. Si (), f) € R x F(I,R)?, on définit I'application \f €
F(I,R) par
Ve € I,(Af)(z) = Af(z).
3. Multiplication de deux fonctions. Si (f,g) € F(I,R)?, on définit 'application
(fg) € F(I,R) par
Vo € 1, (fg)(x) = f(x)g(z).

4. Valeur absolue d’une fonction. Si f € F(I,R), on définit I'application |f| € F(I,R)
par
Vo € 1,)f|(z) = | ().

5. Maximum, Minimum de deux fonctions. Si (f,g) € F(I,R)?, on définit les deux
application sup(f, g), inf(f, g) € F(I,R) par

Vz € I,sup(f,g)(x) = sup(f(z), 9(x)), inf(f, g)(z) = inf(f(z), g(x)).

Remarque 4.1. La relation d’ordre < sur R s’étend naturellement a 7 (/,R) en posant,
pour (f,g) € F(I,R)?
f<g <= Vel f(z) < g(x)

Proposition 4.1
Soit (f,g) € F(I,R)?. Ona:
L [f|=sup(f,—f)
. sup(f, g) = f+g+2\f*9\
3. inf(f,g) = f+g—2\f—g\
4. ft =sup(f,0)
5. f~ =sup(—f,0)

Fonctions bornées

Définition 4.7. Soit f € F(I,R). On dit que f est
1. Majorée s’il existe M € R tel que f(x) < M pour tout = € I.

N

2. Minorée s’il existe m € R tel que f(z) > m pour tout x € I.

3. Bornée si elle est majorée et minorée.

Proposition 4.2
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Soit f € F(I,R). La fonction f est bornée si

JaeRL, Ve el:|f(z) <o

Définition 4.8. Soient f € F(I,R) et zg € I.
1. On dit que f admet un maximum en xg, si: Vz € I, f(z) < f(xo).

2. On dit que f admet un maximum local en z, si :
Jh>0,Veel, [x—x0| <h = f(z) < f(xo).

3. On définit de maniére analogue la notion de minimum et de minimum local.

Fonctions monotones

Définition 4.9. Soit f € F(I,R). On dit que
1. festcroissantesi:Vr,y€l, x <y = f(x) < f(y).
2. festdécroissantesi:Vrx,y €I, x <y = f(z)> f(y).
3. f est monotone si f est croissante ou décroissante.

On dit de plus que f est strictement croissante , strictement décroissante ou strictement
monotone si 'inégalité correspondante est stricte.

Proposition 4.3

Soient f : I — Ret g: J — R deux fonctions monotones telles que f(I) C J. Alors
g o f est monotone et on a

1. Si f et g ont le méme sens de variation, alors g o f est croissante.

2. Si f et g ont deux sens de variations contraires, alors g o f est décroissante.

Démonstration. Supposons, par exemple, f croissante sur I et g décroissante sur .J. Montrons
que g o f est décroissante.
Soient z,y € I tels que = < y. Comme f est croissante, f(z) < f(y) et puisque g est décrois-

sante, g(f(2)) > g(f(y)) et donc go f(z) > g o f(y). O

Proposition 4.4

Soit f € F(I,R) strictement monotone sur I et soit J = f([), alors f réalise une
bijection de I dans .J et sa bijection réciproque f~! :.J — I est strictement monotone
de méme sens que f.

Démonstration. Supposons, par exemple, la fonction f strictement croissante sur /.

Puisque J = f(I), par définition de 'image directe d'une fonction, la fonction f est surjective
de I vers J.

Montrons maintenant que f est injective.

Soient z,y € I tels que f(x) = f(y), montrons que x = y par 'absurde. Sil’on avait z # y, on
aurait z < y ou y < z, mais alors, puisque f est strictement croissante, on aurait f(z) < f(y)
ou f(y) < f(z) ce qui est absurde. Elle réalise donc une bijection de I vers J.

Vérifions que la fonction f~! est également strictement croissante. Soient X,Y € J tels que
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X < Y.Notons z = f~}(X) ety = f~5(Y). Si l'on avait y < z, puisque f est croissante,
on aurait f(y) < f(x) et donc Y < X ce qui est faux. On en déduit que z < y donc que

FHX) < 1Y), =

Parité, périodicité

Définition 4.10. Soit f € F(I,R), avec I est symétrique par rapport a 0. On dit que
1. festpairesiVe € I, f(—z) = f(x).
2. festimpairesiVe € I, f(—z) = —f(z).

Exemple 4.1. 1. La fonction f définie sur R par f(x) = 2*" (n € N) est paire.
2. La fonction g définie sur R par f(z) = z?"*! (n € N) est impaire.

3. La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est impaire.

Définition 4.11. Une fonction f définie sur R est dite périodique s’il existe 7" € R*_ tel

que
Ve eR, f(z+T) = f(z).

On dit que T est une période de f et que f est T-périodique.

est w-périodique.

Limites
Définitions

a) Limite en un point

| Exemple 4.2. Les fonctions sinus et cosinus sont 2w-périodiques. La fonction tangente

Soit f € F(I,R). Soit g € I (c-a-d x( est un point de I ou une extrémité de I).
Définition 4.12. Soit ¢ € R. On dit que f a pour limite ¢ en x( si :
Ve>0,30>0Ve el:|z—x9| <d = |f(z) -/ <e

On note lim f(x) = /.

T—TQ
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{+ e

' ' '
Il Il Il
T T T

xo—0 L0 g+ 6

FIGURE 4.1-Illustration de la définition de la limite en un point

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, zo[U]xo, b[.

Définition 4.13. .

1. On dit que f a pour limite 00 en xg si
VA>0,3>0Veel:|z—x0|<d = f(z)> A
2. On dit que f a pour limite —oc en x si

VA>0, 30 >0Veel:|z—x9| <d = f(z) < —-A.
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|
) —

FIGURE 4.2-Illustration de la définition de lim f(z) = 40

T—T0

b) Limite en I'infini
Soient f € F(I,R), avec I de la forme |a, +oo[ et £ € R,
Définition 4.14. On dit que f a pour limite ¢ en +oco, et on note lirJ1r1 fx) ="¢.
n——+00
si
Ve>0,3B>0;Veel:x>B = |f(z) -/ <e

On dit que f a pour limite +oo en +oco, et on note Erf f(z) = o0,
si
VA>0,3B>0;Vzel: 2 >B = f(x) > A.

On définit de la méme maniere la limite en —oco pour f définie sur un intervalle de type
| — o0, al.
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{4+ €
f(z)
Y4

FIGURE 4.3-Illustration de la définition de lim f(z) =/¢

T—T0

Limite a gauche et a droite

Soit f € F(I,R), avec I de la forme |a, zo[U]]xo, b].

Définition 4.15. 1. On appelle limite a droite en 2y de f, la limite de la fonction

J{1w0,b[ €1 Zo €t on la note hmx_mg f(z) ou 1i§n f(x).

T—TQ

2. On appelle limite a gauche en g de f, la limite de la fonction f, ., en o et on la

note lim__, - f(x)ou lim f(x).
’ 1‘—<>I0

3. Dire que f a pour limite ¢ € R a droite en x signifie

Ve >0, 36 > 0;Vz €]zp, b 0 <z —20<d = |f(z) —{| <e.

4. On définit de la méme maniere la limite de f a gauche en .

5. Si f a une limite a gauche et une limite a droite en x et si ces limites sont égaux,

alors f admet une limite en x.

Propriétés

Proposition 4.5

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Proposition 4.6

Soient f et g deux fonctions. On suppose que zg € R.
Si
lim f(z) =/ €R, lim g(z) =/ €R,
T—rT0

T—TQ
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alors

lim (A\f(z)) = M,VA€R, lim (f(z)+g(z) =L+, lim f(z)g(z) =0l

T—T0 Tr—T0 T—TQ

. . 1 1 s s _ : 1 _
si ¢ # 0, alors xlggo 7@ = 1 De plus, si a:llgclo f(z) = +o0, alors xli)rgo o) = 0.

Proposition 4.7

Si lim f(x)=24¢, limgg(a:) = /(' alors lim go f(x) =1/,
T—

T—T0 T—T0

Proposition 4.8

1. Sif<getsi li_>m f(z)="ret lim g(x) =¥, alors £ < /.
T—x0

T—T0

2. Sif<getsi lim f(x) =400, alors lim g(x) = 4o0.
T—T0

Tr—T0

3.Sig< f<hetsi ILm g(z) ="let le h(z) = ¢, alors lim f(z)=¢.
T—rT0 T—X0

Notation de Landau

Définition 4.16 (Négligeabilité, o). Soient f et g deux fonctions définies sur un voisi-
nage de a € R. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe une
fonction e définie au voisinage de a telle que

f(z) = e(x)g(x), au voisinage de a et liin e(x) = 0.

On note alors f(x) = o (g(x)).

Proposition 4.9

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage I de a € R. On suppose que la
fonction ¢ ne s’annule pas sur I \ {a}. Alors

Exemple 4.3. Au voisinage de +oo
1. nz =o(z%) (a > 0)
2. x* =o0(e") (e € R)

Au voisinage de 0
1. Inz=o0(%) (a>0)

2. 2" =o0(z% (a < b)
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4.3 Continuite

Définition 4.17 (Continuité en un point). Soit f une fonction définie sur un intervalle
I et a € I. On dit que la fonction f est continue au point a si lim f(z) = f(a), ce qui se
r—a

traduit avec des quantificateurs par
Ve>0,30>0Veel:|z—al<d = |f(z)— f(a)| <e.
f est continue a droite (resp. a gauche) en a si liin f(z) = f(a) (resp. lién f(z) =

f(a)).

fla) + e
fla) 5
fla) — e

FIGURE 4.4-Continuité en a

Remarque 4.2. Evidemment, la continuité de f & droite et & gauche en a entraine la
continuité de f en a.

Exemple 4.4. Soit la fonction réelle f définie par

zsin(l),siz # 0,

ﬂ@:{Oﬂx:Q

Montrons que f est continue en 0.
Soite > 0, on a

1
in(—)| < <e.
a:sm(x) <lz| <e
Donc il suffit de prendre n = e. Ainsi
1
lz| <n = |xsin(=)| <e.
X
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| Donc fest continue au point 0.

Voici une fonctions qui n’est pas continue en a

FIGURE 4.5-Discontinuité en a

Remarque 4.3. Un réel a est un point de discontinuité de premiere espece de la fonction
f, s’il est point de discontinuité de f et si f admet une limite a gauche et a droite en a.
Les autres points de discontinuité sont des points de discontinuité de deuxiéme espece.

Définition 4.18 (Continuité sur un intervalle). Une fonction définie sur un intervalle
est dite continue sur [ si elle est continue en tout point de /. ’ensemble des fonctions
continues sur [ se note ¢'([).

Exemples

Les fonctions suivantes sont continues

1. Une fonction constante sur un intervalle.
La fonction z — /z sur [0, +o00].

Les fonctions sin et cos sur R.

La fonction exp sur R.

ok wn

La fonction In sur |0, +o0].

Définition 4.19. On dit que la fonction f est prolongeable par continuité au point 2o € I
si elle admet en ce point une limite finie notée ¢, la fonction définie par

H { f(z),siz # xo,

F@) =1 t.siz =z,

est dite prolongement par continuité de f au point z.

Exemple 4.5. Soit f la fonction définie sur R* par : f(z) = %
Ona: lin% S2L =1, donc f est prolongeable par continuité au point 0 et la fonction
T—

sinz o
z { ooy Slx # o,

fl@) = 1,six = xg.
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I est le prolongement par continuité de f au point 0.

A

FIGURE 4.6-Prolongement par continuité de f au point 0

Définition 4.20 (Continuité uniforme). La fonction f € F(I,R) est dite uniformément
continue sur I'intervalle 7 si :

Ve>0, 30 >0;Ve,yel:|z—yl<d = |f(x)— fy)| <e

Exemple 4.6. La fonction f définie par f(x) = x? est uniformément continue sur l'in-
tervalle [0, 2].
En effet, pour tous réel e > O et x,y € [0,2], on a

j2? = y?| = |z — ylle +y| < (2] + |y (Jz — y]) < 4|z —y.

On peut prendre § = €/4.

Exemple 4.7. La fonction f définie par f(x) = x? n’est uniformément continue sur

lUintervalle [1,+oo| .
En effet, considérons les suites x,, = n + % et y, = n. On a toujours

Fe) = fom)] =24+ — > 2

bien que |z, — yn| = % Aucun nombre § ne peut correspondre a € = 2.

Définition 4.21 (Fonction lipschitzienne). Soient k& un réel positif et f € F(I,R).
On dit que f est k-lipschitzienne sur [ si

Vo,y e I:|f(x) — f(y)| < klz —yl.
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Proposition 4.10
Soit f € F(I,R).
f lipschitzienne sur I = f uniformément continue sur / = f continue sur /.

Démonstration. Soit f € F(I,R).

1. Supposons f lipschitzienne sur /, il existe &£ > 0 tel que

Vo,yeI:|f(x) — f(y)| < klx -yl

Montrons que f est uniformément continue sur /. Soit € > 0. Posons 6 = ¢/k > 0.
Soient (z,y) € I? tels que | —y| < 6, on a

|f(x) — f(y)| < klz —y| <k =e.

2. Supposons f uniformément continue sur / et montrons que f est continue sur /.
Soit a € I, montrons que la fonction f est continue au point a.
Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue sur /, il existe § > 0 tel que

V(z,y) € I |z —y| <0 = [f(z) - f(y)| < e

Soit x € I tel que |x — a| < §, on a bien |f(z) — f(a)| <e.

Théoréeme 4.1

Une fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4.2

Si la fonction f est continue sur [a,b] et si f(a).f(b) < 0, alors il existe au moins un
point ¢ €]a, b[ tel que f(c) = 0.

FIGURE 4.7-Théoréme des valeurs intermédiaires
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Remarque 4.4. 1. Le réel ¢ pour lequel f(c) = 0 n’est pas nécessairement unique

2. Si f est strictement monotone sur [a, b], alors le point ¢ est unique.

Exemple 4.8. Montrons que U'équation x> +x —1 = 0 admet au moins une solution dans
Uintervalle [0, 1]. On définie la fonction f sur Uintervalle [0,1] par : f(x) = 23 +x — 1, f
est continue sur Uintervalle [0, 1] et f(0) = —1, f(1) = 1. Donc il existe ¢ €]0, 1] tel que

f(e)=0.

La figure suivante montre I'indispensabilité de la continuité

w h
T 1
a | b
'

/ fla) <0

FIGURE 4.8-L’indispensabilité de la continuité

Théoréme 4.3

Si la fonction f est continue sur [a, b], alors : pour tout réel A strictement compris entre
f(a) et f(b), il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = A.

Démonstration. Supposons f(a) < f(b). Soit A € R tel que

fla) <A < f(b)

Considérons la fonction g définie, sur [a, b], par : g(z) = f(z) — A
g est continue sur [a, b], g(a) = f(a) — A < 0 et g(b) = f(b) — A > 0. Il existe donc un point
¢ €]a, b tel que g(c) =0 c-a-d f(c) = A O

Corollaire 4.1. L’image d’'un intervalle par une application continue est un intervalle.
Démonstration. Exercice. O]
Théoréme 4.4
Si f : [a,b] — R est une fonction continue. Alors la fonction f est bornée et atteint ses

bornes.

Corollaire 4.2. L'image d’'un segment [a, b] par une application continue est un segment.
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Proposition 4.11

Si f : [a,b] — R est une fonction continue et strictement croissante (resp. strictement
décroissante), alors f est une bijection de [a, b] dans [f(a), f(b)]. La bijection réciproque
f~! est continue et strictement croissante (resp. décroissante).

Remarque 4.5 (Graphe de f~!). Le graphe de f est 'ensemble des points (z, f(x)) de
R? pour = € [a,b]. Le graphe de f~! est 'ensemble des points (y, f~!(y)) pour y €
[f(a), f(b)] ou, ce qui revient au méme, I'ensemble des points (f(z),z) pour x dans
x € [a,b].

Les points (z, f(x)) et (f(z),x) sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice (si
I'on a pris une base orthonormale). Donc les deux graphes sont symétriques par rapport
a la premiére bissectrice.

f1 y==z

FIGURE 4.9-Fonction réciproque

Exercices

Exercice 4.1 (Ensemble de définition). Donner U'ensemble de définition de la fonction
f dans les cas suivants :

f(z)=+va?—6x+9
f(x) =Inl|z? — 1]

f(z) = (ac—l—l) V91—
fla)=/33%

| Exercice 4.2 ( Opérations sur la parité ). Soient f, g € F(R,R) deux fonctions impaires.
Que dire de la parité de f + g, fg, fog?

Exercice 4.3 (Parité et périodicité). Soit f la fonction définie par

o= s (35))
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Quel est le domaine de définition de f ? La fonction f est-elle paire ? impaire ? périodique ?

Exercice 4.4 (Calcule des limites). Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci
existent :

1 -1 - —
i VIE2 -V z 1m41+mﬂﬂlm1ﬁiiéﬂ
z—0 T z—0 z—+oo x + In(z)
lim x[l], lim e* SN, w.
—0 I T—+00 z—+o00 x4+ 1

Exercice 4.5 (Fonction de Dirichlet). Soit f : R — R, définie par

f(a:)z{ (1]: sizeQ

sinon.

Montrer que f est totalement discontinue.

Exercice 4.6 (Continuité). Soit f : R — R, définie par

f(fl?): l‘—{—@, Six#O,
0, sixz=0.

Déterminer Uensemble des points ot elle est continue.

Exercice 4.7 (TVI). Soit f : R — R, définie, pour tout n € N* par
o) =In(l+2")+2 -1

1. Montrer qu’il existe ¢y, €]0,1[ tel que f,(c,) = 0.

2. Montrer que f, est strictement croissante sur R, en déduire que c, est unique.

Exercice 4.8 (Point fixe). Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction de
[a, b] dans [a, b] ?

1. On suppose que pour tout (x,y) € [a,b]? on a
[f(@) = Fy)l < |z —yl.

Montrer que f est continue sur [a, b].
En déduire qu'il existe c € [a, b] tel que f(c) = c.

2. On suppose maintenant que pour tout (z,y) € [a,b]? avec x # y on a

|f(z) = f(y)] < |z -yl

Montrer qu'’il existe un unique c € [a, b] tel que f(c) = c.
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FONCTIONS DERIVABLES

Dérivée d’une fonction en un point

Définition 5.1. Soit / un intervalle ouvert de R; Soient f € F(I,R) et a € I. On dit que
f est dérivable au point «; si le taux d’accroissement

f(x) — f(a)
x—a
posséde une limite finie quand x tend vers a. Cette limite s’appelle la dérivée de f en a

et se note f’(a). Ainsi
@) — i L@ =@

T—a Tr — Qa

Exemple 5.1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x2. La dérivée de f en un point
a € Rest
?—a®> . (r—a)(z+a)

= lim = lim(z + a) = 2a.
r—=a T — a T—a Tr—a r—a

Remarque 5.1. La définition précédente permet d’écrire

M = f'(a) + €(z), avec lim e(x) = 0,

d’ou
f(x) = f(a) + (z — a)f'(a) + (z — a)e(x), avec lim e(z) = 0,

T—ra

Remarque 5.2. En posant z = a + h,h # 0, On a

F) — tim L0 H) = F (@)

h—0 h
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On peut encore écrire

fla+h) = f(a) + hf'(a) + he(h), avec }lgr(l) e(h) =0,

Exemple 5.2. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x2. La dérivée de f en un point
a € Rest

h 2 _ .2 2 2ah h2 _ 2
fla) = im OHPT =@ AR aT L oa 4 ) = 20,
h—0 h—0 h h—0

Interprétation géométrique

Soient My = (a, f(a)) et M (x, f(x)) deux points de Cy, la quantité W représente la
pante de la droite (MyM ). Si ce quotient a une position limite quand = — a, z # a, la droite
(MoM) tend vers une limite appelée tangente a Cy en M et la pente de cette tangente est
f'(a). L’équation de cette tangente est donc

y=f'(a)(x —a) + f(a)

y = f()

f(a) T Ma

FIGURE 5.1-Interprétation géométrique

Exemple 5.3. Soit la fonction f définie sur R par

f@) = Va1

La pante de la tangente au point My(0, 1) est

LoV +1-1
hm —_— = 0
z—0 xT

La tangente a Cy au point M est la droite d’équation y = 1.
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Définition 5.2 (Dérivée a droite, dérivée a gauche). Si le rapport I@=1a) admet une

Tr—a

limite (finie) a droite (resp. a gauche), on dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche)

de f au point a.

La dérivé de f a droite en a :

La dérivé de f a gaucheena :

c/l(a) — T f(m) — f(a)
o) = o £0) = 1@
b < T—a

Remarque 5.3. f est dérivable en « si et seulement si, f est dérivable a droite en a, f
est dérivable a gauche en a et f)(a) = f,(a).

Théoréme 5.1

Soient f : I — R eta € I. Si f est dérivable en « alors f est continue en a.

Remarque 5.4. La réciproque de ce théoréeme est inexacte. Une fonction peut étre dé-
finie et continue en un point sans étre dérivable en ce point. Par exemple, la fonction f
définie sur R par : f(z) = |z| est continue en 0, mais n’est pas dérivable en ce point.

Fonction dérivée

Définition 5.3. Soit f : I — R, avec I un ouvert de R.

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point a € I. On définit alors

la fonction dérivée

I —R

Dérivée de fonctions usuelles

z— f'(z).

Le tableau suivant est un résumé des principales formules a connaitre, x est une variable.

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
" nz" Y(n € Z) Inx 1
% ;—21 cosx —sinz
1 .
T NG sin x cOS T
x® ar® Ha € R) tan COS%(:B)
e’ er
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Opérations sur les dérivées

Théoréme 5.2
Soient f et g deux fonctions dérivables au points a € I. Soient « et 3 deux réels.

1. La fonction a.f + (¢ est dérivable au point a et

(of + Bg)'(a) = af'(a) + Bg'(a).
2. La fonction fg est dérivable en a et

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)-

3. Sig(a) # 0, alors la fonction g est dérivable en a et

(f)’ (2) f'(a)g(a) — fla)g'(a)
g

Dérivation des fonctions composées

Théoréme 5.3

Soient f: I — R, g : J — R telles que f(a) € J. On suppose que f dérivable en a et
g dérivable en f(a). Alors la fonction gof est dérivable en a et

(9of)'(a) = f'(a)g'(f(a)).

Dérivation de la bijection réciproque

Théoréme 5.4

Soient I, J deux intervalles ouverts de R et f : I — J une bijection. Si f est dérivable
ena € I etsi f'(a) # 0, alors I'application réciproque f~! : J — I est dérivable en
b= f(a)et

Dérivées successives

Définition 5.4. Soit f € F(I,R), avec I un ouvert de R, dérivable sur I et soit f’ sa
dérivée. Si la fonction f’ est aussi dérivable sur I on note f” = (f’)’ la dérivée seconde
de f sur I. Plus généralement on note

f(O) = f, f(l) _ f’)f(2) =f" ... 7f(n) — (f(nfl))/.

Exemple 5.4. Voici les dérivées successives de la fonction sin :

sin® z = sin x, sin® z = cos x, sin® z = —sin T, ,sin(”) z,
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avec

Ve . _
sin™ 5 — ( 1)]c sin z, 51‘ n = 2k,
(=1)"cosz, sin=2k+1.

Proposition 5.1

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables sur I alors il en est du méme du produit
fg et on a la formule de Leibniz qui permet d’exprimer la dérivée n-iéme du produit

k=n
(fg) = CrfPgn=h
k=0

Démonstration. Par récurrence. O

Fonctions de classe ¥

Définition 5.5. On dit qu’une fonction f € F(I,R), avec I un ouvert de R, est de classe
C" sur I'intervalle I si f est n fois dérivable sur I, et la fonction f(™ est continue sur I.

Notations. On note

1. €°(I) lensemble des fonctions de classe ¢ sur I, c’est a dire I'ensemble des fonctions
continues sur /.

2. Pour n > 1, ¥"(I) I'ensemble des fonctions de classe ¢ sur I.
3. €°°(I) I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur 1.

Théoréme des accroissements finis

Extremum Local

Définition 5.6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et soit a un point de
I.

1. On dit que a est un point critique de f si f’(a) = 0.

2. On dit que f admet un maximum local en a (resp. un minimum local en a ) s'il
existe un intervalle ouvert J contenant a tel que

Ve e JNI, f(z) < fla)

(resp. f(x) > f(a) ).
3. On dit que f admet un extremum local en « si f admet un maximum local ou un
minimum local en ce point.

Proposition 5.2
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et soit a un point de I tel que

1. Le point a est intérieur a I'intervalle I, c’est a dire
da>0,]a—a,a—al[C T

2. Le point a est un extremum local de la fonction f sur I.
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3. La fonction f est dérivable au point a.
Alors
f'(a) = 0.

Théoréme de Rolle

Théoréme 5.5

Soit f : [a,b] — R. Si
1. f est continue sur [a, b]
2. f est dérivable sur |a, b]
3. f(a) = f(b)

Alors il existe ¢ €]a, b, tel que f’(c) = 0.

FIGURE 5.2-Interprétation géométrique du théoreme de Rolle

Démonstration. Comme f est continue sur le segment [a, )], I'image de ce segment est un
segment [m, M] avec m < M.

e Sim = M alors f est constante sur [a, b] et sa dérivée est nulle sur ]a, b].

e Sinon, alors m < M. Comme f(a) = f(b) 'un des deux est différent de m ou M. On peut
supposer que f(a) # m. Le minimum de f sur [a,b] est donc atteint en un point ¢ € [a, ]
différent de a et de b, donc en un point intérieur de l'intervalle [a, b]. D’apres la proposition
précédente, on a f'(c) = 0. O

Théoréme 5.6

Soit f : [a,b] — R. Si
1. f est continue sur [a, b]
2. f est dérivable sur |a, b|.
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Alors il existe ¢ €]a, b], tel que

Démonstration. Définissons la fonction ¢ sur [a, b] par

fb) — fla
o) = fla) + 1O W p )

—a
La fonction ¢ est continue sur le segment [a, b], dérivable sur l'intervalle ]a, b] et on calcule
#(a) = ¢(b) = 0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe un point intérieur ¢ €la, b] tel que
¢'(c) =0, c’est a dire

f®) = fa) = f'(0)(b - a).

Interprétation géométrique

Soit Cy la courbe de la fonction f d’extrémités A = (a, f(a)) et B = (b, f()). Il existe au
moins un point M = (c, f(c)) ou la tangente a C; soit parallele a la corde AB.

FIGURE 5.3-Interprétation géométrique du T.A.F

Corollaire 5.1 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : I — R une fonction dérivable
sur U intervalle I ouvert. S’il existe une constante M telle que pour tout z € I,|f(x)| < M alors

Ve,y € I: [f(z) — f(y)]l < Mz —y].

Exemple 5.5. Soit f(z) = sin(z). Comme f’(x) = cosx alors |f'(x)| < 1 pour tout
x € R. L’inégalité des accroissements finis s’écrit alors :
pour tout z,y € R

|sinz — siny| < |z — y].

En particulier si Uon fixe y = 0 alors on obtient

|sinz| < |z|.
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Accroissements finis généralisés

Théoréeme 5.7

Soient f et g deux fonctions continues sur I'intervalle [a, b] et dérivables sur |a, b] telles
que ¢'(z) # 0 sur cet intervalle et g(a) # g(b). Il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b) = fla) _ f'(c)
9(b) —g(a)  g'(c)

Corollaire 5.2 (Régle de 'Hospital). Soient f et g deux fonctions dérivables sur |a, b| et soit
zo €a, b| tels que f(xo) = g(xo) = 0 et ¢’ ne s‘annule pas sur |a, b]

/
Si lim (@) = /{,alors lim M =/.
z—zo g' () z—zo g(x)

Exemple 5.6.

lim cos(z) — 1 — lim — sin(x) _ —cos(z) 1

z—0 T z—0 2z z—0 2 2
Exemple 5.7.

xh_r}r%(ac — —)tan(x) = xh_)g :ot_(:j) = ii_r}ra(— sin?(z)) = —1

Fonctions convexe

Définition 5.7. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle 7. On dit que f
est convexe Si

V(z,y) € I,YA€[0,1], fAz 4+ (1 — Ny) < Af(z) + (1= A) f(y).

Remarque 5.5. Cela signifie géométriquement que le graphe de f est situé en dessous
de toutes les cordes joignant deux points de ce graphe.

Remarque 5.6. On dit que la fonction f est concave si

V(z,y) € I,YA € [0,1], fhz + (1= Ny) > Af(z) + (1 - A)f(y).

Remarque 5.7. Les fonctions qui sont a la fois convexes et concaves sont les fonctions
affines.
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Caractérisation des fonctions convexes dérivables

Théoréme 5.8

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

1. Si f est dérivable sur I, alors

(f convexe) <= (f croissante sur ).

2. Si f est deux fois dérivable sur I, alors

(f convexe) <= (f” >0 surI).

Définition 5.8 (Point d’inflexion). Un point d’inflexion est un point ot la représentation
graphique d’une fonction traverse sa tangente

Théoréme 5.9

Soient f : I — R une fonction deux fois dérivable sur un intervalle / et a € I.
Si f”(a) = 0 et f” change de signe en z, alors la courbe change de convexité et traverse
sa tangente en a. On dit que (a, f(a)) est un point d’inflexion de la courbe de f.

Formules de Taylor

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui I’établit en 1715, permet
I'approximation d’une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d'un point par un poly-
nome dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de la fonction en ce point. La
premiére étape est la formule

f(xo +h) = f(xo) + hf'(x0) + he(h)

qui montre que, si f est dérivable, alors f est approchée par un polynéme de degré 1 (une
droite). Comment faire pour augmenter le degré ?

Soient I un intervalle de R, xy un point intérieur a I, et f : I — R une fonction. On fixe un
entier naturel n.

Formule de Taylor-Young

Théoréme 5.10

Supposons que f de classe €™ sur I. Alors, pour tout h € R tel que ¢ + h appartienne
a I on peut écrire

n

2
Flao +B) = f(zo) + Rf(zo) + o (o) -+ o ) (o) + (),

ol ¢(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.
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Définition 5.9. Le polynome

2 n
To(h) = F(@o) + hf (@) + o (o) 4+~ + o F o).

s’appelle le polynéme de Taylor de f a 'ordre n au point x.

Remarque 5.8. Une autre facon d’écrire un développement de Taylor au point x consiste
a poser x = g + h. Le théoréme de Taylor-Young s’énonce alors de la facon suivante : si
f soit de classe €™ sur I, alors pour tout x € I on peut écrire

(x — )2

2!

(x — o)™

f(x) = f(wo)+(z—x0) f'(0)+ f(@o)+- -+ ™ (20)+(x—x0)"e(x—10),

n!
ol e(x — xp) est une fonction qui tend vers 0 quand z tend vers z.
Et le polynome de Taylor de f a 'ordre n au point z

z — x0)? T — x9)"
To(w) = Flzo) + (@ — z0)f (o) + 2 (@) - 4 L2 s )

Exemple 5.8. La formule de Taylor-Young de exp a Uordre n au point 0.
La fonction f(x) = exp(z) est de classe €™ sur R pour tout n. Comme f'(x) = exp(z),
f'(z) = exp(z),-- - , f™)(x) = exp(x), alors pour tout z € R :
x? z"
T e —_— ... — n
e f1+x+2!+ +or e e(z).
Voici donc les premiers polynémes de Taylor :

2
x
To(z)=1, Ti(z)=1+z, Te(x)=1+z+ O
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y = exp(x)

/,vTQ:y:1+m+§

chry=1+ua

FIGURE 5.4-Exponentielle et polynome de Taylor

Sur le dessin les graphes des polynémes Ty, 71, 1> s’approchent de plus en plus du graphe de
f-

Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 5.11

Supposons que la fonction f soit de classe ¥™*! sur I et soit zo € I. Alors, pour tout
x € I, il existe c entre x et x( tel que

(v — m9)?

o (o) 4+

f@) = f(zo) + (x — z0) '(w0) +

n!
(SU _ :L’o)n+1

CES A

Exemple 5.9. Soit x € R, Vn € N, il existe c entre x et 0 tel que

. $2 " xn—l—l .
ef=1l+r+ 4+ +—F+ ——¢"
2! n!  (n+1)!
Dans la plupart des cas on ne connaitra pas ce c. Mais ce théoréme permet d’encadrer le reste.
Ceci s’exprime par le corollaire suivant :

Corollaire 5.3. Si en plus la fonction | f("*1)| est majorée sur I par un réel M, alors pour tout
xg,x € [,ona:
‘iL' _ xo‘n+1
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Exemple 5.10. Approximation de sin(0.01)
Soit f(x) = sinz. Alors f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f®)(z) = —cosz, fH(z) =
sinz. On obtient donc f'(0) = 1, f"(0) = 0, f®(0) = —1, f*(0) = 0. La formule de
Taylor ci-dessus en xog = 0 a Uordre 3 devient :
. ?xt
sin(z) =x — 5 + o sin(c),

pour un certain c entre 0 et x. Appliquons ceci pour x = 0.01. Le reste étant petit on

trouve alors 5
0,01
sin(0,01) ~ 0,01 — (’6) =0,0099 - -

Remarque 5.9. Pour n = 0 c’est exactement I’énoncé du théoreme des accroisse-
ments finis : il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) = f(a) + f'(¢)(b — a).

Opérations sur les polynémes de Taylor

Théoréme 5.12

Soient f et g deux fonctions de classe €™ sur I, et soit xg € I. Soit P (resp. Q) le
polynome de Taylor de f (resp. g) a 'ordre n au point xq. Alors

1. le polynome de Taylor de f + g a 'ordre n en xg est P + Q.
2. le polynéme de Taylor de fg a l'ordre n en z( est P(Q tronqué en degré n.

3. le polynéme de Taylor de 5 a l'ordre n en z( est le quotient de P par @ selon les
puissances croissantes a 'ordre n.

Exemple 5.11. On écrit la formule de Taylor-Young a Uordre 3 en 0 de la fonction f
définie par : f(z) = e* +sinx

Ona ) 5
T _ T T 3
e —1+$+§+§+JJ e(z),
3
sinz =z — = + 2° (x).
3!
Donc

flz) =142+ :E; + 23€(x).

Exemple 5.12. On écrit la formule de Taylor-Young a Uordre 3 en 0 de la fonction g
définie par : f(z) = e*sinx

Ona ) 5
T __ £ ‘/1"7 3
et =142+ 51 + 3l + z°€¢(x),
3
sinx:x—%—i—x‘ge(m).
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Donc

3

z? 28 x3 3 5 3
g(x):<1+x+2!+3!> <x—3!>+x e(z)=x+x —i-?—i-x e(x).

Remarque 5.10. 1. PQ est un polynome de degré au plus 2n, son tronqué en degré
n est le polynéme obtenu en supprimant tous les termes de degré strictement su-
périeur a n. Dans la pratique, ce ne sera méme pas la peine de calculer ces termes.

2. La division selon les puissances croissantes de P par ) a l'ordre n est définie
comme suit : si Q(0) # 0, alors il existe un unique couple (A, B) de polynémes
tel que l'on ait

P(X) = Q(X)A(X) + X" B(X)

avec deg(A) < n.

On dit que A est le quotient de P par () selon les puissances croissantes a 'ordre
n, et que B est le reste. Cette division, contrairement a la division euclidienne des
polynomes, a pour effet d’augmenter le degré du reste, au lieu de le diminuer.
Ainsi, il n’y a pas une seule division selon les puissances croissantes, il y en a
une pour chaque ordre n. Plus n augmente, plus le degré du quotient et du reste
augmentent.

Polynéme de Taylor pour la composition

Théoréme 5.13

Soient f : I —+ Retg:J — R deux fonctions de classe C" telles que f(I) C J, et soit
xo € 1. Soit P le polynome de Taylor de f a 'ordre n au point z, et soit ) le polynéme
de Taylor de g a 'ordre n au point f(z¢). Alors le polyndme de Taylor de g o f a 'ordre
n au point x est le polynéme composé ) o P tronqué en degré n.

Exemple 5.13. Soit f la fonction définie sur R par
h(fL‘) — esin;r

On écrit la formule de Taylor-Young de la fonction h a Uordre 3 en 0. On a bien h = go f,
avec g(u) = e* et f(x) =sinz. On a

2 3
g(u)=1+u+%+%+u36(u),

et

3

f(x):a:—g—i—xe( )
Donc
3 _ 2?32 _ %3 2
h(m)zl—}—(x—%)—}—(gj 26) +(a: 66) +x3e(x):1+x+%+x3e(x).

Citons quelques applications des formules de Taylor :
— Calcul de valeurs approchées de fonctions usuelles
— Calcul de limites

— Position du graphe d’une courbe par rapport a sa tangente
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Exercices

Exercice 5.1. Soit f : R — R, définie par

() = { z? sin(%), si x # 0,

0, six=0.

1. Montrer que f est dérivable au point = = 0.

2. Etudier la continuité de f’ au point z = 0.

Exercice 5.2. Soient deux réels a et b. On définit f : R, — R, par

f(x):{ avxr, siz<l1,

bz +1, sixz>1.

Trouver les valeurs de a et b pour lesquelles f est dérivable sur |0, +ool.

V(z,y) € R, flz+y) = f(a)+ f(y)

Exercice 5.4. Soit f : R — R, définie par
f(z) = e™V3sing

Montrer que
nm

FM(z) = 2me™V3 gin (x + —)

‘ Exercice 5.3. Déterminer toute les applications f : R — R, dérivables sur R et
| 6

Exercice 5.5. Soit f : R — R dérivable, on suppose que f' ne s‘annule pas.
Montrer que f ne peut étre périodique.

Exercice 5.6. A l'aide du théoréme des accroissements finis déterminer

lim <($ + 1)6#1 - xe%>

T—r+400

vantes

1. Yz € [0, 400, 177 <In(z +1) <

Exercice 5.7. En utilisant le théoréme des accroissements finis, établir les inégalités sui-
x
2. Vz,y € R, |sin(z) — sin(y)| < |z —y|.

Exercice 5.8. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b.
1. AUaide du TAF. Montrer que
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2. Soit f:[0,1] — R de classe C* sur [0, 1] et deux fois dérivable sur ]0, 1] telle que

£(0) =0, f(1) =0, f(0) >0, f(1) <0.

De plus on supposera que : Yz €]0, 1], f"(z) <O0.
— Montrer qu'il existe o > 0 tel que pour tout = € [0, «f, f'(x) > 0.
— Montrer que f(x) > 0.

— On suppose qu’il existe 8 €]0, 1] tel que f(B) = 0, montrer qu’il existe ¢; €
10, B[ et 2 €]8,1] tel que f'(c1) = f'(c2) = 0, en déduire une contradiction.

— Déterminer le signe de f(z) pour tout x €)0, 1].

3. On considére la fonction f définie par :
f(z) =In(xa+ (1 — z)b) — zln(a) — (1 — z) In(b)

Montrer que f vérifie les hypothéses du 2 (En particulier on vérifiera que f est bien
définie [0, 1]. Puis que pour tout x €0, 1]

In(xa+ (1 —x)b) > zln(a) + (1 — x) In(b)

Exercice 5.9. : Ecrire la formule de Taylor-Young a Uordre 4 pour les fonctions suivantes :
1. 2+— 1+ 2+ 2% + 23 + 2%, au voisinage de —2.
2. x > tanz, au voisinage de 0.
3. & > chz, au voisinage de 0.
4. x+—— /1 — x, au voisinage de 1.

Exercice 5.10. : Soit f : R — R une fonction de classe C*(R) et a € R

1. Montrer que
L flath) = 2f(a) + fa—h)

h—0 h2

= f"(a).

2. En déduire
2cosx — 2

lim 5

x—0 T

Exercice 5.11. Appliquer la formule de Taylor-Lagrange pour calculer la valeur appro-
chée de /e a 10~* prés.

Exercice 5.12. 1. Ecrire la formule de de Taylor-Lagrange a Uordre 5 en 0 pour la
fonction x — sinz.

2. Quelle est la valeur de :
sinx — x
hm —_—.
x—0 €T

3. Montrer que : Vz > 0,

25

CES . IB
x—§§3ma;§x—g+m.

Que se passe t-il lorsque x est négatif ?

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



CHAPITRE O

FONCTIONS ELEMENTAIRES

Logarithme et exponentielle

Logarithme népérien

Proposition 6.1

Il existe une unique fonction, notée In définie sur |0, +oo[ dans R telle que

Vz €0, +ool, In'(z) = %
et
In(1) =0
De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :
In(a x b) = 1n(a) + In(b)
In(1) = —In(a)
In(a") =nln(a), Vn € N

In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de
10, +00[ dans R,

In(14z)

— =1

> wh o

e

hma}—>0

6. la fonction In est concave et In(x) < z — 1 (pour tout z > 0).
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FIGURE 6.1-Logarithme néperien

Exponentielle

Définition 6.1. La bijection réciproque de In :]0, +oo[— R s’appelle la fonction expo-
nentielle, notée exp et définie sur R dans |0, +oo[ par

exp(z) = e”
51 y=x
41
31
91
1
"3 2 1 0
1
9
31
FIGURE 6.2-Fonctions exponentielle et logarithme népérien
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Proposition 6.2
La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

1. Va > 0,exp(In(z)) = z et Va € R, In(exp(x)) =z

.

exp(a + b) = exp(a) x exp(b)

w

exp(nx) = (exp(z))"”,Vn € N

>

exp est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim,_, . exp(z) =0
et lim,_, 1 exp(xz) = 400

5. La fonction exponentielle est dérivable et exp’(z) = exp(z), pour tout z € R. Elle
est convexe et exp(x) > 1+ z.

Logarithme de base quelconque

Définition 6.2. Soit a un réel strictement positif et différent de 1. On appelle logarithme
de base a I'application notée log, définie sur |0, +-oo[ par

Inx
1 = —.
08q(2) = 1 —
Remarque 6.1. 1. Sia = 10, on obtient le logarithme décimal qu’on note log.

2. Sia = e, on obtient le logarithme népérien log, = In.
3. log,(1) =0, log,(a) = 1.

Proposition 6.3
Soit a un réel strictement positif et différent de 1. Pour z,y €]0, +oco[etn € Z, on a
1. log,(z x y) = log,(z) + log,(y)
2. log,(L) = —log, (x)
3. log,(z™) = nlog,(x)
4. log,(2) = log, (z) — log,(y)

Proposition 6.4
Pour tout @ € R\ {1}. La fonction log, est de classe €' sur ]0, +-o0] et

1
Vz €]0, +ocl, log,(z) = T

1. Six €]1, +o0], alors la fonction log, est strictement croissante et concave.

2. Siz €]0,1], alors la fonction log, est strictement décroissante et convexe.
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Fonction puissance

Par définition, poura > 0etb € R

a® = exp(bln(a))

Remarque 6.2. Pour a > 0, on a
1

1. a=a? = exp(3In(a))

2. ta=an = exp(2 In(a)) (la racine n-éme de a)

3. On note aussi exp(x) par e” ce qui se justifie par le calcul :

e’ = exp(zlne) = exp(z)

4. Les fonctions x — a” s’appellent aussi des fonctions exponentielles et se ramenent
systématiquement a la fonction exponentielle classique par I'égalité a* = exp(zIna).
Il ne faut surtout pas les confondre avec les fonctions puissances x — z.

Proposition 6.5

Soit x,y >0eta,beR
° ma-i—b — Ia.Tb
1

—a __
L = a

o (zy) =3
° (l,a)b — xab

e In(z%) =aln(z)

a

Comparons les fonctions In z, exp x avec z :

Proposition 6.6

. Inz
lim — =0,
r—+oo X

T—+00

expx

T

:+OO
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FIGURE 6.3-Fonctions exponentielle et logarithme et puissance

6.2 Fonctions trigonométrique réciproques

Arccosinus

Considérons la fonction cosinus, cos : R — [—1, 1],z — cosz. Pour obtenir une bijection a
partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de cosinus a I'intervalle [0, 7]. Sur cet
intervalle la fonction cosinus est continue et strictement décroissante, donc la restriction

cos : [0, 7] — [—1,1]
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arccosinus :
arccos : [—1,1] — [0, 7]

Y

T+

FIGURE 6.4-Fonctions cosinus et arccosinus
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On a donc, par définition de la bijection réciproque :
Vz € [—-1,1], cos(arccos(x)) = x,

Vz € [0, 7], arccos(cos(z)) = x.

Proposition 6.7
Vo e] —1,1],
_ -t
V1—22

arccos’(x) =

Arcsinus

Considérons la fonction sinus, sin : R — [—1,1],2 ~— sinz. Pour obtenir une bijection a

partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de sinus a l'intervalle [—7, 7]. Sur cet
intervalle la fonction sinus est continue et strictement décroissante, donc la restriction

. T T
sin : [—5,5] — [-1,1]
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arcsinus :

arccos : [—1,1] — [0, 7]

Y

vl

|
R
|
—
—

FIGURE 6.5-Fonctions sinus et arcsinus
On a donc, par définition de la bijection réciproque :
Vz € [—-1,1],sin(arcsin(z)) = =,

Vo e [—g, g], arcsin(sin(z)) = z.

Proposition 6.8

Vo €] —1,1],
1

V1—22

arcsin’(z) =
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Arctangente

La restriction
tan :] — Tz
’ 279

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arctangente :

[— R

arctan : R —] — g, g[

Y

NE

FIGURE 6.6-Fonction tangente

FIGURE 6.7-Fonction arctangente

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

Va € R, tan(arctan(x)) = x,
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V€] — g, g[, arctan(tan(z)) = x.
Proposition 6.9
Vr € R,
1
arctan’(z) = 522

6.3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques réciproques

Cosinus et sinus hyperboliques

Définition 6.3. Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont défi-

nies sur R par
ap =B B __ =08
ch(z) = %’ sh(z) = %

Proposition 6.10
Pour tout z € R,

1. ch(z) +sh(z) = €”

2. ch(z) —sh(z) =e™®

3. ch?(z) —sh?(z) =1

Proposition 6.11
Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R et pour tout x € R,

ch’(z) = sh(x), sh’(z) = ch(x).

Proposition 6.12

La fonction ch est paire, strictement positive sur R, strictement décroissante sur | — oo, 0]
et strictement croissante sur [0, +oo[. De plus,

Vz € R, ch(z) > 1.

La fonction sh est impaire, strictement croissante sur R, strictement négative sur | —oo, 0]
et strictement positive sur |0, +oo[ et s’annule en 0.
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FIGURE 6.8-Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

Tangente hyperbolique

Définition 6.4. La fonction tangente hyperbolique, notée th, est définie sur R par

Remarque 6.3. La fonction th est bien définie car la fonction ch est strictement positive
sur R.

Proposition 6.13

La fonction th est impaire, dérivable sur R et, pour tout x € R,
th'(z) = 1 — th?(z).

Par conséquent, th est strictement croissante sur R et s’annule en 0.

H=

H=

FIGURE 6.9-Fonction tangente hyperbolique

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Fonctions hyperboliques et hyperboliques réciproques 77

Fonctions hyperboliques réciproques

Argument cosinus hyperbolique

Proposition 6.14

La restriction de la fonction cosinus hyperbolique définie une bijection de [0, +oo[ sur
son image [1,+oo[. L’application réciproque est appelée fonction argument cosinus
hyperbolique et notée argch :

argch : [1,+o00[— [0, +00]

Ona:Vz € [1,+o00], ch(argch(x)) = z.Vx € [0, +o00[, argch(ch(z)) = «.
La fonction argch est continue sur [1, 00|, dérivable sur |1, +oof et :

1
Va €)1, +oo[, argeh’ () = ——,
x?—1
et donc, strictement croissante sur [1, +oo].
Y y = ch(x) y=uzx
y = argch(x)
1 4
f i
0 1

FIGURE 6.10-Fonctions ch et argch

Argument sinus hyperbolique

Proposition 6.15
La fonction sinus hyperbolique définie une bijection de R sur son image R. L’application
réciproque est appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée argsh :

argsh : R - R

Ona: Vz € R,sh(argsh(z)) = z. Vo € R, argsh(sh(z)) = .
La fonction argsh est continue sur R, dérivable sur R et :

1

Vr € R,argsh’(z)) = ———,
o (0)) = ———

et donc, strictement croissante sur R.
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Y
y = sh(x) y==x
y = argsh(z)
x

FIGURE 6.11-Fonctions sh et argsh

Argument tangente hyperbolique

Proposition 6.16

La fonction tangente hyperbolique définie une bijection de R sur son image | — 1, 1].
L’application réciproque est appelée fonction argument tangente hyperbolique et no-
tée argth :

argth:] — 1,1[—» R

Ona:Vz €] —1,1],th(argth(z)) = z. Vo € R, argth(th(z)) = =.
La fonction argth est continue sur | — 1, 1], dérivable sur | — 1, 1] et :

1

Vz €] — 1,1, argth’(x) = 1=
-z

et donc, strictement croissante sur R.
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FIGURE 6.12-Fonction argument tangente hyperbolique

Exercices

Exercice 6.1. Démontrer les inégalités suivantes :

. a .
arcsing > ———= si0<a < 1;
V1—a?
arctana > 3 sia > 0.
1+4+a

Exercice 6.2. Ecrire sous forme d’expression algébrique

sin(arccosx), cos(arcsinz), sin(3arctanz).

2 .3 3
arcsin r — arcsin 5 -+ arcsin 57 arccos x = 2 arccos Z,

1
arctanx = 2 arctan 3

| Exercice 6.3. Résoudre les équation suivantes :
‘ Exercice 6.4. Vérifier

. T 1 T
arcsin x + arccosx = 5 arctan x + arctan — = sgn(:c)i.
x

Université de Médéa 2020-2021 Bouadjila Khaled



Exercices

80

Exercice 6.5. 1. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : [1; +oo|— R vérifiant :

Vo € R, f(ch(z)) = e”.

2. Déterminer toutes les fonctions f : R% — R telles que :

Vz € R, f(e*) = ch(z).

Préciser le nombre de solutions.

3. Déterminer toutes les fonctions f : RT™ — R telles que :

Vx € R, f(e*) = ch(z).

Préciser le nombre de solutions; y a t-il des solutions continues sur R ?

Exercice 6.6. Calculer :

lim e®(chz —sh®z) et  lim (z — In(ch(z)).

T—00 T—00

Exercice 6.7. Les réels x et y étant liés par

i (4+3))

calculer ch(x),sh(z) et th(x) en fonction de y.

I Exercice 6.8. Résoudre l'équation x¥ = y” ol x et y sont des entiers positifs non nuls.
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