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Résumé

Dans ce mémoire, on va étudier la question d’existence et régularité pour certains pro-
blémes elliptiques, on commence par un probléme uniformément elliptique ensuite on va
abordé cette question pour un probléme elliptique a coercivité dégénérée, afin de comparer
les résultats et de clarifier les effets négatifs de la coercivité dégénérée sur la régularité des
solutions. Enfin, on va voir comment I’ajout des termes d’ordre inférieur peuvent améliorer
la régularité des solutions.

Mots-clés :

Problémes elliptiques, coercivité dégénérée, solutions au sens des distributions , solutions

entropiques, termes d’ordre inférieur.



Abstract

In this dissertation, we will study the question of existence and regularity for some elliptic
problems, we start with a uniformly elliptic problem and then we will address this question
for an elliptic problem with degenerate coercivity in order to compare the results and clarify
the negatives effects of degenerate coercivity on the regularity of solutions. Finally, we will
see how the lower order terms can improve the regularity of the solutions.

Key word : Elliptic problems , degenerate coercivity, distributional solutions, entropy

solutions, lower order terms.



Notation

RN

00
B

a e NV

[’espace Fuclidien de dimension N.

Un ouvert de RY (N > 1).

La frontiére de €.

La mesure de Lebesgue de I’ensemble mesurable F.

Presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue ).

Le dual topologique de F

(I'espace des formes linéares continues sur I'espace de Banach E).
Produit scalaire.

Le crochet de dualité entre I'espace E et son dual topologique E'.

N o 1L
La norme Euclidienne dans RY; ||z|, = (Z x?) g

=1

La boule de centre z( et de rayon p > 0;

By(xo) = {z € RV ; [z — x|z < p}.

Un multi-indice o = (ay, - - -, ay) de longueur |of = aq + -+ - + ay.
La i-iéme dérivée partielle; 0; = a?c
La dérivée d’ordre a;; 0% = %

TN

Le gradient de u, Vu = (aa_ . axN> .

Le laplacien de u, Au = g— + ...+ gx“.

La divergence du vecteur v = (vy, ...,vy), dive = 8”1 + ...+ g;x
1, si xeFk

La fonction indicatrice de I'ensemble F, xp(z) =
0, sinon

{z € Q,u(x) > k} pour une fonction donnée u.

La convergence faible.

{r € Q; u(x) # 0} Support d’une fonction u.



sup-ess(u) Le sup essentiel d'une fonction u sur €,

Q

Wr(Q)

Wer(Q)

sup-ess(u) = inf{C > 0; u(z) < C p.p. x € Q}.
Q

Le signe d’un nombre réel non nul z, sign(z) = -

L’exposant conjugué de I’exposant p pour 1 < p < 400.

L’exposant critique de Sobolev. pour 1 < p < N.

L’espace des fonctions k fois continament différentiables sur (2.
L’espace des fonctions infiniment différentiables sur 2.

L’espace des fonctions continues a support compact dans Q.

L’espace des fonctions indéfiniments différentiables a support compact
dans €.

L’espace des distributions sur €.

L’espace de Lebesgue,
{u : 2 = R mesurable ; /\u]p < —i—oo}, st 1 <p<+o0,
LP(Q)) = Q

sup-ess(u), si p = +oc.
Q

L’espace de Sobolev,
W (Q) = {u e LP(Q) ; |Vu| € LP(Q)}.
La ferméture de D(Q2) dans W1P(Q).



INTRODUCTION

Notre compréhension des phénomeénes du monde réel et notre technologie sont aujour-
d’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles, qui seront notées en
abrégé EDP dans la suite. C’est en effet grace a la modélisation de ces phénoménes a travers
les EDP que l'on a pu comprendre le réle de tel ou tel paramétre, et surtout obtenir des
prévisions parfois extrémement précises.

Ce mémoire est consacré a I’étude des problémes non linéaires elliptiques a coercivité dé-
générée. Afin d’illustrer les difficultés qui peuvent apparaitre lors de I’étude de ces équations,
on commence par I’étude d’une classe de problémes non linéaires uniformément elliptiques

du type
—div(a(x,u, Vu)) = f dans €,
u=0 sur 01,

(P1)

ot a: QxR xRY — RY est une fonction de Carathéodory vérifiant des hypothéses du

Leray-Lions suivantes, pour presque partout z € § et pour tout (s,&,7) € R x RY x RV

la(z, s, < B(IsP~ + g7 (1)
CL(:L‘,S,f) 5 > a|£|p ) (2)
(a(x,s,f)—a(m,s,n))-(5—77) >0 si 57&77 ) (3)

ou «, [ sont des constantes positives.

La préoccupation premiére du mathématicien confronté & une équation aux dérivées
partielles est de lui donner un sens dans des espaces fonctionnels appropriés et d’y démontrer
I'existence de solutions (voir [6] et [15]).

Nous verrons que la régularité de la solution dépend de la régularité de la source f. Les
points de départ sont des résultats de régularité par Stampacchia. Nous supposerons que la

source est une fonction f appartenant & un espace de Lebesgue ou & un espace Marcinkiewicz

(voir [6]).
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TABLE DES MATIERES 11

Lorsque la fonction a ne vérifiant pas 'hypothése (2), on parle sur un probléme a coer-
civité dégénérée. Dans ce contexte, nous considérons le probléme modéle suivant :
—div(a(z,u)|Vu[P~>Vu) = f dans Q,
u=0 sur 01,

(P2)

ot a: 2 xR — RY est une fonction de Carathéodory vérifiant, pour presque partout = € €

et pour tout s € R
o)

W <a(z,s) < B, (4)
ou «, [ et 0 sont des constantes positives avec 6 € [0,1] et f € L™(Q2), m > 1. La difficulté
principale concernant ’étude du probléme (P2) est le fait que, en raison de hypothése (4),
Popérateur différentiel A(u) = — div(a(z, u)|Vu|P~2Vu) est bien défini de W, () dans son
dual W17 (Q) mais n’est pas coercif sur W, ?(Q) quand u est grand. Cela implique que les
méthodes classiques utilisées pour prouver I'existence d’une solution pour le probléme (P2)
ne peuvent pas étre appliquées méme si la donnée f est trés réguliére.

Nous allons prouver I'existence de solutions pour le probléme (P2), sous diverses hypo-
théses sur la donnée f. Pour cela, nous allons approcher le probléme (P2) par un probléme
coercif (qui a donc une solution), et nous allons prouver des estimations a priori sur les so-
lutions de ce probléme. On remarque que la coercivité dégénérée a des effets négatifs de sur
la régularité des solutions et que si 8 = 0, on obtient des résultats de régularité coincident
avec les résultats classiques de régularité pour des équations uniformément elliptiques (voir
[6], [2] [19]). De plus, si € > 1, des phénomeénes de non-existence apparaissent (voir aussi |]
et [0] ).

Enfin, on va voir comment I'ajout des termes d’ordre inférieur peuvent améliorer la

régularité des solutions. Afin de clarifier 'effet positive de ces termes sur 'existence et la

regularité de solutions, commencons par I’étude d’un probléme uniformément elliptique

—div(a(z,u, Vu)) + [u|?'u = f dans Q,
u=0 sur 0f,

(P3)

ot a:QxRxRY — RY est une fonction de Carathéodory vérifiant des hypotheses (1), (2)

et (3) (voir [6]). Ensuite on considére le probléme elliptique a coercivité dégénérée suivant :

—div(a(z,uw)|VulP72Vu) + [u|"'u = f dans Q,
u=0 sur 0f,

(P4)
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TABLE DES MATIERES 12

ot a: xR — RY est une fonction de Carathéodory vérifiant, pour presque partout z € €
et pour tout s € R

m S CL(ZL',S> S 5, (5)

ou >0 et #>0 (voir [12] et [L3]). On montre que la solution appartient a L(2); et on
remarque que la puissance ¢ apparaissant dans le terme de I'ordre inférieur, a eu un effet
sur la solution u, c’est-a-dire, I'effet de régularisation du terme de I'ordre inférieur.

Ce mémoire, qui est composé de cinq chapitre, présente des résultats d’existence et de
régularité de solutions faibles, entropiques pour quatre problémes (P1), (P2), (P3) et (P4)
du type mentionnés ci-dessus. On va présenter ici d’une maniére détaillée le contenu de
chacun d’eux.

Le chapitre 1 est entiérement consacré a l’exposé des définitions et résultats nécessaire
a la suite de ce travail. On rappelle tout d’abord quelques résultats de base sur les espaces
de Lebesgue LP(€2), Sobolev W, ”(Q) et Marcinkiweiz M?(Q).

Le chapitre 2 est consacré a I’étude des EDP non linéaire du type elliptique dans un
cadre coercif et & donné réguliér.

L’objectif du troisiéme chapitre est de présenter un résultat d’existence et de régularité
de solutions faibles et entropiques pour un probléme elliptique dans un cadre coercif et a
donnée réguliére.

Dans le quatriéme chapitre, on traite un probléme elliptique a coercivité dégénérée.

Enfin, dans le dernier chapiter, on montre 'existence de solutions au sens des distribu-

tions et entropiques pour un probléme elliptique & térme d’ordre inférieur.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 M. BARKI



Chapitre 1

Rappels sur les espaces fonctionnels

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans I’étude des équations aux dérivées
partielles elliptiques. Leur compréhension est donc une étape nécessaire avant d’aborder les
équations en question. Nous reprenons dans ce chapitre certains énoncés de H. Brezis [10)]
sur le sujet, pour une présentation plus compléte des espaces de Sobolev, on pourra consulter
I'ouvrage de R.A. Adams [1]|. Par la suite, 2 est un ouvert borné régulier de RY, muni de

la mesure de Lebesgue.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 On définit l’espace de Lebesque LP(SY) par

Pour1l<p<+4+o0

LP(Q)) = S u: Q — R mesurable ; /]u(x)]p dr < o0 p,

Q

munt de la norme

S =

il = | [ lutoras|

Q
Pour p = 400, lespace de Lebesque L™ (82) défini par

L>*(Q) = {u : QQ — R mesurable ; sup;zess(u) < oo},

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 M. BARKI



Espaces de Lebesgue 14

munt de la norme

|u|| Lo () = sup;zess(u).

LP(§2) est un espace de Banach pour 1 < p < +oo et de Hilbert pour p = 2 muni du produit

(f. 9) @) /f

Proposition 1.1 (Séparabilité, réflexivité et dual de LP(f2))

scalaire

1) LP(QY) est séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo.
2) Le dual de LP(Q) pour 1 < p < oo est isomorphe a L¥ (Q), avec z% + % =1
3) LY(Q) est séparable mais pas réflexif et son dual est L°(S).

4) L>(Q) n'est pas ni séparable ni réflexif et son dual est contient strictement L'(S).

Lemme 1.2 (Inégalité de Yong) Soient a,b € [0,4+00) et p,q € (1,+00) avec %%—% = 1.
Alors
ab < 1a” + 1bq.
p q
Lemme 1.3 (Inégalité de Holder généralisée) Soient p,q € (1,400) et r € (1,+00)

avec * = }D + %. Siue LP(Q) etve LI(Q), alors uv € L™(), et on a

Juv||zr) < [|ullze@) - V]| e

Lemme 1.4 (Inégalité d’interpolation) Soit 1 < p < ¢ < +oo. Si u € LP(Q2) N LY(N)

alors w € L"(Q)  pour tout v € [p,q], et on a

lullzr@) < [ullzo@) - Ilullzae)

ot 1=
-

SRS

+ %97 avec 6 € [0,1].
Corollaire 1.5 Soit 1 <p <q<+o0. Si [Q <400 alors L1(Q) C LP(Q).

Définition 1.2 (Convergence forte, convergence faible dans L?(())
Sotent p € [1,4+00[, (fn)n C LP(Q) et f € LP(Q).
e On dit que f, converge fortement vers f dans LP(Q)) et on note f, — f dans LP(Q) si
lim |[fn, — fllr () = 0.

n—-+0o00

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 M. BARKI
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e On dit que f, converge faiblement vers f dans LP(S2) et on note f, — f dans LP(Q) si
lim [ (fu=f)-¢ =0, VoelV(Q).

n—-+4o00
Q

e On dit que f, converge faible x vers f dans L>®(Q) et on note f, =f dans L*(Q) si
lim [(fu—f)-p =0, VpeLi(Q).

n—-+oo
Q

Définition 1.3 (Equi-intégrabilité) Soient p > 1 et (f,), C LP(Q). On dit que (f,)n est

equi-intégrable, si. pour tout E C Q) mesurable, on a

nm/yfn|p:o, VneN.
E

|E|—0

Théoréme 1.1 (Vitali) Soient p > 1, (fu)n C LP(Q) et f € LP(Q), on suppose que
fo— f p.p. dans Q et que (f,), equi-intégrable. Alors f, — f dans LP(Q).

Théoréme 1.2 Soient p > 1, (fu)n C LP(Q) et f € LP(2). On suppose que (f,), bornée
dans LP(Q) et que f, — f p.p. dans Q. Alors f, — f dans Li(Q) pour tout q € [1,p),
et fn— f dans LP(Q).

Théoréme 1.3 (La convergence dominée de Lebesgue) Soit p > 1, et soient (f,), C
LP(Q) et f € LP(Q)), on suppose que f, — [ p.p. dans § et qu’il existe g € LP(Q) telle que
pour tout n € N on : |f,| < g p.p. dans Q. Alors f, — f dans LP(Q).

Définition 1.4 (Fonction de Carathéodory) Soit f: Q2 x R — R. On dit que f est de

Carathéodory si
(1) f(-,s) : Q2 — R mesurable pour tout s € R.

(2) f(z, ) : R = R continue pour presque par tout x € §).

Théoréme 1.4 (Opérateur de Nemitski) Soientp,q > 1 et f: QxR — R une fonction
de Carathéodory. On suppose qu’elle existe une fonction positive a € L1(Q) et une constante
b >0, tels que

|f (2, )] < a(x) + blt|s. (1.1.1)

Alors Uopérateur ¢ : u(x) — f(z,u(z)) est continu de LP(2) dans L1(RQ).
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Espaces de Marcinkiewicz 16

Théoréme 1.5 Soient p > 1, > 1 et f : Q xR — R une fonction de Carathéodory
vérifiant (1.1.1). Done, si u, — u p.p. dans S et faiblement dans LP(Y), alors

flz,un) — f(x,u) dans LI(Q).

1.2 Espaces de Marcinkiewicz

Définition 1.5 Soient Q) un ouvert borné de RN et p > 0. On définit lespace de Marcin-
kiewicz MP(Q2) par

MP(Q):{f:Q—HR mesurable ; 3C >0, YA>0; |{|f|>)\}|§%},
munt de la norme

. C z
by = (i {C > 05 51> 2= 50 vaso})

1
Exemple 1.1 Posons Q = (0,1] C R. La fonction f(x) = —= est une fonction de [’espace

N
de Marcinkiewicz M*(QY), en effet; pour tout x € 2, on a
1 1
— >)\H:—, VA >0,
{4 -%

2
dz = [Inz]) = +oc.

1
de plus || f||mz@) = 1. Par contre f ¢ L*(Q0), en effet ; / ‘T
T
Q

Proposition 1.6 LP(Q) C MP(Q)  pour tout p > 1.

Preuve. Soient f € LP(Q) et A > 0. Alors

1 1 Iz )

— p p i

A=A =+ / < / P <—0
{IfI>A} {If1>A}

Lemme 1.7 Soientr > 1 et f: Q — R une fonction mesurable. Alors

+00
FEL(Q) <= ) K '{Ifl >k} < +oo.

k=0

Proposition 1.8 Soient p > 1 et 1 < q < p. Alors

MP(Q) C LUQ).
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Preuve. Soit f € MP(Q), alors

. - 1||f|| 2 1B
Zk \{|f\>k}|<zk Doy e,

k=0

comme p > ¢, alors le lemme (1.7) implique le résultat. m

Proposition 1.9 Soit f € MP(Q), p > 1. Alors il existe C > 0 tel que pour tout E C €

mesurable, on a

[in <ciers.
B
Lemme 1.10 (Fatou) Soit (f,), C L'(Q2) une suite de fonctions positives. Alors

i £ < it /5
Q

Q
1.3 Distributions

Définition 1.6 On désigne par D(QY) (par fois Cg°(2)) Uespace des fonctions de classe C™
sur Q a support compact, un élément de D(Q) est appelé fonction test.

Toute forme linéaire continue T sur D(S2) est appelée une distribution sur ) et on note
T: D) — R
v = (T, 9o

D(Q) est un sous-espace dense dans LP(Q) pour tout 1 < p < 400.

Définition 1.7 Soit K C ) compact, on note

Dk (Q) = {p € C*(Q) ; supp(p) C K}.

Proposition 1.11 Soit T' € D'(2). Donc pour tout compact K C €, ils existent C' > 0 et

m € N, tels que

(Tp)| <C- sup  [D%(x)], Vi € D (9).

z€K, |a|<m

La plus petite constante m qui vérifie l'inégalité précedente s’appelle ordre de la distribution

T.
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Espaces de Sobolev 18

Définition 1.8 (Egalité au sens des distributions) Soit T, S € D'(Q). On dit que T
est égale a S au sens des distributions et on note T =5 dans D'(Q) si

<T790>:<S’90>7 \V/SOGID(Q)

Définition 1.9 (Dérivées au sens des distributions) Soient N € N*, k € {1..N},
a € NN et T € D'(Q). On appelle dérivé partielle de T par rapport a la k-ieme variable et

oT
on la note —, la distribution définie par

8$k
oT T Op

(Go? == 55)  veeD@.

Par récurrence, on définit la dérivée partielle de T d’ordre o par

<DaT7 90> = (_1>|a|<T7 Da@)? V(,O S D<Q)

1.4 Espaces de Sobolev

Définition 1.10 Soit 1 < p < +o00. On définit l’espace de Sobolev W1P(Q) par
Whe(Q) = {u e LP(Q); |Vu|€ LP(Q)},
muni de la norme

1
(16l + IVallny)” si 1< p < +oc,
Hu||W1,p(Q) = .
max {Hu||Loo(Q), ||vu||Loo(Q)} st p= +oo.

L’espace WIP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < +oo, de plus pour p = 2 l’espace
Wh2(Q) noté H'(Q) est de Hilbert muni du produit scalaire
(u, v) 1) = (w,v)r2(0) + (Vu, V) 2.
L’espace W1P(Q) est séparable pour 1 < p < +oo et réflexif pour 1 < p < +o0.
Définition 1.11 On dit qu’'un ouvert borné Q0 de RN (N > 2) est de classe C*, k € N

(respectivement Lipschitzien) st on peut trouver un nombre fini d’ouverts {O;}o<i<r de RY

tels que Oy C Q, Q C U O; et 00 C U O; et tels que pour tout i € {0,...,1} il existe une
=0 =
application bijective ¢; de classe C* (respectwement Lipschitzien) de O; dans l’ensemble

Bi(0) ={x = (2",2,) ERV" xR ; |z|l2 < 1},
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et linverse de ¢; doit étre de classe C* (respectivement Lipschitzien) et tel que
6:(0; N Q) = {(x',mN) ERYIxR: |z, <1, zn > o} - B,

et
$:(O; N 90) = {(:Jc',xN) ERVIXR: |z, <1, zy = o} —T.

Les ¢; sont des difféomorphismes de classe C* (respectivement Lipschitzien,).

“Nap Bt

I!

A

Figure:  Résumé géométrique de la définition précédente

Définition 1.12 Soit 1 < p < +o0. On note Wy ?(Q) la ferméture de D(Q) dans WP(),

de plus, st Q) est Lipschitzien, alors
W (Q) = {u EWMWP(Q) 5 o = o}.
Sip>1, on note W= (Q) au dual de WyP(Q) avec i + ]% =1.
Théoréme 1.6 (Inégalité de Poincaré) Soient Q un ouvert Lipschitzien de RN borné au
moins dans une direction et p € [1,+00). Alors il existe une constante positive C' = C(p, ),

tel que :
lullpo@) < C || Vullry , YV ue WP (9Q).

Par conséquence Uapplication v — ||Vu||rr) définie une norme sur WyP(Q), équivalente

a la norme usuelle.

Définition 1.13 (Convergence faible, convergence forte dans W'?(Q))

Soient p € [1,+00[, (fu)n T WHP(Q) et f € WHP(Q).

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 M. BARKI



Espaces de Sobolev 20

o On dit que f, converge fortement vers f dans W'P(Q) et on note f, — f dans WHP(Q)
St

fo— f dans LP(Q) et Vf,— V[ dans LP(Q).

e On dit que f, converge faiblement vers f dans WP(Q) et on note f,, — f dans WHP(Q)
St

fo—f dans LP(Q2) et Vf,—=Vf dans LP(Q).

Théoréme 1.7 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov) Soient Q un ouvert bor-

né et Lipschitzien de RN, N > 1 et p* = NN—_’;. Alors

e Si1 < p < N alors Uinjection WHP(Q) — L) est compacte pour q € [1,p*), et
continue pour ¢ = p*. En particulier linjection W'P(Q)) — LP(Q) est compacte pour
tout p € [1,4+00).

e Sip= N alors Uinjection W'P(Q) < L1(Q) est compacte et continue pour q € [1,+00).

e Sip > N alors linjection W'P(Q) < C(Q) est compacte et continue.

Exemple 1.2 Soit Q un ouvert borné et Lipschitzien de RY.

1. Si N = 3, les injections H3(Q)) — L*(Q) et H}(Q) — L°(Q) sont compactes et

continues respectivement.
2. Si N =2, Uinjection H}(Q2) — L*(Q) est compacte el continue.

3. Si N =1, Uinjection H}(2) < C(Q) est compacte et continue.
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Chapitre 2

Equations elliptiques non linéaires

Dans ce chapitre, nous décrivons certains résultats d’existence classiques pour des solu-
tions faibles aux problémes de Dirichlet concernant les opérateurs elliptiques non linéaires
[1]. Tout d’abord, nous nous référons a certains résultats classiques impliquant les opéra-
teurs dits pseudomonotones. Dans tout la suite  sera un ouvert régulier de RY, N > 2 et
1 < p < N. On considére le probléme elliptique non linéaire suivant :

—div(a(z,u,Vu)) = f dans €,
u=0 sur 0,

(LL)

ott f €W (Q)eta: QxRxRY — RN est une fonction de Carathéodory vérifiant, pour

presque partout z € § et pour tout (s,&,7) € R x RY x RV

la(z, s, &) < B(|s|"~ + [€71) (2.0.1)
a(z, s,§)¢ = algf, (2.0.2)
(a(z,5.8) —alz,s,m) (E—n) >0 si &F#n, (2.0.3)
ou «, # sont deux constantes strictement positives, p € (1, +00) et p' = p%l.

Nous soulignons que la preuve d’existence de solutions pour le probléme (LL) repose sur

un résultat abstrait de surjectivité.

2.1 L’existence de solutions

Dans la suite V sera un espace de Banach muni de la norme || - ||, V' son dual muni de

la norme || - ||y et (-,-) le crochet de dualité entre V et V.
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Nous aurons besoin des définitions suivantes.

Définition 2.1 Soit V un espace de Banach réflexif. Un opérateur A : 'V — V' est dit

pseudomonotone si

1) A est borné, c’est-a-dire,
[|A(v)||y: est borné lorsque ||v|| est borné.

2) Siu, =~u dans V et limsup(A(u,),u, —u) < 0, alors

n—oo

liminf(A(u,), u, —v) > (A(u),u—v) , Yo eV.

n—oo

Définition 2.2 Soit V un espace de Banach réflexif. Un opérateur A : V. — V' est dit

coercif si
{(A(v),v)

o] — +oo  lorsque ||v]| = 4o0.
v

On a besoin dans la suite du théoréme suivant

Théoréme 2.1 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite réelle bornée on peut extraire une

sous-suite convergente.

Théoréme 2.2 (Brouwer) Soit T : B1(0) — By(0) une application continue. Alors T

admet au moins un point fize, c’est-a-dire, il existe & € B1(0) tel que T(§) = €.
Dans la démonstration du théoréme de surjectivité, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit T : RY — RY une application continue. On suppose qu’il existe p > 0,

tel que T'(§) - € > 0, pour tout & € 0B,(0). Alors il existe £ € B,(0), tel que T(€) = 0.

Preuve. Par contradiction, on suppose que 7'(§) # 0 pour tout £ € B,(0) et on considére

T
I'application continue de B,(0) dans lui méme définie par £ — —%. D’aprés le théoréme
’ . 9 3 T(S)p _ _ P S
2.2, on déduire qu'il existe £ € B,(0) tel que RAGIEE ¢ avec €] = p, dou T(§) - & =

—|T(¢)|p < 0, contradiction avec T'(§) - £ >0 m

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme de surjectivité

Théoréme 2.3 (Surjectivité) Soit V' un espace de Banach, réflexif et séparable. Soit A :
V' — V' un opérateur pseudomonotone coercif. Alors A est surjectif, c¢’est-a-dire, pour toul

f eV il existe u eV tel que A(u) = f.
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Démonstration. Nous allons diviser la démonstration de ce théoréme en trois étapes.

Etape 1 : Soit W = {w, ...w,, ...} un sous-ensemble dense et dénombrable de V. Soit

V,, un sous-espace de V' engendré par {wy,...w,}. On définit

T : V, — V,
v — (A(v) — f,v)v.
Tout d’abord, nous allons montrer que 1" est continu, pour cela, il suffit de montrer que
v — (A(v), v) est continu dans V;,. On suppose que w,,, — w dans V et on montre que
(A(Wp), W) = (A(w),w). Donc il suffit de montrer que A(w,,) = A(w) dans V.

Comme A est borné alors ||A(wy,)||y: est uniformément bornée. Alors

lim Sup<A<wm)7 W — w> S 07

m—ro0
en effet ;

’<A(wm)vwm - w>| < ||A(wm)||V’ : me - w“ — 0.

La réflexivité de V'’ permet d’extraire une sous-suite { A(wy,, )} de {A(wy,)} telle que

A(wp,) — ¢ dans V', donc, par la pseudomonotonicité de A, on obtient

(9, w—v) > Iminf(A(wp, ), W, —v) > (A(w),w —v) , YveV.

mp—» 00
Alors g = A(w), d’ott A(w,, ) = A(w) dans V'.
Maintenant, on suppose que A(w,,) ne converge pas faiblement vers A(w) dans V".

cela contredit avec le dernier résultat. Donc A(w,,) — A(w) dans V.

Etape 2 : On montre que pour tout n € N, il existe u,, € V,,, tel que
(A(un),wj) = (fywy), 1<j<n (2.1.1)

On constate que T" vérifiant T'(v) - v > 0 pour tout v avec |[v|| = p, pour certain
p > 0.
Ona T(v)-v>0,en effet,

T()v (AW ) A

lofl* ol ol = {lvl]

pour p est suffisamment grand, alors le résultat découle de la coercivité de A.
Comme T est continu d’aprés ’étape 1, le lemme 2.1 est assuré I'existence de u,, avec

[lunl[ < p.
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Etape 3 : En utilisant (2.1.1), on obtient

(Alun), un) = (f un) < |[fllvr - [[unl]-

La coercivité de A implique que ||u,|| est uniformément borné. Puisque A est borné,
||A(uy,)||v est aussi uniformément borné.

Par conséquence, on déduire qu’il existe une sous-suite (u,, ) telle que

L U dans V,
(2.1.2)

A(u,, ) =y dans V'

Unp

En passant a la limite dans (2.1.1), lorsque n — 400, on obtient

<y7wj>:<f7wj>a V]Zl

Comme W est dense dans V', alors y = f. Il reste & montrer que y = A(u).
On constate que

lim sup(A(un, ), tn, —u) < 0. (2.1.3)

NnE—00

Pour tout £ > 0, d’aprés le théoréme de densité, il existe ug € |J Viy, tel que ||[u—up|| <
m
e. Donc

(Aung ) tny, =) = (f; ) = (Altn,), u = o) = (Alun,), uo)
{fs tny) = (Aluny, ), uo) + |[A(un, ) lv: - |lu = uoll
(fs tny.) = (Alun,), uo) +C - ¢,

IN

IA

par suite, on obtient

IN

<f7u> _<y’U0>+C’~€
< (fyu) = {f,up) +C-¢
< lfllve - lfu—uol| +C - ¢
< (Ifllv+C)-e

lim sup(A(un, ), tn, — )
N —>00

En faisant ¢ — 0, on trouve (2.1.3). La pseudomonotonicité de A implique que

(y,u —v) > lminf(A(up, ), un, —v) > (A(u),u —v) , Yo e V.

N —>00

Donc y = A(u), d’ou f = A(u).
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Théoréme 2.4 (Leray-Lions) Soit a: Q x R x RY — RY une fonction de Crathéodory,
vérifiant les hypotheses (2.0.1), (2.0.2) et (2.0.3). Alors pour tout f € W1 (Q), il ewiste
u € WyP(Q) solution faible pour le probléme (LL) vérifiant :

/a(x,u, Vu)Vo = (f,v) , Vv e W,P(Q). (2.1.4)

Q

Nous appliquerons le théoréme de surjectivité 2.3 a I'opérateur :

AWyP(Q) — W(Q)

v — —div(a(z,v, Vv)).

Pour démontrer que A est pseudomonotone, nous aurons besoin des les lemmes suivants.

Lemme 2.2 Soient (u,) une suite de fonctions de Wy (Q) et u une fonction de Wy™(€).

Supposons que u, — u dans Wy'(Q), et que
la(x, u,, Vu,) — a(z,u, Vu)|V(u, —u) = 0 p.p. dans Q.
Alors Vu,, — Vu p.p. dans .
Preuve. Comme [a(z,u,, Vu,) — a(z,u, Vu)|V(u, —u) - 0 p.p. dans €, alors
[a(z, up, (x), Vi, (2)) — a(z, u(x), Vu(x))|V(u,, —u)| < C(x) p.p. x€Q,

pour certaine fonction C(x). L’inégalité précédente est vraie sauf sur un ensemble Z de
mesure nulle.

Prouvons qu’il existe une fonction c¢(z) telle que
|V, ()] <c(x) p.p. =€ (2.1.5)
En utilisant (2.0.1) et (2.0.2), on obtient

C(x)

Vv

la(z, up,, Vu,, ) — a(z,u, Vu)|V (up,, —u)
af[ Vi, [P + [Vul!] = [V, [B(JufP~ + [VulP~!)]

= Vu|[B(Jtn, [P~ + [V, [P71)] (2.1.6)
a| Vg, [P = BIVul - [V, [P = Blug, [P~ Vul

=B~ + V=) [ Vuy, |.

Vv

v
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La convergence faible dans Wol’p(Q) de u,, vers u implique l'existence d’une sous-suite de

(u,) (encore notée (u,)) et une fonction g € L*(2) tels que
lun P Vul < g et u, —u p.p. dans Q.

Comme le membre a droite de I'inégalité (2.1.6) est un polynome de Vu,,, alors, on déduit

(2.1.5), maintenant, nous allons montrer que
Vu, — Vu dans Q\Z.

Par contradiction ; on suppose qu’il existe xy € Q\Z tel que Vu,(z() ne converge pas vers
Vu(xg). Le théoréme 2.1 implique qu’il existe b € RY tel que Vu,(z¢) — b. Par un passage

a la limite lorsque n tend vers +o0o dans
[a(zo, un(z0), Vun (o)) — alxo, ulzo), Vuu(zo))]V (un(z0) — u(z0o)),
par suite, on obtient
[a(zo, u(z0),b) — alzo, u(zo), Vu(zo))](b — Vu(wo)) = 0,
I’hypotheése (2.0.3) implique que b = Vu(x), cela contredit. m

Lemme 2.3 Soient (u,) une suite de fonctions de WyP(Q) et u une fonction de Wy (€).

Supposons que u, — u dans Wol’p(Q). Si

lim [ [a(z,upn, Vu,) —a(z,u, Vu)|V(u, —u) = 0.
n—oo
Q

Alors
a(z, Un, Vi) — a(z,u, Vu) dans L (Q).

Preuve. Posons

Yo = a(z, uy, Vu,) — a(x, u, Vu)|V(u, — u).
On veut montrer que 7, — 0 dans L*(2). On peut écrire ,, comme la somme de
ay, = [a(x, u,, Vuy,) — a(x, u,, V)|V (u, —u),

et
Bn = la(x, u,, Vu) — a(z, u, Vu)|V(u, — u).
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On observe que 8, — 0 dans L'(Q), en effet, I'inégalité de Holder donne

/Iﬁn\ < [la(@, un, V) = a(z, u, Vu)|| 1 o) [[Vin = Vul|Lo(@).
Q

Comme u,, — u dans LP(Q)), le théoréme 1.4 implique que a(z,u,, Vu) = a(x,u, Vu) dans

LP'(Q), le fait que {Vu, — Vu} borné dans LP(f2), alors /\ﬁn| — 0 d’ou /ﬁn — 0. On
Q Q
déduire que a,, - 0 et a > 0 d’aprés I'hypothése (2.0.3), d’ou /\an] — 0. Par suite,
Q

/|%| — 0, alors v, = [a(z,un, Vu,) — a(z,u, Vu)|V(u, —u) = 0 p.p. dans €, a une
Q

sous-suite prés. Le lemme 2.2 implique que Vu, — Vu p.p. dans (.

En utilisant la convergence faible dans W, "(Q) de u, vers u ,la dernier résultat et le
théoréme 1.5, on obtient le résultat. m

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme de Leray-Lions.

Démonstration. Nous allons montrer que I'opérateur

A:WeP(Q) — WH(Q)

v — —div(a(z,v, Vv)),

est coercif et pseudomonotone. Le résultat découlera du théoréme 2.3.

Nous allons diviser la démonstration en quatre étapes.

Etape 1 : A est coercif. En utilisant ’hypothése (2.0.2) et l'inégalité de Poincaré, on
obtient, pour tout v € W, (Q)

(A(v),v) = /a(x,v,Vv)Vv > @/]VUV’
Q Q
2 O‘HVUHIZP(Q)a

par suite, on obtient

M > C’||v||p_1

gy~ i@

{(A(v),v)
HUHWOI’p(Q)
Etape 2 : A est borné.

d’ou — 400 si ||v||Wg,p(Q) — 4-00.

Soient v,w € Wy (), en utilisant Ihypothése (2.0.2) et V'inégalité de Holder avec
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I’exposant p, on obtient

[(A(v),w)| = /a(m,v,Vv)Vw < /|a(x,v,Vv)| |Vwl

Q Q
< 8| [l el + [ 1vorval
Q Q
< (1[0l ey IV llzrge +||W||fz;39||Vw||m>)
< BVl (1ol + 1701200

< 28wl ol o

TA@) w10 = sup{[(A@), w)] 5 [[wllyprg) < 1} < 28l0ll} o)
() 0 (@)
done [|A(v)|[yy-1. () est borné si HUHW&”’(Q) est borné.

Etape 3 : On suppose que u,, — u dans W, (Q) et que limsup(A(uy,), u, — u) <0
n—oo
et on montre que

lim [ [a(z, upn, Vu,) — a(z,u, Vu)|V(u, —u) = 0. (2.1.7)
Q
D’une part, on a
lim sup/[a(x,un, Vu,) —a(z,u, Vu)|V(u, —u) <0, (2.1.8)

Q

en effet ;

/[CL(:L‘, Un, Vun) - a(a:, u, VU)]V(un — u) =

Q

S~

a(x, Uy, Vu,)V(u, —u)

/ (x,u, Vu)V(u, —u),

Q
avec

lim sup/a(x,un, Vu,)V(u, —u) = limsup(A(uy,), u, —u) <0

et
lim [ a(z,u, Vu)V(u, —u) = lim (A(u),u, — u) = 0.

n—oo n—oo

Q
D’autre part, on a

lim [ [a(z, upn, Vu,) — a(z,u, Vu)|V(u, —u) >0 (2.1.9)

n—oo

Q
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en effet, I'hypothése (2.0.3) implique que

/[a(a:,un, Vu,) — a(x,u, Vu)|V(u, —u) > /[a(w, Up, Vu) — a(x,u, Vu)|V (u, —u),
0 Q

et /[a(x, Up, V) —a(x,u, Vu)|V(u, —u) — 0, car 'opérateur v — a(x,v, Vu(x)) est

Q
continu de LP(Q) dans L¥' (Q) (d’aprés le théoréme 1.4), donc le lemme 2.3 implique

que a(z, u,, Vu) — a(r,u, Vu) dans LP'(Q), c’est-a-dire,

/a(m,un, Vu,)Vw — /a(x,u, Vu)Vw,  Yw € WP (Q). (2.1.10)
0

Q

Etape 4 : A est pseudomonotone. On a déja montré que A est borné dans I'étape 2.

D’abord, on suppose que u,, — u dans WyP(Q) et que limsup(A(uy), u, —u) <0

n—oo
et on montre que

lim inf (A(uy,), u, — w) > (A(u),u —w),  Yw € WP (Q).

n—0o0
L’hypothése (2.0.2) implique que a(x, u,, Vu,) — a(x,u, Vu) p.p. dans €. Le lemme
de Fatou donne

liminf/a(x,un,Vun)Vun > /a(x,u, Vu)Vu. (2.1.11)

n—00
Q Q

En combinant (2.1.10) et (2.1.11), on obtient

liminf(A(u,), u, —w) =liminf | a(x,u,, Vu,)V(u, — w)
n—00 n—oo

Q

> lim inf /a(m,un,Vun)Vun—/a(a:,un,Vun)Vw
Q

n—o0

Q
> /a(a:,u,Vu)Vu—/a(x,u, Vu)Vw

> Q/a(yc, u, Vu)V(u — w)
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2.2 Reégularité de solutions

Dans cette section, on va étudier la régularité de solutions du probléme (LL) dans le cas
régulier, c’est-a-dire, le cas ot f € L™(Q) avec m > p*, ou f € M™(Q) avec m > p*’. Dans
ce cas, I'injection de Sobolev assure que f € W*Lp/(Q), donc d’aprés la section précédente, le
probléme (LL) admet au moins une solution faible « € W, ?(Q). Nous résumons les résultats

dans le tableau suivant (voir [6]) :

m > N/p u € L=(Q)
fel™Q) | N/p>m>p” u € L™(Q)
m=N/p VA>0: eMle M (Q)
m > N/p u € L*(Q)
feEM™Q)| N/p>m>p” ue M™(Q)
m = N/p 38>0: emuleLl(Q)
o my= TR pt =g et pt = ok

Dans toute la suite, pour tout £ > 0, on note

—k, s< —k,
Te(s) =9 s, |s| <k,
k, s>k,
Ti(s)
b
_.k ]; S
LEEEEE —k
et
s+k, s<—k,
Gr(s) =s—Ti(s) =4 0, |s| < k,
s—k, s>k
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Lk

De plus si f: 2 — R est une fonction mesurable, on note
90 = [1GUOL Ae={Ifl > 1} et Co={If] <k}
Q

Pour établir des estimations sur les solutions des problémes elliptiques que nous étudierons,
nous serons amenés a considérer (u) comme fonction test, avec ¢ : R — R et u € W, 7(Q).
Des hypothéses sur ¢ nous permettent d’assurer que @(u) est encore dans Wy*(€). Clest

I’objet du théoréme suivant.

Théoréme 2.5 (Stampacchia) Soit Q un ouvert borné de RY et 1 < p < +oo. Soit
ue Wyt (Q) et ¢ : R = R une fonction continue, C* par morceaus telle que p(0) = 0 et ¢
est bornée sur R. Alors o(u) € W, '(Q), et

Vo(u) =Vu-¢'(u) pp. dans Q.
Démonstration. voir [18] m

Lemme 2.4 Soit u € Wy (Q). Alors VGy(u) = Vu - xa, et VIi(u) = Vu - x¢, p.p. dans
Q.

Preuve. On a : G1(0) = T3,(0) = 0, G1.(5) = xqs)>k3(5) et Ti(s) = xqsi<ky (), et comme

G (s) et Ty(s) sont lipschitziennes, alors le théoréme 2.5 implique le résultat. m

Lemme 2.5 Soit f € L'(Q). Alors g(k) est différentiable p.p. et ¢'(k) = —| Ag|.

Preuve. Posons A = {w >k}, Ay ={w <k}, 1(k) = [(w—k) et g2(k) = [ (w — k).
Al Ay
Les fonctions g¢g; et g sont monotones, donc elles sont différentiables p.p., d’'oti g est

différentiable p.p.. Soit h € R, alors
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gk +h)—gi(k) _ % /(w—k—h)—/(w—k‘)

h
en Al
1
= [y, (w="h)
Q {k<w<k+h}

Par conséquence,

vy o gk h) —gi(k)
91 (k) N ilzlg(l) h - }lzlg(l) XA:M
0

= -4

De méme, on obtient que gj(k) = —|A, |, dott ¢'(k) = —|A|. =

Lemme 2.6 Soit f € L*(Q). On suppose qu’il existe a > 1, C >0 et ky € N tels que pour
tout k > ko, on a g(k) < C|Ag|~. Alors f € L>(Q).

Preuve. En utilisant le lemme 2.5, on obtient

c’est-a-dire,

g (k)[g(k)] = < — - (2.2.1)

1 1 1\ k—Fk
o) < gtk = (1= 1) £
Pour hg = ko + C%gl(foﬁlié, on a g(ho) = 0, ’est-a-dire,
71 < ho = ko + C‘if(fof_i
D’ou 1 1
[ fllzee@) < ho = ko + Ca‘f(fo);a < 400
. a
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Proposition 2.7 Soient f une fonction mesurable définie sur 2 et 5 > 0. Alors

“+o00

Zeﬁk|Ak!<+oo — /eﬁf|<+oo.
k=0 Q

Preuve. On observe que

400 —+00 +oo +oo T
S AL =D B =D B e, (2.2.2)
k=0 k=0 =k i=0 k=0
ot B; = {i < |f] <i+ 1}. Puisque t — €’ croissante et continue, alors
n n+1
Y et < /eﬁt dt. (2.2.3)
k=ko i

En combinant (2.2.2) et (2.2.3), on obtient

+o00

+o0 i
Sl = YoIBIY e
k=0 i=0 k=0
+o00 i—1
— Z|Bi|zeﬁ(j+l)
=0

j=-1
+o0 i
> |Bil / Pt dt
i=0 1

—+00

=

v

v

IV
™|
%
3
Ve
o
=
=
L
Q)
_®

et donc /eﬁf| < +00. m
Q

Proposition 2.8 Soit f une fonction mesurable définie sur Q2. On suppose qu’il existe v,6 >

0, kg € N, tels que

0
|Ax| < Tk YV k> k. (2.2.4)
Alors pour tout B <y, on a
/eﬁlf < oo
Q
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Preuve. L’hypothése (2.2.4), implique

+o00 +o00 0

Bk Bk
E e Al < E ek < o,
k=ko k=ko

par suite, la proposition 2.7 implique le résultat. m

Proposition 2.9 Soit p €]1,4+00). Alors pour toutt >0, Q> 1, on a

@-1IF—11<Q@Q -1t —1P+1.
Proposition 2.10 Soit a,b > 0. Alors pour tout o > 0, on a

(a+b)* < max{1,2* '}(a™ + b).

2.2.1 Deuxiéme membre dans un espace de Lebesgue

Dans cette section, on va montrer les résultats de la régularité pour le probléme (LL),

pour f € L"™(Q) avec m > p*'.

Théoréme 2.6 Soit f € L™(Q) avec m > N/p. Alors toute solution u € W,*(Q) du

probléme (LL) est bornée.

Démonstration. On prend v = G (u) comme une fonction test dans (2.1.4), on obtient

/a(x,u,Vu)VGk(u) = /f Gr(u). (2.2.5)

Q Q

D’une part, en utilisant 'hypothése (2.0.2) et I'inégalité de Sobolev, on obtient

/CL(:C,U, Vu)VGr(u) = /a(a:,u, Vu)Vu - xa,
0 0
> Oz/|Vu|pXAk
J (2.2.6)
o [ 196y
Q
aSP||G(u)

v

v

| |Z[)/p* Q)
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D’autre part, par deux applications de l'inégalité de Holder, 'une avec I'exposant p* et

I'autre avec /, on obtient

[raw < [if1Guw)
Q Ap
1 1
p* p*/
< | [1Gwr (A/ 7
Q k
_1
p
W 2.2.7
< 1GH(®)llo @y Xa, (22.7)
Q
L
o L S
< |Gkl e (0 [ > | A P
Q
[ —21]
< NGkl e @)l f1Lm @) | Ax| > :
En combinant (2.2.5), (2.2.6) et (2.2.7), on obtient
1
[ f1lzm ) =it
HGk(U>HLp*( Q) S ( 057 |A | L (2.2.8)
En utilisant (2.2.8) et 'inégalité de Holder avec I'exposant p*, on obtient
gk) = / ()] = / Glw) s,
%
< | [1utr 2.2.9
Q 1
< |Gr(W)| e () | Ax] P
< <Hf|\aL57;(Q)>P 1 |Ak|1+— £-L1)
Si on pose C = (= |fllLm@) )P I>0 ety=1+ ﬁ(% — 1) >1, on obtient
g(k) < C A"
Donc le lemme 2.6 assure le résultat. m
Remarque 2.1 On observe que, st u vérifiant
a/]Vu|p§ /f Gr(u).
A A
alors u est bornée.
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Remarque 2.2 Dans le théoréme 2.6, la condition m > N/p, implique
1+—L(£—3)>L
Théoréme 2.7 Soit f € L™(Q) avec
N/p>m>p*. (2.2.10)

Alors toute solution u € WyP(Q) du probléme (LL), vérifiant

\ N(p—1)m
H“||Lm1 < C[fllemg), ot my = N——pm
Démonstration. Soit A > 0, en prenant v = |T}(u)[P*T}(u) comme une fonction test
dans (2.1.4), on obtient
/ML%VMVWH)WH; ‘/ﬂﬂ )PAT (u). (2.2.11)

Q

D’une part, en utilisant I'hypothése (2.0.2), on obtient

/a(ﬁ,u,Vu)V(|Tk(u)\p’\Tk(u)) = (pA+1) (x,u,Vu)Vu|Tk(u)|p’\Xck

\

Q Q
> a(pr+ D) [ [Tl Valxe,
Q
p
> a(A+1) [ [P V)
A+ 1 ?
b /| Tiw)|
> T, T,
> ot [[vimwrnw)|
Q
en utilisant I'inégalité de Sobolev, on obtient
P(pA + 1) "
/ a<:c,u,vwwm(u)\“mu»_“SAﬁﬁ / T | @22.2)

Q

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder avec 'exposant m, on obtient

m’

[Pt < ([ n@Pnol™) il

(2.2.13)

i
3=

< | [ m@E ) il
Q
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En combinant (2.2.11), (2.2.12) et (2.2.13), on obtient

P 1
p* m!

* )\ _I_ 1 /
/'Tk(u”(HDP S QS A+ 1) aSP(pA + 1) /| (At [ f1lzm(5)- (2.2.14)
Q

En prenant A = fl ~ dans l'inégalité (2.2.14), on obtient

1

Z:n;l
. At 1)
/ T | < =25
Q

~ aSP(pA+1)
et alors
1Tl ) < C N1 fllemy s Y k20
La semi-continuité inférieure de || - [|Lm1 (o) implique le résultat.

Remarque 2.3 Dans le théoréeme 2.7, on a la condition (2.2.10) implique

my = > 1,
! N —pm
et
* !/
=P """
m'p — p*

Théoréme 2.8 Soit f € L%(Q) Alors pour toute solution u € Wy ?(Q) du probleme (LL),
on a

Al e 17 (Q) V> 0.

Démonstration. On prend v = [ePX®] — 1]sign(G(u)) comme une fonction test dans
(2.1.4). D’une part, I'hypothése (2.0.2) implique
/a(m,u,Vu)V([epMGk(u)l — 1] sign(Gg(u))) = p/\/a(x,u,Vu)(VGk(u))ep’\lG’“(“)l

“ Q
> aph [ VGO

Q
ap

(Nerwl _ )

v

en utilisant I'inégalité de Sobolev, on obtient
AG(w)] - apsS? sewl 7|
a(z,u, Vu)V ([ePN" N — 1] sign(Gg(u))) > = ‘e | (2.2.15)

Q
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D’autre part, on utilise la proposition 2.9 et 'inégalité de Holder avec 'exposant N/p, donc

pour tout () > 1, on obtient

[ £ - sign(Guw) < [ 1] el -
Q

Q
1
NGy _qpp 4 L
A/|f| (Q!e | +Q_1>

1
< Q[ |f11eNFO 1P 4 —— [ |f]
/ o[

/‘exmk(un
Lp (Ag)
k

< Al g, | [ e
Q

A

IA

N

< QI »

/@L
17 Q/ :

S

L7 (Ar)

En combinant (2.2.15) et la derniére inégalité, on obtient

apS
L% (A)

Comme lim ||f|| ~  — 0, alors il existe k,, tel que
k—o0 LP (Ag)

r_
PF

Nex@l _ 1|” / (2.2.16)

Q Q

osz

>0, Y k> k.

LP(A

Donc, pour tout k > ky, la suite {eMN®| — 1} est bornée dans L?"(Q2). D’abord, on va

montrer que eMN¥ € LP(Q). Pour k > k), on a

/ () = / (TGl )"

Q
(eAk[eAle(u” _ 1] —I— 6)\k.>p*

VAN
SEN

en utilisant la proposition 2.10, on obtient

/ (M) < 1A / (I 1) 2P 1M 0] < e,
Q Q

D’otl le résultat. m
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2.2.2 Deuxiéme membre dans un espace de Marcinkiewicz

Maintenant, on va montrer les résultats de la régularité pour le probléme (LL), dans le

cas ol f € M™(Q) avec m > p*.

Théoréme 2.9 Soit f € M™(Q) avec m > N/p. Alors toute solution u € W,?(Q) du

probléme (LL) est bornée.

Démonstration. Soit ¢ € (%,m). Comme f € M™(Q) et 1 < g < m, la proposition 1.8

implique que f € L1(Q)), et comme ¢ > N/p, le théoréme 2.6 implique le résultat. m

Théoréme 2.10 Soit f € M™(Q) avec N/p > m > p*. Alors toute solution u € W, (Q)

N(p—1)m

du probleme (LL) est contenant dans M™ (Q), ot my = ==

Démonstration. On prend v = Gi(u) comme une fonction test dans (2.1.4). On constate

que |f|p*/ € M»"(Q). Lemme 2.6 assure l'existence d’un constant ¢ > 0 dépend de m,

(A/ 7 <A
k

En utilisant inégalité de Holder avec I'exposant p* et (2.2.17), on obtient

[raw < [i16w)
Q Ag % N

-\ AN (2.2.18)
< Q/|Gk(u) [lf

< CllGu() [ g A

||f||Mm(Q) et p, tel que

1

PR (2.2.17)

JE S
7
p* m

En combinant (2.2.5), (2.2.6) et (2.2.18), on obtient

1

[ S U P
C [p*/ m}p—l' (2219)

Gkl < (555) " 14

L’inégalité de Holder avec 'exposant p*, implique

g(k) = / Galu)| = / Gl
Q Q

1
*

[iGwr | 1a
Q

1
l
p*

IN

1
< NGR(W)| e ) | Akl
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en utilisant (2.2.19), on obtient

C pll 7i_i
gk < (=) lAuTrE . (2.2.20)

Posons ==1+

< 1. Le lemme 2.5, implique

g (k)g(k)™" < — (a_Sp> =

C

1
(p 1) mp-1)

En intégrant sur [0, k], on obtient

c
Cest-a-dire,
(k) < [ir=1) (227 4 gl ]
< [ min (552 (=)7L Jul ))(%ﬂ)]l”
< [min (5 (42)77 flullizie) @]

En posant 7 = 2| min (75 (%) 77 |jul 117, ) |, on obtient

Or Ay, C Ay, alors

) = / Galw)] > / (lul = k) > & | s, (2.2.21)
Ap Ao

en combinant les deux derniéres inégalités, on obtient

Agp| < —.
[Az| < (2k) 7
On constate que -5 = % = my et en posant A = 2k, on obtient
[{lul > A} < -

dot wue M™(Q). m

Théoréme 2.11 Soit f € M%(Q) Alors pour toute u € W,*(Q) solution du probléme
(LL), il existe 3 > 0, tel que
Al e LY(Q).
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Démonstration. On prend v = Gy (u) comme une fonction test dans (2.1.4). En utilisant

la démonstration du théoréme 2.10, on obtient

(g) . gk

C

En intégrant sur [0, k], on obtient

<O‘_Sp) w1 k < —[lng(k) —Ing(0)] = In (M) ’

c g9(k)
d’ou
grtosrortt o el (2.2.22)
g(k)
en combinant (2.2.21) et (2.2.22), on obtient
| Aaie| < —HuHLl(Q)I , (2.2.23)
kek(asS?/c)p=1
_1
on pose h = 2k, 0 = 2||ul|r1q) et v = L (222)7=T, donc (2.2.23) devient
) v 2 c
6
A<, YRz (2.2.24)

Donc la proposition 2.8 assure le résultat. m
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Chapitre 3

Problémes elliptiques a données non
réguliéres

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence et la régularité de solutions pour le probléme :

—div(a(z,u,Vu)) = f dans €,
u=0 sur 0,

(LLN)

ot  est un ouvert régulier de RY ( N > 2). On supposeque 1 <p< Neta: QxRxRY —
RY est une fonction de Carathéodory vérifiant (2.0.1), (2.0.2) et (2.0.3) et f € L™(Q) (1 <
m < p*). Donc, on peut rien dire sur 'appartenance de f a W~ (Q). Par conséquence, le
théoréme 2.4 ne peut pas étre appliqué directement. Pour surmonter cette difficulté, nous
allons approcher le probléme (LLN) par un probléme régulier qui peut étre résolu facilement
en appliquant le théoréme 2.4. Ensuite, nous allons montrer des estimations uniformes.

Enfin, nous passons & la limite dans le probléme approché afin d’obtenir une solution au

probléme (LLN).

Définition 3.1 Soit f € L™(Q). On dit que u € W, (Q) est une solution au sens des

distributions du probléeme si

/a(:r;,u, Vu)Vp = /fgo, Vo eD) . (3.0.1)

Q

Définition 3.2 On définit [’ensemble THP(Q) par :

TY(Q) = {u: Q= R mesurable et finie p.p. ; Ti(u) € WyP(Q), V k> 0}
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Définition 3.3 Soit f € L'(Q). On dit que u € THP(Q) est une solution entropique du
probléeme (LLN) si pour tout ¢ € Wy P (Q) N L®(Q), on a :

/a(ac,u, Vu)VTi(u— ¢) < /f Ti(u— ), YV k> 0. (3.0.2)
0 )
Remarque 3.1 Telle fonction u € Wy (Q) vérifiant

/a(x,u,Vu)VU = /f v, Vo e WP (Q),
0

Q
est une solution entropique du probléme (LLN), c’est-a-dire, toute solution faible est une

solution entropique.

Remarque 3.2 Soit u € T'2(Q) une solution entropique du probléeme (LLN). Alors u est

une solution au sens des distributions.

Les résultats de régularité de solutions du pronléme (LLN) sont résumés dans le tableau

suivant :
l<p<N u e MP(Q), |Vul e MP*()
solution entropique
fell(@Q) ;
p>2— ueWy(Q) q<po
solution au sens des distributions
/ ue Wy™(Q)
fel™Q) 1<m<p* 0
solution au sens des distributions
Ou p; = N](Vp:;), D2 = —N](Vp:f) et my = —Nﬁé’iﬁm-

3.1 Approximation et estimations i priori

On considére le probléme approché :

—div(a(z, uy, Vuy,)) = f, dans €,
u, =0 sur 09,

(3.1.1)

ol (f,) C W (Q)NL>(Q) telle que f, — f dans L™(Q) m > 1, ||f,]

L'm(Q) S Hf’

|ful < |f| pp dans Q. L’existence de solution w,,, pour tout n est assurée par le théoréme 2.4.

Lm (Q) et
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On rappelle que la suite de solutions wu,, vérifiant la formulation faible suivante :

/a(x,un,Vun)Vv = /fnv ; Yo e W P(Q). (3.1.2)
Q Q
Lemme 3.1 Soient p > 2 — % et f € LYQ). Alors la suite de solution u, du probleme
(3.1.1) est bornée dans W, (), pour tout q < py = %.

Preuve. Soit A < 7%1, en prenant v, = [(1+ |u,|)P@~YV*+! —1]sign(u,) comme une fonction

test dans (3.1.2). D’une part, on a : |v,| <1, d’ou
[ o< [ 1l =l < 17120 (3.0.3)
) )

D’autre part, 'hypothése (2.0.2), donne

/a(x, Un, Vu,)Vu, = [p(A—1)—1] /a(gc,um Vit )V, (1 + |uy PO

> p(A—1)— 1}04/ V[P (1 || )PA (3.1.4)

0
|V, [P

> _1) —

> [p(A—=1) 1}0‘/(1+‘un‘)p(1x)

0

En combinant (3.1.2), (3.1.3) et (3.1.4), on obtient

[V, [P £l @) B
/ T )T = p-A - Da (3.15)

Soit 1 < g < p, en utilisant I'inégalité de Sobolev et de Holder avec I'exposant §, on obtient

g / " < / Vg
Q Q

[V, |? _
< [ i
Q

p
|Vu,|? pa(1-3)
< [ ) | [
Q

Q

a
aF
*
q

1)
i
4]

L’inégalité (3.1.5) et la proposition 2.10 impliquent que
9 bp—q

q 1-X)

* q P—q pa(
g1 /|un|q < /\vunw < a5+ o /\un| =l (3.1.6)
Q Q Q
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En prenant A = Zgigg avec g < po dans L’inégalité (3.1.6), on obtient
€ p—q
S4 /Wunf gt/\vuﬂqf501+(3 ‘/ﬂunf : (3.1.7)
Q Q Q

L’inégalité (3.1.7) est vraie pour tout n € N, et comme q% > 7%, alors la suite /]un|‘f est

9)
bornée, par conséquent (uy,) est bornée dans Wy%(€2). m

Remarque 3.3 Dans le lemme 3.1, la condition p > 2 — %, implique
N(p—1)
= — > 1
=N ’

et le fait que q < ps, donne
N — —1
N dWN-p) _p-1
p(N—q) p

Corollaire 3.2 Soient p > 2 — + et f € L*(Q). Alors, siw, est une suite de solutions du
probléme (3.1.1), alors il existe u € Wol’q(Q) avec q < po, telle que u, — u p.p. dans Q, a

une sous-suite pres.

Preuve. Soit ¢ < po, et soit u,, une suite de solutions du probléme (3.1.1), alors d’apreés le
théoréme 3.1, u,, est bornée dans VVO1 () qui est réflexif, donc on peut extraire une sous-suite
de u, (notée encore u,), telle que u, — u dans W, %(€), et alors u, — u dans LI(Q), grace
a l'injection compacte de Wy %(Q) dans L?(Q). Maintenant, il suffit d’utiliser la réciproque

partielle de Lebesgue pour avoir le résultat. m
Lemme 3.3 Soit f € L™(2), avec m vérifiant
1<m<p”. (3.1.8)

Alors la suite de solutions u, du probleme (3.1.1) est bornée dans W, ™ (Q) ot my =

N(p—1)m
N—m

Preuve. Soit A > 1%1, on prend v, = [(1 + |u,|)PA~Y+t — 1]sign(u,) comme une fonction

test dans (3.1.2).
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Etape 1 D’une part, on a

/n%_/vm+mnml Js/mm+mmW““+m

Q

En utilisant I'inégalité de Holder avec ’exposant m, on obtient

1
o

[ v < Ufllorey + 17y | [ (1 R @000 ) (a1
Q

Q

D’autre part, "hypothése (2.0.1), implique

/a(x,un,Vun)an = [p(A—=1)+1] /a(x U, V) Vu, (1 + |un|)p(’\ 1
Q

v

PO — 1) + /|vun\p 14 [ PO

[p(A—1) + 1]« NE
> .
> - /‘V(lJr\un\) |
Q

L’inégalité de Sobolev, implique

A— 1)+ 1]asP A7
/a(x,un,Vun)an > o ))\:_ lo /(1 + || )P : (3.1.10)
Q 9)
En combinant (3.1.2), (3.1.9) et (3.1.10), on obtient
1oy + 1Ly | [ (1 a2
Q
|Vu, [P
> A—1 1
> [p( )+ ]04/ (1 + [ )P
Q
SN 3 (3.1.11)
A—1) + 1]as? "
> . Jas )
)
En prenant [p(A — 1) + 1jm/ = \p* =my i.e. A= ;’ml)p* , on obtient
L L
Jasimm) <cive| fasmpn
Q Q
La derniére inégalité est vraie pour tout n € N, et comme }% > %, alors la suite

{(1+ |uy|)™} est bornée. L’inégalité (3.1.11) implique que la suite {%}
est bornée dans L'(92).
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Etape 2 L’inégalité de Holder avec I'exposant £~ 1mp11que

m |vun|m2 1-)\)72
[rvur = | s (L g [P0
/ J (o fu 0

b

m2 pomy
IVunlp pma(1=2)
Q
ma p—mo
p P
|Vun]p m
< / CEsi A+hh™ |
Q Q

par suite, la premiére étape, donne

/wmmga
Q

L’inégalité de Poincaré implique que wu,, est bornée dans VV1 "2(Q).

Remarque 3.4 Dans le lemme 3.3, la condition (3.1.8), donne

N(p—1)m
=——— <p.
N —m b

Corollaire 3.4 Soit f € L™(Q), 1 < m < p*. Si u, est une suite de solutions du pro-
bleme (3.1.1), alors il existe u € W&’mQ(Q), telle que u,, — u p.p. dans €2, a une sous-suite

pres.

Preuve. Soit u,, une suite de solutions du probléme (3.1.1), alors d’apreés le théoréme 3.3, u,
est bornée dans W, ™2 (Q) qui est réflexif, donc on peut extraire une sous-suite de u, (notée
encore u,), telle que u,, — u dans Wol’mQ(Q), et par conséquent u, — u dans L™2(QQ), grace
a l'injection compacte de W, "™(Q) dans L™2(Q). Maintenant il suffit d’utiliser la réciproque

partielle de Lebesgue pour avoir le résultat. m

Lemme 3.5 Soit f € L'(Q). Siu, € WyP(Q) est une solution du probléeme (3.1.1), alors il
eriste u € Wol’q(Q), avec q < py telle que Vu, — Vu p.p. dans Q, & une sous-suite pres.
De plus si f € L™(Q), avec 1 < m < p*, alors, u € W, ™ (Q).

Preuve. Soit u,, une suite de solutions du probléme (3.1.1), alors d’aprés le corollaire 3.2,

il existe u € W,9(Q) avec g < po, telle que u,, — u p.p. dans €, & une sous-suite prés. De
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plus si f € L™(Q), avec 1 < m < p*, alors, u € Wol’mQ(Q), d’aprés le corollaire 3.4.

Maintenant, pour démontrer le résultat, il suffit de montrer que pour 6 € (0, 2p) on a
G
lim ([a(x, Up, V) — a(x,u, Vu)|V(u, — u)) =0. (3.1.12)
n—oo
Q

Etape 1 En utilisant I'hypothése (2.0.1), la proposition 2.10 et 'inégalité de Holder avec

et L on obtient

les exposants 2, T

_qa
2(p—1)6

/ ([a(x, Up, V) — a(x, u, Vu)|V(u, — u))e

Ay
S/)xun,Vun U, /‘xuVU )‘

/ (|un|(p_1)9 + [V, | P17 4 |u| (P=1)0 1 |7y |P~V) ) (|Vun|6 - |Vu|9)
Ay

0(p—1 0(p—1 0(p—1 0(p—1
< B (HunHL(zpe(p—)l) + HvunHL(zpa(p—)l) + ||u||L(§';(p_)1) + ||VU||L(2pa<p—)1>>
(IVunl (20 + 1| Vuul[§20) | Ax]2

IN

< ClAgz.

Etape 2 Posons V; = {|u, — Ti.(u)| > 7}, alors par I'inégalité de Holder avec Iexposant
1/6 et 'étape 1, on obtient

/ ([a(x, Up, VUuy) — a(x, u, Vu)|V(u, — u))e

Ck

= / ([a(x, Un, V) — alx,u, VT (uw)]V(u, — Tk(u)))e

Q

= / <[a(x, U, Vuy) — a(z, u, VT3 (u)) VT (un — Tk(u))>9
%)
+/ ([a(m,un, Vu,) — a(z,u, VIi(w))|V(u, — Tk(u)))e

IN

9012 | [lal. s, V)  ale, 0, VL) VT, 0~ Tu(w) |+ CIV

0
D’une part, en prenant T;(u, — Ti(u)) comme une fonction teste dans (3.1.2) et en

utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

nh—glo a(x, up, Vun,)VTi(u, — Ti(u)) = /f Tj(u — Ty (u)) (3.1.13)

D’autre part, par la convergence en mesure de u, vers u, on obtient

Tim Vi = [{fu = Ti(u)| > j};
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et on a

n—00
Q Q

lim [ a(z,u, VI (w))VT;(u, — T(u)) = /a(x,u, VT (w)VTj(u — Ty (u)),

(3.1.14)
en effet, Tj(u, — Tp(u)) — Tj(u — Ti(u)) dans Wy (Q), puisque, Tj(u, — Th(u)) est
bornée dans LP(2) et converge vers Tj(u — T (u)) p.p. dans €.

En combinant (3.1.13) et (3.1.14), on obtient
nh_)n;O [a(z, up, Vuy,) — a(x,u, Vu)|V(u, —u) ’
Cr

< Q- /\f Ti(u = Ti(w)) — alw, u, VTi(uw))VT;(u = Ti(u))]

+C/{lu = Ti(u)| > 7}
Etape 3 En utilisant I'étape (1) et (2), on obtient
0
lim [a(z, up, Vuy,) — a(z,u, Vu)|V(u, — u)’
n—oo

n—oo

9
= hm/‘ (@, U, Vuy,) — (:U,u,Vu)]V(un—u)‘

+ lim /‘ a(x, uy, Vu,) — a(z,u, Vu)|V(u, — u)

n—oo
Ck

0
< Qe /lf Ti(u = Ti(w)) — alz, u, VTi(u))VT;(u — Ti(u))]

+C[{|u — Te(w)] > j}H= + C| A2
En faisant k& — 400, pour avoir (3.1.12). La réciproque partielle de Lebesgue permet

d’extraire d’une sous-suite prés, telle que
la(x, uy, Vuy,) — a(z, u, Vu)|V(u, —u) — 0 p.p. dans Q.

Maintenant, il suffit d’applique le lemme 2.2, pour avoir le résultat.

3.2 Solutions au sens des distributions

Théoréme 3.1 Soitp >2— 1 et fe LY(Q). Alors il eziste u € Wy'(Q) solution au sens

_ Np-1)

des distributions du probléme (LLN), pour tout q < ps T
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Démonstration. Soit u, € W, " () solution du probléme (3.1.1). Alors u,, est bornée dans
VVO1 4 pour tout ¢ < pp grace au lemme 3.1. Le corrollaire 3.2 et le lemme 3.5 impliquent
qu’il existe u € Wol’q(Q), telle que u,, — u p.p. dans Q et Vu, — Vu p.p. dans €, et
comme a(-,-,-) est de Carathéodory, alors a(z, u,, Vu,) — a(z,u, Vu) p.p. dans Q, a une
sous-suite pres.

Soit 7 = %3 > 1, en utilisant 'hypothése (2.0.1) et la proposition 2.10 , on obtient :

/\a(m,un,Vun)V < Br/(|un|p1+|Vun|pl>T
)

Q
< Brzr—l /‘un‘(pl)r+/’vun‘(p1)r
Q Q

< 8210l lluallhuoy + 1Vl
r q
S (25) |Q| ||un||W()1»q(Q) < 400

d’ott a(x,u,, Vu,) est bornée dans (L"(2))", donc le théoréme 1.2, implique que

a(x, up, Vu,) — a(z,u, Vu) dans (L"(Q))",

d’ou
lirf /a(x,un,Vun)Vw = /a(ac,u, Vu)Ve , V o € D(Q). (3.2.1)
n—-+0o0
0 0
Or f, — f dans L'(Q), alors

tm [fhe= [0, VeeD@ (3:2.2)
Q Q
En combinant (3.2.1) et (3.2.2), on obtient

/a(:c,u, Vu)Ve = /fﬁp : YV ¢ € D(Q).

Q Q
|

Théoréme 3.2 Soit f € L™(Q), avec m vérifiant (3.1.8). Alors il existe u € W, (Q)

N(p—1)m
N-—m

solution au sens des distributions du probléme (LLN), ot mqy =
Démonstration. Soit u,, € W,"(Q) solution du probléme (3.1.1). Alors u, est bornée dans
VVO1 ™2 grjce au lemme 3.3. Le corrollaire 3.4 et le lemme 3.5 impliquent qu’il existe u €
W()l’m2(Q), tels que u,, — u p.p. dans Q et Vu, — Vu p.p. dans Q, donc a(z,u,, Vu,) —

a(x,u, Vu) p.p. dans 2. Maintenant, on utilise la démonstration du théoréme 3.1 , pour

avoir le résultat. m
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3.2.1 Solutions entropiques

Proposition 3.6 Soit u € T'?(Q) une solution entropique du probléme (LLN). Alors

u € MP(Q) ot py = st,pjll).

Preuve. On prend ¢ = 0, dans (3.0.2), on obtient

/ (,u, Vu)VTi(u /f Ti(u YV k> 0. (3.2.3)

Q

D’une part, en utilisant I'hypothése (2.0.2) et I'inégalité de Sobolev, on obtient

/a(a:,u,Vu)VTk(u) = /a(x,u,Vu)VuXck

Q Q

a / [Vul"xe, (3.2.4)

Q

> o [ VR,

[rnw=r 1 (3.2.5)

Y]

D’autre part, on a

En combinant (3.2.4) et (3.2.5), onﬂobtient ’
/]VTk(u)]p < (WTL(Q)> k, Y k> 0. (3.2.6)
L’inégalité de Sobolevimplique que
/|T (”f”;l >k v k> 0. (3.2.7)

Soit 0 < h < 2k, alors par (3.2.7), on obtient

p*

h¥"

= /hp*< / lu
{lul>h} {lul>h}
< Jul””
{lu|<2k}
= /|U|p*'Xczk
Q

[ 1Tl

Q
21 £ =
L@ \ P =
S < aSP > ko

IN
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On prend h = k et on constate que p* — % = p1, on résult que

5 o
{]u] > kY| < (%) K YV k> 0. (3.2.8)

D’ott u € MP*(€2). m

Proposition 3.7 Soit u € T"P(Q) une solution entropique du probleme (LLN). Alors
. N@p-1)
(Vul € MP2(Q) ot py = =+

Preuve. On prend ¢ = 0, dans (3.0.2). Soit ¢ > 0, alors par (3.2.6), on obtient

ol <k, (vl =0) < [ s [V,
{lul<k , |Vu|>t} L
< /|VTk(u)|p (3.2.9)
Q
< (Hszl(Q)) k, VEk>O0.

En combinant (3.2.8) et (3.2.9), on obtient

1 k
{lul <k, [Vu] > t}] + [{Jul > k}| < (WTL“D) ky (

2/ fll 1

"k Yk
aSP ) ’

aSP

Posons C = max { ||f||21<m’ <2HfHL1<Q)>? }, alors
\Y% tH <C K L Vk>0
{IVul >t} <C {5+ 50 ) > 0.

En prenant k = tﬁ, on obtient

2C¢

tp2

H{|Vu| >t} < ., Vit>0.

Dot |Vu| € MP*(Q2). m

Théoréme 3.3 Soit f € L*(Q). Alors il existe u € T P(Q2) solution entropique du probléme
(LLN), tels que w € MP*(Q) et |Vu| € MP?(Q). De plus si f € L™(Q), m > 1, alors

we W (Q) oi py = BE=L, py = KD et my = M=,

Démonstration. Soit ¢ € W, 7 (Q)NL>(Q) et soit u,, € W,7(Q) une solution du probléme

3.1.1). On prend T} (u, —¢) comme une fonction test dans (3.1.2). Alors il existe u € Wl
¥ 0
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pour tout ¢ < pg, sim=1ouu € I/Vol’m2 sinon, telle que Vu, — Vu p.p. dans €2, grace au
lemme 3.5, et donc a(x, u,, Vu,) — a(z,u, Vu) p.p. dans €2, & une sous-suite prés, et pour

tout k>0 on a Ti(u, —¢) = Tp(u — @) p.p. dans €. Lemme de Fatou implique que

/a(:c, u, Vu)Ti(u — ) < lim inf/a(a:, Upy VU ) T (U — @) (3.2.10)

n—00
Q Q

le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, implique

lim [ fTi(u /f Ty (u — (3.2.11)

n—00

Q

En combinant (3.2.10) et (3.2.11), on obtient

/ (z,u, Vu)Tp(u — ¢ /kau—
Q

Maintenant, il suffit de montrer que u € T'2(Q), c’est-a-dire, Ty(u) € W, ?(Q), V k> 0.

On prend T} (u,) comme une fonction test dans (3.1.2). Alors I'hypothése (2.0.2) implique

a/ )VTk(un) !

Q

que

< K[| fllre (0
Comme Vu, — Vu p.p. dans €2, alors, en passant a la limite lorsque n — +o00, on obtient

p
o [197]" < bl l~im

Q

L’inégalité de Poincaré implique que Tp(u) € Wol’p(Q), V k > 0. Enfin, pour avoir le

résultat, il suffit d’utiliser les propositions 3.6 et 3.7 si m =1 et le lemme 3.3 sim > 1. m
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Chapitre 4

Problémes elliptiques a coercivité

dégénérée

Ce chapitre est consacré a I’étude d’un probléme associé a un opérateur elliptique a
coercivité dégénérée, c’est-a-dire, un opérateur qui ne vérifie pas ’hypothése (2.0.2). Pour

cela, on considére le probléme suivant :

—div(a(z,uw)|VuP"2Vu) = f dans Q,
u=0 sur 0f2,

(4.0.1)

ot Q est un ouvert régulier de RY (N > 2), 1 <p < Net f € L™(Q), avec m > 1 .
On suppose que a : 2 X R — R est une fonction de Carathéodory vérifiant, pour presque
partout x € €, et pour tout s € R

«

B <a(z,s) <P, (4.0.2)

ota,f>0et0<0<1.

En raison de 'hypothése (4.0.2), 'opérateur différentiel
A(v) = —div(a(x, v)|Vo|P~2Vv),

est bien défini de W, ”(€) dans son dual, mais il ne parvient pas a étre coercif si u est grand.
Ce fait pose une difficulté majeure dans le traitement du probléme (4.0.1) par la théorie
classique des opérateurs elliptiques ou ’hypothése de la coercivité (2.0.2) est cruciale. Pour
surmonter ce probléme, nous procéderons par approximation au moyen d’une troncature

dans a(z, s) pour obtenir un opérateur différentiel coercif sur Wy," ().
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Définition 4.1 Soit f € L"™(Q) m > 1. On dit que u € W, (Q) est une solution au sens

des distributions pour le probléme (4.0.1) si

/a(x,u)|Vu]p_2Vqu0 = /fgo, Vo eD(Q) . (4.0.3)
Q

0
Définition 4.2 Soit f € L'(Q). On dit que u € T'P(Q) est une solution entropique pour
le probléme (4.0.1), si pour tout o € Wy P(Q) N L¥(Q), on a

/a(x,u)|Vu|p_2VuVTk(u — ) < /ka(u —¢), YEk>0.
Q Q

Dans ce cas, les résultat d’existence et de régularité sont résumés dans le tableau suivant :

0<6<1 | m>2% ue WyP(Q) N L®(Q) solution faible

> <m< % u e Wy (Q) N L (Q) solution faible

Np
(1-0)(p—1)(N—p)+p

Np N 1,0 A
0<h<1 (176)(1771)%’1\,715”@ <m< (179)@71)?]\,710”1)2 u € Wy7?(Q) au sens des distributions
1 <m < max {1, (1_9)(p_i\;’(’N_ﬁ)+pﬁ u€ M%(Q), |Vu|l e M?%(Q) entropique
N _ (1=-6)(p—1)Nm _ (1-6)(p—1)Nm
oup—maX(l,p—l), el—w et eg—m

4.1 Approximation et estimations a priori

On considére le probléme :

—div(a(z, Tn(un))|Vu,[P~*Vu,) = f, dans Q,
u, =0 sur Of).

(4.1.1)

ot (f,) C W= (Q) N L=(Q) telle que f, — f dans L™(Q) m > 1, || fullzm) < ||f]lzm@)
et | fn] < |f| p-p- dans Q, on peut prendre f,, = T,,(f). Le probléme (4.1.1) est coercif pour
tout n € N, donc lexistence de solutions faible u, € Wy?(Q) N L®(Q) est assurée par le

théoréme 2.4 et 3.3.
Lemme 4.1 Soit 0 < 0 <1 et soit f € L™(Q2) avec m > N/p. On suppose que u,, est une

suite de solutions du probleme (4.1.1). Alors u, est bornée dans W,*(Q) N L>®(1).

Preuve. On définit, pour s € R, la fonction :

s

dt
H(s) = O/m (4.1.2)
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Pour k£ > 0. On prend v, = Gg(H (u,)) comme une fonction teste dans (4.1.1).

D’une part, I'hypothése (4.0.2) implique

[ ot Tuw) Vi 2V, 7, = / 0, T VP 0 9 1) X101

Q

- / |Vu,|P2Vu, Vu,

B (L4 T (un) o@D (1 + [uy])?
{1 H (un)|>k}

S / |Vun|p

N 1 + |un|
{IH( Un)\>k}

S / Vu, p

N I+ |un|
{[H (un)|>k}

par suite, on obtient
/ a2, Ty (1)) [Vt P2V 0, Vo, > / VG (H (). (4.1.3)

Q

D’autre part, on a

/fnvn = /fnGk(H(un)). (4.1.4)

En combinant (4.1.3) et (4.1.4), on obtient

o / VG (H ) < / FaG(H ()
Q Q

la remarque 2.1 implique I'existence d’une constante positive C, tel que
[ (un)[| o) < C
comme lim H(s)=— lim H(s) = +oo, on déduit que
S—+00 §——00

lual 2~y < C. (4.1.5)

Maintenant, on prend v, = u,, comme une fonction test dans (4.1.1), en combinant (4.0.2)

et (4.1.5), on obtient

o
W/Wuﬁ’ S /f“n < C[|fl1@)-
Q2 Q

D’ott Vu, est bornée dans LP(£2). L’inégalité de Poincaré implique que u,, est bornée dans

WyP(Q). w
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Lemme 4.2 Soit 0 < 0 <1 et soit f € L™(Q)) avec

N N
OG- D <" 10
Soit u,, une suite de solution du probleme (4.1.1). Alors u,, est bornée dans W, *(Q)N L% (Q)
ot 0, = 0= szf(pp;l)Nm
Preuve. On prend v, = [(1 + |u,|)? — 1]sign(u,), ¢ > 0, comme une fonction test
dans (4.1.1).

D’une part, en utilisant 'hypothése (4.0.2) et I'inégalité de Sobolev, on obtient

/ a(, T () [ Vun P2V, Vo, = g / o, To (1)) [Vt P20 Vi (1 + 1] )7

Q Q
> qa/|Vun|p (1 + |uy )7 170D
Q
q—1— 9(p 1) P
> qa/‘ (1 + |un|) Vu,,
Q
N 10D 4y P
> (193—141),,/‘ [(1+ Junl) -
! Q
L*
x p
oS 10D |y P
> e | [ =)
Q
posons
—1-06(p—1
1 U Y (4.1.7)
p
alors
L*
p
la+(1-0) (p=1))]p*
/ a(x, Ty ()| Vtn P2V, Vo, > C / [ i — . (4.1.8)
Q
D’autre part, la proposition 2.9, donne pour tout Q > 1
[t < 1110 fualy = 1]
Q Q .
< C [ Un 1 A 1 )
< @ [ifl-lmi+ 5o [ 11
Q Q
I'inégalité de Holder avec 'exposant m, implique
%
- 1
fron S QU fllm@) | [ lunl + Fllfllmm (4.1.9)
Q Q
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Soit ¢, > 1, posons
+ (1 — — 1)|p*
qm’ = g+ Qp)(p )lp = 0., (4.1.10)

c’est-a-dire, O—%gﬂ = 61, en combinant (4.1.8) , (4.1.9) et (4.1.10), on obtient
pm

P
p*

c / Wl | < / V(1 + g )70
Q

Q
1

m/ 1
QN llzme / il | |l
Q

IN

O—1
comme L > £ d’aprés (4.1.6), alors u, est bornée dans L% (). La derniére inégalité
implique que la suite |V, [P(1 + |u, )21 =%?~Y est bornée dans L'(€2). Comme g —1—6(p —
1) > 0 d’aprés (4.1.7), alors Vu, est bornée dans LP(2). L’inégalité de Poincaré implique

que u, est bornée dans W, (). w

Remarque 4.1 Dans le lemme 4.2, la condition (4.1.6) et 0 < 6 < 1, implique
(0~ 11— 6)Nm

p>0 = N —pm > 1,
et
_ DA =ONm-1) o
N —pm
Lemme 4.3 Soit 0 <0 <1 et soit f € L™(Q) avec
Np Np

<m<

= — . 4.1.11
=0 DN -5 e = A0 DV -+ 7 N
Soit u,, une suite de solutions du probleme( 4.1.1). Alors u, est bornée dans WOI’HQ(Q) ol
0y = (1-0)(p—1)Nm

27 N-[+0(p-Dm”

Preuve. Posons Ay = {|u,| > k} et By = {k < |u,| < k+ 1}. On prend v, = T1(Gx(uy))

comme une fonction test dans (4.1.1). D’une part, en utilisant I’hypothése (4.0.2), on obtient

/a(x,Tn(un))\Vun\pQVuann = /a(x,Tn(un))\Vun]p2VunVunXBk

Q
> a/ [V
= (1 + [Ty (un)|)f@D (4.1.12)
B

k

«
- p
By
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D’autre part, on a
[ens [1f11l < [11 (11.13)
Ay, Ay
En combinant (4.1.12) et (4.1.13), on obtient
/yvun\P< (2 + k)91 /|f\ (4.1.14)
By,
Soit A > 0, en utilisant (4.1.14), on obtient
/ Vu,[P *i/ |V, P
(1 + Jun|)* ) (14 |un|)*
Q By,
+o0 1
< Vu,|P
< Lem T
< —Z 2+ k)PP D1+ k) /m
< —Z (2+ k)" AZ/W
h=kp
SRS I SRl
h= oB
< CZ (3 + h)?@=Y) A+1/|f\
< 03 [ 1715 + o0
h=0p
En utilisant I'inégalité de Holder avec 1’exposant m, on obtient
[V, [P / —A1
— < 3+ |u, +
[ Gt < ¢ 16+ )
Q Q )
< Clfllemior | @+l 0202 (4115)
Q
i/
S Cl +C¢2 /|un|(1+9(p—1)—/\)m/
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Soit 1 < Ay < p, en utilisant I'inégalité de Sobolev et de Holder avec I'exposant 9%, on obtient

) IVl
Vu,|” by
[ ) (11.16)
J (14 fual) s

L’inégalité (4.1.16) est vraie pour tout A > 0, donc, on peut prendre A\ pour lequel

(1+0(p—1)—Nm = A

_—:0*
p_92 2

c’est-a-dire, Oy = %, en combinant (4.1.15) et (4.1.16), on obtient
oy
03 m/

2
/|un|93 < |C+Cy /’uneg Cs + /‘un‘eg

Q Q Q

p—09

on constate que £ > ]% + ”_sz, donc la suite u,, est bornée dans L% (). (4.1.16) implique
2
que la suite Vu, est bornée dans L% (). L’inégalité de Poincaré implique que u,, est bornée

dans W, "(Q). u

Remarque 4.2 Dans le lemme 4.3, la condition (4.1.11) et 0 <60 < 1, implique

(p—1(1—-0)Nm
N—-[1+6(p—1)]m

p—1<b,= <p.

Lemme 4.4 Soit u,, une suite de solution du probleme (4.1.1). Alors Ty(u,) est bornée dans

WyP() pour tout k > 0.

Preuve. On prend v, = Ty (u,) comme une fonction test dans (4.1.1). D’une part, on a

/ a(x, T, (uy)) ]Vun|p_2Vuann =

Q

a(x, T, (uy)) ]Vun|p_2VunVunXCk,

a(xaTn(un>)|vun|pXCk (4.1.17)

a(, Tn(un))[VTi (un)]",

Il
SE A g =Ly
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en utilisant ’hypothése (4.0.2), on obtient

v

p—2 VT (un) P
/G(JC,Tn(un))Wun\ Vun Vo 0‘/ (1 + [To () )0@—D
O ° (4.1.18)
> m/wTk(unﬂp-
0

D’autre part, on a

[ fuvn = [ 500w) < Wl (4.1.19)
Q 0
en combinant (4.1.18) et (4.1.19), on obtient

JIVEu)P < alt+ kKl < +ox.
Q

D’ou le résultat. m

Théoréme 4.1 Soit u,, une suite de solution du probléeme (4.1.1). On suppose que

(i) Ti(uy) est bornée dans Wy (Q), pour tout k > 0.

(ii) w, — u p.p. dans Q, o u € TP(Q).

(iii) il existe ry > 0 tels que u, est bornée dans M™(Q) et u € M™(2).

(iv) il existe ro > 1 et v > 0 tels que |Vu,|? est bornée dans L"(Q) et |Vu|? € L™(Q).

Alors, Vu, — Vu p.p. dans Q, & une sous-suite pres.

Démonstration. On définit les deux fonctions a, : @ x R x RY — RY par a,(z,s,§) =
a(z, Th(s))E[P26 et a: Q2 x R x RY — RY par a(x, s, &) = a(x, s)|£|P72, il est clair que a,
et a vérifiennent les hypothéses (2.0.1), (2.0.2) et (2.0.3). On définit aussi pour A € (0,1) et
k>0:

I(n) = [an (2, Up, VUuy,) — an(z, Uy, V)]V (u, — u) A,
Q

et
Li(n, k) = / ([an(x,un,Vun) — ap(, Uy, V)|V (U, — u)>/\,

Ag
et

L(n, k) = / ([an(ﬁ,un, Vu,) — an(z, Uy, V)|V (u, — u)>/\
Ck
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D’une part, en utilisant I'hypothése (4.0.2) et I'inégalité de Holder avec 'exposant p, on
obtient

Li(n k) < B’\/ [[Vun|(p_1)>‘|Vun])‘p+ |V, | P~V V| ¥+ | V| P02 Vg, |2
Ay

V]| Vul|

S 1 S
o’ p ?’
S N L N A Y W e N WA
k k k

k
1 1 1 17
o’ P ' P
n / V|- / V¥ | / V|- / vapr | |
k k k k

par suite, en prenant A\ = 2

A

,» et en utilisant l'inégalité de Holder avec 1'exposant ro, on
obtient

1 1
pl

1
o T p'ro T2
Link) < 8 / IV, / Va2 |+ / IV, / e
Q Q Q Q

1
p/

1 1

9 pToQ P'Tz PiQ
1
n /|vu|w /|vunw2 T /|vu|w /|vu|w A
Q Q Q Q
< O A .
De (iii), on obtient

lim limsup /;(n, k) = 0. (4.1.20)
k=400 notoo

D’autre part, on a : u = Ti(u) sur C}, donc

Ly(n, k) < I3(n, k) = / ([an(x,un,Vun) — ap (2, Uy, VT ()] V (u, — u))/\

On pose pour h >0 : Vj, = {|u, — Ti(uw)| > h} et V) = {|u, — Tx(u)| < h}.

On définit aussi :

Li(n,k, h) = / <[an(x,un,Vun) — ap(z, Uy, VT ()] V (u, — Tk(u))))\,

Vi

et

Is(n,k, h) = / <[an(x,un,Vun) — ap(z, Uy, VI (u)|V (up, — Tk(u))>A

U
Vi
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On utilise le méme raisonnement que dans (4.1.20), pour montrer que

lim lim limsup I4(n,k, h) = 0. (4.1.21)

h—+00 k—+00 55100

Puisque V(u,, — Ti(u)) = VT, (u, — Ti(u)) sur V), alors

(n,k,h) / an (T, Upy V) — an (T, Up, VI(w)) | VT (0, — Tk(u)))/\

En utilisant I'inégalité de Holder avec 1'exposant %, on obtient

Is(n, k,h) < Q' /[an(x,un,Vun) — ap (2, U, VT (0) | VTh(u, — Ti(u))

Maintenant, on définit :

Is(n,k,h) = /[an(x,un,Vun) — an (T, Uy, VT (0)|VTh(u, — Ti(w)),
0

et

bmhm:/@mewmvm%—ﬂ@»
Q
et

Iy(n,k,h) = /an(a:,un,VTk(u))VTh(un — Tk (u)).

L’intégrale dans Ig(n, k, h) est définie sur 'ensemble V), c’est-a-dire, le sous-ensemble ot
|un| < k + h, en utilisant 'hypothése (4.0.2), et la convergence presque par tout dans €2 de

U, vers u, on obtient
, N
(2, U, VT (u)) = a(z,u, VIi(u)) dans <Lp (Q))) :

maintenant, comme V7T},(u, — Ti(u)) — VTh(u — Tp(u)) dans (LP(Q))" d’apres (i) et (i),

on obtient

n—-+oo

lim Ig(n,k,h) = /a(x,u, VT (uw)VTh(u — Ti(u)) =0,
Q
en effet, VT, (u — Ti(u)) = 0 sur Aj.

D’abord, en prenant Tj(u, — Ti(u)) comme une fonction test dans (5.1.2), on obtient

hmhm_/ﬁm%—n@)
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Or f, — f dans L™(Q2), alors

n—-+o00

lim I;(n,k, h) :/fTh(u_Tk(u))v
Q

d’ou

lim lim I7(n,k,h) =0, (4.1.22)

k—+400 n—+00

en combinant (4.1.20), (4.1.21) et (4.1.22), on obtient

lim I(n)=0

n—-+00
d’ou
[ (T, Uy Vuy) — (2, U, VU)]V (U, —u) = 0 dans L'(Q).

En utilisant la réciproque partielle de Lebesgue, on obtient
[ (2, Un, Viy) — an (2, Up, V)]V (u, —u) — 0 p.p. dans L'(). (4.1.23)

Maintenant, on va vérifier que Vu,, — Vu p.p. dans ). Premiérement, on constate que la
suite Vu, est bornée p.p. dans 2. Par contradiction, il existe une sous-suite de Vu,, (notée

encore Vuy,), tel que

Vu, — Vu
- 1, —— * p.-d Q.
|\Vu, — Vu| > 1, |Vun—Vu|—>§ #0 p.p. dans
D’une part, en utilisant I'hypothése (2.0.3), on obtient
Vu,, — Vu Vu, — Vu
n) — Un(LH) Un, T~ .. v | n R vV v 2] Z Oa
(an(x,un,Vu ) — an(x, Up, Vu + Y, = Vu])) (Vu, — Vu Vu, = Vu|)
c¢’est-a-dire,
Vu,, — Vu Vu, — Vu
n\4t, Yn, n) — Wn\L, Un, Z 0. 4.1.24
(a (@, Up, Vuy) — an (2, uy, Vu + Y, —Vul)) SR ( )
D’autre part, on remarque que
Vu, — Vu Vu, — Vu
<an(I,Um Vu+ m) — (T, Un, VU)) m
Vu, — Vu Vu, — Vu
= <a'n(x7una Vu + m) — (T, Un, Vi) N — V|
+ (an(x, Up, V) — ap(z, upn, Vu)) \V;—:VZ\
< (an(z, Uupn, Vuy,) — an(z, up, Vu)) %

< (an(, upn, Vuy,) — an(z, Uy, Vu)) V(u, —u),
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en combinant (4.1.23) et (4.1.24), on obtient

Vu,, — Vu
|\Vu, — Vul

Vu, — Vu

= YR,
|Vu, — Vu|

(an(x, Up, VU + ) — an (T, Uy, Vu))

d’ou
[a(z,u, Vu+ &) — a(z, u, Vu)]§* = 0.

Cela contredit. Donc le théoréme 2.1 implique que Vu,(z) — & De (4.1.23), on obtient

[a(z, u(x), §) — alx, u(z), Vu())](§ — Vu(zr)) = 0.

Donc ¢ = Vu(z), d’out Vu,, — Vu p.p. dans 2. m

4.2 Solutions dans ’espace de Sobolev

Théoréme 4.2 Soient 0 < 0 < 1 et f € L™(Q) avec m > N/p. Alors il eriste u €
Wy (Q) N L®(Q) solution faible du probleme (4.0.1).

Démonstration. Soit u,, une suite de solutions du probléme (4.1.1), alors d’aprés le lemme
4.1 u, est bornée dans W, (Q) qui est réflexif, donc, il existe u € W, 7(Q) tel que u, — u
dans W, ”(Q), a une sous-suite prés. Comme Wy (Q) s’injecte dans LP(Q) compactement,
alors u,, — u dans LP(Q)). La réciproque partielle de Lebesgue implique que u,, — u p.p.
dans €. Puisque u, est bornée dans L*>°(2), la semi-continuité inférieure de || - ||r~(q)
implique que u € L*(Q). Or Vu, — Vu p.p. dans Q d’aprés le théoréme 4.1, alors
a(z, Tr(un))| VP 2Vu, — a(z,u)|Vu|P?Vu p.p. dans €2, & une sous-suite pres.

D’une part, en utilisant I'hypothése (4.0.2), on obtient

[ e e T I
Q

Q

< /Bpl/|vun|p
Q

< +o00.

Donc a(x, Ty, (uy))| Vi, [PV, est bornée dans L” (2), le théoréme 1.2 implique que

a(z, Ty (un)) |Vt P2V, — a(z,w)|Vu|P2Vu dans L7 (Q),
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c’est-a-dire ,

n—-+oo
Q Q

lim | a(x, T, (un))|Vu,[P?Vu, Ve = /a(x, u)|VulP*VuVy , Vo € WyP(Q).

(4.2.1)

D’autre part, on a

lim [ fop=[feo, VeeW?Q). (4.2.2)
[#=]

n—-+0o0o

en combinant (4.2.1) et (4.2.2), on obtient

/ o, w)|Vup 2 VuVyp = / fo,  Veewirq).
Q

Q

Théoréme 4.3 Soient 0 < 0 < 1 et f € L™(Q) avec m vérifiant (4.1.11). Alors il existe

w e WyP(Q) N L9(Q) solution faible du probleme (4.0.1), ot 6, = %.

Démonstration. On utilise méme technique de celle de démonstration du théoréme 4.2. m

Théoréme 4.4 Soient 0 < 0 < 1 et f € L™(QQ) avec m vérifiant (4.1.6). Alors il existe

u € Wy (Q) solution au sens des distributions du probleme (4.0.1).

Démonstration. D’une part, on utilise la démonstration du théoréme 4.2 pour montrer

qu'il existe u € W% (Q), tel que u, — u et a(z, T, (u,))|Vu, P2V, — a(z,u)|VulP~2Vu

02

p.p. dans €2, & une sous-suite prés. D’autre part, en posant r = o> 1 et en utilisant

I’hypothése (4.0.2), on obtient

/‘a(‘raTn(un))IVUn‘p2vun’T < 5r/|vun’(p1)T
Q

Q

< BT/|Vun’62
Q

< +o00.

Donc a(z, Ty, (u,))|Vu,[P~2Vu, est bornée dans L"(Q), le théoréme 1.2 implique que
a(z, T (un))|Vun[P~2Vu, = a(z,u)|VulP2Vu dans L"(Q), c’est-a-dire,

lim | a(x, T, (un)) |V, P2 Vu, Ve = /a(a:,u)]VuV’_QVchp ,  VeeD(Q). (4.2.3)

n—+4o00
Q Q
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Par ailleur, on a

n—-+400

lim /fn¢: /fgo YV ¢ € D(Q). (4.2.4)
Q
En combinant (4.2.1) et (4.2.2), on obtient

/a z,u)|VulP?VuVp = /fap : vV ¢ € D(Q).
Q

4.3 Solutions entropiques
Proposition 4.5 Soient a,b € R et p > 1. Alors
Pl (a = b) + [b” < |al”.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finies sur la fonction = — |z|P.

Lemme 4.6 Soit (v,) une suite des fonctions mesurables et (u,) une suite des fonctions
telles que v, — v dans WyP(Q), u, —u p.p. dans Q. Alors

/a(a:,u)|Vv[p < liminf/a(q:,Tn(un))|an|p.

n—-—+
Q Q

Preuve. En utilisant la proposition 4.5 , on obtient

p/a(x,Tn(un))|Vv|p_1V(vn—v) —I—/a(x,Tn(un)ﬂVv]p < /a(I,Tn(un))|V1}n[7’

Q Q Q

Comme a(-, -) est bornée et de Carathéodory, donc par les hypothéses sur u,, et v,, on obtient

/a(z7Tn(un))|VU|p_1V(vn —v) =0,

Q

et

/a(m,Tn(un))|V1}|p—> /a(x,u)|VU|p.
Q Q
D’ou le résultat. m
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Lemme 4.7 Soit u € M*(Q2), s> 0. Supposons qu’il existe r > 0 tel que

/|Tk(un)|p < ck” , Y k> k‘o,

ot ko > 0. Alors |Vu| € M7 ().

Preuve. Soit A\, k > 0, alors

{Val > A} = {IVul > AJul < K} + 1{Val > A, Jul > £
< H{I9ul > A\ lul < K+ {]ul > )]
1 C1
< = [ |IVTw)P + 2
< 5 [ Ivn@r
Q
D N L

cette inégalité est vraie pour tout k£ > 0, donc elle reste vraie pour k = AT%, en posant
¢y = max(c, ¢1), on obtient

{|Vu] > A} < T

r+s

D’otl le résultat. m

Lemme 4.8 Soit 0 < 0 < 1 et soit f € L™(R2), avec m satisfisant

Np
t<m < ms (1 g7, a0

supposons que u € THP(Q), tel que

T
/(1LTU| oD = /Ifl T (u)] Y k> 0. (4.3.2)
Q

Alors w € M%(Q) et |Vu| € M%(Q).

Preuve. En appliquant l'inégalité de Holder avec 'exposant m dans l'inégalité (4.3.2), on

obtient

Ti(u) P o "
/ (1 4|_ ﬁi‘))ey(pl) < | fllLme /|Tk(u)| ; vV Ek>0. (4.3.3)
Q Q

On déstingue trois cas possibles : m > p*, 1 <m < p* et m=1.
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Sim > p¥, alors m’ < p*, donc il existe p < p tel que p* = m’.
D’une part, en utilisant 'inégalité de Sobolev et de Holder avec I'exposant %, on obtient

L
¥

/ Ty (u < [Ivnwr

Q
= [ TR )

e p—p
VTP " / o\
< 1 T p—p
< | [ty ) | fosmon
Q p Q p—p
m’ o pO(p—1) ’
< of [1vna) Jarmp==)
Q Q
par suite, on obtient
/ " / o pO(p—1) "
[ivner | <cf fivnwr ) | fosmen®= ) asg
Q Q Q
On suppose que
9(p—1
Po=1) (4.3.5)
b—p
Donc pour tout £ > 1, on a
pO(p—1) PO (p— m
Jar mn™= o= [ m (13.6)
Q Q
En combinant (4.3.4) (4.3.6), on obtient
p*} P—p
/ " 9(17 1) (p—p)m’ p 99(17 1) "
/|VTk(u)|m < Ck=» / 1 + |Tk p=p s
Q
par suite, on obtient
L}_u
’ . " 8(p—1) _(p—p)m’
/|VTk(u)|m <Ck » LI (4.3.7)

comme |Tj(u)| = k sur Ay, alors

p—1_ (p—p)m’ p)m p—1 P P 0(p—1) (p—p)m’

k» |Ak‘PM’ o < Ck™» b
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d’ou |Ay| < Ck~%. Donc u € M ().
D’autre part, en utilisant (4.3.7), on obtient

1
o

6(p—1)N(m—1)+Np—pm+(1—p)Nm

SR AP
Q

en combinant (4.3.3) et (4.3.7), on obtient

1

m!

/yVTk(u)!” < C(1+ k)= /WTk(“)’m/ (4.3.8)

O(p—1)(N—p)m+Np—pm+(1—p)Nm

< Ck N—pm ,
posons r = e(p_1)(N_p)m;i\[£;pm+(l_pwm, on constate que T’fél = 0y, donc, le lemme 4.7
implique que |Vu| € M%(Q).
Maintenant, on étudie le cas ot 1 < m < p*’.
D’une part, puisque m’ > p*, on peut écrire
L L
Jmr | = [ mr o
0 0 A (4.3.9)
< W | [

Q

En combinant (4.3.8), (4.3.9) et en utilisant 'inégalité de Sobolev, on obtient

P
%

v < / VTP
Q

s\ [ mw

1
< 1+ k)b /|Tk(u)|m/
Q

%

< e rpo i | [
Q
par suite, on obtient
-4

p* < C(l _’_k)l—i—@(p—l)—:T*,7

[ 1w
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comme |Tj(u)| = k sur Ay, alors

kP 5 | Ay < C(1 4 k)05

Ay

puisque £ — L = L=9E=D alors pour tout k > 1, on a: [A| < Ok, ot u € MO (Q).

m 61

D’autre part, en combinant (4.3.3), (4.3.9) et en utilisant I'inégalité de Sobolev, on obtient

[Vt < casre i | [
Q

< c(l—i—k)”e(p_l)_% /|VTk(u)|p ’

si k > 1, on revient & (4.3.8), d’ot1 |Vu| € M.

Finalement, si m = 1. D’une part, de (4.3.2), on déduire que pour tout &k > 1, on a

/ VT (u)|P < ck! w1 (4.3.10)
Q

en utilisant 'inégalité de Sobolev, on obtient

P
pF

F < / Tl | < ek,
Q

kP| Ay

donc pour tout k > 1, on a: |Ay| < Ck™%, d’out u € M (Q).
D’autre part, on constate que

|Vu\ e M. u

—1+9(1I)7ﬁ11)+61 = 0, donc, de (4.3.10), le lemme 4.7 implique que

Lemme 4.9 Soit (u,) une suite des fonctions mesurables telle que Ty (u,) est bornée dans

Wy (Q) pour tout k > 0. Alors il existe u € T P(Q) tel que
Ti(un) = Ti(u) dans WyP(Q), u, — u p.p. dans €,

G une sous-suite pres.

Preuve. On va montrer que u,, — u en mesure. D’abord, on vérifie que pour t,e > 0, on a

{lun = um| >t} C {Jun| > K} U {Jum| > £} U{|Th(un) = Ti(um)| > 1},
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D’ou
{lun = um| > ¢} < Klun| > K} + [{lum| > £} + [{|Te(un) = Ti(um)| > £},
pour k plus grand, on obtient
H{lun| >k} <e et [{|un| >k} <e.
On peut supposer que la suite Ty (u,,) est de Cauchy dans L9(2) pour tout ¢ < p*. Alors

{1 T (un) — T(um)| >t} < t_q/ T (un) — Te(um)|* < e, VY mn,m>ng(k,t).
Q
D’ou
H{lun — um| >t} <,
ce résultat implique que u, est de Cauchy en mesure dans 2. D’o1, il existe une fonction

mesurable u tel que u, — u en mesure. Alors u, — u p.p. dans €, et donc Ty (u,) — Ti(u)

dans W, 7(Q).

Théoréme 4.5 Soit f € L™(Q), avec m satisfisant (4.5.1). Alors il existe u € T P(Q)

solution entropique du probléme (4.0.1), telle que

ue M(Q) et |Vul € M2(Q), ou 6 = “9)“’# et 0y = =@ DNm [‘jﬁg(pﬂm

Démonstration. Soit u, une suite de solution du probléme (4.1.1), alors le lemme 4.4
implique que Ty (u,) est bornée dans W, (Q), pour tout k > 0, donc le lemme (4.9) assure
Pexistence de u € T'7(Q) tel que u, — u p.p. dans Q et Ty(u,) — Ti(u) dans W, (Q), a
une sous-suite prés. En prenant T (u,) comme une fonction teste dans (4.1.1) et en utili-

sant (4.1.17), on obtient

[ el TV Tt / FuTe(un).

Q

En appliquant le théoréme 4.6, on obtient

JECO / FT(w)

Q

[ T~ [
Q
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le lemme 4.8 implique que u € M (Q) et |Vu| € M%(Q).

Maintenant, on va montrer que w est une solution entropique pour le probléme (4.0.1).
Soit € WyP(Q) N L*(Q). On prend Ty(u, — ¢) (k > 0) comme une fonction teste
dans (4.1.1).

D’une part, on a

/ 0, To (1)) [Vt P2V 0, VT (1, — ) — / a(, To (1)) |Vt P2V 1 Vi,
Q {lun—epl<k}
- / a2, To(tn)) [ Vun|P Vi Vg
{lun—p|<k}
= / a(z, T, (un)) | Vu, [P
{lun—¢p|<k}
_ / o, To ()| Vit P2V, Vip,
{lun—e|<k}
Le fait que la deuxiéme intégrale est définit sur un sous-ensemble ot |u,| < k + ||| o) =

M, on peut l'écrire (n > M) comme

a(x, Tar (un)) |V Lo (1) P2V Lo (1) Vep.
{lun—ep|<k}

Comme Vu, — Vu p.p. dans 2 d’aprés le théoréme 4.1, alors
a(x, Tar(un)) VT (un) P2V s () — alz, Tog(u)) |V Tar (w) P2V Ty (u)  p.p. dans €,
et puisque |a(z, T, (un))|Vun|P~2Vu,| est bornée dans L¥' (), alors

a(x, Tar(un)) [V Tar (un) P2V Tar () — a(z, Tog(w)) VT (w) P2V Tas(u)  dans (Lp/(Q)),,

d’ou,
lirf / a(x, Ty (u,)) |V, [P*Vu, Ve = / a(z,u)|VulP>VuVTe. (4.3.11)
n—-—+0o0
{lun—pl<k} {lun—p|<k}

En utilisant le lemme 4.6, on obtient

/ a(z, w)|Vul? < liminf / o, To ()| Vin (4.3.12)

n——+o00
{lun—e|<k} {lun—pl<k}

D’autre part, on a

n—-+o00

lim /fnTk(un —p) = /ka(u — ) (4.3.13)
Q Q
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En combinant (4.3.12), (4.3.11) et (4.3.13), on obtient

/ a(z,u)|VulP>VuV Ty (u — ¢ /ka u—
Q

D’ou le résultat. m
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Chapitre 5

Problémes elliptques a terme d’ordre

inférieur

L’objectif de ce chapitre est I'étude des effets de la presence du terme d’ordre inférieur
sur de la régularité¢ de solutions d’un probléme non linéaire de type elliptique dans deux
cas; le cas d'un operateur coercif et le cas d’un operateur a coercivité dégénérée, afin de

comparer les résultats. Dans la suite 2 sera un ouvert régulier de RY (N >2)et 1 <p < N.

5.1 Cas d’un probléme coercif

Dans cette section, on va étudier le probléme :

—div(a(z,u, Vu)) + |u|?™'u = f dans Q,
u=0 sur 0f2,

(5.1.1)

ot a: QxR xRY — RY est une fonction de Carathéodory vérifiant les hypothéses (2.0.1),
(2.0.2) et (2.0.3),f € L™(Q) (m > 1) et ¢ > 1. Dans ce cas, on obtient quelques résultats

d’existence et de régularité résumés par le tableau suivant :

fel! () lueW'(Q), r< 11, solustion au sens des distributions
) u e WyP(Q)

92 53 . N

feLm™Q) solustion au sens des distributions

1,r
m > 1 L cge 1 ue Wy (Q), r<E-

= ma . _— .

solustion au sens des distributions
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Nous allons procéder par approximation. On considére le probléme suivant :

—div(a(z, upn, Vu,)) + [T ()| T (un) = f, dans Q
U, =0 sur 0

(5.1.2)

ol (f,) C W= (Q) N L=(Q) telle que f, — f dans L™(Q) m > 1, || fullzmg) < || f]lzm@)
et |f.| < |f| pp dans Q (on peut prendre f, = T,,(f)). L’existence de solution u,, € W,7(Q),

pour tout n est assurée par le théoréme 2.4.

Lemme 5.1 Soit f € L™(Q), m > 1. Supposons que wu, est une suite de solution du

Q/ T, ()™ < / .

Preuve. Si m > 1, en prenant |7}, (u,)|?™ ) sign(u,) comme une fonction test dans (5.1.2)

probleme (5.1.2). Alors

et en utilisant 'inégalité de Holder avec 'exposant m, on obtient

/ 1, )™ < / 1T < | [ 1 E JCl
Q Q

Tk(un)

Maintenant, si m = 1, en prenant , k>0, comme une fonction test dans (5.1.2),

/|T T, <Q/|f\

En faisant k tend vers 0 et en utilisant le lemme de Fatou, on obtient le résultat. m

on obtient

Lemme 5.2 Soit f € L™(Q2), m > 1. Supposons que u,, une suilte de solution du probléme

(5.1.2). Alors

(1) Sim>1 et q> —, alors T,(u,) est bornée dans Wy (Q).

1)

pgm
1+gm”’

(2) Sim>1 et q< —5, alors T,(u,) est bornée dans Wy (Q), pour tout r <

17

(3) Sim =1, alors T,(uy) est bornée dans W, (Q), pour tout r < T

Preuve. D’une part, si m > 1 et ¢ > ——, en prenant T),(u,) comme une fonction test

17

dans (5.1.2) et en utilisant le lemme 5.1 , lhypothése (2.0.2) et 'inégalité de Holder avec
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I’exposant gm, on obtient

a/ VT, (u,)|”

Q Q

AN
—
=
PR
S
N

qm (qm)’

/ [

W
/mqm 7

On a VT, (u,) est bornée dans LP(2), si (gm) = < m, ie. ¢ > —. L'inégalité de

qml—

IA
—
PR
[~
g

3

VAN
—
=

3

Poincaré implique que T}, (u,) est bornée dans W, (Q).
D’autre part, sim > 1 et ¢ < —1=, en prenant [(1+4 [T, (u,)|)P* "D~ — 1]sign(u,), A <
’%, comme une fonction teste dans (5.1.2)7 on obtient

VT ()" [
Q/ A+ D) P = Q/ 1+p(1—N]a ¢ (5.1.3)

D’abord, soit r < p. En utilisant (5.1.3) et I'inégalité de Hélder avec 'exposant £, on obtient

o [ 9Bl = [
Q Q

= / AEL L p ((1 + ITn(un)D“;*3’”)17C

(1 [T ) 70

(1—XN)pr

< (04 T ) "

On déduire que VT, (u,) est bornée dans L"(2) si (1;# < gm, ie. q < —, c’est-a-dire,
A>1— =0 gone p < 2O
- pr I+gm*

Par ailleurs, m = 1, on prend [(1 4 |T},(uy,)|)PP~D71 — 1] sign(u,), A < %, comme
une fonction test dans (5.1.2). Soit r < p, en utilisant (5.1.3) et I'inégalité de Holder avec

Iexposant 2, on obtient

a/|VTn(un)|T <C (<1+ |Tn(un)|)W)1_;.

On déduire que VT, (u,) est bornée dans L"(Q) si % < ¢, Cest-a-dire, A > 1 — &=,

pr

pgq
donc r < i1 ™
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Corollaire 5.3 Soit f € L™(Q), m > 1. Supposons que u,, est une suite de solution du

probleme (5.1.2), alors il existe u € W, (Q) 7 < lzf;;, telle que T, (u,) — u p.p. dans €,

a une sous-suite pres. De plus sim > 1 el q > ﬁ, alors u € Wol’p(Q).

Preuve. Soient r < £ et f € L™(), m = 1. Soit u, une suite de solution du
probléme (5.1.2), alors d’aprés le lemme 5.2, u,, est bornée dans WOI’T(Q) qui est réflexif,
donc on peut extraire une sous-suite de u, (notée la méme), telle que u,, — u dans W, " (Q),
comme W, () s’injecte compactement dans L (), alors u, — u dans L" (). La réciproque

partielle de Lebesgue implique le résultat. De plussim > 1 et ¢ > ﬁ, alors u € Wol’p(Q).

Théoréme 5.1 Soit f € L™(Q2), m > 1. Alors

(1) Sim>1 et q> =1, alors il eviste u € Wy (Q) solution au sens des distributions

pour le probléme (5.1.1).

(2) Sisim>1 et q< L5, alors il existe u € Wy (Q) solution au sens des distributions

pour le probléme (5.1.1), pour tout r < %.
(3) Sim =1, alors il existe u € Wy (Q) solution au sens des distributions pour le probleme

(5.1.1), pour tout r < £L.

Démonstration. Soit u, une suite de solution pour le probléme (5.1.2), alors le corrolaire
5.3 implique que 7T, (u,) — w p.p. dans €, & une sous-suite prés, ou u € WOI’T(Q) r< %.

De plussim >1 et ¢ > ﬁ, alors u € Wol’p(Q). On remarque que u,, vérifiant
—div(a(z, uy, Vuy,)) = gn,

ol gn = fr — |Tn(un)|9 Ty (uy,). Puisque g, € L¥(Q) pour tout n € N, donc le lemme 3.5
implique que Vu,, — Vu p.p. dans Q. En utilisant la démonstration du théoréme 3.3, on

obtient
lim /a(x,un,Vun)Vgo = /a(x,u,Vu)Vgp ; Vo € D(Q) (5.1.4)

n—-+o0o
Q Q

D’autre part, soit ¢ > 0, en prenant sign(7,(un))X {7, (un) >}, t > 0, comme une fonction

test dans (5.1.2), on obtient

LTSI (5.1.5)

{ITn (un)|>t} {IT (un)|>t}
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Maintenant, soit F C €2 mesurable, en utilisant (5.1.5), on obtient

/ T, ()| < 19| + / T ()| < )] + / £l
E

En{|Tn (un)|>t} {ITn(un)|>t}

Lemme 5.1 implique que T},(u,) est bornée dans M9™(Q). Par ailleur f € L*(2), donc pour

/ |fl <e.

{ITn (un)|>te }

tout € > 0, il existe t. > 0, tel que

D’ou

/ T (un)|? < 9|E] + <,
E

par suite, on obtient

|E|—+o0

lim /|Tn(un)|q <c, Veso
E

En faisant ¢ tend vers 0, on obtient

|E|—+o00

lim /|Tn(un)|q —0, VneN
E
Théoréme de Vitali implique que [T, (u,)|9 ' Ty (uy,) — |u|7'u dans L(Q), c’est-a-dire

n—-+00

lim /]Tn(un)]qlTn(un)go - / lu|"tup , V¥ o€ D). (5.1.6)
) 0
Or f, — f dans L™(Q), alors
im [ o= [fo. VeeD@, (5.1.7)
Q Q

En combinant (5.1.4), (5.1.6) et (5.1.7), on obtient

/a(x,u,Vu)Vgo + / lu| T tup = /fga ., YeeD).

Q Q Q

D’otl le résultat. m
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5.2 Cas d’un probléme & coercivité dégénérée

Dans cette section, on va étudier le probléme :

—div(a(z,u)|VuP72Vu) + [u|7'u = f dans €,
u=0 sur 0f,

(5.2.1)

ou felL™Q) (m>1),qg>0et a: QxR — R est une fonction de Carathéodory

vérifiant, pour presque partout x € () et pour tout s € R

m < a(x,s) < 5, (522)

o a,3>0et 6>0.

Dans ce cas, on obtient quelques résultats d’existence et de la régularité résumés par le

tableau suivant :

> S we W@ N LAQ), 1<
fe L) solustion au sens des distributions
E —_— p -~
0<q< (1p+_9ﬁ)1? lu|? € LYQ) et |Vu| € MO(Q)

solution entropique

g > 40 w e WP (Q) N LI (Q)

solustion au sens des distributions

ferm() | W2 g0 1y c WETN(Q) N LM(Q), 1< mb

pm—p m—1
m > 1 solustion au sens des distributions
(1+0)p 1 7l
0<g< =% lul®™ e L'(Q2) et |Vu| € M™()

solution entropique

N0 — _pg s
on ¢=_H5 et p=max(l,p—1).
On veut utiliser 'approximation pour montrer l'existence des solutions aux sens des

distributions pour le probléme (5.2.1). Pour cela, on considére le probléme :

—div(a(z, Tn(un))|Vua[P72Vu,) + |u,|* tu, = f, dans €,
u, =0 sur 01,

(5.2.3)

ot (f,) C W= (Q) N L=(Q) telle que f, — f dans L™(Q) m > 1, || fullzm) < || f]lzm@)
et |fn| < |f| p.p. dans Q (on peut prendre f, = T,(f)).
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Lemme 5.4 Soit f € L™(), m > 1. Alors le probleme (5.2.3) admet une solution u, €

Wy (Q) tel que
/|un|qm g/yfym, (5.2.4)
Q Q

et la solution u, vérifiant

/ 0, To (1)) |Vt P2V 0 Vi + / [T i — / foo . Yo WIPQ) N IoQ).
Q

! ’ (5.2.5)

Preuve. On considére le probléme :

—div(a(z, Ty, (un, )|V, [PV, ) + Te(|tn, |9 un, ) = fn dans Q,
Up, =0 sur O

(5.2.6)

L’opérateur v, — — div(a(z, T, (vn,))|Von, [P72Vun,) + Ti(|vn, |* v, ) satisfait I'hypothése

du théoréme 2.4, d’oi1, le probléme (5.2.6) admet une solution wu,, € Wy (), tel que

/ a(x, Ty (tn, )| Vttn, P2V, Vi + / Tt |9 e, ) = / fo Vo eWP(Q),
Q

’ ’ (5.2.7)

En prenant u,, comme une fonction test dans (5.2.7) et en utilisant I’hypothése (5.2.2), on

c / V[P < O, / |-
Q (9]

En utilisant I'inégalité de Holder avec 'exposant p et de Poincaré, on obtient

obtient

/ | < C / i P
Q Q
< o /\vunk|p ,
Q

et donc

/\vunmgcg, Y k>0
Q

Par suite, il existe u, € Wy (), tel que

Un, — u dans WyP(Q) et wu, — u p.p.dans Q. (5.2.8)
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Maintenant, en prenant u,, — u, comme une fonction test dans (5.2.7), on obtient

/ (@, T (ttn, )|Vt [P~ Vi, ¥ (thn, — )

Q
+/Tk(|unk|q 1u”k) unk - /fn Uny, — n .

Q

Par suite, on obtient

/ (2, To (i )|Vt P2ty — [Vt P2V 0]V (11, — 1)
Q

- /fn(unk —u,) — /Tk(lunqu‘lunk)(unk — Un) (5.2.9)

Q
—l—/a(:c,Tn(unk))]Vun\pQVunV(unk — Up).

Q

D’une part, en utilisant (5.2.8), on obtient

/fn Up,, — Up) — 0 lorsque k — +oo. (5.2.10)

D’autre part, en utilisant [3], on obtient

Tl w) < [ 16

{luny [>t} {luny [>t}
D’otu, pour tout ensemble £ C () mesurable, on obtient
ST, [ )] < 9| E] + / | T ([t " )|
g EN{[un, |>t}
< g+ [ 15
{luny [>t}

Puisque f € L'(Q2), donc pour tout € > 0, il existe ¢, > 0, tel que

[fnl < e

{luny [>te}

En faisant ¢, |E| — 0 et en utilisant le lemme de Vitali, on obtient
T (|t |7 ) = un]? 'u, dans L'(9), (5.2.11)
en utilisant (5.2.8), on obtient

/Tk(!unqu‘lunk)(unk — up) = 0, (5.2.12)
Q
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et
Tt | M) = |t |9y, dans LP(Q) lorsque k — +oo0. (5.2.13)

Par ailleurs, soit £ C €2 un ensemble mesurable, on a

/ a(x, Ty (un, )|V, P2V, "o lorsque |E| — 0.

E

En constatant que a(z, T, (up, ))|Vua|P2Vu, = a(z, Ty (u,))|Vua|P"?Vu, p.p. dans

lorsque £ — +o00 et en utilisant le théoréme de Vitali, on obtient, lorsque & — 400
a(z, Ty (un, )| Vun P72V, — a(z, Ty (un, )|V [P~2Vu, dans L7 (Q). (5.2.14)
En utilisant (5.2.8), on obtient

/a(av,Tn(unk))]VunV”QVunV(un,c — uy,) — 0. (5.2.15)
0

En combinant (5.2.9), (5.2.10), (5.2.12) et (5.2.15), on obtient

/a(a:, T (U N[Vt P2V ty, — [V [P 72V, |V (u,, — u,) — 0 lorsque k — +oo.
0

L’hypothése (5.2.2) implique que

/(|Vunk|p2Vunk — [V, [P2Vu, )V (U, — tp) — 0 lorsque k — +o0.
0

On utilise le fait que Vn, & € RY

=g,
(InlP=>n — 1[P2€)(n — €) > (Inl +1€]) "7 (5.2.16)
(§)p|77—f\pa sip > 2,

par conséquence, Vu,, — Vu, dans LP(2). D’ou
Vu,, — Vu, p.p.dans Q lorsque k — +oo0.

Maintenant, on va montrer 1’équation (5.2.5) par un passage a la limite dans (5.2.7)
lorsque k& — +o0.

Soit £ C €2 un ensemble mesurable, on a

/ a(, To(un))) |V, -2V, | — 0 lorsque [E| =0, ¥ & > 0.

E
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En constatant que a(z, T),(u,, )| Vg, [P 2Vu,, — a(z, Ty(u,))|Vu,[P"*Vu, p.p.dans Q

lorsque £ — 0 et en utilisant le théoréme de Vitali, on obtient, lorsque k — 400

a(z, Ty (un, )| Vun P72V, — a(z, Ty (un, )| VP2 Vu, dans L (). (5.2.17)
c¢’est-a-dire, pour kK — +00, on obtient

a(z, Ty (tn, )| Viun P72V, — a(z, Ty(un, )| Vi, P2V, dans LP'(Q). (5.2.18)

En combinant (5.2.13) et (5.2.18), on obtient le résultat.

D’abord, on peut montrer (5.2.4), donc, on considére les cas m > 1 et m = 1.

Cas m > 1. En prenant |u,|7"™ Y sign(u,) comme une fonction test dans (5.2.5) et en uti-

lisant I'inégalité de Holder avec 'exposant m, on obtient

1
/ g™ < / ] g1 < / T / g
Q Q Q Q

Ty (un)
k

1
m

, k>0, comme une fonction test dans (5.2.5), on obtient

o1 (wn)
Q/wnr 1y, 2k sﬂ/m.

En faisant k tend vers 0 et en utilisant le lemme de Fatou, on obtient le résultat.

Cas m = 1. En prenant

Théoréme 5.2 Soit f € L'(Q). Alors

(1) Sig> H_g , alors le probleme (5.2.1) admet une solution u € W, (Q)NLY(Q), (r < 6)

au sens des distributions.

(2) Si0<qg< (1+9ﬁ , alors le probléme (5.2.1) admet une solution entropique u, tel que
ulf € LY(Q) et |Vu| € MP(Q).

Démonstration. La démonstration procédé par deux étapes.

Etape 1. siq> & ;) ,s0it A > 0, en prenant [(1+|u,|)'~*—1] sign(u,) comme une fonction

test dans (5.2.3) et en utilisant I'hypothése (5.2.2), on obtient

/ Vun? [l
A+ w7 = (A= 1)a

—C. (5.2.19)
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Soit 7 € (p — 1, p), en utilisant (5.2.19) et I'inégalité de Hélder avec I'exposant 2, on

vl = [ G
J

14 Ju, )7
0

|Vun|p 0+X) ==
/(1+ [ | ) OHVE (1 + [un]) V7=
Q n

1—

< of farmhevE)
Q

obtient

1—T
P

hSAb

T3

le lemme 5.4 implique que Vu,, est bornée dans L"(2), si

r . pq
0+ A < €. < ——< 0.

Par suite, en utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient que wu, est bornée dans
Wy (Q), donc il existe u € W, (Q), tel que u, — u p.p. dans €, & une sous-suite

prés. on remarque que u, vérifiant
—div(a(x, T, (u,)) |V, P2 Vu,) = gn,

ol g, = frn—Tn(Jun|? tuy,). Puisque g, € L>(Q) pour tout n € Net g, — f— |u|7'u
dans L'(Q), donc le théoréme 4.1 implique que Vu,, — Vu p.p. dans €. Puisque

|V, [P~2Vu, est bornée dans L#—1(€2), on obtient
IV, P2V, — |[VulP?Vu dans L1 (Q).
Le théoréme de Vitali implique
a(z, Ty(un)) — a(z,u) dans LF1(Q).

D’ou

a(x, T, (un)) |V, P2 Vu, Vo — a(z,u)|VuP>Vu dans L'(Q). (5.2.20)
Maintenant, en utilisant la démonstration du théoréme 5.1, on obtient

|t |9 My, — |u|?” ' dans LY(Q). (5.2.21)

En rappelant que f, — f dans L'(Q) et en combinant (5.2.20) et (5.2.21), on

obtient le résultat.
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Etape 2. si ¢ < [lz)ti;ﬁ, en prenant Ty(u,) comme une fonction teste dans (5.2.3) et en

utilisant ’hypothése (5.2.2), on obtient

/|VTk(un)|p < ém + k). (5.2.22)

Donc le lemme (4.9) implique Uexistence d’une fonction u € T?(Q), tel que & une

sous-suite prés, on a
U, —u p.p.dans Q et Ty(u,) — Tp(u) dans W,P(Q), Vk>0. (52.23)

En utilisant la semi-continuité inférieure de || - || zq(q) et le lemme 5.4, on obtient que
u € L1(Q2). D’ou, en passant & la limite lorsque n tend vers +oo dans (5.2.22), on
obtient

/|VTk(u)|p < Ck(1+ k).

En constatant que = 6, donc le lemme (4.7) implique que [Vu| M™(Q).

1+9+q
Maintenant, on va montrer que u est une solution entropique pour (5.2.1). Pour cela,
soit ¢ € WyP(Q) N L>®(), en prenant Tj(u, — ¢) comme une fonction test dans

(5.2.3), on obtient

/ (2, Ty (un)) | Vun P *Vu, VT (u /lun! Y, T (u /fnTk

’ (5.2.24)

D’abord, on constate que Ty(u,) — Tx(u) p.p. dans Q. En prenant Ty (u,) — Tj(u)
comme une fonction test dans (5.2.3), on obtient

/a(% To(Ti(wn)) IV Tetn) [P~V T () V(T () — Tio())

Q

/ et Tty (T (1) — T / Ful(Tuun) — Tulw).

Par suite, on obtient

/a(%Tn(Tk(un)))[IVTk(un)lp_2VTk(un) — VT (w) P72V T (u)]V (T (un) — Ti(u))
Q

/fn To(uy) — /|un| (Te(un) — To(w))

+ [ alz, T(Th(u) )|V T (w) P2V T (w) YV (Th (1) — Ti(u)).

{O\D

(5.2.25)
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D’une part, sachant que f, — f dans L'(Q) et en utilisant (5.2.23), on obtient
/fn(Tk(un) — T(u)) — 0, (5.2.26)
0

et

/fnTk<un — ) = /ka(u — ). (5.2.27)

D’autre part, I'étape 1 implique que |u,|" *u, — |u|?'u dans L*(€2), en utilisant
(5.2.23), on obtient
/ || (T () — Tio()) — 0, (5.2.28)
Q

et
/|un|q_1un(Tk(un) —Ti(u)) — / lu| T Ty (u — ). (5.2.29)

Par ailleurs, soit £ C {2 un ensemble mesurable, on a

a(ﬂc,Tn(Tk(un)))|VTk(U)|”_2VTk(U)’p < BUK’|E| -0 lorsque |E| — 0.

E

En constatant que
a(z, To(Ti(un))) [ VT3(w) P72V Ti(w) — a(w, To(Ti(un) [V Ti(w) PV Tk (u)
p.p. dans € et en utilisant le théoréme de Vitali, on obtient

/ (. T (T (1) )| VT (1) P29 Ty () — / (2, T () [V To() P2V T ()

/

dans LP (). En utilisant (5.2.23), on obtient

/ 0, To (T () [V T (1) P2V T (1) ¥ (T (1) — T (1)) — 0. (5.2.30)
Q

En combinant (5.2.25), (5.2.26), (5.2.28) et (5.2.30), on obtient que I'intégrale

/a(%Tn(Tk(un)))[IVTk(un)lp_2VTk(un) — VT () P2V T (w)]V (T (un) — Ti(u))

est converge vers 0 lorsque k tend vers +o00. On utilise (5.2.16), on obtient

VTi(u,) = VT (u) dans LP(Q).
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D’oun
VT (uy,) = VTi(u) p.p. dans Q.

Soit M =k + |¢|. Alors

/ 0, To (1)) |Vt P20 VT (1, — )
Q

_ / a(, To (1)) [V Tt () |72V Tt (1) V Tt — 0)

Puisque VT (u,) — VT (u) p.p. dans €, lemme de Fatou implique
linrlilrlf/a(ac,Tn(un))|VTJ\/[(un)|1”_2VTM(un)VTk(un — )

n—+00
0 (5.2.31)
> /a(x,u)]Vu]p2VuVTk(u — ).
Q

En combinant (5.2.24), (5.2.27), (5.2.29) et (5.2.31), on obtient le résultat.

|
Remarque 5.1 Dans le théoreme 5.2, la condition q > (lp%eﬁ)ﬁ, implique
5 pq -
>f0=——""—>max(l,p—1) =p.
p pE—— x(Lp—1)=p

Théoréme 5.3 Soit f € L™(Q), m > 1. Alors

(1) Siq > 2 alors le probleme (5.2.1) admet une solution w € Wy P(Q) N LI™(Q) au

m—1"

sens des distributions.

(2) Si (H—ﬁ)? < q < 2 alors le probleme (5.2.1) admet une solution u au sens des
pm—p m—1

distributions, tel que
we Wy (QNLM™Q), r<mb.
(3) Si0<qg< %, alors le probléeme (5.2.1) admet une solution entropique u, tel que

"™ € LY(Q) et |Vu| € M™(Q).

Démonstration. La démonstration procédé par trois étapes.
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Etape 1. si ¢ > 1 en prenant [(1+ |u,|)' ™ — 1] sign(u,) comme une fonction test dans

(5.2.3) et en utilisant I'hypothése (5.2.2), on obtient

1
Q Q

En utilisant (5.2.32) et l'inégalité de Holder avec I’exposant m, on obtient

J vl < gl | [l

Q Q

/ |un|(1+0)ml ,
Q

alors (1 + 6)m’ < gm. En utilisant le lemme 5.4 et I'inégalité de

1
7

IN

1+€

comme q > -7,

Poincaré, on obtient que u, est bornée dans Wol’p(Q), d’ou il existe u € Wol’p(Q),
tel que v, — u p.p. dans (), & une sous-suite prés. en utilisant la semi-continuité

inférieure de || - ||zam (o) et le lemme 5.4, on obtient que u € LY (Q).

Maintenant, en utilisant ’étape 1 de la démonstration du théoréme 5.2, on obtient
le résultat.

Etape 2. si Wp
pm—p

test dans (5.2.3) et en utilisant I’hypothése (5.2.2), le lemme 5.4 et I'inégalité de

< ¢ < 12 en prenant [(1+ |u,|)?™ Y] sign(u,) comme une fonction

Hoélder avec I’exposant m, on obtient

|Vu, | 1 / _
< nQ(m 1)
/ A+ u) e = gim—na ) ™
Q Q L

" 5.2.33
1 llm / o (5-2:33)

Sqr(m Do
< C.

Soit 1 < r < p, en utilisant (5.2.33) et l'inégalité de Holder avec I'exposant £, on

obtient

/|vun|r — / |vun|7’ i (1 X ‘un‘)[l—&-e—q(m—l)}%
Q Q ( ’

1+ ’un|)[1+9 q(m—1)]

T3

r
P

[Vu,|P [14+6—q(m—
< | [ ) [ fasmee

Q Q
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par suite,

D=

Vu " <O [ @+ u)) (5.2.34)
freeze{ o

Q

(ie. 7 < 24" — 1mf) et en utilisant le

En constatant que [1+6—q(m —1)].5 R

lemme 5.4 et I'inégalité de Poincaré, on obtient que w,, est bornée dans Wol’r(Q), d’ou
il existe W&’T(Q), tel que u,, — u p.p. dans €2, & une sous-suite prés. en utilisant la
semi-continuité inférieure de || - |[zem () et le lemme 5.4, on obtient que v € L™ ().
Maintenant, en utilisant ’étape 1 de la démonstration du théoréme 5.2, on obtient

le résultat.

Etape 3. Soit 0 < ¢ < (;7:?);, en utilisant (5.2.34), on obtient
1_r
P

/ [Vun|" < C /(1+!n!)”“m1”' :

QN{|un|<k} Q

par suite, on obtient

P
/ VT (un) [P = / ( 'W"'_ — (1 + Juy|) 090D

1+ |u,[)1+0-a(m=1)
Q QN {|un|<k} ] (5.2.35)

S C(1+I€)1+9_q(m_1).

Donc le lemme (4.9) implique I'existence d’une fonction u € THP(Q), tel que & une

sous-suite prés, on a
U, = u p.p. dans Q et Ti(u,) — Tp(u) dans W P(Q), Vk>0.
D’ow, en passant a la limite lorsque n tend vers +oo dans (5.2.35), on obtient

[ IVB < cur pyeany,

Puisque ¢ < };91 < %_91, on obtient que 1 + 6 — g(m — 1) > 0. En constatant que
T s T = mf, donc le lemme (4.7) implique que [Vu| € M™(Q). En utilisant

I’étape 2 de la démonstration du théoréme 5.2, on obtient le résultat.

|
Remarque 5.2 Dans le lemme 5.2, la condition q > @ J@;, implique
7] pam -
>mf = ——— >max(l,p—1) =p.
p 110 (Lp—1)=p
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Conclusion

Je me suis intéressée dans ce mémoire de Master ; a I’étude des problémes elliptiques non
linéaires dans le cadre coercif et non coercif dans ’espace Wol’p(Q), dont I'espace de Lebesgue
LP et Pespace de Sobolev Wol’p(Q) jouent un role trés important. De plus; 'existence et la
rgularité des solutions d’un probléme a coercivité dégénérée nécessite 'approximation du
probléme par une suite de problémes a données réguliéres. Ce travail m’a ouvert un champ

sur ['étude :

e La différence entre le cas coercif et a coercivité dégénérée.
e Les solutions entropiques.

e Les probléme a termes d’ordre inférieur.

Plusieurs chercheurs s’intéressent a ce type de problémes. Nous espérons a ’avenir pouvoir

continuer a travailler dans ce domaine.
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