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Résumé

Dans ce travail, nous aborderons le sujet des relations linéaires compactes. Nous com-
mencerons d’abord par un rappel sur les relations linéaires (relation sur les ensembles,
relations linéaires, continuité...), puis nous définirons I’adjoint d'une relation linéaire et
donnerons quelques propriétés et résultats qui lui sont liés. Enfin, nous donnerons la notion
de la compacité dans le cas des relations linéaires, et nous prouverons un résultat de type

Schauder.
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Abstracts

In this work, we will approach the subject of compact linear relations. We will begin first
with a reminder of linear relations (relation on sets, linear relations, continuity...), then we
will define the adjoint of a linear relation and give some properties and results related to it.
Finally, we will give the notion of compactness in the case of linear relations, and we will
prove a result of the Schauder type.



Notations

Lensemble des nombres naturels.

Les corps de nombres réels et complexes, respectivement.

Linférieur de 'ensemble A.

Le supérieur de I'’ensemble A.

Des relations linéaires.

L'adjointde T.

Des espaces vectoriels sur le corps K= (R ou C).
Le zéro de 'espace X.

La boule d'unité ouverte de X.

La boule d'unité fermée de X.

Le dual de X.

La dimension de I'’espace X.

La norme de x.

Domaine de T.

Le graphede T.

Linverse de T.

Limagede T.

Larestrictionde T'a M.

La collection de relation de U dans V.

La collection linéaire des relations de X dans Y.
Lensemble de toutes les relations linéaires compactes.
La collection des relations linéaires bornés de Xdans Y.
La fermeture de 'ensemble M.

Lespacenulde T.



Converge fortement.

La relation identité sur un sous ensemble E.

S est une extension de T.

Distance entre x et V.

La projection linéaire.

Limage réciproque de N.

La composition de S avec T.

Lopérateur d’injection naturelle de E dans U.
Orthogonal de M.

Le module minimum de T.

Lespace quotient.
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Introduction

Les relations linéaires sont une généralisation des opérateurs linéaires. La principale
différence est qu'un opérateur linéaire est une application entre deux espaces linéaires
mais a valeur unique, tandis qu’'une relation linéaire est une application entre deux espaces
linéaires pouvant étre a plusieurs valeurs.

En 1932, J. von Neumann a introduit des relations linéaires en relation avec les opérateurs
différentiels linéaires non densément définis, voir [13].

Plut tard en 1961, Arens a développé une théorie des relations linéaire dans [16], depuis
lors, il y a eu d’énormes études sur la théorie des relations linéaires [8, 9, 2, 20, 22, 12] et a
été des outils trés utiles dans de nombreuses applications [6].

Ces relations linéaires sont également appelées sous-espaces linéaires et opérateurs
linéaires multivalués.

Il existe plusieurs articles de recherche et monographies, voir [19] comme exemple et
une citation, qui traitent de la théorie des opérateurs linéaires multivalués.

La généralisation des théories des opérateurs linéaires aux relations linéaires a suscité
I'intérét de plusieurs chercheurs, par exemple, dans [10], les autres étudient la délimitation
et la fermeture des relations linéaires et montrent le théoreme du graphe fermé pour les
relations linéaires dans les espaces de Banach et dans[3], 'auteur a prouvé le théoreme de
von Neumann pour les relations linéaires dans les espaces de Hilbert.

Le but de ce mémoire est de discuter des relations linéaires compactes, d’optenir cer-
taines de leurs propriétés et de généraliser le théoreme spectral pour une relation linéaire
compacte. Certaines des études sur la théorie spectrale des relations linéaires peuvent étre
trouvées dans[14, 4, 5, 7].

Nous avons divisé ce travail en trois chapitres selon les données disponibles pour étudier
le sujet, dont le plupart nous avons utilisé deux livres [19] et [1] avec I'article détaillant [17] :

» Le premier chapitre, nous avons abordé un rappel sur les relations linéaires : Défi-
nitions et caractéristiques a certains concepts mathématique spéciaux et théories
nécessaires, qui ont un role dans I’étude du sujet proposé.

» Dans le deuxieme chapitre, nous avons parlé de I’adjoint d’'une relation linéaire et
nous avons donné quelques propriétés et résultats importantes pour le sujet.

» Le troisieme chapitre était le contenu du sujet, qui est les relations linéaires compactes,
nous avons basé sur I'article de Keshav Raj Acharya et Matt Mcbride [17].
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CHAPITRE

Relations linéaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts et les propriétés de base des relations
linéaire. Mentionnons notamment, la continuité des relations linéaires sur les espaces
vectoriels normés.

1.1 Relations sur les ensembles

Définition 1.1 ([19]) SoientU, V et W ... des ensembles arbitraires non vides.

Unerelation T de U dans V est une application définie sur un sous-ensembles non vide
D(T) de U, appelé de domaine de T, qui prend des valeurs dans 2V \@ (la collection des sous-
ensembles non vides de V ). Si T est associée par les point de son domaine sur des singletons,
alors T est un opérateur ou une fonction a valeur unique. L'ensemble des relations tel que
définie ci dessus sera notée R(U, V). Nous écrivons R(U)=R(U, U).

Exemples sur les relations sont : les fonctions, les inverses des fonctions, les adjoints d’opé-
rateurs linéaires.

1.1.1 Domainede T
Définition 1.2 ([19]) Soit uc U, u ¢ D(T), on définit Tu =) avec cette convention, on a

D(T)={ucU:Tu#@}. (1.1

1.1.2 Graphede T

Définition 1.3 ([19]) Soit T € R(U, V), alors le graphe de T est le sous-ensemble G(T) de
U x V définit par :
G(T)={(u,v)eUxV:ueD(T),veTu}.

Remarque 1 Une relation dans R(U, V') est uniquement déterminée par son graphe et inver-
sement tout sous-ensemble non vide de U x V détermine de maniére unique une relation.
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1.1.3 Rangde T

Définition 1.4 ([1],page 21) Soit T € LR(U, V). Alorslerang R(T) de T est définit par :

1.1.4 Relation inverse
Définition 1.5 ([19]) Soit T € R(U, V), Vinverse de T est la relation T~ donnée par :

G(T H={v,u)eVxU:(uv)eG(T).

1.1.5 Limage d’'un sous-ensemble

Définition 1.6 ([19]) Soit M une sous ensembles de U, l'image de M par la relation T est
donnée par :
T(M)=U{T(m): me MnD(T)}.

Avec R(T)=T(U)=T(D(T)) appeler I'image de T.

1.1.6 Injectivité et surjectivité

Définition 1.7 ([19]) Soit T € R(U, V) on définit Vinjectivité et la surjectivité par :
1. Si T 'est a valeur unique, alors T est dite injective.
2. SiR(T)=V, alors T est dite surjective.

Proposition 1.1 ([19]) Si T est injective, alors l'implication suivante est vraie.

T(w)=T(u,) = u,=u,. pour u, u, € D(T)

1.1.7 Image réciproque

Définition 1.8 ([19]) Soient N C V et N # () I'image réciproque de N est donnée par la
relation :
T'N)={ueD(T):NNTu#@}. (1.2)

En particulier, pour v € R(T)
T v)={ueD(T):veTu}.

I est clair que D(T™Y)=R(T) et R(T~ )= D(T).

1.1.8 Relation identité

Définition 1.9 ([19]) La relation identité est définie sur un sous ensembles non vide E de U
notée I ou simplement I, c’est la relation dans R(U, V') dont le graphe et :

G(Iz)={(e,e):e € E}.
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1.1.9 Composition des relations

Définition 1.10 ([19]) Soient T € R(U,V)etS € R(V, W) avec R(T)N D(S) # 0, la composi-
tion (le produit) ST dans R(U, W) est définie comme suit :

(ST)u)=S(Tu). (uel)
Ledomaine de ST est calculé comme suivant :
D(ST)={uecU :S(Tu)#0},
={ueU:TunD(S)#0}.

D'ou a partirde (1.2) ona:
D(ST)=T"Y(D(S)).

D’apres la définition de ST, il est facile de conclure que :

G(ST)= {(u, w)eU xW:(u,v)e G(T) et(v,w)e G(S) pourtoutv e V}.

Propriétés 1 ([19]) Nous citons quelques propriétés élémentaires :
1. T: TIU :IvT
2. G(Ipir)) € G(T'T).
3. (ST)y =TS,
4. D(ST)=T'S7Y(R(S)).
La composition est associative, c’est-a-dire que si R € R(W, Z) alors :
R(ST)=(RS)T.
Nous avons aussi :
Tinjective <> T'T = Ipp),
Tvaleur unique <= TT™" = Ip).

1.1.10 Restriction

Définition 1.11 ([19]) Soit M un sous-ensembles de U tel que M N D(T)# 0, la restriction de
T a M, noter T |y, est définie par :

T |y <€RU,V),
D(T |y)=D(T)NnM,
(T |y =Tm. pour(m € M)

Remarque 2

G(T [m)=G(T)N(M x V),
={(u,v)eG(T): ueM}.

Nous avons :

T |M: T |MnD(T) .
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1.1.11 Extension

Définition 1.12 ([19]) Soient S et T deux relations de R(U, V), S est une extension de T si :
S |D(T): T

Remarque 3 Si S est une extension de T, alors G(T) € G(S). (Linverse est cependant faux voir
Corollaire (1.8), ((b).) )

Exemple 1 ([19], page 5) Soit X =Y =R? et considérons Uopérateur matriciel :

A=
0 0

On écrivant x = (3!), y = () pour les vecteurs arbitraires dansR*, on a :

GA={((2).(): () er: ()=

et
=)+,

telle que : A71(0) = {( ;’2) : X, € R} est un sous-espace linéaire de R?.
A7Y est une relation linéaire de domaine :

DA ={(¥): x; eR}.
Considérons la relation S € LR(X, Y) définie par :
s()=(3)+4"0)

Alors S est une extension de A™.

1.1.12 Lopérateur d’injection

Définition 1.13 ([19]) Soit E un sous-espace d’'un espace vectoriel normé U, l'opérateur d’in-
jection naturelle de E dans U noté JU, c'est-a-dire J € R(E,U), D(Jg)=E, et Jg(e)= e pour
toute € E. Alors :

Tle=TJgJ;

Telle que
Ig=JgJ;"

Bien que Iy et J; ayant des graphes identiques, I n’est pas une extension de Jg.
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1.2 Relations linéaires

Définition 1.14 ([19]) Soient X et Y deux espaces vectoriels sur le corps K = R ou C, une
relation T € R(X, Y) est dite relation linéaire si pour tout x,z € D(T) et scalaires non nuls
aekK,ona:

I. Tx+Tz=T(x+z).
2. aTx=T(ax).

Evidemment, le domaine d'une relation linéaire est un sous-espace linéaire.

Notation 1 La classe des relations linéaires dans R(X, Y) sera notée LR(X,Y).
On écrit LR(X,X)= LR(X).
Il est clair que si M est un sous-espace linéaire de Xet T € LR(X,Y), alors :

T |y€LR(X,Y)

et
TJy€LR(M,Y)

Proposition 1.2 ([19]) Soit T € R(X,Y). Les propriétés suivantes sont équivalents :
1. Test une relation linéaire.
2. G(T) est un sous-espace linéairede X x Y .
3. T7! est une relation linéaire.

4. G(T™Y) est un sous-espace linéairede Y x X.

Preuve. Soit T une relation linéaire et soit (x;, 1), (X, ) € G(T),0# a € K.
Alors y,€ Tx, et , € Tx, donc:

yl + y2 S Tx1 + sz = T(xl + xz).
D’ou
(X1, Y1)+ (%2, 32) = (X1 + x5, ;1 + 1) € G(T). (1.3)

Encore une fois, puisque y; € T x;, donc ¢y, € aT x;, (comme « # 0) et donc
a(xy, ) =(ax,an)€ G(T). (1.4)

Enfin, (0,0) € G(T) par (1.3), donc (1.4) vaut aussi pour @ =0. Donc G(T') est un sous-espace.
Inversement, supposons que G(T') soit un sous-espace linéaire de X x Y. Alors D(T') est un
sous-espace linéaire de X. Soit x;, x, € D(T). Pour montrer que :

Tx,+Tx,CT(x+ x,), (1.5)

on suppose que: y, € T x; et y, € T x,.
Alors
(X1 4 X, Y1 + 35) = (x1, Y1) + (%2, 32) € G(T).
D'ou 1+ 3 € T(x;, + X»).
Ensuite, pour montrer que :
T(x;+x,)C Tx;+ Tx,.
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Soit y € T(x, + x,), et y, € T x, arbitrairement. Alors :

(X1 + %, y)=(x1, ) +(x2, y — 1) € G(T).

Donc (x,,y —0)€G(T), douy—y€Tx,.Alorsye y1+Tx, CTx; + T x,.
Nous avons ainsi montré que T x, + T x, = T(x; + X,).

Soit maintenant 0 Za €K et x € D(T).
SiyeTx,alorsa(x,y)=(ax,ay)e G(T), donc ay € T(ax).
Doua(Tx)c T(ax).

Par contre si y € Tax, alors (x,a'y)e G(T),donc y €aT x.

Ainsi T(ax)c a(T x). Alors a(T x) = T(ax).

Donc T est une relation linéaire. m

Corollaire 1.3 ([19]) Soit T une relation linéaire. Alors T(0) et T~'(0) sont des sous-espaces
linéaires.
Corollaire 1.4 ([19]) Soit T € R(X,Y). Alors T est une relation linéaire si et seulement si
légalité :

(ZTxl +ﬂ sz == T(axl + ﬂxZ),

est vraie pour tout x,, x, € D(T) et a, B € K non nul.

1.2.1 Lespace nul d’'une relation linéaire

Définition 1.15 ([19]) Le sous-espace T~1(0) est appelé Uespace nul (ou noyau) de T, est noté
N(T). Nous utilisons a la fois N(T) et T~(0) tout au long de suite.

Proposition 1.5 ([19]) Soit:

1. Pour x € D(T) on a l'équivalence suivante :

yETx < Tx=y+T(0).
en particulier
0eTx < Tx=T(0).

2. Pour x,, x, € D(T) on peut écrire l'équivalence suivante :
Txl N sz #ﬂ ——tg Txl = Tx2

Preuve.

1. o SoityeTx.Alors y+T(0)C Tx+ T(0)=T x. Par contre pour tout y; € Tx, ona:
yw=y+n—y)ey+Tx—Tx=y+T(0).

Donc T x = y + T(0). La réciproque est évidente.

» On suppose que 0 € T(0). Alors Tx = 0+ T(0), si et seulement si Tx = T(0)
puisque 0 € T(0).

2. Soity e Tx;NTx,.Alors T x, =y + T(0)=T x,. La réciproque est évidente.
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Corollaire 1.6 ([19]) On peut écrire :
(a). T estavaleur unique si et seulement si T'(0) = {0}.

(b). T et injectif si et seulement si N(T)= {0} .

Corollaire 1.7 ([19]) On trouve que :
(@). TT7Y(0)=T(0)
(b). T7'T(0)=T7(0)

Corollaire 1.8 ([19]) On arrive que :

(a). TT'y=y+T(0), (y €R(T))
et
T'Tx=x+T7Y0). (x e D(T))

(b). SiG(S)c G(T), alors T est une extension de S si et seulement si S(0)= T(0).

Proposition 1.9 ([19]) Soit T une relation de X a Y. Alors T est une relation linéaire si et
seulement si pour tout x,, x, € D(T) et pour touta,p €K :

aTx,+BTx,CT(ax,+px,). (1.6)

Preuve. Soit T une relation linéaire. Soient @, f € K et x;, x, € D(T). Soit y, € Tx;, )b € T x,.
Puisque G(T') est un espace vectoriel donc:
(ax,+Bx,ay+By)eG(T), douay + By € T(ax,+fx,).
Inversement, soit T vérifie la condition (1.6) et soit (x;, y;) et (x,, ») € G(T), alors pour
a,fKona:
an+pPyrcealx+BTx, CT(ax,+px,).

Montrant que a(x;, 1)+ B(x,, ») € G(T), donc G(T) est un sous-espace linéaire de X x Y,
par conséquent T est une relation linéaire d’apres la Proposition (1.2). m

1.2.2 Regles opérationnelles pour une relation linéaire

Proposition 1.10 ([19]) Soit T € LR(X,Y), on a les propriétés suivantes :

(a). T(aM)=aT(M). (McX,aeK,a#0)
(). T(M +N)> T(M)+ T(N). (M,N c X)

©). T(M+N)=T(M)+ T(N). (M cX,NcD(T))
(d). TT™Y(M)=M NR(T)+ T(0). (McCY)

(e). T'T(M)=MnND(T)+ T~Y(0). (M c X)

(f). T7H0)x {0} = G(T)N(X x {0}) = G(T)N G(0y).
(2). {0} x T(0)=G(T)N({0} x Y).

(h). XxR(T)=G(T)+ (X x{0})=G(T)+ G(0yx).
(i). D(T)x Y =G(T)+ ({0} x ).

Preuve.
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(a).

T(aM)=U{T(am):meMnD(T)},
=U{a(Tm):meMnD(T)},
=qU{Tm:meMnD(T)},
=aT(M).

TM)cU{T(m+n):meMnD(T),ne NND(T)},

T(N)cU{T(m+n):meMnD(T),ne NnD(T)},

T(M)+ T(N)CcU{T(m+n):meMnD(T),ne NnD(T)},
CcT(M+N).

(c). SoientmeMetneNCD(T).Sim+n¢D(T),Alorsd=T(m+n)C Tm+ Tn.Par
contresim+neD(T),AlorsmeD(T)etTm+n)=Tm+TncTM+TN.

((d).) et ((e).) découler immédiatement du Corollaire (1.8).
((f).) et ((i).) sont des simples conséquences des définitions. =

Corollaire 1.11 ([19]) SoientT € LR(X,Y)etS€ LR(Y,Z).
AlorsST e LR(X,Z)

Preuve. Soit x;, x, € D(ST) et soit a, B étre des scalaires non nul. Alors :

a(STx)+B(STx,)=aS(T x;)+ BS(T x,)
=S(aTx)+S(BTx,)
=S(T(ax,))+S(T(B x,)
=S(T(ax))+ T(p x,))
=ST(ax,+px,).

Donc ST est linéaire, d’apres le corollaire (1.4) . m

1.3 Algebre des relations linéaires

Dans cette section, nous allons définis les opérations d’addition et de multiplication sca-
laire dans LR(X, Y') et décrire les lois régissant ses opérations combinées avec les opérations
de composition et d'inversion.

1.3.1 Addition et multiplication scalaire dans LR(X,Y)

Soient S et T des relations linéaires dans LR(X,Y) et a¢ un scalaire, les relations S+ T et
aT sont définies comme suit :

1. S+ T)x=8Sx+Tx (x e X).
2. (aT)x=a(Tx) (xeX,aek).
Alors :

3. D(S+T)=D(S)ND(T).
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4. D(aT)=D(T).
Pour vérifier (3.), soit x € D(S)ND(T), alors Sx + Tx =(S+ T)x # 0 par (1.1) et donc
x€D(S+T).
Inversement, si x € D(S+ T),alors (S+ T)x=Sx+ Tx#@onaSx#Det Tx #0.
Donc x € D(S)ND(T).
Il ressort de ce qui précede que aT et S+ T sons des relations linéaires.

GS+T)={(x,y)eXxY :y=s+t,0u(x,s)€G(S)et(x,t)e G(T)}

6. G(aT)= {(x,ay)eX xY:(x,y)e G(T)}.
Nous avons en autre part :
7. a(fT)=(apf)T (a, B €K).

8. S+T=T+S.
EtsiR,S, TeLR(X,Y), alors:

9. R+(S+T)=(R+S)+T.

(&)

Remarque 4 Pour les relations linéaires T € LR(X,Y) etS € LR(W, Z), la composition ST
est définie si et seulement si W=Y.

Proposition 1.12 ([19]) Soient R, S, T des relations linéaires.
(@. TT'=I+(TT'—TT™).

(h). M(ST)=(AS)T =S(AT) (0 # A eK).
(c). SiG(S)c G(T), alors G(SR)c G(TR).
(d). (R+S)TxCc(RT+ST)x (x € X),

et si T est a valeur unique, alors

(R+S)T=RT +ST.

(e). T(R+S) estuneextensionde TR+ TS.
De plus, si D(T) contient les rangs de R et S (en particulier, si D(T) est l'espace entier ),
alors :
T(R+S)=TR+TS.

1.4 Sélection linéaire

Définition 1.16 ([19]) Un opérateur linéaire A est appelé une sélection (ou partie a valeur
unique) de T si:

T=A+T—T, et D(A)=D(T).
Si A est une sélection de T, alors pour tout x € D(T) :
Tx=Ax+T(0). (1.7)

Larelation T—T donner par G(T—T) = D(T)x T(0) est connue comme la partie singuliére,
ou l'indétermination de T est notée par certains auteurs par T,.

D’apres (1.7), nous avons R(T)= R(A)+ T(0), mais cette somme peut étre directe ou non,
donc une méthode de construction des sélections est fournie par la proposition suivante.
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Proposition 1.13 ([19]) Si P est une projection linéaire avec un domaine R(T) et un noyau
T(0) alors PT est une sélection de T.

Inversement, si A est une sélection de T et si R(A)N T'(0) = {0} alors la projection linéaire
définie sur R(T) avec un rang R(A) et un noyau T(0), satisfait A=PT.

Preuve. Soit P donné.
Alors PT(0)=0, c’est-a-dire que P T est a valeur unique, donc pour y € T x on dit :

Tx=y+T0)=Py+(I—P)y+T(0)=PTx+T(0).

Inversement, soit A la sélection de T et soit P la projection linéaire définie sur R(T) de
rang R(A) et de noyau T(0), pour x € D(T)ona:

Tx=Ax+T(0).

Ainsi :
PTx=PAx=Ax—(I—P)Ax=Ax.

Proposition 1.14 ([19]) Soit A une sélection de T alors :

1. G(T)N({0} x T(0)) = {0} x {0},
et
2. G(T)=G(A)+ ({0} x T(0)).
La projection linéaire P définie sur G(T) avec le rang G(A) et le noyau {0} x T(0) a la
propriété que pour (x,y) € G(T).
P(x,y)=(x,Ax).
Inversement, toute projection linéaire P définie sur G(T) avec le noyau {0} x T(0) déter-
mine une sélection A dont le graphe est donné par :

4. G(A)=PG(T).

©

1.5 Relations linéaires normés

Dans cette section nous présentons les notions fondamentales sur les relations linéaires
qui se rapportent aux espaces vectoriels normés

1.5.1 Espace quotient

Définition 1.17 ([14], page 3) Soit Y un espace vectoriel normé, Uespace quotient de Y par
T(0) est l'espace vectoriel Y / T(0) défini par

Y/T0)={[y};ly]l=y+T(0)},

muni de la norme :
Ilylll=inf{||y —ull: u € T(0)}.

10
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1.5.2 DLapplication quotient naturelle

Définition 1.18 ([19], page 25) Pour un sous-espace linéaire fermé E de X donné, notons
Qy (ou simplement Q) Papplication du quotient naturel de domaine X et d'espace nul E .
Nous noterons Q %O) pour Qr, ou simplement par Q quand T est compris.
Lapplication quotient
Qr:Y —Y/T(0),

définit par Qr(y)=[y]
Proposition 1.15 ([19]) Soit T € LR(X,Y), alors QT a une valeur unique.

Preuve. Soit x € D(T) et soit z,,2,€ QT x.
Alors

21—2,€QTx,—QTx,=QT(0)c QT(0)=0.

Doncz,=z,. m

1.5.3 Norme d’une relation linéaire

Définition 1.19 ([19]) Soit T € LR(X,Y). Alors:

ITx[|=QT x| (x € D(T)),
ITII=lQTI,

on appelle lanorme de T x et T respectivement.

1.5.4 Relations bornées

Définition 1.20 ([19]) Ondit que la relation T € LR(X, Y) est bornée si :
D(T)=X et||T||< M, pour tout M > 0.

1.5.5 Distance

Définition 1.21 ([19]) Soient U et V des sous-ensembles non vides d’'un espace normé, on
définit la distance entre U et V par la formule :

dlU,V)=inf{|lu—v|:ueU,veV}.
On écrira aussi d(x,V), ou d(V,x), pour la distance entre {x} et V.

Proposition 1.16 ([19]) Soit T € LR(X,Y), donc on a les propriétés suivantes :
(a). Siy, e Tx,alorsd(y,T(0))=d(y, T(0)).

(b). pourx € D(T):
yieanx d(y,T(0))=sup d(y, T(0)).

yeTx
(). [ITx|l=d(y, T(0) VyeT(x)
(d). |Tx||=d(Tx,T(0)=d(Tx,0) xeD(T).

11
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Preuve.
(a). Puisque y,—p,€T(0)ona:
d(y, T(O)= inf |l ~zl,
=Zé1%(f())||J’2+(J’1_J’2—Z)||,
=ZgT1(fo)||yz—ZI|,

=d(y,, T(0)).
(b). SoitzeTx.ona:

d(z,T(0))= sup d(y, T(0)),

yeTx

= inf d(y, T(0)).

yeTx
(c). Pourtoutye Txona:

Tx =y + T(0),d apres la proposition (1.5)et donc
IT x|l =11QT xI],
=[Quyll,
=d(y, T(0)),
=d(y, T(0)).

(d). SizeTx.Alors:
d(Tx,0)= inf [yl
yeTx
= inf [lz—(z—y)l|,
yeT X
= inf ||z—Kk||,
keT(0)

=d(z,T(0)),
=1Qzl|,

=1QTxl,
=T x]|.

Proposition 1.17 ([19]) SoientS,T € LR(X,Y), alors :

1.
ISx + Tx|| < IS+ T x]| (x € D(T +5)).

2. YaeKetxeD(T)ona:
laT x| =lal || T x||. (1.8)

12
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Preuve.
1. SoitseSx,teTx.Alorss+t<€(S+T)x=Sx+ Tx,donc:

ISx+Tx||=d(s+¢t,(S+T)0)),
<d(s,S(0)+ T(0)+d(t,S(0)+ T(0)),
<d(s,S(0)+d(z, T(0))),

=ISx[|+ T x|l
2. 0Ona:
laT x||=|Q(aT)(x)I| (puisque aT(0) = T'(0) pour a # 0),
=laQT x|l
=|al|| T x||.

Proposition 1.18 ([19]) Soit T € LR(X,Y), alors:

IT||=sup [T x|l
XEB,
Preuve.
ITI=1QTI,
=sup||QTx||,
XEB,
=sup [T x|l
XEB,
|

Proposition 1.19 ([19]) PourS,T € LR(X,Y),a €K alors:

(a).
IS+ T <ISI|+ T
(b).
laT||=lal [T
Preuve.

1. soientS,T € LR(X,Y), alors

IS+ T||=sup{||Sx+ Tx|: xe€BxND(S)ND(T)},
<sup{||[Sx||+||Tx]||: x € BynD(S)ND(T)},
<sup{||Sx||: x € ByNnD(S)ND(T)}+sup{||Tx||: x € ByNnD(S)ND(T)},
< sup{||Sx||: x € Bp)} +sup{l| Tx||: x € Bp(ny},
=ISI+1TIl-

2. PouraeK:

laT x|l = 1Q(aT)(x)Il,
=laQT x|],
=al |QT x||,
=lal ITx]|.
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Proposition 1.20 ([19]) Soit T € LR(X,Y). Alors :
(a). ||T|| < oo si et seulement s'il existe un nombre A > 0 pour lequel :

T Bp(r) C ABy(py+ T(0).

(b). si||T|| < oo, alors :
T = igg{)u T Bp(r) C ABgr)+ T(0)} .

Preuve.
(a). Supposons que || T|| < oo. Alors d’apres la Proposition (1.16) ona:

sup sup d(y, T(0))=||T|| < co.

[lx|l<1yeTx

Donc si x € By et y € T x, alors 3k € T(0) tel que, soite >0, ona:
ly =kl <lITll+e,
i.e. y—k €(|[T||+ €)Bg(r). Donc:
Y €(IT]l+€)Bg(r)+ T(0). (1.9)

Soit maintenant x € Bpr et considérons y € T x. Alors y = Ay, + k tel que [|]| < 1 et
ke T(0).D'oully —k||<A.Doncd(y, T(0))<A.Alors ||T|| <A< 0.

(b). Soit||T|| < c0.Si||T||=0, alors T By C T(0) et maintenant soit || T'|| > 0.
%Eg{}\ : TBp(ry CABgy+ T(0)} < || T . (1.10)
Supposons maintenant que 0 < a < || T'|| et soit x € Bp(y), y € T x alors :
a<d(y,T(0)). (1.11)

Supposons que T Bpr) C aBgry+ T(0). Alors 3y, € Bgry, k € T(0) tel que y = ay, + k.
Alors :
ly —kll<a<d(y,T(0)),

par (1.11), une contradiction, donc nous concluons que :

a <inf{A>0: T Bpy) C ABg)+ T(0)}.

1.5.6 Le module minimum
Définition 1.22 ([19]) Soit T € LR(X, Y) Le module minimumde T est la quantité :
y(T)=sup{A:||Tx||>Ad(x,N(T)) pour x € D(T)}.
Proposition 1.21 ([19]) Soit T € LR(X,Y):
Y(T)=sup{A: ABg) C T Bp}.
Théoreme 1.22 ([19]) Soit T € LR(X,Y)on a la formule :
(=177
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1.6

Relations linéaires continues

Définition 1.23 ([19]) Soit S une relation arbitraire d'un espace topologique a un autre,
alors S est dite continue si pour chaque voisinage V dans R(S), l'image inverse S™'(V') est un
voisinage dans D(S).

La relation S est dite ouverte, si pour chaque voisinage U dans D(S), l'image S(U) est un
voisinage dans R(S).

Remarque 5 On remarque que

1.
2.

3.

5.

S est continue si et seulement si S~ est ouverte.

Soit Uy la boule d’'unité ouverte de X, c’est-a-dire :
Uy={xeX:|x||<1}.
Soit E un sous-espace fermé de X :
QpUx = UQE(X)-

QpBx = BQE(X)-
On note le critere topologique simple suivant :

T est continue si et seulement si TQ C TQ pour tout sous-ensemble Q de D(T).

Proposition 1.23 ([19]) Soit T € LR(X,Y). Alors :

(a).
(b).

(c).
@).

T est continue si et seulement si||T|| < oo.

T est un ouverte si et seulement siy(T) > 0.
En particulier :

Sidim D(T) < oo, alors T est continue.

SidimR(T) < oo, alors T est ouverte.

Preuve.

(a).

Soit T continue. Alors il existe un voisinage ouvert U dans D(T) tel que U € T~ Ug(y).

Donc:
U—U C T ' Ugpy— T Upp)-

Un voisinage ouvert de {0} dans D(t). Alors 2T Uy = T~ (Ug(ry—Ur(r)) = T Ug(ry—
T UR(T)'
Par conséquent 3A > 0 tel que :

AUp(r) € T~ (Ugny),

donc: .
EABD(T) C T7(Bgry).

Alors : ]
EATBD(T) C Briry+ T(0)=T T~ (Bg(r))

etdonc||T|| < oo.
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Inversement, supposons que || T|| < co. Soit V un voisinage en boule ouverte dans
R(T), de centre y. Alors :

On aaussi YA >0,
TUD(T) C AUR(T) + T(O),

donc
Upry+ TH0)CAT  Upry = "AT 'V,
ainsi
T 0)+ A aUpy c T H(V—y)=T"(V),
alors:
T'y+A " aUpnc Ty +T'V—Ty,
i.e.

T'y+A " aUpyc TV
qui est un voisinage dans D(T).
(b). Découle par le Théoreme (1.22).
(c). Découle de la continuité de 'opérateur linéaire QT, puisque || T|| =||QT]l.
(d). Onremplace T~! par T dans ((c).).

Proposition 1.24 ([19]) Soit T € LR(X,Y), alors:
(a). N(T)c N(QT) avec égalité si T(0) est relativement fermé dans R(T).
(b). v(T)<y(QT) avec égalité si T(0) est relativement fermé dans R(T).
Preuve.
(@).

N(T)={x:(x,0)e G(T)}
={x:TxNT(0)#0}
c{x:TxNTx#0}
=N(QT).

Avec T'(0) est fermé dans R(T).

(b). y(T)=sup{A:||Tx||>Ad(x,N(T)) pour x € D(T)} <sup{A:||Tx||>Ad(x,N(QT)) pour x €
D(T)}, avec T(0) est fermé dans R(T), par la partie ((a).).

Le résultat découle maintenant de I'égalité || T|| =||QT||. m

Remarque 6 D’apres les proposition (1.24) et (1.23), on voit que :
T est ouverte =—> QT est ouverte.
Le réciproque est fausse.

Proposition 1.25 ([19]) Soit T ouverte. Alors :

R(T)NT(0)c TT-1(0),

avec égalité si T~1(0) est relativement fermée dans D(T) (par exemple, si T est injective).
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Preuve. Soit T ouverte et soit { y,} une suite dans 7'(0) telle que lim y,, = y € R(T). Supposons
d’abord que T est injective, par la continuité de T~' on a:

im |77 (y, — Y <lim || T |[ly,, — y |l = 0.

Ainsi ||T7ty||=0,d’ott y € N(T~!)= T(0) puisque T~! est a valeur unique.
Passant au cas général, soit Q = Q;—1, TQ™! est ouvert, d’apreés ce qui a été prouvé nous
avons :
DQT)NN(QT-)=N(QT™).

En combinant avec la Proposition (1.24) on obtient :
R(T)NT(0)=D(T")NN(T1)c DQT)NNQT),
=N(QT™),
= T(T-1(0)).

Corollaire 1.26 ([19]) Si T est ouverte et N(T) est fermé, alors
N(T)=N(QT)ety(T)=7(QT).

Proposition 1.27 ([19]) Soit M un sous-ensemble non vide de R(T) et soit y(T) < oo. Alors
pour Nc D(T)ona:
d(TN,M)>y(T)d(N, T 'M).

Preuve. Soit € > 0 et en choisis m € M et x € N tels que :
d(TN,M)>d(Tx—m,0)—e. (1.12)
Maintenant Tx —m = T(x—T"'m). Ainsi :
d(Tx—m,0)=d(Tx—m—T(0),0)=d(T x, m+ T(0)),
=d(Tx,TT'm)= inf d(Tx,Th),
heT-1m
= inf d(T(x—h),0)= inf ||T(x—h)|,
heT1m heT1m
>y(T) inf d(x—h,T'0),
heT1m
:y(:r)hip_g d(x,h+T7'0),
=y(T)d(x, T"'m) 2 {(T)d(x, T M) 2 y(T)d(N, T""M).

Alorsde (1.12) :
d(TN,M)>y(T)d(N,T'M)—e.

Théoreme 1.28 ([19]) SoientS€ LR(X,Z), T € LR(X,Y). Alors
Y(ST)=y(S gy T (00.0 exclue), (1.13)
avecy(ST)= oo chaque fois quey(T)= 0o (méme siy(S |gr)) =0), de plut on a l'implication :

S7H0)C R(T) = y(ST)>y(S)y(T). (1.14)
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Preuve. Soit x € D(T). Puisque ST =(S |g(r)) T, on suppose que S =S | R(T).
Supposons d’abord y(S),7(7T)<00.Ona:

IST x||=d(STx,ST(0))>y(S)d(T x,S' ST(0)),
> (S)y(T)d(x, T™'ST'ST(0)),
(puisque ST'ST(0)= T(0)+S~'(0) c R(T))
=7(S)y(T)d(x, T~ S7(0)).

D’ou 'inégalité (1.13).
Supposons maintenant que S~(0) € R(T') (ici on ne suppose plus que S =S |1), dans
cecas STIST(0)=T(0)ND(S)+S7'(0)c R(T) etdonc:
d(Tx,S7'ST(0))>y(T)d(x, T"'S7(0)),
et donc, comme précédemment, on obtient :

IST x| 2 7(8)y(T)d(x, S~ T~'(0)).

Découle I'implication (1.14).

Soit maintenant y(7T) = oo. Alors T~!(0) est dense dans D(T). Donc d(x, T~'(0)) =0 pour
tout x dans D(ST), mais alors N(ST) est dense dans D(ST) ce qui signifie que y(ST) = oo.

Enfin, supposons que 7(S)= 00, y(T) < co. Puisque maintenant d(T x,S~!(0)) = 0, donc
y(T)d(x, T"1S710)) =0 ((1.27)).

Donc y(ST)= oo siy(T)#0, la preuve de I'implication (1.14) suit de la méme maniére. =

Corollaire 1.29 ([19]) SoientT € LR(X,Y)etS€ LR(Y,Z). Alors :
ISTI <IISII 1 Ipes) Tl (00,0 exclue), (1.15)

avec||ST||=0 si[|S||=0 méme si||Ips T = o0.
De plut on a l'implication :

T(0)cD(S) = ISTII< ST (1.16)

Corollaire 1.30 ([19]) Soit(T,) une suite de relations linéaires bornées dans LR(X,Y) et soit X
complet. Si T est une relation définie partout dans LR(X,Y) telle que :

T,0)c T(0) etlim|T,,x—Tx||=0,VxeX,neN.
n
Alors T est bornée .

Corollaire 1.31 ([19]) Soit X un espace normé et soit W un sous-ensemble de X tel que :

sup |x'w| < oo (x'eX)).
weWw

Alors W est borné.

Proposition 1.32 ([19]) Si X =M + N oit M NN ={0} et M est de dimension fermée et finie,
alors la projection définie sur X de rang M et de noyau N est bornée.
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Corollaire 1.33 ([19]) Si M est un sous-espace de dimension fini de D(T), fermé dans D(T) et
si T |, continue, alors T est continue.

Preuve. Soit P comme dans la Proposition (1.32). Nous avons :

ITx[| <[ TPx[[+T(I—P)xl,
SUT Lo HIPNHNT In IHIH = pIDI I

Ou

T |y || < oo par la Proposition (1.23) =

Proposition 1.34 ([19]) Soit T ouverte et injective et soit S € LR(X, Y) un opérateur linéaire
vérifiant ||S|| < y(T). Alors T + S est ouvert et injectif.

Preuve. Pour xe D(T +S):

(T +S)xI = 1T x| = IS x|l (5(0)={o}),
2 (Tl x| =[ISII Ix]l = (r(T)=ISIDI I

1.7 Sélections continues

Dans cette section, nous explorons la possibilité de trouver une sélection continue pour
une relation linéaire T.

Proposition 1.35 ([19]) Soit T € LR(X,Y), si T est une sélection continue de A, alors T est
continue. de plus :
1T < |All.

Preuve. Si A une sélection continue de T. On a pour x € D(T),
Tx=Ax+T(0),
donc

ITx||=inf{llyll:y € Tx} <||Ax||
<Al x|l
Donc T est continue. m

Proposition 1.36 ([19]) Soit T € LR(X,Y), si T est continue, et si T(0) est le noyau d’'une
projection continue P définie sur R(T), alors PT est une sélection continue de T

Preuve. Puisque P et T sont continues sur R(T), la continuité de P T découle du corollaire
(1.29) m

Proposition 1.37 ([19]) Soit T continue et soit {0} x T'(0) complément topologique dans G(T).
Alors T admet une sélection continue, a savoir la relation dont le graphe est PG(T), ott P
est toute projection bornée définie sur G(T) de noyau {0} x T(0).
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Preuve. Puisque T est continue, donc T;; est continue, en effet :
| 76 x|| =inf{||x[|+ |yl : y € Tx},
=[xl + T xI],
<x[[+ 1T I,
=(L+TIDIlx]].
Alors P T; avaleur unique et continue (puisque D(P)= R(1;)). Donc:
PT;x=(x,Ax) (x e D(T)).
Si A est linéaire et a valeur unique.Maintenanton a:
lI(x, Ax)l| =[x ||+ [[Ax]],
=||PTsxll,
<|IP[[ITg xll,
=[Pl + 11T x])),
alors
lAx|| < ([IP[[=1+ [P TIDIlxI|-
Donc A est une sélection continue de 7. m

Corollaire 1.38 ([19]) Soit {0} x T(0) topologiquement complimenté dans G(T), ou dans
X xY,alors T aune sélection continue si et seulement si T est continue.

Preuve. Si {0} x T'(0) est topologiquement complimenté dans X x Y, alors il est déja topolo-
giquement complimenté dans G(T').

Donc T admet une sélection continue d’apres la Proposition (1.37) I'inverse est évident
(d’apres (1.35)). m

Corollaire 1.39 ([19]) Soit H un espace de Hilbert, soit T € LR(X,Y) et soit T(0) fermé. Alors
T possede une sélection continue si et seulement si T est continue.

Proposition 1.40 ([19]) Soit T(0) de dimension finie, alors T a une sélection continue si et
seulement si T est continue.

Définition 1.24 ([19]) Si le domaine de la relation linéaire T est de dimension finie, alors on
dit que T est de rang fini.

Exemple 2 ([19]) Soit T une sélection continue et supposons que F € LR(X,Y) est continue
et derang fini. Alors T + F a une sélection continue.

1.8 Relations linéaires fermées
et fermables

Définition 1.25 ([19]) La fermeture d’'une relation linéaire T € LR(X,Y) est la relation T
définie par :
G(T)=G(T). (1.17)
Il est clair que T € LR(X,Y).
La relation T est dite fermée si et seulement si son graphe G(T) est ferméen X x Y, ou
équivalents, siT =T .

20



1.8. RELATIONS LINEAIRES FERMEES
ET FERMABLES CHAPITRE 1. RELATIONS LINEAIRES

Propriétés 2 ([19]) Soit T € LR(X, Y) nous listons quelques propriétés simple :
1. T est fermée si seulement si T est fermée.
2. (T)y ' =(T).

G(T]D(T)) =G(T Jpr))-

Si T est fermée, alors T(0) est fermée.

W

AN

Si T est continue et D(T) et T(0) sont fermés, alors T est fermée.
Notons que méme si G(T)C G(T), T n'est pas nécessairement une extensionde T, nous
navons que T x C T x pour tout x € D(T).

Proposition 1.41 ([19]) Soit T € LR(X,Y), alors:
QT =QT (02t Q=Qy).

Preuve. Soit (x,Qy) € G(QT) = G(QT), choisir une suite (x,,QT x,,) dans G(QT) conver-
gente vers (x,Qy), alors il existe une suite (k,) dans 7(0) et une suite {y,}, avec y, € T x,,,
telles que :

yn+kn—)y

Donc (X, ¥, +k,,) estune suite dans G(T') convergente vers (x, y) € G(T). Ainsi (x, Qy)e
G(QT),donc: L _
G(QT)cG(QT).

Pour I'inclusion inverse, soit (x,Qy)€ G(QT). Alors (x, ;) € G(T) o1 Qy = Qy,. Choisir
une suite (x,, y,) dans G(T) convergente vers (x, ;). Alors :

(xn!Qyn): (xn»QTxn)_) (X,le): (X,Qy)

Donc (x,Qy)eG(QT) m

Proposition 1.42 ([19]) Soit T € LR(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est fermée.

2. QT est fermée et T(0) est fermée.

Preuve. Si T est fermée, alors d’apres la Proposition (1.41), QT est fermée et T(0) est fermée
par ((2)-(5.)) .

Inversement, supposons que (2.) soit vérifié. Alors d’apres la Proposition (1.41), D(T) =
D(QT)=D(QT)=D(T)etpour xe D(T)onaQTx=QTx,donc:

Tx=Tx+T(0)=Tx+T(0)=Tx.
Donc T =T, c’est-a-dire que T est fermée. m

Définition 1.26 ([19]) La relation linéaire T est dite fermable si T est une extension de T,
Cest-a-dire si :

Tx=Tx pour tout x € D(T).

Proposition 1.43 ([19]) Soit T € LR(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est fermable.
2. T(0)=T(0).
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3. T Jp(r) est fermée.
Corollaire 1.44 ([19]) T! est fermable si et seulement si N(T)= N(T).

Proposition 1.45 ([19]) Soit T € LR(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est fermable.
2. QT est fermable et T(0) est fermée.
En particulier, si T est continue et T(0) est fermée, alors T est fermable.

Preuve. Si T est fermable alors T (0) = T(0) d’apres la Proposition (1.43), donc T(0) est
fermée, puisque Tx =T x pour x € D(T),on a:

QT Jpery=QT Jpr)
donc d’apres la Proposition (1.41)
W]D(T) = QT]D(T)-

Donc QT est fermable.
Inversement, soit QT fermable et T'(0) fermée, alors pour x e D(T)ona:

QTx=QTx,
=QTx.
Donc Tx = T x, puisque T(0) = T(0), c’est-a-dire que T est fermable. m
Proposition 1.46 ([19]) Soit T € LR(X,Y), alors:
ITI<ITI, (1.18)
avec égalité si T(0) = T(0), par exemple si T est fermable.
Preuve. Supposons que || T|| > || T|| et choisissons € > 0 et (x,, o) € G(T) tels que || x,|| < 1 et :
d (¥, T(0)>IT||+2e. (1.19)
Choisissons ensuite (x, y) € G(T) tel que ||x — x|l + ||y — wll < €, et || x|| < 1. Puisque :
1d (3, T(0))—d(y, TO) <Ily —wll <e,
nous obtenons de (1.19) que :
IT|I+2€ < d(y0, T(0)) < d(y0, T(0) < d(y, T(0))+ e <|IT|l+e,

ce qui une contradiction. Donc ITI<IIT]. _
Soit maintenant 7(0)= T(0). Onapour x € D(T)etye Tx c Tx,
ITx||=d(Tx,T(0)=d(T(x), T(0)) =T x|l.
Donc ||T|| <||T||. m
Corollaire 1.47 ([19]) Soit T € LR(X,Y), alors:
r(T)2y(T), (1.20)

avec égalité si N(T)= N(T).

Proposition 1.48 ([19]) Soit T est fermée et soit F C Y de dimension finie. Alors Qp T est
fermée.

Proposition 1.49 ([19]) SoitS € LR(Z, X) fermée et larelation T a un rang fermé et satisfasse
a(T)< oo ety(T)>0. Alors TS est fermé.

Preuve. Voir [19, page 47] m
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1.9 Notes et remarques

Certains auteurs définissent une relation comme étant un sous-ensemble non vide de
U x V (voir par exemple [16, page 25]) a savoir G(T') est un sous-espace, est souvent utilisée
comme définition d’'une relation linéaire.

Passons brievement en revue la relation entre les relations linéaires et certains autres
types d’applications a valeurs fixes entre les espaces vectoriels (réels) X et Y.

Soit F € R(X,Y), alors F est dite :

(a). affine si pourtoutacRet x;,x, € X

aFx,+(1—a)Fx, C Flax,+(1—a)x,) (1.21)

(b). convexe si pour a €[0,1] et x;, x, € X, l'inclusion (1.21) admet
(c). un processus convexe si pour tout @, 8 >0 et x;, x, € X
aFx,+BFx,CFlax,+px,) (1.22)

(d). linéaire si pour tout @, B €R et x;, x, € X , 'inclusion (1.22) et vérifiée.

On a évidemment les inclusions :

linéaire c affine C convexe

et

linéaire C processus convexe C convexe
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CHAPITRE

Adjoints des relations linéaires

Ce chapitre est consacré a I’adjoint d'une relation linéaire, on définit I'adjoint et on
donne une caractérisation pour lui, et quelques propriétés importantes.

2.1 Dadjoint

Définition 2.1 ([19]) Soit X un espace vectoriel normé, X’ désignera le dual topologique de
X, c'est-a-dire l'espace de toutes les formes linéaires continues x’ définies sur X, muni de la
norme:

|’ =inf{A: |x"x| < Allx|| pour tout x € X}

Notation2 SiK c X et L c X/, On note:

Klz{x’eX’:x’xzo pourtoutxeK},
L'={xeX:x'x=0 pourtoutx’€L}.

Clairement, K+ et LT sont des sous-espaces linéaires fermés de X’ et X respectivement, de
plus, si M est un sous-espace linéaire de X, alors M1 = M.

Si N est un sous-espace linéaire de X’, alors N '* est la fermeture de N si la topologie
faible* de X".

Définition 2.2 ([19]) Soit T € LR(X,Y) l'adjoint T* de T est défini par :
G(T)=GTV cy' xX/,
ol
(7, ), (¢, x N =(x, x)+(y, ¥ ) =x"x+y'y.
2.1.1 Caractérisation de I’adjoint
Soit T € LR(X,Y):

(¥, x)eG(T*) < y'y—x'x=0,V(x,y)e G(T).
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Donc y’y =x’x pourtout y € Tx, x € D(T).
Ainsi,
x'eT*y < y'Tx=x"x,Yxe€D(T).

Donc x’ est une extension de y’T. On peut donc caractériser I'’adjoint comme suit :

G(T*)={(y’,x")e Y’ x X’ : x'une extension de y'T}. 2.1)

Remarque 7 D’apres (2.1), nous voyons que si T est défini de maniere dense, alors T* sera a
valeur unique (puisque dans ce cas, y’' T aura une extension unique a tout X).

2.2 Quelques propriétés
de Ladjoint

Dans cette section on résume, a travers des propositions, quelques propriétés de 1’adjoint
d’une relation linéaire.

Proposition 2.1 ([19]) T* est une relation linéaire fermé dans LR(Y',X’), etona:
D(T*)={y’ € Y': y'Test continu est a valeur unique}. (2.2)
De plus, étant donné y’ € D(T*),x € D(T),ona:
T*y'x=y'TxeK.

Preuve. D’apres (2.1) dans la définition (2.2) ona: y'T = x’ |p(r) est continu en D(T), et
y'T(0)=x'(0)=0. m

Proposition 2.2 ([19]) Soit T € LR(X,Y)etA#0, alors:

(@. (T)=T*
(b). (T*) ' =(T7)
(©). ATy=AT* (A£0).

Preuve. ((a).) et ((b).) sont des conséquences immédiates de la définition.
Pour ((c).)ona:

sil#0ona:
G(ATY)={(y",x"): y'y =x"x pour (x,y) € G(AT)}.
={(y",Ax): y'(Ay)=(Ax")x pour (x,y) € G(T)}.
=G(AT™).
[

Proposition 2.3 ([19]) Soit T € LR(X,Y), alors:
(a). N(T*)=R(T)".
(b). T*0)=D(T)".
(¢c). N(T)=R(T*'.
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(d). T(0)=D(T*'.

Preuve.on a:

(a).

y' e(T7(0) & (0,y)e G((T) ™,
< (y,0)0e G(T"),
< y’'y =0pour touty € R(T),
> y'eR(T)"

x' € T*0) < (0,x)e G(T*),
<= x'x =0 pour tout x € D(T),
— x'eD(T)

xeN(T) < (x,00e G(T)=G(—(TH™YT,
< x'x =y’(0) pour tout(y’, x") € G(T*),
< x'x =0 pour tout(y’, x") € G(T"),
< x'x =0 pour toutx’ € R(T™),
< xeR(TY".

yEN(T)! < (,00eG(T)™,
= (0,y)eG(T)=G(T™,
< y’'y = x(0) pour tout(y’, x") € G(T™),
< y’y =0pour touty’ € D(T*),
— yeD(T.

Proposition 2.4 ([19]) SoientS,T € LR(X,Y), alors:
(a). G(S*+T*)CG(S+T)).
(b). SiD(T)c D(S), et siS est continu (par exemple, si D(S*)=Y"’), alors :

S*+T*=(S+T).

(c). (S+ T)* est un extension de S* + T* si et seulement si :

(D(S)ND(T)) =D(S):+D(T)" .
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Preuve.

(a).

().

soit (y’, x") € G(S§*+ T*). Alors (y', x{) € G(S*) et (y', x;) € G(T*).

Ou:x'=x]+x,.

Soit(x,s+1t)eG(S+T),ou(x,s)eG(S)et(x,t)e G(T). Alors :
Vis+t)=x'x=y'(s)+y(t)—x/x—x,x=0.

Donc (y’, x") € G((S+ T)*).

. D’apres ((a).)ona:

D(S*+T*)c D((S+ T)").

Si maintenant y’ € D((S+ T)*), alors :
0=y'(S+T)0)=y'S(0)+y'T(0),

ce qui ne peut étre le cas que si 0= y’S(0) = y’T(0), c’est-a-dire que y’S et y’T son a
valeur unique. Puisque S est continue, y’S est continu de méme que y’T, car :

y'Tx=y(S+T)x—y'Sx pour x € D(T)=D(S+ T)c D(S).
Ainsi d’apres la Proposition (2.1), y’ € D(T*)N D(S*)= D(S*T*), donc:
D(S*+T*)=D(S+T)).
Alors ’apres la Définition (2.2), (4) :
S+ T*=(S+T).

D’apres le Corollaire (1.8) on a:
(S + T)* est un extension de S* + T* si et seulement si (S + T)*(0) = S*(0) + T*(0).

Théoreme 2.5 ([19]) SoientT € LR(X,Y)etSe€ LR(Y,Z), alors:

(a).

(D).

G(T*S*)c G((TS)").
De plus, si soit :
R(T*)=X'etD(S)C R(T), (2.3)
ou:
D(S*)=Z'et R(T)c D(S), (2.4)
alors
(ST)y*=T*S*. (2.5)

Soit M un sous-espace de dimension fini de D(T), fermé dans D(T), alors :

(TIy)y =0T (2.6)

Preuve.
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(a).

Si(z/,x")e G(T*S*) alors (z/,y') € G(S*) et (y’, x’) € G(T*) pour tout y' € Y.
Donc z’z=y’y = x’x pour tout (x,z)€ G(ST), d'ou (2, x") e G(ST)*).
Nous avons montré que :
G(T*S*)c G(ST)"). 2.7)

Supposons que (2.3) soit vérifié. Soit (z’, x’) € G((ST)*). Depuis x’ € X’ = R(T*), il
existe y’ € Y’ pour qui (y’, x’) € G(T*).

Maintenant soit (y,z) € G(S). Alors y € D(S) € R(T), et il existe x € D(T) tel que
(x,y)eG(T).Doux'x=y'y.

Aussi (x,z)€ G(T).Donc x'x =z'z,et y'y =z’'z.

Par conséquent (z/, y’) € G(S*). Cela garantit que (z’, x’) € G(T*S*).

D’ou G((ST)*) c G(T*S*).

L'égalité (2.3) découle maintenant de (2.7).

Supposant maintenant que (2.4) soit vérifié. puisque (S~')* =(S*)~! d’apres la Proposi-
tion (2.2),ona:

R(S™Y*)=Z',et D(T™')c R(S™!). Ainsi, par la premiére partie, nous avons :

(TS = (87 (T (2.8)

D’apreés la Proposition (2.2).

. SiJ= ]}1(”, il est facile de voir que D(T*) c D((T J)*). Aussi D(J*T*)= D(T*) car J* est

défini partout. De plus (T J)* est a valeur unique.

Nous allons maintenant vérifier que D((T J)*) c D(T*).

Soit y’€ D((T J)*). Alors y’T est continue et a valeur unique on M et donc sur D(T),
donc y’ € D(T*). Ainsi (T J)* et J*T* ont le méme domaine.

Au vu de (2.7), il ne reste plus qu’a monter que G(J*T*) > G((T J)*).

Soit (y',m’)e G((T J)*).

Puisque x’ = y’T est ue extension continue a valeur unique de m’ = y’TJ, on a
maintenant (y’, x’) € G(T*) et (x’, m’) e G(J*).

Par conséquent (y/, m’) e (J*T*).

Proposition 2.6 ([19]) Soit M un sous-espace linéaire de X

(a). X'/M* estisomorphe a M’ sous la norme préservant l'isomorphisme U défini par :

U(Qu:x)=x"|y (x € X").

(b). Si M est fermé, alors (X /M) est isomorphe a M* sous l'isomorphisme préservant la

norme V défini par :

(Vz)x =2"(Qu x) (z"e(X/M)).

Chagque fois que l'on écrit X'/M*+ = M’, ces égalités sont a interpréter en fonction des
isométries naturellesU et V.

Proposition 2.7 ([19]) Soit E un sous-espace de X. Alors :

QXy=7X (si E est fermé), (2.9)
Xy =Q%. 2.10)
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Preuve. En utilisant 'isométrie canonique qui identifie (X /E) a E* (Proposition (2.6)), on
a (en supposant que E est fermé) :

(Qg)* . E_L—)X/)

et
Q) x'(x)=x"(Qf x) = x'(x), 2.11)
pour x € X,x’ € E*.
Aussi, JX 1 Et— X', et
X x) (%)= x'(x), 2.12)

pour x € X, x’ € EL.
La comparaison de (2.11) et (2.12) établit (2.9),

etona:

Qé‘(l . X/—) E/r
et

Q. x'(e)=x'e, (2.13)
pour x’ € X’,e € E.

Aussi, (J5 ) : X' — E’, et
U rx'(e)=x'(J)e)=x'e, (2.14)
E E

pour x’ € X’,e € E.
L'égalité (2.10) découle maintenant de (2.12) (2.13) =

Théoreme 2.8 ([19]) Soit T € LR(X,Y):
(b). (T]D(T))* = QT* T*.
(0). (Q T]D(T))* =Qr:T*Jr (o)
Corollaire 2.9 ([19]) SoitT€ LR(X,Y):

D(T*)=D((QTY)"),
et
T*y' =(QT)y’ (y' € D(TY).

Remarque 8 Le corollaire (2.9) montre que les adjoints des relations T et QT ont le méme
graphe. Dans le cas ot T est fermé et a valeur unique, alors D(T*)*T = Y’ est les deux adjoints
sont identiques.

Corollaire 2.10 ([19]) Soit T € LR(X,Y), Alors :
T <IT]l. (2.15)

Preuve. Supposons que || T|| < oo. D’apres le théoreme (2.8) :

(@). (QTJ) =Qp:T*Jr(p ot (J = Jp(n)),
qui, par la Proposition (2.3), est de domaine D(T*) et de plus:
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(b). (QTIY(y)=QrT*Jrop(y") (y € D(T™)).
Comme QT J est défini partout, (Q T J)* est a valeur unique. d’ou
IT* N =11Qr T* Jroyll = sup{ll(QT Iyl : " € Bz},
=sup{ly’(QTJx)|: y" € Bp(1+), X € Bp(n)},
(puisqueD(T*) c T(0)})
<sup{lly’ QT JIl lIxll: y" € Bp(r+), X € By},

<[IQTJIl,
<|[ITl.

Proposition 2.11 ([19]) Soit P une projection bornée définie sur X. Alors :
NP} +R(P) =X’ et N(P)* N R(P)* = {0}.
Preuve. Vérifiant que P* est une projection bornée définie sur X’, par Proposition (2.3)

R(P) =N(P¥),
NP} =R(I—P) =N((I—P)")=R(P*).

Ainsi X’ = N(P*)+ R(P*)= N(P)* + R(P)*, et N(P*)NR(P*)={0} = N(P)*NR(P)". m

Proposition 2.12 ([19]) SoientT € LR(X, Y) et M unsous-espace linéairede X, siR(T)+M =
Y oindim M < oo, alors :
R((Q,, T))=R(T.

Preuve. Si Q = Q,. puisque dim M < oo il existe une projection bornée P de Y sur R(T) de
noyau M (par la Proposition (1.40) ) et Proposition (2.12) on a:

R(TH+M' =Y, R(T)* nM*t={0}.

D’apres théoreme (2.5) :
(QT)'=T"Q*=T*Jy..
Ainsi :
R(QTYy)=T*M*)=T*M*+N(T*)=T*M*+R(T)")=R(T*). m
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CHAPITRE

Relations linéaires compactes

Dans ce chapitre, nous donnerons le concept de compacité des relations linéaires et
certains résultats importants, et nous démontrerons le théoréeme de Schauder.

3.1 Compacité d’'une relation linéaire

Définition 3.1 ([14], page 3) Soit T € LR(X,Y), on définit T, :

T.: D(T)— Y /T(0).
ParT,=Q:T, tel que :
Ii(x)=1[y] pourtout(x,y)e G(T),
etYxeD(T):
I x|l =T xI|,
I Tl =T

Définition 3.2 Un sous-ensemble M d’un espace vectoriel normé, est dit totalement borné si,
pour tout r >0, M peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon r.

Définition 3.3 ([14],page 7) Soient X et Y deux espaces vectoriels norméset T € LR(X,Y).
T estdite compacte si pour tout sous-ensemble borné M de X, l'image T,(M ) est précompacte,
c'est-a-dire que, T,(M) est un sous-ensemble compact de Y / T(0).

T est dite précompacte si pour tout sous-ensemble borné M de X, l'image T,(M) est totale-
ment bornée

Proposition 3.1 ([19]) Soient X et Y deux espaces vectoriels norméset T € LR(X,Y).
T est dite compacte si et seulement si T,( Bx) est précompacte.
T est dite précompacte si et seulement si T,( By ) est totalement bornée.
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Notation 3 ona
1. L'ensemble de toutes les relations linéaires compactes noté par KR(X,Y). On utilise
KR(X) lorsque X =Y.

2. Les sous-ensembles compactes dans un espace de Banach sont nécessairement bornés,
toute relation compacte est bornée. On a donc :

KR(X,Y)C BR(X,Y).

Proposition 3.2 ([14],page 7) Une relation linéaire T € LR(X, Y) est compacte si et seule-
ment si toute suite{x,} € D(T), avec||x,|| < 1 admet un sous-suite{x,;} pour laquelle T,(x,,;.)
convergeen Y /T(0).

Proposition 3.3 Soient T € KR(X) et S € BR(X) telles que TS et ST soient des compositions
bien définies, c’est-a-dire R(T) S D(S) et R(S)S D(T), alors TS€ KR(X) et ST € KR(X).

Preuve. Soit U un sous-ensemble borné de D(S), puisque S € BR(X), on a S(U) est un
ensemble borné donc :
(TS)U)=T(S(V)),

qui est un ensemble précompacte puisque T € K R(X).
Soit maintenant U un ensemble borné dans D(T), par définition puisque T(U) est
précompacte et S est borné et donc continue, il suit que (S T)(U) doit étre précompacte.
Cela signifie que K R(X) se comporte comme un idéal dans B(X). m

Proposition 3.4 ([19]) Si T une relation linéaire continue, avec dimR(T) < +00, alors T est
compacte.

3.2 Théoreme de Schauder

Lemme 3.1 (Arzela-Ascoli[11], page 111) . Soient K un espace métrique compact et H un
sous ensemble borné de 6 (K). On suppose que H est uniformément équicontinu, c-a-d,

Ye>0,30 >0, telsque: d(x,x,)<o = |f(x)—f(x)|<eVfeH.
Alors H est compact dans 6(K).

Théoreme 3.5 (Schauder [11], page 159) Soient X et Y deux espaces de Banach. Si T €
KR(X,Y)alorsT*€ KR(Y', X").

Preuve. Soient T € KR(X, Y), By, laboule d'unité dans I'’espace dual Y’ et x € D(T) alors :

IT*fll = sup | I7 f (x)Il,

XEBy

= sup [l (L)l

XEBy

= sup |f(¥)I.

y€T(Bx)

On pose A= T*(By), soit 'injection u de A c X’ dans ¢(T(By)) défini par :
u(T f)=f |78y, pour f € By..
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Ainsi
”T*f”X’ = ”f lT(BX) “%(T(B;d)’vf S

Si T est borné alors T* est borné et || T'|| = || T*|| tel que :

IT < NTHILf Ny
<|[ITIl.

Donc u(A) est uniformément borné dans 6 (T (By)). Etant donné y,, y, € T(By), f € By,
ona:

|f 7 () — f e R <1 f (=2l
< flly Ay —ell,
<y =72l

Ainsi, u est équicontinu et donc par le théoréeme d’Arzela-Ascoli A est pré-compact. m

Théoreme 3.6 ([19]) Soient X,Y deux espaces de Banach et T est une relation linéaire fermée.
Alors T € KR(X,Y) si et seulement si T*€ KR(Y’, X’).

Théoreme 3.7 ([19]) Soit T une relation linéaire continue. T est précompacte si et seulement
si T* est compacte.

Conclusion

Dans ce travail, nous aborderons le sujet des relations linéaires compactes sur un espace
vectorielle. On définit les relations linéaires (relation sur les ensembles, relations linéaires,
continuité...), puis nous définirons ’adjoint d'une relation linéaire et donnerons quelques
propriétés et résultats qui lui sont liés. Enfin, nous donnerons la notion de la compacité
dans le cas des relations linéaires et nous prouverons un résultat de type Schauder.

Ce domaine ne se limite pas al’étude des relations linéaires compactes, car il est possible
d’étudier les relations linéaires semi-Friedholm et la théorie spectrale des relations linéaires.
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