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Résumé

Dans ce mémoire, notre étude est portée sur la coloration dominante des arétes et
l'indice chromatique dominant x,(G). Une coloration dominante des arétes est une col-
oration propre de G, telle que tout aréte domine au moins une classe de couleur. 'indice
chromatique dominant, noté X:;z (G) est le nombre minimum de couleurs nécessaires dans
une coloration dominante de (G, une coloration dominante des arétes minimum est dite une
X, (G)-coloration.

Nous présentons en premier lieu quelques résultats existants sur la coloration dom-
inante, Une coloration dominante des sommets est une coloration propre de G, telle que
tout sommet domine au moins une classe de couleur. Le nombre chromatique dominant
des sommets, noté y,(G) est le nombre minimum de couleurs nécessaires dans une col-
oration dominante de G. En second lieu, nous déterminons quelques bornes sur Xii (G), et
ensuite nous déterminons l'indice chromatique dominant de certains graphes particuliers:
les chaines, les cycles, les chenilles, le n-livre, arbre(n, k)-banana, le fan graph,l’ étoile sub-
divisée et la roue. Enfin, nous allons étudier I'effet de la suppression d’une aréte sur I’indice

chromatique dominant X/d (G) pour certaines classes particulieres des graphes.



Abstract

In this report, the aim of our work is to study focuses on the edge dominator coloring and
the dominator chromatic index x}; (G). A dominator edge coloring of G is a proper edge
coloring of G in which each edge of the graph dominates at least one color class. The
dominator edge chromatic index number, denoted y; (G) is the minimun of colors required
in a dominant staining, and a minimum dominant staining is called a x, (G -coloration.

We first present some existing results on the dominant coloring, A dominant coloration
is a proper coloration of G such that any vertex dominates at least one color class. The
dominant chromatic number, noted y, (G) is the minimum number of colors required in a
dominant G staining, second we determine some bounds on y, (G) , and thene we determine
the dominant chromatic index of some graphe particulares : chains, cucles, caterpillar,
n-book, tree (n, k) -banana, fan graphe,subdivided star and whell graph .

Finally, we will study the effect of deleting an edge on the dominant chromatic index

x, (G) for some particular classes of graphs.
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Introduction

Sans que l'on en soit toujours conscient, la théorie des graphes est aujourd’hui tres
présente dans notre société moderne. Cette branche des mathématiques s’intéresse a 1’étude
des graphes ainsi qu’a la résolution de problémes en les modélisant sous forme de graphes.

Du point de vue historique, la théorie des graphes débute avec les travaux du mathémati-
cien suisse Euler aul8™¢ siécle, et trouve son origine dans 1’étude de certains problémes,
tel que celui des ponts de Konigsberg, quand il se demandait s’il est possible, en partant
d’un quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par le
méme point et revenir & son point de départ. Des le début du goeme siecle, elle constitue
une branche a part entiére des mathématiques, grace aux travaux de Konig, Menger, Cayley
puis de Berge et d’Erdis.

La coloration est considérée comme I'un des thémes majeurs de la Théorie des Graphes.
L’origine de la coloration des graphes remonte au XIX siécle lorsque Francis Guthrie décou-
vrit que quatre couleurs suffisent pour colorier les cantons d’Angleterre de telle facon que
deux cantons ayant une frontiére commune ne recoivent pas la méme couleur. D’o1, il posa
le probleme de la possibilité de colorier toute carte géographique a ’aide de quatre couleurs
sans que deux pays voisins n’aient la méme couleur. Le probléeme est resté ouvert jusqu’'en

1976 quand Appel et Haken le démontrérent par le biais de I'informatique.

La coloration de graphes est a la base de la théorie des graphes du fait de son utilisation
dans la résolution de nombreux problémes pratiques. En effet, ces derniers sont modélisés
comme étant des problémes de coloration.

A titre d’exemple, on peut citer les problémes de ’'ordonnancement de taches et ’allocation

de fréquences.
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Plusieurs types de colorations font objets de travaux d’éminantes équipes de recherche
telles que la coloration des sommets, la coloration des arétes, la coloration des sommets et

des arétes (la coloration totale) etc.

Il existe également plusieurs types de colorations . On cite en exemple la coloration

dominante des sommets et la coloration dominante des arétes etc.

En théorie des graphes la coloration et la domination sont deux domaines importants
qui ont été largement étudiés. Le parametre fondamental dans la théorie de la coloration
de graphe est le nombre chromatique x (G) pour la coloration d’'un graphe G qui est défini
comme étant le nombre minimum de couleur requis pour colorer les sommets de G de tel
sort qu’aucuns deux sommets adjacents ne regoivent la méme couleur. Si x (G) = K, on dit
que G est K-chromatique.

Comme pour la coloration des sommet ,I’intérét est de trouver une coloration des arétes
avec un nombre minimum de couleurs. G est k-aréte-colorable si on peut colorer ses arétes
avec k couleurs distinctes, sans que deux arétes adjacentes aient la méme couleur.

L’indice chromatique d’un graphe G, noté X'(G), est le plus petite entier positif k£ pour
lequel G est k-arétes-colorable .

Un ensemble dominant S est un sous ensemble des sommets dans un graphe telle que
chaque sommet du graphe appartient & S ou a un voisin dans S. Le nombre de domination
est ordre d’un ensemble dominant minimum. Etant donné un graphe G et un entier K |
la recherche d'un ensemble dominant d’ordre K est NP-complet dans un graphe arbitraire.
112 [

Un sous-ensemble X de FE est appelé un ensemble dominant de GG si chaque aréte pas
dans X est adjacente a une aréte dans X. Le nombre de domination d’arétes 7/(G) de G
est la cardinalité minimale prise sur tous les ensombles dominants d’arétes.

Un graphe & une coloration dominante s’il a une coloration propre, chaque sommet
du graphe domine chaque sommet de la méme classe de couleur. Le nombre chromatique
dominant y (G) est le nombre minimum de classes de couleur dans une coloration dominante

d’un graphe G.
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Une coloration dominante des aréte est une coloration propre de G telle que tout aréte
domine au moins une classe de couleur. L’indice chromatique dominant, noté X:z (G) est le
nombre minimum de couleurs nécessaires dans une coloration dominante de G.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de théorie des graphes
nécessaires a la compréhension de ce mémoire. Nous donnons également un petit apergu de

quelques notions élémentaires de complexité algorithmique.

Dans le deuxiéme chapitre, on commence par la définition de la coloration, la domination
et la coloration dominante. Nous nous intéressons dans ce chapitre au probléme de la
coloration dominante ot nous citons quelques bornes et résultats existants sur le nombre
chromatique dominant d’un graphe.

Le troisieme chapitre porte sur notre contribution dans le domaine de la coloration
dominante des arétes, on commence par la définition de la coloration des arétes, la domi-
nation des arétes et la coloration dominante des arétes ou nous determine quelques bornes
sur x,; (G) et nous donnons la valeur exacte de I'indice chromatique dominant de certains
graphes particuliers.

Dans le quatrieme chapitre, nous allons étudier ’effet de la suppression d’une aréte sur
I'indice chromatique dominante X; (G) pour certaines classes particulieres de graphes.

Ce mémoire s’achéve par une conclusion.



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce premier chapitre, nous rappelons toutes les définitions de théorie des graphes

nécessaires a une bonne compréhension de la suite du mémoire .

1.1 Théorie des graphes

1.1.1 Concepts de base

Un graphe G est un couple (V, E), ou V est I’ensemble des sommets , et E est un
ensemble de paires d’éléments de V' appelées arétes .

Le nombre des sommets d’un graphe, ou 'ordre (order), égal donc a | V' |, est plus
généralement noté n, le nombre d’arétes est quant & lui noté m.

Deux sommets x, y d'un graphe G = (V, E) sont voisins ou adjacents s’ils ont au
moins une aréte qui les relie. Si e = xy est une aréte de GG, alors x et y sont les extrémités
de e, et e est dite incidente a = et y.

Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont identiques.

Un graphe ayant des arétes multiples est un multigraphe.

Un graphe est dit simple s’il est sans boucles est sans arétes multiples.

Exemple 1.1.1 La figure représente un graphe simple G = (V, E) avec
V(G) = {21, 2,23, T4, T5, 6 T7, 78}

et E(G) = {$1$6,$1I2,$1$4,5172$57$25E4,$4$3,$4$67$2$57$3$7,$5$3,$7$57$59€3,$5$8}-



1.1. Théorie des graphes

T X2

xs3

Tq a3

Tg Tg
Figure 1.1.1 : Un graphe G = (V, E).

Complémentaire

Définition 1.1.1 Le graphe complémentaire d’un graphe G = (V, E) est le graphe noté G,

défini par V(G) = V(G) et E(G) ={uv:u € V(G),v € V(G) et wv ¢ E(G)}.
Autrement dit, le complémentaire du graphe G = (V, E), est un graphe avec le méme
ensemble de sommets V tel que deux sommets sont adjacents dans G si seulement s’ils ne

le sont pas de G.
Par exemple dans la figure sont donnés un graphe G et son complémentaire G.

G G
Figure 1.1.2 : Un graphe G et son complémentaire G.
Voisinages et degrés

e Le voisinage ouvert d’un sommet v d’'un graphe G, noté Ng(v) est 'ensemble de

tous les sommets adjacents a v. C’est & dire Ng(v) = {u € V(G) : uwv € E(G)}.
e Le voisinage fermé d’un sommet v d’un graphe G, noté Ng[v] = Ng(v) U {v}.

e Le voisinage privé d’un sommet v par rapport & un ensemble S est ’ensemble des
sommets du voisinage fermé de v qui n’ont pas d’autres voisins dans S. Cet ensemble

est noté pn|v, S| et défini par pnv, S| = {u: Ng[v]NS = {v}}.

10



1.1. Théorie des graphes

e Soit S un sous-ensemble de V, le voisinage ouvert de S est Ng(S) = |J Ng (v) et le
veS
voisinage fermé est Ng[S] = N(S) U S.

e Le degré d’un sommet v de G est le nombre d’arétes incidentes a v. Il est noté d(v)

ou bien dg(v).

e Lorsque d(v) = 0, on dit que le sommet v est isolé, et lorsque d(v) = 1, on dit que le

sommet v est pendant. L’ensemble des sommets pendants de G est noté par L(G).

e Un sommet adjacent & au moins un sommet pendant est appelé sommet support.

L’ensemble des sommets supports de G est noté par S(G).

e Si un support v adjacent a un seule sommet pendant, alors v est un support faible, si

non (adjacent & au moins deux sommets pendants) alors v est un support fort.
e Lorsque d(v) =n — 1, on dit que le sommet v est universel.

e Le degré maximum d’un graphe G, noté A(G) est le maximum des degrés de ses

sommets. En d’autres termes, A(G) = max {d(v)}.
ve

e Le degré minimum d’un graphe G, noté §(G) est le minimum des degrés de ses

sommets. En d’autres termes, §(G) = mi‘l;l {d(v)}.
ve

Chaines et cycles

Définition 1.1.2 Le cycle d’ordre n, noté C,, est le graphe connexe dont tous les sommets

sont de degré 2.
Par exemple voir la figure[1.1.53].

Définition 1.1.3 La chaine d’ordre n, noté P,, est le graphe connexe dont tous les sommets

sont de degré 2, sauf deux sommets sont de degre 1 (sommet pendant).

Par exemple voir la figure

11



1.1. Théorie des graphes

Figure 1.1.3 : Un cycle Cg et une chaine F.

Connexité

Définition 1.1.4 Un graphe est connexe si pour toute paire de sommets il est possible de

passer de ['un a l’autre par une suite des sommets adjacents .

La connexité définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des sommets, et chacune
des classes d’équivalence est appelée composante connexe du graphe. Autrement dit, un

graphe est connexe si et seulement s’il ne contient qu’une seule composante connexe.

Définition 1.1.5 Un sommet v d’un graphe G = (V, E) est dit sommet d’articulation
st sa suppression de V' augmente le nombre de composantes connexes de G. L’aréte e € E

s’appelle un isthme si sa suppression de e augmente le nombre de composantes connezes

de G.

Exemple 1.1.2 Le graphe connexe de la figure [1.1.] | posséde un isthme gh.

a e 7

Figure 1.1.4 : d, g ,h sont des sommets d’articulation. L’aréte gh est un isthme.

1.1.2 Distances, excentricité, diamétres, rayons et centres

Soit G = (V, E) un graphe et u, v deux sommets de V. La distance entre u et v,

notée d(u,v) est la longueur de la plus courte chaine joignant u et v.
e Lrexcentricité de v, noté exc(v), est définie par exc(v) = max{d(v,w),w € V}.
e Le diametre de G est daim(v) = max{exc(v),w € V}.

e Lerayon de G est rad(G) = min {exc(v),w € V}.

Un sommet de G ayant une excentricité minimale est appelé centre.

12



1.1. Théorie des graphes

1.1.3 Graphes particuliers
Graphe complet

Définition 1.1.6 Un graphe complet est un graphe ou chaque sommet est relié a tous les
autres sommes. Le graphe complet d’ordre n est noté K,. Dans ce graphe chaque sommet

est de degré n — 1.

La figure représente un graphe complet K.

Figure 1.1.5 : Un graphe complet K.

Graphe régulier

Définition 1.1.7 Un graphe est dit régulier si tous ses sommets ont le méme degré.
C’est-a-dire : Yu,v € V(G), dg(u) = dg(v).
Et d’autre part nous avous : §(G) = A(G).

Un graphe est k-régulier ou régulier de degré k si tous ses sommets sont de degré k.

Exemple 1.1.3 Prenons par exemple le graphe de Petersen Gig de la figure |1.1.6 | Le

graphe Gy est un graphe 3-régulier.

13



1.1. Théorie des graphes

U1

Us /\ VU2

S,

M'

Uy U3

Figure 1.1.6 : Le graphe de Petersen Gy.

Graphe biparti et Graphe biparti complet

Définition 1.1.8 Un graphe biparti est un graphe qu’on peut partitionner [’ensemble des

sommets en deux ensembles A et B non vides tels que toute aréte a une extrémité dans A

et lautre dans B. On note alors G = (A, B, E) .

Définition 1.1.9 Un graphe biparti complet est un graphe biparti G = (A, B, E) ou

tout sommet de A est adjacent a tout sommet de B. On le note K, j, oui=| A| et j=| B|.

La figure représente un graphe biparti et un graphe biparti complet K 4.

Figure 1.1.7 : Un graphe biparti et un graphe biparti complet K3 4.

Arbre

Définition 1.1.10 Un arbre est un graphe connexre sans cycles.

(n — 1) arétes, et il est noté généralement T

14
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1.1. Théorie des graphes

La figure représente un arbre 7.

Figure 1.1.8 : Un arbre T.

Forét

Définition 1.1.11 Une forét est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des

arbres.
Etoile

Définition 1.1.12 Un cas particulier d’un graphe biparti complet dans lequel |V1| = 1 et

|Va| = s est appelé une étoile et noté K, ;. Le sommet de Vi est appelé centre ou sommet

central de [’étoile.

La figure représente un étoile K 4

Figure 1.1.9 : Une étoile K ;.

Galaxie

Définition 1.1.13 Une galaxie est un graphe dont toutes les composantes connexes sont

des étoiles.

15



1.1. Théorie des graphes

Griffe

Définition 1.1.14 Une griffe d’un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble de sommets de

G qui engendre une étoile K 3.

Figure 1.1.10 : Une étoile K ;.

e Un graphe est dit sans griffe (ou sans K; 3) s’il ne contient pas K 3 comme sous-graphe

induit.

Double étoile

Définition 1.1.15 Une double étoile est le graphe obtenu en ajoutant une aréte reliant les

deux centres des deux étoiles K1, et K4, et notée par S, .

La figure [1.1.11 |représente un double étoile Ss 3.

Figure 1.1.11 : Une double étoile Ss 3.

Etoile subdivisée

Définition 1.1.16 L’opération de subdivision d’une aréte xy d’un graphe G consiste a

ajouter un nouveau sommet z tel que E(G U {z}) = (E(G — {zy})) U {zz,yz}.

Définition 1.1.17 Une étoile subdivisée (ou araignée saine) est obtenue d’une étoile

K, s en subdivisant chaque aréte une fois, elle est notée par K7 ,.

La figure |1.1.12 | représente une étoile subdivisée K7, (ou araingnée saine).
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1.1. Théorie des graphes

Figure 1.1.12 : La subdivision d’une étoile K7 ..
Si dans I'étoile K g, le nombre des arétes subdivisées sont inférieure a s, alors on appelle

le graphe obtenu une araignée blessée.

Figure 1.1.13 : une araignée blessée.

Couronne d’un graphe

Définition 1.1.18 La couronne G = H o Ky d’un graphe H est le graphe obtenu d’une
copie de H, et pour tout sommet v de V(H), on relie un sommet pendant. Il est évident que

l’ordre de G est égal a 2n si celui de H est n.

La figure [1.1.14 | représente un graphe C'5 et sa couronne C'5 o K.
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1.1. Théorie des graphes

./. .\. @ L

(50 K, Cs
Figure 1.1.14 : Un graphe C5 et sa couronne C5 o K;.

Une chenille

Une chenille C(ay,as,...,a,) est un arbre dont la supression de ses sommets pendants

donne une chaine uy, us, ..., u,, ol a; est le nombre de sommets pendants adjacents a u;.

Figure 1.1.15 : Une chenille.

Graphes cordaux

Un trou : est un cycle de longueur au moins 4.

Un graphe est cordal ou triangulé s’il ne contient pas de trou.
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Autrement dit, dans un graphe cordal tout cycle de longueur au moins 4 contient une
corde (une aréte joignant deux sommets non consécutifs du cycle), i.e. les seuls cycles induits

sont des triangles.

1.1.4 Sous-graphe et graphe partiel

Soit G = (V, E) un graphe simple. On appelle sous-graphe de GG, un graphe H = (V' E’)
tel que V! C V et E' C E. Pour un sous-ensemble A C V| le sous graphe induit par A, noté
G[A] ou simplement (A) , est le graphe ayant A pour ensemble de sommets et dont les aréte
sont celles de F ayant leurs deux extrémités dans A.

Etant donné un graphe H, on dit que G est sans H si H n’est pas un des sous-graphes
induits de G.

Un graphe partiel de G est un graphe obtenu en enlevant une ou plusieurs arétes de G.
Autrement dit, un graphe partiel de G est un graphe Gg = (V, B) ayant le méme ensemble de
sommets, et ayant comme ensemble d’arétes, un sous-ensemble de E(G) : E(Gg) C E(G).

Des exemples de graphe partiel et de sous-graphe sont donnés dans la figure [1.1.16 |

a a a
€4 €4 €4
€1 €5 €1
b d d b c d
€9 €6 €2 €6
€3 €3
e e e
G =(V.E) Ga=(AE) Gp = (V,B)

Figure 1.1.16 : Un graphe simple G, un sous-graphe G4 et un graphe partiel Gp.

1.1.5 Ensemble minimal, enemble maximal

Soient G = (V, E) un graphe et P une propriéteé.

e Un sous-ensemble A de V est dit minimal par rapport & la propriété P si aucun

sous-ensemble strict de A ne vérifie cette propriété.

e A est dit maximal par rapport a la propriété P, si aucun sous-ensemble de V' contenant

A et différent de A ne vérifie la propriété P.
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1.1. Théorie des graphes

e Un sous-ensemble B de V' est minimum ou de taille minimale par rapport a la propriété
P si aucun ensemble plus petit (pas nécessairement un sous-ensemble de B) ne vérifie

cette propriété.

e 3 est maximum ou de taille maximale par rapport a P, si aucun ensemble plus grand

que B (sans nécessairement le contenir) ne vérifie la propriété.

1.1.6 Quelques invariants de graphes

Les graphes G et H sont dits isomorphes et on écrit G = H s’il existe une fonction bijective
entre les ensembles des sommets des deux graphes, f : V(G) — V(H) tel que deux sommets
sont adjacents dans I'un des graphes si et seulement si leurs images par la fonction bijective
sont adjacentes dans ’autre graphe.

Si deux graphes sont isomorphes alors ils ont des propriétés communes. Ces propriétés
communes sont appelées invariants de graphes. En d’autre termes un invariant est une
propriétés stable par isomorphisme. Le nombre de sommets et d’arétes sont deux invariants
de base d’un graphe. Nous définissons ci-aprés quelques invariants de graphes intervenant

dans la suite.

Stables et cliques

Définition 1.1.19 Un stable ( independent ) est un ensemble de sommets deux & deux non

adjacents.

Définition 1.1.20 Une clique (clique) est un ensemble de sommets deux & deuz adjacents.
Ainsi une clique dans un graphe est un stable dans son complémentaire et inversement.
De plus, tout graphe induit par une clique étant un graphe complet, les deux termes sont le

plus souvent confondus, de méme, un graphe sans arétes est régulierement appelé stable.

Couplage

Un couplage dans un graphe G est un sous ensemble d’arétes deux a deux non adjacentes.
Un couplage maximum est un couplage de taille maximale. On désigne par 3(G) la taille

d’'un couplage maximum dans G.
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1.1. Théorie des graphes

Un sommet d’un graphe G est saturé par un couplage de G lorsqu’il est extrémité d’une
aréte de ce couplage. Autrement, il est insaturé par ce couplage. Un couplage qui sature

tous les sommets de G est dit parfait.

Exemple 1.1.4 Dans la figure|1.1.17|’ensemble des arétes M = {xqxq, xoxy, 375} TEPTésSente
un couplage parfait dans le graphe G.

T2 Ty

Te Ts

T I3
Figure 1.1.17 : M = {x26, xo14, 375} est un couplage parfait et R = {x114, 214, 375}

est un recouvrement.

Recouvrement

Etant donné un graphe simple GG sans sommets isolés, on appelle recouvrement de G un
ensemble R d’arétes de E tel que tout sommet de G est extrémité d’une aréte de R. En
d’autres termes, un recouvrement R est un ensemble d’arétes qui couvre tous les sommets
de G.

Un recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On désigne

par v(G) la taille minimum d’un recouvrement de G.

Exemple 1.1.5 Dans la figure|1.1.17|’ensemble des arétes R = {x¢x1, xowy, x3x5} TEPTésente

un recouvrement minimum de G avec v(G) = 3.

Transversal

On appelle transversal d'un graphe G un ensemble 7' de sommets de V' tel que toute aréte
de E' a au moins une de ses extrémités dans 7'. En d’autres termes, un transversal 7" est un
ensemble de sommets qui couvre toutes les arétes de G.

Un transversal minimum est un transversal qui a le plus petit nombre possible de som-
mets. La cardinalité d’un transversal minimum est appelée nombre transversal. On désigne

par 7(G).
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1.2. Théorie de la complexité

Exemple 1.1.6 Dans le graphe G de la figure|1.1.17), U'ensemble T = {g,b,d, e, f} représente

un transversal minimum de G, d’ou 7(G) = 5.

1.1.7 Paking

Soit S un sous ensemble de sommets. S est un paking si Vz,y € DS, N () NN (y) =0, i.e
d(z,y) > 3.

1.1.8 Quelques opérations sur les graphes

graphe adjoint

Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe adjoint de G ( graphe de ligne) est le graphe obtenu
en associant un sommet & chaque aréte de GG et en reliant deux sommets par une aréte si

les arétes de G correspondant & ces deux sommets sont adjacentes.

Par exemple dans la figure|1.1.18 | sont donnés un graphe G et sont adjoint L(G)-

[ ® ® ® ® e ® ® )
T T2 Z3 T4 Ts €1 €2 €3 €4
G L(G)

Figure 1.1.18 : Un graphe G et sont adjointL(G) .

1.2 Théorie de la complexité

La théorie de la complexité est une branche des mathématiques et de I'informatique
ayant pour cadre I’étude de la difficulté intrinseque des problémes algorithmiques, et qui

vise a classer ces problémes en fonction de cette difficulté .

1.2.1 Probléme de décision

Chaque probléme informatique peut se réduire a un probléme de décision, c’est-a-dire
un probléme formulé comme une question dont la réponse est Oui ou Non. Un probléme qui

n’est pas formulé de cette maniére peut étre trés simplement transformé en un probléme de
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1.2. Théorie de la complexité

décision équivalent. Le probléme du voyageur de commerce, qui cherche, dans un graphe, a
trouver la taille du cycle le plus court passant une fois par chaque sommet, peut s’énoncer
en un probléme de décision comme suit: Existe-t-il un cycle passant une et une seule fois par
chaque sommet tel que la somme des coiits des arcs utilisés soit inférieure a K, avec K € N.
Ce probléme est équivalent au probléme du voyageur de commerce au sens ot si I'on sait

résoudre efficacement 1’'un, on sait aussi résoudre efficacement 'autre.

1.2.2 Classes de complexité P et NP

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexité qui permettent
de classer les problémes en fonction de la complexité des algorithmes qui existent pour les

résoudre .

classe P

Un probléme de décision est dans la classe P si, pour chacune de ses instances, dont la
taille est notée n, il existe un réel positif k£ tel qu’il peut étre résolu par un algorithme de
complexité temporelle O (nk), c’est-a-dire qu’il peut étre décidé en temps polynomial .

Les problémes de la classe P sont dits faciles. Ce sont ceux que l'on sait résoudre

efficacement.

Classe NP

Un probléme de décision est dans la classe VP si 'on peut vérifier en temps polynomial
qu’une solution pour une instance donnée est valide (ce que I'on appelle un certificat du
oui).

De facon équivalente, c’est la classe des problémes qui admettent un algorithme dans
P qui, étant donné une solution du probleme N P, est capable de répondre oui ou non.
Intuitivement, les problémes dans N P sont tous les problémes qui peuvent étres résolus en

énumérant ’ensemble des solutions possibles et en les testant avec un algorithme polynomial.
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1.2. Théorie de la complexité

1.2.3 Probléme NP-Complet

Une réduction est une transformation d’un probléme en un autre, ceci permet de

capturer la notion informelle de probléme au moins aussi difficile qu’un autre probléme .

Définition 1.2.1 Un probléme X est difficile pour une classe de probléemes C, ou C-
difficile, si tout probléme de C' se réduit a X .

Autrement dit, il n’existe pas de probleme de C' plus difficile que X, puisque tout algo-
rithme résolvant X résout aussi n’importe quel probléme de C. En particulier, les problémes
difficiles pour la classe NP forment la classe de problemes N P-difficiles. Lorsque, de plus,
X appartient lui aussi a la classe C', on dit qu’il est complet pour C', ceci signifie que X
est l'un des problémes les plus difficiles de C' (il peut en effet y avoir plusieurs problémes de

méme difficulté).

Définition 1.2.2 (Probléme NP-complet) Un probléme de décision est N P- complet s’il

vérifie les deux conditions suivantes :

° il appartient a la classe NP,
) tous les problémes de la classe NP se raménent & celui-ci via une réduction
polynomiale .

Tout probléme d’optimisation combinatoire dont le probléme de décision associé est

N P-complet est N P-difficile. Par exemple le probléme du stable maximum est N P-difficile.
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Chapitre 2

Quelques résultats existants sur la

coloration dominante

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques definition et des bornes sur le nombre
chromatique dominant, avec quelques résultats existants dans quelque graphe particuliers

(graphe biparte et les arbre ....).

2.1 Coloration dominante

Le concept de coloration dominante a été introduit par Gera et al. [10] et étudié

plus avant par Gera [[8][9]] .

Domination

Définition 2.1.1 soit G = (V, E) un graphe simple .

Un ensemble dominant D est un sous-ensemble des sommets de G tel que chaque sommet
dans V. — D a au moins un voisin dans D.

autrement dit N[D] =V .

Le nombre de domination de G, noté par v(G), est la cardinalité minimum d’un ensemble
dominant de G.

Un ensemble dominant minimum d’un graphe G est dit v — ensemble de G.
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Coloration

Définition 2.1.2 Une coloration du graphe G = (V, E) est une application ¢ : V — C, ou
C' est l’ensemble de couleurs.

Une k — coloration de G est une coloration de G & valeurs dans {1,2,3, ..., k}.

Une coloration ¢ est propre si pour toute aréte uv € E(G), c(u) # c(v). G est dit
k — colorable sl admet une k-coloration propre.

Le nombre chromatique d’un graphe G, noté x(G), est le nombre minimum de couleurs
nécessaires pour une coloration propre de G. Une coloration propre d’un graphe G et une

partition de ’ensemble de sommets, de sorte que chaque partie induit un stable dans G.

Coloration dominante

Définition 2.1.3 Une coloration dominante d’un graphe simple G, est une coloration pro-
pre telle que tout sommet domine au moins une classe de couleur. FExplicitement, soit un
sommet x et une classe de couleur C. x domine C s’il est adjacent a tous les sommets de

C ou st z est le seul sommet de C.

Définition 2.1.4 Le nombre chromatique dominant d’un graphe G, noté x,(G) est le nom-
bre minimum de couleurs nécessaires dans une coloration dominante de G. Il est noté x ,(G).

Une coloration dominante minimum est dite une x4(G)-coloration.

Par exemple dans la figure représente un graphe G tel que x,(G) = 4.

S
=
o

G
Figure 2.1.1 : Une coloration dominante .

Dans tout qui suit, on designe par C'D une coloration dominante de G.
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2.2 Complexité

Gera et al. [I0] a introduit le concept de nombre chromatique dominant, et ils ont obtenu un
certain nombre de résultats combinatoires et algorithmiques de base sur C'D ont été donnés
dans [IT][I0][I3]. Par exemple, Gera [9] a observé que C'D est N P compléte sur les graphes
généraux par une simple réduction de 3-Coloration.

Plus précisément, pour toute coloration dominent fixé, il est N P-complet de décider si
un graphe admet une coloration dominante avec au plus k couleurs [I§].

Dans un article récent, Chellali et Maffray [7] montrent qu’ on peut décider en temps
polynomial si x,(G) < 3. En outre, ils montrent que le le probléme est résolu en temps

polynomial sur des graphes sans Pj.

2.3 Quelques résultats de base sur la coloration dom-

inante

2.3.1 Borne et résultats existence

Soit G un graphe connexe d’ordre n > 2. Comme il y a au moins deux sommets adjacents,
donc moins deux couleurs différentes sont nécessaires dans une coloration dominante. De
plus, si chaque sommet recoit sa couleur unique, nous avons aussi une coloration dominante.
Ainsi

2 <xu(G)<n

Et ces bornes sont atteintes.
Proposition 2.3.1 [J] Soit G un graphe connexe d’ordre n. Alors:
X4(G) = 2 si et seulement si G = K,,;, pour a,b € N*.
Proposition 2.3.2 [9] Soit G un graphe connexe d’ordre n. Alors:

x4(G) =nsi G =K, et G =K, pour n € N*.
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Proposition 2.3.3 [1(] Pour tout graphe G on a:
X(G) < xq4(G)
Proposition 2.3.4 [10] Pour tout graphe connexe d’ordre n > 3
Xa(G) <n+1-a(G).
Cette borne est atteinte pour G = S, .

Proposition 2.3.5 [1(] Si G est un graphe non connexe avec des composantes connezes

-----

et k> 2, alors:

max xq(Gi) +k—1< xg(G) < ZXd(Gi)
=1

ie{1;2--k}

Ces bornes sont atteintes.

Lemme 2.3.1 [1()] Il existe un graphe G pour lequel x,(H) < x4(G). Il existe aussi un
graphe G pour lequel x4(H) > x4(G) ou H est un sous-graphe de G.

Théoréme 2.3.1 [7] Soit G un graphe connexe, alors :
maz{x(G), 7(G)} < x4(G) < x(G) +(G)

Théoréme 2.3.2 [1] Soit G un graphe connexe d’ordre n > 2 et G sons complémentair

alors 4 < x4(G) + x4(G) < 2n

Proposition 2.3.6 [1] Soit G un graphe connexe d’ordre n > 2. Alors:
X4(G) + x4(G) = 4 si et seulement si G = Ky et G = Ky,
Xa(G) + x4(G) = 2n si et seulement si G = K,, et G = K,,.

Proposition 2.3.7 [1] Soit G un graphe connexe d’ordre n. Alors:

Xo(G) +xy(G)=2n—-1siG=K,—cet G =K, —e.
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2.4 Coloration dominante pour certaines clesses des
graphes

2.4.1 Graphes bipartis

Nous étudions maintenant la coloration dominante dans les graphes bipartis.
Théoréme 2.4.1 [§] Soit G un graphe biparti conneze alors:
n
2 <xy(G) < (5] +1

La borne inférieure est atteinte pour les graphes biparte complets.

La borne supérieure est atteinte pour la couronne de la chaine P,.
Proposition 2.4.1 [§]  Soit k un entier avec 2 < k < [§] +1, alors
il exist un graphe biparti d’ordre n avec x,(G) =k .

Proposition 2.4.2 [§] Soit G un graphe bipartite. Alors Cor(G) est un graphe bipartite

avec !

V]

@) = L5 +1

Théoréme 2.4.2 [§/ Soit G un graphe biparti conneze alors:

NG < xa(G) £2+7(G)

2.4.2 Les arbres

Pour les arbres, Gera [8] a montré que chaque arbre non trivial 7" satisfait v(7") + 1 <
Xa(T) < 4(T) + 2. Dans [5], Chellali et Boumediene ont caractérisé la classe de graphe T'
tell que x4(T) = v(T') + 1. Dans [6], les méme auteurs ont proposé un algorithme pour

calculer x,(T") en temps polynomial pour chaque arbre non trivial.
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Théoréme 2.4.3 [5] Soit T un arbre non trivial. Alors, x,(T) = v(T) + 1 si et seulement
si T admet un ensemble dominant minimal D = D; U Dg tel que V(T') — (Dgr U N [Dy])
est un ensemble indépendant(stable), avec Dy = {v € D : Pn(v,D) = {v}} et Dr =
D — Dy.

L’existence ou non d’un ensemble dominant minimal d’un arbre T satisfaisant la pro-
priété du théoréeme précédent nécessite la connaissance de tous les ensembles dominants
minimum de 7". Cependant, cette tache n’est pas facile car un arbre peut admet plusieurs
ensembles dominants minimums. Donc, il est naturel de chercher une autre caractérisation

pour trouver facilement le nombre chromatique dominant pour n’importe quel arbre.

Théoréme 2.4.4 [22] Un arbre non trivial T vérifie x,(T) = ao(T) si et seulement si
chaque composante connexe du graphe résultant de T en supprimant [’ensemble des feuilles
et leurs supports est un sommet isolé ou une étoile ot les centres de ces étoiles ne sont pas

adjacents a un support dans T'.

Proposition 2.4.3 [11] Si T est un arbre non trivial avec x4(T) = ao(T), alors x4(T) =
YT) +1.

Lemme 2.4.1 [5] Chaque arbre T' d’ordre au moins trois admet une C'D avec x4(T') couleurs

telles que toutes les feuilles de T ont la méme couleur.

Lemme 2.4.2 [5] Soit T un arbre non trivial différent d’une étoile. Si x,(T) =~(T) +1,
alors pour toute C'D minimale de T telle que toutes les feuilles ont la méme couleur, les

conditions suivantes sont vérifiés:

a) | CG ’: 1.
b) AU DS est un ensemble dominant minimum de 7.
c) AN DS = 1.

d) Chaque classe de couleurs S € Cs est dominée par un sommet de B.

Lemme 2.4.3 [6] Soit T un arbre non trivial différent d’une étoile. Si x4,(T) =~(T) +1,
alors pour chaque C' D minimum de T tel que toutes les feuilles ont la méme couleur, chaque

sommet de V\(AU B) est adjacent & au moins un support de T'.
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Lemme 2.4.4 [6] Soit T un arbre non trivial diffirent d’une étoile. Si x,(T) = v(T) +
1,alors pour toute C'D minimale de T telle que toutes les feuilles ont la méme couleur, les

conditions suivantes sont vérifiés:

a) N(DS)=V\(AUB).
b) DS est un ensemble packing.

2.5 Résultat principal et algorithme

Dans [10], Gera et al. ont montré qu’il est N P-complet de décider si un graphe admet

une coloration dominante minimum avec au plus quatre couleurs.

2.5.1 Les arbres

Dans [6], les auteurs ont donné un algorithme qui calcule y,(7") de n’importe quel arbre

non trivial qui est basé sur le théoréme suivant:

Théoréme 2.5.1 [6] Soit T un arbre non trivial. Alors x,(T) =~v(T) + 1 si et seulement

si les conditions suivantes sont vérifiées:

a) () est un ensemble packing.

b) X U@ est un ensemble dominant minimal de 7.

¢) 7 (TIVANIQI]) = ao(T [VAN [Q]]).
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Algorithme 1: ColDom

Données : T'= (V, E) un arbre non trivial

Résultat : Le nombre chromatique dominant de 7T'.

Calculer ~y (T), le nombre de domination de T’

si T est une étoile alors

retourner x, (T) =~ (T) +1

fin

Q* = N (S(T)\ (S (T) U L(T)):;

Q ={r € V\Q": N (z) C Q*}; Soit X I'ensemble transversal minimum de
T = T [VNW [Q]] contenant tous les supports;

si @ est un packing, X U @ est un dominant minimum de 7" et X est un dominant minimum de ’
va(T) =5 (T) + 1

Colorer T' comme suit :

pour chaque x € () faire

Donner une nouvelle couleur aux sommets de N (z);

fin

Donner la méme nouvelle couleur aux sommets de L(7) U Q;

Donner une nouvelle couleur & chaque support de T

Donner une nouvelle couleur & chaque sommet de X\ S(T) ;

Donner aux sommets non colorés la méme couleur donnée aux feuilles ;
Sortir ;

sinon

retourner y, (7)) = v (T) + 2

fin

2.5.2 les graphes sans P;

Nous montrons maintenemt comment calculer y,(G) en temps polynomial pour les graphes
sans Pj en generale d’aprés [8] Il existe un algorithme en temps polynomial qui teste si un

graphe G satisfait x,(G) < 3.
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Théoréme 2.5.2 [15] Soit G un graphe sans Py avec n > 2. Alors:

G ou G n’est pas connexe.
Ce théoréme est motivé par | étude des colorations dominantes dans les graphes qui ne

sont pas connexe et les graphes dont le complément n’est pas connexe.
Lemme 2.5.1 [§] Soit G un graphe quelconque. Alors :
(1) Les propriétés suivantes sont équivalentes:

e Gaune CD cavec P.=1, ou P, est le nombre de couleurs utilisées par la coloration

C.
e (G a un sommet universel.

e Toute coloration ¢ de G est une coloration dominante avec P, = 1.

(i7) Si G n’est pas connexe. Alors :
Toute coloration de G est une coloration dominante et x,(G) = x(G). De plus,

si G n’a pas de sommet universel, alors tous les coloration dominante ¢ de G vérifie P, = 2.

Lemme 2.5.2 [7] Soit G un graphe non connexe, avec les composantes G1,Gs,...,Gy

k>2. Alors:

ie{1;2--k}

X4(G) —min{zpcﬂr max {qcﬁpc,}},
=1

La formule donnée dans le théoréme précédent n’est pas facile a calculer en général.

Mais elle peut étre calculé dans le cas de graphes sans Py, ce qui conduit au résultat suivant:
Théoréme 2.5.3 [7] Soit G un graphe sans P,

(i) Si G est connexe, alors x,4(G) = x(G).
(77) Si G n’est pas connexe, soit k > 2 le nombre de composants de G et h

le nombre de composants de G ayant un sommet universel. Alors :

o Si G a une composante H qui a un sommet universel et vérifie x(H) = x(G),

alors, x4(G) = x(G) +2k — h — 1.

. Sinon x4(G) = x(G) +2k — h — 2.
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2.6. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

2.6 Quelques résultats existants sur Le nombre chro-
matique dominant

2.6.1 Le nombre chromatique dominant de quelques graphes élé-

mentaires

Proposition 2.6.1 [9] Soit G un graphe connexe d’ordre n. Alors x4(G) = n si et seule-
ment si G est le graphe complet K,, .

Proposition 2.6.2 [1] Soit G un graphe d’ordre n. Alors x4(G) = n si et seulement si
G=K,U(n—a)Ky, oul <a<n.

Proposition 2.6.3 [1] Si G est un graphe d’ordre n, alors x,(G o K1) =n+ 1.
Théoréme 2.6.1 [1) :

e Soit G un graphe connexe d’ordre n. Alors x4;(G) =n — 1 si et seulement si 'un des

cas suivants est valable :

G # K, et K,_1 est un sous graphe de G.
V(G) =ViU{u,v}, ou (V1) = K, o, dg (u) = 1, uv € E(G) et v est non adjacente a au

moins un sommet de V.

o L'¢toile Ky, a xy (K1n) =2 .

e Soit K, est double étoile pour a +b > 4, x,(Kap) = 3.

Multi -étoile K, (a1, as, ..., a,) a x4(K, (a1, a9, ...,a,)) =n+ 1.

[ ]
—
@
e
—
&)
ko)
=
@
(@)
=
ko)
=
@
=S
=
ie)
V)
=
@
-
=
=
@
5
o
»
B
S
8V
>
a
—~
SN
B
»
B
S
SN—
I
ol

Le graphe de Petersen y,(G) = 5.
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2.6. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

2.6.2 Les cycles et les chaines
les chaines P,

Théoréme 2.6.2 [1(] Soit P, une chaine d’ordre n > 2. Alors

1+ 7
24

1sin=23,457
Xd(Pn):

wl3 w3

| sinon

Les cycles C,
Pour le cycle C,,, nous avons [3]

Théoréme 2.6.3 [9] Soit C,, une cycle’ d’ordre n. Alors

I

J—
V)

o~
3
Il

W

Xa(Cn) = 1+ 1,sin=>5.

—
w3 w3 w3

-1

142, sinon.

2.6.3 Les chenilles

Théoréme 2.6.4 [10)] Si G est une chenille dont les sommets de degrés inférieur a 3 sont
indépendants, et si spaine de G contient exactement r sommets de degré au moins égal a 3,

alors

2.6.4 Le nombre chromatique dominant d’un graphe biparti
Proposition 2.6.4 [§] Soit G un graphe biparti d’ordre au moins 2. Alors

Xqa(G) =2 siseulement si G = K, .
Proposition 2.6.5 [§/ Soit G un graphe biparti. Alors

| Cor (G) |

xulCor(@)) = |25

]+ 1.
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Chapitre 3

Coloration dominante des arétes

Dans ce chapitre, nous donnons Quelques bornes sur 'indice chromatique dominant
des arétes avec des valeurs exactes sur I'indice chromatique dominant des arétes de certains

graphes particuliers.

3.1 Définition de 7/(G), ¥ (G) et x,(G)

3.1.1 Coloration et domination des arétes
Coloration des arétes

Comme pour la coloration des sommet, I'intérét est de trouver une coloration des

arétes avec un nombre minimum de couleurs .

Définition 3.1.1 On appelle coloration des arétes d’un graphe toute attribution d’une couleur
a chaque aréte (est une fonction ¢ : E— {1;2,3,...,k} (k € N)), telle que pour toutes deux

arétes u et v adjacentes ¢ (u) # c(v).

GG est k-aréte-colorable si on peut colorer ses arétes avec k couleurs distinctes, sans que

deux arétes adjacentes aient la méme couleur.

Définition 3.1.2 L’indice chromatique d’un graphe G , noté X’(G),et le plus petite entier

positif k pour lequel G est k-arétes-colorable
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3.1. Définition de +'(G), X (G) et x,(G)

Pour le graphe G = Cy de la Figure [3.1.1], G est 3-colorable, et x'(G) = 3.

Figure 3.1.1 : L’indice chromatique de G .
Remarque 3.1.1 Pour tout graphe G.
e (@) = x(L(Q)), ot L(G) est le graphe adjoint de G.
e A(G) <X (G)<A(G) +1.
Domination des arétes
Le concept de domination des arétes a été introduit par Mitchell et Hedetniemi[T6].

Définition 3.1.3 Un sous-ensemble X de E est appelé un ensemble dominant de G si

chaque aréte dans E — X est adjacente a une aréte dans X.

Le nombre de domination de 'aréte 7/(G) de G est la cardinalité minimum prise sur
tous les ensombles dominants d’arétes.
Par exemple pour le graphe G de la Figure ,Y(G) =2, et {1,5}, {4,2} et
{6,1}sont des v'(G))— ensembles.

Figure 3.1.2 : le nombre de domination d’aretes de G est 2.
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3.2. Quelques bornes sur 'indice chromatique dominant des arétes

3.1.2 Coloration dominante des arétes

Définition 3.1.4 Une coloration dominante d’un graphe simple G, est une coloration pro-
pre telle que tout arétes domine au moins une classe de couleur. Explicitement, soit e une
aréte et C' une classe de couleur. e domine C' s’il est adjacent a toutes les arétes de C ou st

e est la seule aréte de C'.

Définition 3.1.5 [’indice chromatique dominant des arétes d’un graphe G, noté XId(G) est
le nombre minimum de couleurs nécessaires dans une coloration dominante des arétes de
G. Il est noté x;(G) et une coloration dominante des arétes minimum est dite une x;(G)-

coloration.

Pour le graphe G = (5 de la Figure ,xy(G) =5

Figure 3.1.3 : L’indice chromatique dominant de G .

3.2 Quelques bornes sur l’indice chromatique domi-

nant des arétes

3.2.1 Reésultats préliminaires

Soit G' est un graphe connexe d’ordre n > 2 et de taille m > 1. La coloration qui attribue
une couleur diffrénte de chaque aréte de G est une coloration propre.

Ainsi, I'indice chromatique dominant des arétes est défini pour chaque graphe, et X;(G ) <
m . Nous considérons d’abord 'indice chromatique dominant des arétes pour quelques cas

simples. Il est facile d’observer ce qui suit.

Proposition 3.2.1 pour tout graphe G on a,

X4(G) > X (G)
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3.2. Quelques bornes sur 'indice chromatique dominant des arétes

Proposition 3.2.2 Pour un graphe connere G d’ordren > 2, on a :
in <m-—pB,+1.

Preuve. Soit G = (V, F) un graphe connexe et soit B un couplage maximum de G c’est
adire | B |= . Posons E (G) — B = {ey, ez, €3, ..., em_g, }. Soit ¢ une coloration dominante
1sil<ie<m-—pf,

définie de la maniere suivante: ¢ (e;) = . Il est claire que
m—PFByg+1lsit>m—pFy+1

si e; € E(G) — B, alors aréte e; se domine lui méme, pour tout 1 < i < m — ;. Comme
le graphe GG est connexe, toute aréte e; € B, 1 > m — B, + 1, alors e; domine au moins une
aréte dans F (G) — B. Il s’ensuit que la coloration ¢ est propre et dominante. La définition

de x, (G) implique que x,; (G) <m — 3, +1. =

Théoréme 3.2.1 Soit G un graphe non connexe avec Gy1,Gs,Gs, ..., Gy les composentes

connezes de G et m(G;) > 1,1 <i < k. Alors

k
ie?ffziffk} Xa(Gi) + K —1 < xy(G) < ZXd(Gi)

i=1

Preuve.

e La borne supérieure: Pour tout 1 <i < k, soit V1, Va,..;V, (G, ane coloration

i=k
dominante des arétes pour chaque composante G;. Il est claire que |J{V;1,Vi2,..;V; Y, (G_)}
i=1 ’ ‘
est une coloration dominante des aréte de G. Ceci implique que
k
Xa(G) < Y Xa(Gi)-
i=1
e La borne inférieure: soit G; la composente de G tell que x,(G;) = glzgxk}
ie{1;2--

/ !
X4(Gi). Colorons la composente G; par x,(G;). Pour colorer G\G, nous avons be-
soin & au moins une nouvelle couleur dans chaque composente connexe. Par con-
séquent,

2(G) +E—1 < xy(G).
emax Xa(Gi) + < xa(G)
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3.2. Quelques bornes sur 'indice chromatique dominant des arétes

Remarque 3.2.1 Les deux bornes du théoréme sont atteintes.

k
SiG=Gy= g K, alors y(Kin ) =3 x4(Gy).
1
Si G =Gj=Ky, ,alors max x,(Gi)+k—1=x,(G).

ie{1;2-k}

Théoréme 3.2.2 Soit G un graphe simple. Alors

!

max{x (G),7 (G)} < xa(G) £ X(G)+7 (G).

Preuve. La borne inférieure:

Comme la coloration dominante des arétes est une coloration propre, alors

X (G) < xq(G) (1)

Soient ¢ une coloration dominante minimale des aréte de G et C;, 1 < i < x,(G) les
classes de couleurs de ¢. Pour tout 1 <1 < X'd(G) soit e; € C; une aréte dans la classe C;.

Soit S = {e;,1 < i < x,(G).}. D’aprés la définition de la coloration dominante des aréte
chaque aréte e; € S domine au moins une classe de couleur. Ceci implique que S et un

ensemble dominant des arétes de G. D’ou :
7 (G) < xq4(G). (2)

Donc d’aprés les inégalités (1) et (2), on obtient x,;(G) > max {x'(G),7 (G)}.

La borne supérieure :

Soit S un ensemble dominant des arétes de G. Colorons les arétes de E(G) — S par
les couleurs 1,2, ...., X (G). Colorons les arétes de S par les couleurs \'(G) + 1,x (G) +
2,..,X (G) +~(G).

Comme S est un dominant et les couleurs de S sont distincts, alors chaque aréte dans
S domine lui méme et chaque aréte dans F(G) — S domime au moins une classe de couleur
dans S. Donc cette coloration est dominante. Ceci implique que x,(G) < 1+ 2+ ..+
X (G)+ X (G)+1,X(G) +2,..X(G) +7(G).

d’ou

(@) < X (@) +7(Q).
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3.2. Quelques bornes sur 'indice chromatique dominant des arétes

3.2.2 Graphe complet

Proposition 3.2.3 Soit K, un graphe complet avec n > 3. Alors:

, 2n — 3 si n est impair
Xa(Ky) < . .
2n — 2 si n est pair

Preuve. Soit V' = {vy, vy, ..., v,} 'ensemble des sommets de K,,. D’apre [21]
, n — 1 si n pair
X (Fn) < o
n si n impair
Soit v un sommet quelconque de K,,. Il est claire que K,, — v est un graphe complet
d’ordre n — 1. Donc

X/(Kn—l) < n—2sin—1 pair
n —1sin —1 impair

Colorons K, — v par X'(Kn_l). Maintenant, on ajoute le sommet v. Il est claire que v

est incident & n — 1 arétes. Colorons les arétes qui sont incidentes a v par des couleurs

distincts et qui ne sont pas présentes dans K,, — v. On peut vérifier facilement que chaque

aréte incidente a v se domine lui méme et chaque aréte de K, — v domine au moins une

aréte incidente & v. Par conséquent, cette coloration est dominante. Ceci implique que

’ ’ 2n—381n—1pa1r
Xa(Kn) S X (Kpo1) +n—1= .
2n — 2 sin — 1 impair

D’ou

, 2n — 3 si n impair
Xa(Ky) < . .
2n — 2 si n pair

3.2.3 Graphes bipartis

Proposition 3.2.4 Soit K, ,,, un graphe bipartite complet avec m # n, Alors:
max{m,n} < x;(Kpm) <m+n— 1.
Preuve.

e Pour la borne inférieure :
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3.2. Quelques bornes sur 'indice chromatique dominant des arétes

On a de(Kn,m) > XI(Kn,m) et d’apres [21], Xl(Kn,m) = A = max{m,n}.
Ceci implique que X;(Kmm) > X/(Kn,m) = A = max{m,n}.
D’ou

Xy (Kpm) > max{m,n}
e Pour la borne supérieure :

Soit K, un graphe bipartite complet avec V (K, ,,,) = X UY tell que | X |= m et
| Y |=n. On pose X = {vy,v2, ..., U} €t Y = {011, Umias ooy Uman }-

Comme m # n on distingue deux cas :

1°¢ Cas: Si| X |—]Y |=1 cest-a-dire m —n = 1:

On pose X = {vy,v9, ..., U1} U{vp }

Si on supprime le sommet v,,, alors | X — {v,,} |=| Y | le graphe obtenu G — v,,, = K,, ,,
. On rappel que X' (G — vp) = X (K,n) = n.

D’autre part, si on ajoute le sommet v, a K, ,, le graphe obtenu est G = K, ;.
Colorons les arétes de K, , par n couleurs. Colorons les arétes incidentes a v,, par des
couleurs distinctes et qui ne sont pas présentes dans G — v,,. Chaque aréte dans G — v,,
domime au moins une aréte incidente a v,, et chaque aréte incidente a v,,, domine lui méme.
La coloration obtenue est propre et dominante. D’o, X;(Kn,m) <n+1l,n+2,...,n+n,et
comme m —n = 1 alorsn =m — 1.

Par conséquent,

X;(Kmm) <m-+n-—1.

2¢m¢ Cas : Si | X | — | Y |> 2 cest-a-dire m —n > 2 :

X = A{v1,v9, ..., } et Y = {pmi1, Umi2, -y Umin t-Si on supprime un sommet v;, 1 <
i <m,alors G —v; = K, ;,—1. Il est clair que X (Knm-1) = A = max{m — 1,n}. Comme
m — 1 > n, alors X/(Km—l,n) =m — 1.

Maintenant, on ajoute le sommet v;. Colorons les arétes de G — v; par m — 1 couleurs.
Colorons toutes les arétes qui sont incidences a v; par n couleurs distinctes qui ne sont pas
présentes dans G — v;. 1l est claire que la coloration précédente est propre et dominante.

D’ou,

Xy(EKpm) <m+n—1.

42



3.2. Quelques bornes sur 'indice chromatique dominant des arétes

|
Remarque 3.2.2 Les bornes de la proposition [3.2.4] sont atteintes.

Si G = Ky, alors x,(Ks4) =m +n — 1.
Si G = Ky, alors x,(K,,) = max{m,n}.

Proposition 3.2.5 Soit K,,,, un graphe bipartite complet, Alors:
n < xy(Knn) < 2n.
Preuve.

e La borne inférieure:

On a
de(Kn,m) > max{m,n}

et comme n = m on obteient X (K, ) > max{n,n} > n
d’ou

Xd(Kn,n) Z n
e La borne supérieure :

Soit X = {v1,vq, ..., 0} tell que | X |= n.

On supprime un sommet v;, 1 < i < m. Il est claire que le graphe G — v; = K,,_1 .
D’autre part, x (Kn,) = A = max{n — 1,n}, et comme n = n — 1 alors ' (K,_1,) = n.

Maintenant, on ajoute le sommet v;. Colorons les arétes de G —v; en utilisant n couleurs.
Colorons toutes les arétes qui sont incidentes & v; par n couleurs distincts. Il est claire que
cette coloration est propre et dominante. Ceci implique que X;(Kn,n) <n+1,n+2,..,n+n.
D’ou,

X;l(Kn,m) <2n

Remarque 3.2.3 Les bornes de la Proposition|3.2.5 sont atteintes.

Si G = Ks 3, alors X&(K&g) = 2n.
Si G = K, alors X;(Kl,n> =n.
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

3.3 L’indice chromatique dominant de certains graphes

particuliers

3.3.1 L’indice chromatique dominant de quelques graphes élé-

mentaires

Proposition 3.3.1 Pour la chaine P, d’ordre n > 2, on a

Xd(

P,) =

1—1—("7’11, sin=3, 4, 5, 6, 8

2+ [%2], sinon

Preuve. On utilise la définition du graphe adjoint on trouve x,(P,) = x4(L(P,))

D’apres le Théoréme|2.6.2

d’on

Proposition 3.3.2 Pour le cycle C,, d’ordre n > 3, on a

Xa(Fr)

Xd

Xa(L(Fn)) = Xa(Fn-1)

1+ 22, n—1=2,3,4,57

2+ [251], sinon

1+ f”T_lL sin=3,4,5,6;8

2+ [254], sinon

(5] sin=4.
2(C) = (5] +1sin =5.

[2] + 2 sinon.

Preuve. On utilise la définition de graphe adjointe on trouve x;(C,) = x4(L(C,)) =

Xa(Ch)

et d’aprés le Théoréme

2.6.3

, on obtient x,(C,,) =

h—
w3 w3 w3

I —|

1, sin=4.
T4+1, sin=5 =xy(Cp) m

|+ 2, sinon.

Proposition 3.3.3 Soit G = C(nyno.....ny) est une chenille, alors

X4 (G) =

Y +A=1 si | DNE[N[v,)] |=1
v +A—-2 si | DNE[N[v,] |=2

avec: D un ~'— ensemble de G et v, un sommet de degré A.
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

Preuve.

e Pour 1 < i < k,soit E; (N [v;]) les arétes engendré par N [v;] . Notons que | E; (N [v;]) N D| =
l;, 0 < I; < 2. Choisissons un sommet v;,, 1 < iy < k de dégré maximum. Notons que
1 <, < 2. Colorons les arétes de D par v couleurs distinctes. Colorons les arétes
de E;, (N [v,]) \D par A — [;, couleurs distinctes et qui ne sont pas présentes dans
D. Pour 1 < i < k, i # ig, Colorons les arétes non colorées de E; (N [v;]) par au
plus A —[;, couleurs distinctes qui sont présentes dans E;, (N [v;,]) \D. Il est facile de

vérifier que cette coloration est propre et dominante.

Y+ A—-1si | DNE[Nv,|=1

Dot x; < :
v +A—-2si | DNE[Nv,] |=2

e Pour montrer 1'égalité, il suffit de monter

, vY+A—-1si | DNE[Nv,]|=1
>
Y+ A—=2 si | DNE[Nv,]|=2

Soit ¢ une y, (G) — coloration dominante des arétes de G. On distingue deux cas:
Cas 1:| DN E[Nuv; ] |=1
Supposons que x,, (G) = p avec, X (G) < p < '+ A —2. Comme p < 7' + A — 2 alors
| DN E[Nv;,] |= 2,
contradiction avec le fait que | D N E[Nv;,] |= 1.
Cas 2: | DN E[Nv,] |=2
Supposons que X, (G) = p avec, ¥ (G) < p <+ + A — 3. Ceci implique que | D N
E[Nv;] |= 3.
Donc il exist une aréte pendente e;, € D N E[Nwv,,|. Par conséquent, D — e;, est un
dominant. Ceci implique que v (G) < |D],
contradiction avec la minimalite de D.
D’ou :
, Y4+A—-1si | DNE[Nv,|=1
Y +A—2 si | DNE[Nuv]|=2
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

3.3.2 L’indice chromatique dominant de certains graphes partic-
uliers
Dans ce paragraphe on donne la valeur exacte de I'indice chromatique dominant de quelques
graphes particulier a savoir: le n-livre, 'arbre(n, k)-banana, le fan graph F;,, I’étoile subdi-
visée et la roue.
n-livre

Définition 3.3.1 Un graphe n-livre, noté par B, est le produit cartésien S, 1 X Ps.

Le graphe du 3-livre Bj est illustré dans la figure suivante.

(%1 V2
o—————o

N

Us Ve U7 Ug

Figure 3.3.1 : graphe 3 livre Bs.
Proposition 3.3.4 Pour tout graphe n-livre B,,, n > 3, on a:
X;l (Bn) =n+2.

Preuve. Sient u et v les deux sommets de dégrés maximum dans GG. Considérons les

trois ensembles suivants:
Ey ={ey, eq,...,e,11} U'ensemble des arétes qui sont incidentes a u.
Es ={éni1,€nty, -, €2n11} Uensemble des arétes qui sont incidentes a v telles que 1'aréte

e; est parallele a l'aréte e, 11, 1 <7< n
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

E3; = E(G)\ (E1U Es) = {ean12, €ani3, -, €3n11} telles que eq, 1541 est adjacente a e;,

1 <14 < n. Notons que e,1 € 1 U Fjy

e Il est claire que G est un graphe biparti. Ceci implique que x (G) = A = n + 1.
Supposons que G admet une coloration dominante ¢ par n + 1 couleurs. Comme les
arétes de F;, i = 1, 2, sont adjacentes, alors les couleurs de E; , 7 = 1, 2 sont distinctes.
a) Colorons les arétes de F; comme suit: Colorons e; par la couleur i, 1 < i <n + 1.
b) Colorons les arétes de Es comme suit: Colorons e, ; pari—1,2 <i<n+ 1.

c) Soit e; € Ej5. Il est claire que le voisinage de e; est coloré par i;,1 <i; < n.

Colorons e; par j, j # i; # n + 1. Notons que la colore j est présente dans le voisinage
d’une aréte e, € Ejs.

Colorons e, par k, 1 < k < n et k # j. Ceci implique que e; ne domine aucune classe
de colore. Contradiction avec le fait que ¢ est une coloration dominunte.

D’ou

Xa(Ba) 2 n+2 (1)

e Pour montre que x, (B,) < n + 2. Il suffit de donner une coloration dominante des

aréte en utilisant n + 2 couleurs.

a) Colorons les arétes de F; comme suit: Colorons e; par la couleur 7, 1 <7 <n+ 1.
b) Colorons les arétes de Es comme suit: Colorons e, ; pari—1,2<i<n+ 1.
c) Colorons toutes les arétes de E3 par la couleur n + 2.

Cette coloration est propre et dominante. D’ou,
Xa (Bn) <n+2 (2)
En combinant les deux inégalitées (1) et (2), On obtient,

X:i (Bn) =n+2.
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

Arbre(n, k)-banana

Définition 3.3.2 Un arbre (n, k)-banana noté B, est un graphe obtenu en reliant exacte-
ment une feuille de chacune des n copies d’un graphe k-étoile o un nouveau sommet u. Ce

sommet appelé racine.

Un graphe banana Bj 4 est illustré dans la figure suivante .

%) U7 Ug Ve V4 Us

(%) (R}

U1

Figure 3.3.2 : graphe banana B 4.
Proposition 3.3.5 Soit B, est un graphe banana avec k > n + 2, alors :
de(BnJg) =n+k—2
ou k est l’ordre de chaque étoile et n est le nombre des étoiles.

Preuve. Soit Kj, ; 1 < i < n les étoiles de G. Soit u la racine de G. Soit
V = {v1,v9,...,v,} I'ensemble des sommet adjacents a u. Soit E; = {el, e, ....et 5 et |}
I’ensemble des arétes de I'étoile Kf’k_l, telles que e}, est incidente a v;, i € {1,...,n}.

On utilise ce procédure pour trouver une coloration dominante des arétes :

Pour 1 < i < n, colorons 'aréte 6271 par i. Pour 1 < i < mn,et pour 1 < j <k — 2,
Colorons 'aréte ej- € E;\ {e};fl} par n + j. Colorons les arétes incidentes a u par n couleurs
distinctes qui sont présentes dans I’ensemble F;\ {e};_l} . 11 est facile de vérifier que cette

coloration est propre et dominante. D’ou,

Xy (Bug) <n—2+k (1)
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

Maintenant, on montre que x; (Bnx) >n — 2+ k.

Pour que la coloration soit propre, il faut que les couleur atribuer a chaque ensemble F;,
1 < i < n sont distinctes. Pour que la coloration soit dominante, il faut que dans chaque
ensemble F;, 1 < i < n, il y a une couleur non répétée. Soit 1 < j, < k — 2. Donc on utilise
n couleurs non répétés pour colorer I’ensemble {eéo, 1< < n}

Colorons les arétes de Ei\ej-o par k — 2 couleurs. Ceci implique qu’on utilise au moins
n + k — 2 couleurs. D’o1,

Xy (Bog) >n+k—2 (2)

En combinant les deux inégalitées (1) et (2), On obtient,

X:1 (Bpg) =n—2+k.

Fan graph F,,

Définition 3.3.3 Fan graph F,, peut étre construit en joignant n copies du graphe de cycle
C5 avec un sommet commun. F, est un graphe planaire non orienté avec 2n + 1 sommets

et 3n arétes.

Un graphe Fj est illustré dans la figure suivant .

Figure 3.3.3 : fan graphefs.

Proposition 3.3.6 Soit F,, un fan graphe avec n > 2. Alors
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

avec n le nombre de copies de Cj.

Preuve.
e Soit v, le sommet de degrés maximum.

Soit Fy = {ej, e, ..., €9,} I'ensemble des arétes qui sont incidentes a v et soit Fy =
{€an11, -, €3, } le reste des arétes de G.

Pour montre que X (F,) < 2n il suffit de donner une coloration dominante des aréte
comme suite : Comme les arétes de F; sont incidentes & v, alors colorons les arétes de F;
par des couleurs distintes.

Pour les arétes de Es, colorons chaque aréte par une couleur qui est présente dans E; et
n’existe pas dans son voisinage. Cette coloration est propre et dominante. Par conséquent,
Xy (Fn) < 2n.

Maintenant, on montre que X, (F},) > 2n.

Comme A = 2n, alors x' (F},) > 2n. Ceci implique que x, (F,) > 2n.

D’ou,

X, (F)=2n. m

Etoile subdivisée

Proposition 3.3.7 Soit K7, une étoile subdiviée. Alors
xq (Ki,) =n+1.

Preuve. Soit v un sommet de K7, tel que d(v) = A. Posons E; = {ey, e, ..., }
’ensemble des aréte qui sont incédentes & v et Ey = {€,41, €nt2, ..., €2, } le reste d’aréte dans
G.

On utilise Cette méthode pour trouve une coloration dominante des arétes :

Colorons toutes les arétes de Ey par la couleur 1.

Colorons toutes les arétes de E; par n couleurs distincres et différentes de 1.

Cette coloration est propre et dominante.
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

Dou x, (Ki,) <n+1

Comme X (G) > A =n. x,; (G) > n.

Supposons que GG admet une coloration dominante ¢ par n couleurs.

Comme dg (v) = A, alors les couleurs affectées aux arétes de E; sont distincres. Donc
on utilise n couleurs pour colorer les arétes de F;. Soient e;, e; € Ey. Notons que e; est
adjacente & e; € Ey. Colorons e; par c(e;). Ceci implique que e; ne domine aucune classe
de couleur. Contradiction. Ceci implique que

Xa (Kin) =n+1.

D’oil Xg(Ki,)=n+1 =

La Roue

Définition 3.3.4 La roue W, est un graphe d’ordre n > 4 obtenu a partir de l'union d’un

cycle d’ordre n — 1 et un sommet en reliant ce sommet a tous les sommets du cycle.

Soit la figure [3.3.4 ] contient une roue.

Figure 3.3.4 : graphe roue.

Proposition 3.3.8 Soit W, la roue d’ordre n, alors :

Xa(Wy) =n—1
Preuve.
e Soit v un sommet de W, tel que d (v) = A. Posons E; = {ej, ea, ...., €, 1} 'ensemble
des aréte qui sont incidentes a v, Ey = {e,, €411, ..., €2, 2} telles que pour 1 < i <

n—1, e ;1 est adjacentes a ey; et e9;41.

Pour 1 <7 <n —1, colorons ¢; par i, colorons e, ; 1 par i.
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3.3. L’indice chromatique dominant de certains graphes particuliers

Cette coloration est une coloration dominante des arétes. Ceci implique que
Xa(Wa) <n—1 (*)
D’autre part, comme x (W,) > A =n — 1, alors
Xa(Wa) =1 —1 (**)
En utilisant (%) et (*x), on obtient

Xa(Wa) =1 —1.
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Chapitre 4

L’effet de la suppression d’une aréte

sur I’'ndice chromatique dominant

Dans ce chapitre, nous allons étudier 'effet de la suppression d’une aréte sur le nombre
chromatique dominant des aréte X'd(G) pour certaines classes particuliéres des graphes. Le
nombre chromatique dominant des arétes X;(G) peut augmenter, ou diminuer ou rester

inchangé lorsque le graphe G est modifié en supprimant une aréte .

4.1 Graphe aréte x/-critique

Soit uv = e une aréte quelconque de G :

La suppression de I’aréte e du graphe G produit le graphe noté G — e.
Théoréme 4.1.1 Soient G un graphe et e une aréte de G. Alors
Xa (G) =1 < x(G —e) < xg(G) + 1.

Preuve. Posons k = y/; (G) . Considérons une k- coloration ¢ de G. Soient Cy, Cs , ...... ,

Cy, les classes des couleurs de c:

e La borne supérieure:
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4.1. Graphe aréte x',-critique

Comme la coloration ¢ est propre, alors

Si une aréte e; € C; domine la classe C;, alors |C}] < 2. (10)

Supprimons une aréte e € F (G). On distingue quatre cas:
1°¢ Cas: Sie€ Ciet |[Cj] =1, et § e € E(G) telle que ¢ domine C;. Dans ce cas c

reste une coloration dominante de G — e. D’ou,
VA6 — €) < X4(G). (4.1.1)

2°m¢ Cas:Sie€ Ciet |Cy] =1,et 3C;, C; = {e},e;’ et ¢}, ¢/ domine Cj. Dans ce cas

il suffi de recolorer I'une des deux arétes e}, e par la couleur de e. Ceci implique que c reste
une coloration dominante de G — e.
D’ou,
X4 (G —e) < X4(@G). (4.1.2)
3°me Cas : Sie e Cet |C5] =1, et 3Cj, |C] > 3, et €}, ¢/domine C;.
recolorons I'une des deux arétes ¢}, €7, disons ¢} par la couleur de e. Recolorons e} par
kE+1.

Donc

X4(G —e) < X4(G) + 1. (4.1.3)

4°me Cas : Sie € Ciet |Ci] =2et 3 Cj = {c, €'}, telle que ¢, ¢” domine C;.
Dans ce cas ¢ reste une coloration dominante de G — e.

Donc:

Xa(G —€) < xu(G). (4.1.4)

de (1),(2), (3)et(4), on obtient x,(G —e) < x4 (G) + 1.
e La borne inférieure:

Posons k = x/, (G — e) . Soit ¢ une x/, (G — e) — coloration de G—e. Soient Cy, Cs, ...... , Ch,

les classes de couleurs de ¢’
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4.1. Graphe aréte x',-critique

Ajoutons l'aréte e. Colorons e par k + 1. Les autres arétes gardent leurs anciénnes

couleure. La coloration obtenue est propre et dominante de GG. D’o1,
Xa(G —€) = x4(G) — 1. (**)
D’aprés () et (%), on obtient:

Xa(G =€) =1 < xg(G—e) < xg(G) + 1.

Définition 4.1.1 Soit G = (V, E) un graphe. On dit que G est arétex,,—stables si
Ve € E(G), x4(G —e) = xu(G).
Définition 4.1.2 Soit G = (V, E) un graphe. On dit que G est arétex;’—cm'tique st
Ve € E(G), xa(G —e) < xa(G).
Définition 4.1.3 Soit G = (V, E) un graphe. On dit que G est arétexif—critique si
Ve € E(G), x4(G —e) > x4(GQ) + 1.
Proposition 4.1.1 :
1. P, est x,—stables si et seulment si n = 4.
2. P, est X;l_—critique si et seulment si n = 3, 6.
3. Sin #3,4,6, alors P, n’est pas stables et n’est pas critique.

Preuve. Il est claire que P, —e = P,_; U P;.
alors X;(Pn, —€) = X;y(Pu_j UP;), tel que j = 1,..., (%1 + 1, avec m est le nombre des

arétes.
[(n—1)\3]+1sin=3,4,5,6,8

[(n—1\3] +2 sinon
Sin <9, alors il est facile de vérifier que la Proposition [4.1.1] est vraie.

Notons que x,(P,) =

Soit n > 10. il suffit de vérifier la diffirence entre x;(P, — €) et x,(P,).
Sij=1,alors x;(P, —¢€) = X;(Po1) = [(n —2)\3] + 2 et x,;(P,) = [(n — 1)\3] + 2.
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4.1. Graphe aréte x',-critique

e Sin =0 mod 3, alors

Xa(Pr =€) = xa(Pn)- (1)
e Sin =1 mod 3, alors

Xa(Pr =€) = xa(P)- (2)
e Sin =2 mod 3, alors

Xa(Pn =€) < xa(Pn)- (3)

Sij =2 Sin > 11, alors x;(P, —€) = Xy(Pu2) +1 = [(n—3)\3] + 3 et x,(P,) =

[(n — 1)\3] + 2.

e Sin =0 mod 3, alors

Xa( P =€) = Xg(Po)- (4)
e Sin =1 mod 3, alors

Xa(Pn =€) > xa(P)- (5)
e Sin =2 mod 3, alors

Xa(Pr =€) = xa(P)- (6)

Sin=10
alors \;(P, —¢) = X4(Pu_a) +1=[(n—3)\3] +2=5¢et x,(P,) = [(n — 1)\3] +2 = 5.
Xa(Pro =€) = Xg(Pro)- (7)

Sij=3et{j=10,12,13,...,n} alors
Xa(Po =€) = Xg(Pa-3) = [(n = 4)\3] + 2 et xy(P) = [(n — 1)\3] + 2.

e Sin =0 mod 3, alors

Xa(Pa =€) = xq(Pn)- (8)

sin =11 d’apres (6) et (3), Pi; n’est pas stables et n’est pas critique.
Si j =7 alors
Xa(Pr =€) = Xg(Po-r) +1 = [(n = 8)\3] +5 et x4(Pu) = [(n — 1)\3] +2
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4.1. Graphe aréte x',-critique

e Sin =0 mod 3, alors

X,d<Pn —e)> X;l(Pn)' (9)

On utilisant les relations (2) et (5), on conclut que P, n’est pas x,—critique.

D’aprés les relations (8) et (9) P, et n’est pas x,—stables et n’est pas x,—critique. =
Proposition 4.1.2 :
1. C, est X:i—stables si et seulment si n =4 oun =0 mod 3, n = 2 mod 3 sauf n = 6, 8.

2. C, est X:[—critique si et seulment si n = 6,8 ou bien n = 1 mod 3 sauf n = 4.

[(n—1)\3]+1sin=234.5.6.8

[(n —1)\3] + 2 sinon
Sin < 8, alors il est facile de vérifier que la Proposition est vraie. Sin > 9, alors

il suffit de calculer la différence entre x;(C, —€) = [(n — 1)\3] + 2 et x,(C,) = [n\3] + 2.

Preuve. Comme C,,—¢ = P,, alors x;(Cp,—¢) = x;(P,) =

e Sin =0 mod 3, alors n = 3k et donc :

Xa(Cn =€) = [(Bk = D\3] +2 =k + 2

, (1)
Xqg(Cr) = [3E\3] +2=Fk +2
e Sin =2mod 3, alors n = 3k + 2 et donc
Xg(Cn—e)= [(Bk+2—-1\3]+2=k+3 )
Xa(Cn) = [(3k +2)\3] +2 =k + 3
e Sin=1mod 3, alors n = 3k + 1 et donc
Xy(Cn—€) =Bk +1—-1)\3] +2=Fk+2 )
Xa(Co) = [Bk+1\3]+2=Fk+3
D’aprés les équatios (1) et (2), on obtien x,;(C,,—e) = x;(Cn—e). Donc C,, est x;—stables.

D’apres I’équation (3), on obtien x;(C,, —e) < x4(Cy —€) — 1. Donc C,, est x,; —critique.

Théoréme 4.1.2 Soit G un graphe, Soit v un sommet de G, et soit ¢ une x';— coloration

de G. Alors :
Xa (G) —da(v) < xg(G —v) < x4(G) + da(v)
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4.1. Graphe aréte x',-critique

Preuve.

e Soit ¢ une x’,— coloration de G — v tel que Cy, (s, ...... , C, les classes de couleurs de

c.

Ajoutons le sommet v & G — v. Colorons les arétes incidentes & v et par des couleurs
distictes et qui ne sont pas présentes dans G — v. La coloration obtenue et une coloration
propre et dominante de G.

Par conséquent, x(G) < x4(G —v) + dg(v).

D’ou

Xa (G) — da(v) < xq(G —v) (1)
e soit ¢ une x},— coloration de G tel que Cy; Cs; ...... ; C, les classes des couleurs de c:

Supprimons un sommet v. dans tous les cas la coloration dominante de G — v restent

moins ou égale a la coloration dominante de G plus dg(v) ci-a-dire

Xa(G = v) £ xu(G) + da(v) (2)

En utilisant les inégalitées (1) et (2), on obtient

Xa (G) —da(v) < xo(G —v) < X4(G) + da(v)
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est interéssé en premier lieu, & la notion de la coloration
dominante des sommets, et le nombre chromatique dominant que note de (G). En second
lieu, on a introduit la notion de la coloration dominante des arétes. Et nous avons déterminé
quelques bornes et quelques résultat exactes de certains graphes particuliers (les chaines, les
cycles, les chenilles, les graphes n-livre, les arbres (n, k)-banana, les fan graphes, les étoiles
subdivisées, et les roues) pour le parameétre X;z (G). Nous avons abordé la notion des graphes
dits arétes X:i-critiques dont la suppression d’une aréte quelconque d’'un graphe a un effet

sur I'ndice chromatique dominant.
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