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Résumé

Ce travail est consacré à l’étude de comportement du nombre de domination de certains

graphes dynamiques.

Etant donné un graphe G = (V,E) où V est l’ensemble des sommets et E est l’ensemble

d’arêtes. Un sous-ensemble de sommets D de V est dit dominant de G si tout sommet de

V −D et adjacent à au moins un sommet de D. On désigne par γ(G) le cardinal minimum

d’un ensemble dominant de G. Soit Gt = (Vt, Et) un graphe variant dans le temps (Vt

est l’ensemble des sommets à l’instant t et Et est l’ensemble d’arêtes à l’instant t) s’appele

graphe dynamique.

Dans ce mémoire, nous présentons en premier lieu les opérations sur les graphes pour le

nombre de domination. Ensuite nous donnons quelque définitions et modèle d’un graphe dy-

namique. Enfin, on étude le comportement de certains graphes au cours de temps (unicycle,

arbres, cactus).
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Abstract

This work is devoted to the study of domination behavior in dynamic graphs.

Given a graph G = (V,E) that V set of vertices and E set of edges. A subset of vertices

D of V and said dominant of G if all vertices of V −D and adjacent to a vertex of D. We

denote by γ(G) the minimum cardinality of a dominant set of G. Let Gt = (Vt, Et) be a

time varying graph (Vt is a set of vertices at time t and Et set of edges at time t) is called

a dynamic graph.

In this paper, we present first the operations on the graphs for the number of domination.

Then we give some definitions and model of a dynamic graph. Finally, we study the behavior

of a graph in the course of time (unicycle, trees, cactus).
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Introduction

L’histoire de la théorie des graphes débute avec les travaux du mathématicien suisse Leon-

hard Euler au 18esiècle, et trouve son origine dans l’étude de certains problèmes, tel que

celui des ponts de Königsberg, quand il se demandait s’il est possible, en partant d’un

quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par le même

point et revenir à son point de départ. Dès le début du 20e siècle, elle constitue une branche

à part entière des mathématiques, grâce aux travaux de König, Menger, Cayley puis de

Berge et d’Erdös.

Ce mémoire s’inscrit a l’étude de comportement du nombre de domination de certains

graphes dynamiques. Il aborde deux problèmes d’optimisation: les différentes opérations

sur les graphes pour le nombre de domination. Rappelons qu’un ensemble dominant est

un ensemble D de sommets tel que chaque sommet du graphe est soit dans D, soit voisin

à au moins un élément de D. Nous avons aussi, Ils y proposent de modéliser le temps de

manière discrète par une suite de dates et la dynamique du système par une suite de graphes

statiques, un pour chaque date, donc le graphe dynamique est un graphe variant dans le

temps.

Après une introduction, le mémoire s’articule autour de trois chapitres:

Le Chapitre 1 se scinde en deux grandes parties. Dans la première, nous donnons les

définitions et les notions de base de la théorie des graphes et dans la deuxième partie nous

avons parlé sur certain paramètre de domination.

Le chapitre 2 est consacré a l’étude de l’effet des opérations des modifications sur les

graphes pour le nombre de domination.

Dans le chapitre 3, on étude des comportements de certains graphe au cours de temps

en particulier, les unicycles, les arbres et cactus.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Généralités sur la théorie des graphes

1.1.1 Graphe et graphe simple

Un graphe non-orienté G est un couple G = (V,E) composée d’un ensemble de sommets V ,

d’un ensemble d’arêtes E ⊂ V × V .
On dira que deux sommets p et q sont des extrémités d’une arête si {p, q} ∈ E.
On considère un graphe simple connexe G = (V,E) ayant V (G) comme ensemble de

sommets et E(G) comme ensemble d’arêtes.

• Un graphe simple est un graphe sans boucle et sans arête multiple.

• Le nombre de sommets |V (G)| dans un graphe G est appelé ordre de G et noté souvent
par n.

• Le nombre d’arêtes |E(G)| dans un graphe G est appelé taille de G et noté souvent

par m.

1.1.2 Voisinage et voisinage privé

Le voisinage ouvert d’un sommet est N(v) = {u ∈ V/uv ∈ E}, son voisinage fermé est
N [v] = N(v) ∪ {v}. Le degré d’un sommet v; noté par dG (v) est |N(v)|. Un sommet de

2



1.1. Généralités sur la théorie des graphes

degré nul est dit isolé. Un sommet de degré un est appelé sommet pendant, et son voisin

est dit sommet support.

Le voisinage privé d’un sommet v par rapport à un ensemble S noté pn[v, S] est l’ensemble

des sommets du voisinage fermé de v qui n’ont pas d’autres voisins dans S, i-e: pn[v, S] =

{u ∈ V − S : N [u] ∩ S = {v}} .

1.1.3 Degré et degré maximum

Le degré d’un sommet v ∈ V (G) est le cardinal de son voisinage, est noté par

dG(v) = |NG(v)|

Le degré maximum d’un graphe est le degré maximum de tous ses sommets, noté par

∆(G) = max {dG(v), v ∈ V (G)}

1.1.4 Distance, l’excentricité et diamètre

Soient u et v deux sommets d’un graphe G. On appelle distance entre u et v, notée d(u, v),

la longueur de la plus courte chaîne joignant u et v.

L’excentricité d’un sommet v dans un graphe G = (V,E) est

exc(v) = max {d (v, w) : w ∈ V }

et le diamètre de G, noté Diam(G), est égal

Diam(G) = max {exc(v) : v ∈ V }

1.1.5 Quelques graphes particuliers

Sous graphe et graphe partiel

Pour un sous-ensemble S ⊂ V , le sous-graphe induit par S noté G[S] est le graphe ayant S

comme ensemble de sommets et ses arêtes sont celles de E ayant leurs extrémités dans S.

Pour un-sous ensemble U ⊂ E, le graphe partiel de G défini par U noté GU est le graphe

dont les ensembles de sommets et d’arêtes sont respectivement V et U .

3



1.1. Généralités sur la théorie des graphes

Graphe connexe

Un graphe G est dit connexe si pour toute paire de sommets distinctes du graphe il existe

une chaîne les reliant. Une composante connexe d’un graphe est un sous graphe maximal

connexe.

Un sommet d’articulation a ∈ V si sa suppression fait augmener le nombre de composante
connexe de G.

Une arête e est appelée un isthme si le graphe G − e possède plus de composantes

connexes que G i-e, si G est connexe alors G− e n’est pas connexe.

Graphe complet

Un graphe G est dit complet si pour toute paire de sommets, il existe une arête les reliant,

(tous les sommets sont deux à deux adjacents), un graphe simple complet d’ordre n noté

Kn. Dans ce graphe, chaque sommet est de degré 5.

Figure 1.1.1 : K6

Graphe statique

Un graphe statique G est un graphe G = (V,E) composée d’un ensemble de sommets V ,

d’un ensemble d’arêtes E ⊂ V × V tel que les sommets et/ou les arêtes ne change pas dans

le temps.
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1.1. Généralités sur la théorie des graphes

Graphe biparti et biparti complet

Un graphe G = (V,E) est dit multiparti s’il existe une partition de V en k sous-ensembles

V1, V2, ..., Vk tels que chacun des G[Vi] ne contient aucune arête (stable). Si k = 2 le graphe

G est dit biparti. On appelle graphe biparti-complet, un graphe biparti tel que pour tout

sommet u ∈ V1 et v ∈ V2, uv ∈ E: Si |V1| = p et |V2| = q alors le graphe biparti complet est

noté Kp,q.

Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire d’un graphe G = (V,E) est le graphe noté G, défini par

V (G) = V (G) et E(G) = {uv : u, v ∈ V (G) et uv /∈ E (G)} .

Chaîne

Une chaîne dans G = (V,E), est une suite ayant pour éléments alternativement des sommets

et des arêtes, commençant et se terminant par un sommet, et telle que chaque arête est

encadrée par ses extrémités. On dira que la chaîne relie le premier sommet de la suite au

dernier sommet. En plus, on dira que la chaîne a pour longueur le nombre d’arêtes de la

chaîne.

Étoile

L‘étoile noté par K1,t est un cas particulier d’un graphe biparti complet tel que |V1| = 1 et

|V2| = t.

5



1.1. Généralités sur la théorie des graphes

Figure 1.1.2 : K1,4

Cycle

Un cycle est une chaîne dont les extrémités sont confondues.

Figure 1.1.3 : C5

Couronne

La couronne d’un graphe G = (V,E), c’est le graphe G ◦K1 obtenu à partir d’une copie de

G en attachant à chaque sommet de G un nouveau sommet. Il est à noter que l’ordre de

G ◦K1 est 2 |V | .

6



1.1. Généralités sur la théorie des graphes

Figure 1.1.4 : C4 ◦ P1

Cactus

Un cactus (parfois appelé un arbre de cactus) est un graphe connexe dans lequel deux cycles

ont au plus un sommet en commun. De manière équivalente, il s’agit d’un graphe connexe

dans lequel chaque arête appartient à au plus un cycle.

Arbre

On appelle arbre, et on note par T , un graphe connexe et sans cycle. Il comporte exactement

(n − 1) arêtes. On appelle feuille d’un arbre, un sommet de degré 1, dit aussi sommet

pendant. Dans un arbre T , tout sommet adjacent à un sommet pendant est appelé sommet

support.

Foret

Un foret est un graphe où chaque composante connexe est un arbre.

L’union de deux graphes

Soient G et H deux graphes. L’union de G et H est le graphe G + H dont l’ensemble des

sommets est V (G) ∪ V (H) et l’ensemble des arêtes est E(G) ∪E(H). Pour un entier k

donné, l’union de k copies de G est notée par kG

7



1.2. Aperçu sur la domination dans les graphes

1.2 Aperçu sur la domination dans les graphes

Dans cette partie, une présentation générale de la domination dans les graphes est donnée.

L’objectif est de donner une idée globale sur les différents aspects qui caractérisent l’étude

des ensembles dominants.

1.2.1 Ensemble dominant

Définition 1.2.1 Soit G = (V,E) un graphe simple. Un sous-ensemble D ∈ V (G) est un

ensemble dominant si tout sommet v ∈ V est ou bien dans D ou bien v ∈ V −D et adjacent

à au moins un sommet de D.

Définition 1.2.2 Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G est appelé nombre

de domination et est noté par γ (G) . Un ensemble dominant D de cardinal γ (G) est appelé

γ (G)-ensemble ou simplement γ-ensemble.

8



1.2. Aperçu sur la domination dans les graphes

Exemple 1.2.1 L’ensemble dominant représenté par les sommets noirs et γ (G) = 3, Γ (G) =

4.

Figure 1.2.1 : graphe G

Remarque 1.2.1 Un ensemble dominant D d’un graphe G contient tous les sommets isolés

de G.

Puisque le nombre de domination est défini pour tout graphe, et puisque tout graphe est

dominé par son ensemble de sommets, nous avons l’encadrement suivant:

Remarque 1.2.2 Pour tout graphe G, on a 1 ≤ γ(G) ≤ |V (G)| .

• γ(G) = 1, si et seulement si G posséde un sommet v de degré n−1 (sommet universel),

dans ce cas {v} est un ensemble dominant minimum de G.

• γ(G) = |V (G)| = n, si et seulement si G = Kn est le complémentaire d’une graphe

complet, dans ce cas V (G) est l’unique ensemble dominant de G.

Définition 1.2.3 On dit qu’un sommet est γ − bon s’il appartient à au moins un γ (G)-

ensemble et γ −mauvais sinon.

9



1.2. Aperçu sur la domination dans les graphes

1.2.2 Minimalité d’un ensemble dominant

Définition 1.2.4 Un ensemble dominant de G est dit minimal s’il ne contient aucun sous-

ensemble strict qui domine les sommets de G.

La définition d’un ensemble dominant minimal nous permet de définir le nombre de

domination supérieur.

Définition 1.2.5 Le nombre de domination supérieur est le cardinal maximum d’un en-

semble dominant minimal sur G et est noté par Γ (G) .

Théorème 1.2.1 [13] Soit D un ensemble dominant d’un graphe G = (V,E). Alors D est

un dominant minimal de G si et seulement si tout sommet v ∈ D vérifie au moins l’une des

propriétés suivantes:

1. il existe un sommet w ∈ V −D tel que N (w) ∩D = {v} .

2. le sommet v ne possède aucun voisin dans D.

Remarque 1.2.3 Un ensemble dominant D est minimal si et seulement si pn [v,D] 6= Φ

pour tout v ∈ D.

Théorème 1.2.2 [13]Si G = (V,E) est un graphe sans sommets isolés, alors le complé-

mentaire V −D de tout ensemble dominant minimal est un ensemble dominant.

1.2.3 Bornes sur le nombre de domination

Nous avons vu auparavant que pour un graphe G quelconque d’ordre n, on avait 1 ≤ γ (G) ≤
n, et si nous intéressons aux graphes sans sommets isolés, nous avons:

Théorème 1.2.3 [13]Si G = (V,E) est un graphe sans sommes isolés, alors

γ(G) ≤ n

2

Théorème 1.2.4 [16]pour un graphe G d’ordre n pair sans sommets isolés γ(G) = n
2
, si

et seulement si les composantes de G sont le cycle C4 ou la couronne H ◦K1 de n’importe

quel graphe connexe H.

10



1.2. Aperçu sur la domination dans les graphes

Théorème 1.2.5 [12] Soit G un graphe d’ordre n et de degré maximum ∆. Alors

γ (G) ≤ n−∆

Remarque 1.2.4 Pour un graphe G nom connexe qui contient plusieurs composantes con-

nexes G1, G2, ..., Gn, le nombre de domination est la somme de nombre de domination de

chaque composantes connexes.

γ (G) =

n∑
i=1

γ (Gi)

1.2.4 Quelques paramètres de domination

Dans cette partie, nous exposons certains paramètres de dominations où des conditions

supplémentaires sont imposées sur l’ensemble dominant, sur l’ensemble dominé ou même

sur la façon de dominer.

La domination stable

Définition 1.2.6 Un ensemble dominant stable EDS de G est un ensemble dominant D ⊆
V tel que le sous-graphe induit par D est un stable.

Définition 1.2.7 Le nombre de domination stable de G, noté i(G) et β (G) est le cardinal

minimum et maximum d’un dominant stable respectivement.

La domination totale

Définition 1.2.8 Un ensemble dominant total EDT de G est un ensemble dominant D ⊆
V tel que le sous-graphe induit par D ne contient pas de sommets isolés.

Définition 1.2.9 Le nombre de domination totale de G, noté γt(G), est le cardinal mini-

mum d’un dominant total.

11



1.2. Aperçu sur la domination dans les graphes

La domination couplée

Définition 1.2.10 Un ensemble dominant couplée EDC de G est un ensemble dominant

D ⊆ V dont le sous-graphe induit par D contient un couplage parfait.

Définition 1.2.11 Le nombre de domination couplée de G, noté γpr(G), est le cardinal

minimum d’un dominant couplé.

la domination double

Définition 1.2.12 Un sous-ensemble D de V est dit ensemble dominant double EDD de

G si tout sommet de V est dominé par au moins deux sommets de D. C’est à dire ou bien

le sommet v ∈ D et possède au moins un voisin dans D, ou bien v ∈ V −D et possède au

moins deux voisins dans D.

Définition 1.2.13 Le nombre de domination double, noté γ×2(G), est la taille minimum

d’un ensemble dominant double de G. Et tout ensemble dominant de cardinal γ×2(G) est

appelé γ×2(G)-ensemble.
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Chapitre 2

L’effet des opérations sur les graphes

pour le nombre de domination

Une considération importante dans la conception topologique d’un réseau est la tolérance

aux pannes, c’est-à-dire la capacité du réseau à fournir un service même lorsqu’il contient un

ou plusieurs composants défectueux. Le comportement d’un réseau en présence d’un défaut

peut être analysé en déterminant l’effet que l’enlèvement d’une arête ou d’un sommet de son

graphe sous-jacent G sur le critère de tolérance de panne. Par exemple, un γ − ensemble
de G représente un ensemble minimum de processeurs qui communiquent directement avec

tous les autres processeurs du système. S’il est essentiel pour les serveurs de fichiers d’avoir

cette propriété et que le nombre de processeurs désignés comme serveurs de fichiers soit

limité alors le nombre de domination de G est le critère de tolérance de panne. Dans cet

exemple, il est important que γ(G) n’augmente pas lorsque G est modifient en supprimant

un sommet ou une arête.

D’une autre perspective, les réseaux peuvent être tolérants aux pannes en fournissant

des liaisons de communication redondantes (en ajoutant des arêtes). Par conséquent, nous

examinons les effets sur γ (G) lorsque G est modifié en supprimant un sommet ou en supp-

rimant ou en ajoutant une arête.
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2.1. Terminologie

2.1 Terminologie

Les auteurs ([8][1]) ont examiné les problèmes de caractérisation des graphes G dans les six

classes suivantes: G − v (respectivement, G − e) désignent le graphe formé en enlevant le
sommet v (respectivement arête e) de G. Nous utilisons des acronymes pour désigner les

classes de graphes suivantes (C: représente le changement, U : unvariant(ne change pas) ,

V :sommet , E:arête, R: suppression, A: ajout ).

1. (CVR): γ(G− v) 6= γ(G) pour toute v ∈ V

2. (CER): γ(G− e) 6= γ(G) pour toute e ∈ E

3. (CEA): γ(G+ e) 6= γ(G) pour toute e ∈ E(G)

4. (UVR): γ(G− v) = γ(G)pour toute v ∈ V

5. (UER): γ(G− e) = γ(G)pour toute e ∈ E

6. (UEA): γ(G+ e) = γ(G)pour toute e ∈ E(G)

Il est utile d’écrire l’ensemble des sommets d’un graphe comme une union disjointe de

trois ensembles selon la façon dont leur suppression affecte γ(G).

V 0(G) = {v ∈ V : γ(G− v) = γ(G)}

V +(G) = {v ∈ V : γ(G− v) > γ(G)}

V −(G) = {v ∈ V : γ(G− v) < γ(G)}

De même, l’ensemble d’arête peut être divisé en

E0 = {(uv) ∈ E(G) : γ(G− (uv)) = γ(G)}

E+ = {(uv) ∈ E(G) : γ(G− (uv)) > γ(G)}.
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2.2. Opérations élémentaires

2.2 Opérations élémentaires

En utilisant un fonctionnement élémentaire, nous pouvons générer un nouveau graphe de

l’original en appliquant un Changements sur le graphe initial. Dans cette section, nous

présentons certains des résultats sur les opérations élémentaires avec le nombre de domina-

tion γ (G) comme CV R,CER,CEA,UV R,UER,UEA, contraction d’arête et subdivision

d’arête.

2.2.1 La suppression d’un sommet

Définition 2.2.1 Soit v ∈ V (G). La suppression d’un sommet v du graphe G produit le

graphe noté G− v; obtenu suite à la suppression de v et de toutes les arêtes de G incidentes
à v.

Quelques propriétés de graphes CVR

Enlever un sommet peut augmenter le nombre de domination par plus d’un. Par exemple,

le sommet central d’un graphe de roue Wn, n > 4. Mais il peut être diminuer d’au plus

un. Par exemple, un sommet de l’éxtrémités d’un chaine P3.En général, si γ(G− v) 6= γ(G)

pour tout v ∈ V (G), alors γ(G−v) = γ(G)−1, pour tout v ∈ V (G).F.Harary, J. Nieminen,

C. L. Suffel [3][14]

Théorème 2.2.1 [3]

Pour tout arbre T avec au moins trois sommets γ(T − v) > γ(T ) si et seulement si v est

dans chaque γ − ensemble pour T .

Théorème 2.2.2 [3]

Si on supprime un sommet v de G est dans chaque γ−ensemble pour G, alors γ(G−v) >

γ(G).
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2.2. Opérations élémentaires

Théorème 2.2.3 [4]

Un graphe G ∈ CV R si et seulement si chaque composante connexe de G est CV R .

En utilisant l’induction sur le nombre de composante connexe, le nombre de domination

de G est déterminé par R.C. Brigham et al.

Théorème 2.2.4 [4]

Soit G avoir b blocs B1, B2, ..., Bb. Si G ∈ CV R, alors γ(G) = (
∑
γ(Bi))− b+ 1.

Théorème 2.2.5 [5]

Un sommet v ∈ V −si et seulement si pn[v, S] = {v} pour certains γ− ensemble S

contenant v.

Une fois que les conditions nécessaires et suffi santes sont connues, il est intéressant de

déterminer les limites des graphes CV R.

Nous présentons quelques limites de ces graphes en termes de degré minimal et de degré

maximum, en termes d’ordre, de degré et de diamètre.

Quelques propriétés de graphes UV R

Comme discuté précédemment, le retrait d’un sommet d’un graphe entraîne la modification

ou la stabilité d’un ensemble dominant d’un graphe. Nous présentons maintenant quelques

résultats sur UV R.

Théorème 2.2.6 [3]

Pour tout arbre T avec n ≥ 2, il existe un sommet v ∈ V tel que γ(T − v) = γ(T ).

En 1979, H. B. Walikar et B. D. Acharya ont fourni le théorème suivant sur les graphes

UV R[2].

Théorème 2.2.7 [2]

Un graphe G ∈ UV R si et seulement si G n’a pas de sommets isolés et pour chaque

sommet, soit
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2.2. Opérations élémentaires

1. Il existe un γ − ensemble S ′
tel que v /∈ S ′

et pour γ − ensemble S tel que v ∈ S,
pn[v, S] contient au moins un sommet de V − S, ou
2. V est dans chaque γ -ensemble et il y a un sous-ensemble de γ(G) sommets dans

G−N [v]qui domine G− v.

2.2.2 La suppression d’une arête

Définition 2.2.2 Soit e ∈ E(G). La suppression de l’arête e du graphe G produit le graphe

noté G− e; obtenu suite à la suppression de e .

Remarque 2.2.1 On note G − e le graphe G
′

= (V ;E \ {e}), c’est-à-dire G − e est le

graphe obtenu à partir de G en supprimant l’arête e.

Quelques propriétés de graphes CER

Le retrait d’une arête de n’importe quel graphe laisse le nombre de domination inchangé,

par exemple le graphe complet Kn, où n ≥ 3, exemple une étoile. En général, si γ (G−e) 6=
γ (G) pour tout e ∈ E(G), alors γ(G−e) = γ(G) +1, pour tout e ∈ E(G). Ainsi, un graphe

pour lequel le nombre de domination change lorsqu’une arête arbitraire est supprimée a la

propriété de γ(G− e) = γ(G) + 1, pour tout e ∈ E(G).

Les graphes en CER sont appelés γ+ − graphes critiques.

Quelques propriétés de graphes UER

Les graphes pour lesquels le nombre de domination est inchangé lorsqu’une arête arbitraire

est supprimé, c’est-à-dire γ(G − e) = γ (G), pour tous les e ∈ E(G) sont appelés graphes

UER. En 1979, H. B. Walikar et al. Ont fourni une caractérisation classique des graphes

UER [2].

Théorème 2.2.8 [2]

Un graphe G ∈ UER si et seulement si pour e = (uv) ∈ E(G), il existe un γ− ensemble
S tel que l’une des conditions suivantes est satisfaite.

i) u, v ∈ S.
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2.2. Opérations élémentaires

ii) u, v ∈ V − S.

iii) u ∈ S et v ∈ V − S implique |N(v) ∩ S| ≥ 2.

2.2.3 L’ajout d’une arête

Définition 2.2.3 Soit xy ∈ E(G). L’ajout de l’arête xy au graphe G produit le graphe noté

G+ xy résultant de l’ajout d’une arête entre x et y dans le graphe G.

Quelques propriétés de graphes CEA

L’ajout d’une arête à un graphe ne peut pas augmenter le nombre de domination, par

exemple, une étoile, et peut en diminuer d’au plus un, par exemple en ajoutant un arête

entre un sommet de fin et un sommet de degré d’au moins 2 dans une couronne. En général,

si

γ (G+e) 6= γ(G) pour tous e ∈ E(G), alors γ(G+e) = γ(G)−1, pour tous, e ∈ E(G).En

1983, D.P. Sumner, P. Blitch ont caractérisé les graphes dans CEA et ils les ont appelés

comme "graphes critiques de domination de arête". Les caractérisations initiales sur les

graphes CEA ont été déterminées en [7].

Théorème 2.2.9 [7]

1. Un graphe G avec γ(G) = 1 est dans CEA si et seulement si G est Kn.

2. Un graphe G avec γ (G) = 2 est dans CEA si et seulement si G est un galaxie.

Théorème 2.2.10 [6]

G ∈ CEA est un graphe connexe avec γ(G) = 3 si et seulement si G = A ∪B où:

1 A soit trivial et B ∈ CEA avec γ (G) = 2, ou

2 A est complet et B est un graphe complet moins 1 facteur.

Comme cela a été observé précédemment, le degré maximum, le degré minimum, l’ordre,

le diamètre d’un graphe permettent de déterminer les limites du graphe.
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2.2. Opérations élémentaires

Quelques propriétés de graphes UEA

Les graphes pour lesquels le nombre de domination est inchangé lorsqu’une arête arbitraire

est ajoutée, c’est-à-dire γ(G+e) = γ(G), pour tout, e ∈ E(G),ont été caractérisés en termes

de leurs ensembles de sommets par J. R. Carrington et al. [8].

Théorème 2.2.11 [8]

Un graphe G ∈ UEA si et seulement si V − est vide.

2.2.4 La contraction d’une arête

Définition 2.2.4 La contraction d’une arête ou l’identification de deux sommets adjacents

est une opération qui consiste à remplacer ces deux sommets par un nouveau sommet dont

le voisinage ouvert est l’union des voisinages ouverts des deux sommets remplacés. D’une

façon formelle, l’identification de deux sommets adjacents u et v forme un nouveau sommet,

désigné par uv; dont le voisinage ouvert est (N(u) ∪N(v))− {u, v} .

Notation 2.2.1 une contraction d’une arête est une opération qui supprime une arête d’un

graphe tout en fusionnant simultanément les deux sommets auxquels il a précédemment

rejoint. Pour une paire de sommets u, v de G, désigné par G · uv le graphe obtenu en
identifiant u et v. Soit (uv) le sommet identifié. Ainsi, G · uv peut être considéré comme le
graphe obtenu de G en supprimant les sommets v et u et en ajoutant un nouveau sommet,

noté (uv), qui est adjacent à tous les sommets de G− v−u qui étaient à l’origine adjacents
à soit de u ou v [9].

Lemme 2.2.1 [20]Si u, v ∈ V (G) pour un graphe G tel que N [v] = N [u], alors γ(G)=γ(G·
uv).

Remarque 2.2.2 La contraction d’une arête d’un graphe G fait diminuer le nombre de

domination par au plus un c’est-à-dire γ (G)− 1 ≤ γ (Ge) ≤ γ (G) .
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2.2. Opérations élémentaires

2.2.5 La subdivision d’une arête

Définition 2.2.5 [18]La subdivision d’une arête uv d’un graphe G introduit un nouveau

sommet w tel que E(G ∪ {w}) = ((E(G)− {uv})) ∪ {uw,wv} .

Notation 2.2.2 Une subdivision d’une arête uv d’un graphe est l’opération de la remplacer

par un chemin uwv en ajoutant un sommet w.

Remarque 2.2.3 Le nombre de domination augmente

1. Si u, v les deux sommets est γ −mouvais, ou

2. u ou v ∈ D est un support forte ,ou

3. uv ∈ E (K1,n), alors γ (Gs) = γ (G) + 1.

4. Sinon γ (Gs) = γ (G) .
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Chapitre 3

Les graphes dynamiques

Dans le chapitre suivant, nous allons donner les définitions des graphes dynamiques et

quelques modèles de graphes dynamiques qui ont été utilisées pour représenter les capacités

de communication de certains graphe dynamiques.

3.1 Définition des graphes dynamiques

Définition 3.1.1 Un graphe dynamique Gt = (Vt, Et) est un graphe qui évolue au cour du

temps, tel que Vt ensemble de sommets à l’instant t et Et ensemble d’arêtes à l’instant t.

Définition 3.1.2 Un graphe dynamique est une suite de graphe statique G0, G1, ...., Gn tel

que

Gt+1 = Gt

−
+ {sommet, arête}

Exemple 3.1.1 Transformation de graphe Gt 99K
δt,t+1

Gt+1 99K
δt+1,t+2

Gt+2 tell que

1. δt, t+1 =la suppression d’un sommet {e}

2. δt, t+2 =L’ajout d’un arête (a, e)
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3.2. Modèles de graphes dynamiques

Figure 3.1.1 : Graphe dynamique G = (Gt, Gt+1, Gt+2)

3.2 Modèles de graphes dynamiques

Dans [11], on peut observer que les auteurs classifient la dynamique d’un graphe selon les

entités qui peuvent changer au fils du temps comme suit :

• Un graphe non orienté (ou orienté) sommets dynamiques ou l’ensemble des sommets
varient dans le temps. En d’autres termes, au fil du temps il existe quelques sommets

qui peuvent rejoindre le graphe ou des sommets qui peuvent le quitter voir les deux.

Notons que lors de la disparition d’un sommet l’ensemble des arêtes (ou arcs) qui le

lie a d’autres sommets disparaissent aussi.

• Un graphe non orienté (ou orienté) à arête (ou arc) dynamiques tel que l’ensemble des
arêtes (ou des arcs) peuvent varier au fil du temps, c’est- a- dire qu’il existe quelque

arêtes (ou arcs) qui peuvent rejoindre le graphe ou le quitter.

• Un graphe à sommets à poids dynamique lorsque les sommets sont pondérés et que
leurs poids peut varier dans le temps.

• Un graphe a arête (ou arc) à poids dynamique lorsque les arêtes sont pondérés et que
leurs poids peut varier dans le temps aussi.

3.2.1 Etude des propriétés des graphes dynamiques

• Pour rappel, dans un graphe dynamique il est possible que le graphe vérifié la Propriété
P ou bien nom pour chaque instant t.
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3.2. Modèles de graphes dynamiques

Arbres dynamiques

Un modèle d’arbre dynamique [17]permet de représenter un graphe dynamique dont la

topologie peut changer a condition de rester toujours un arbre. En d’autres termes, dans

le modèle d’arbre dynamique il est possible de changer la racine de l’arbre ou de ra-

jouter/supprimer un sommet ou un sous arbre dans l’arbre initial. Notez qu’une insertion

ou une suppression d’arête tout en gardant la structure d’une forêt implique l’ajout d’un

sommet ou d’un sous arbre dans la forêt initiale.

Figure 3.2.1 : Arbres dynamiques

La connexité

Il est possible qu’un tel graphe ne soit jamais connexe à un instant donné si on a la suppres-

sion d’un sommet d’articulation ou la suppression d’un isthme ou bien l’ajout d’un sommet,

mais qu’il permette une forme de connexité à travers le temps. C’est le cas ci-dessus, où

les sommets peuvent communiquer indirectement, par exemple a peut faire parvenir une

information à e en passant par exemple par b, c et d au fil du temps. On parle alors de

chemin temporel ou simplement de trajet, et la forme de connexité qui en résulte est appelée

connexité temporelle. Un graphe est temporellement connexe si tous les sommets peuvent

s’atteindre au moins une fois (c’est le cas ci-dessus). Quand le temps est infini, on parle de

connexité temporelle récurrente si, à tout moment, le futur du graphe est temporellement

connexe [19].

Figure 3.2.2 : Graphe dynamique G = (G0, G1, G2, G3)
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

3.3 Etude de comportement d’un graphe unicycle au

cours du temps

D’apres l’étude des graphes dynamiques et ces propriétés, on va choisit une classe de graphe

appelé unicycle et on applique tout les opérations sur cette classe.

Définition 3.3.1 Un graphe unicycle G = (V,E) est un connexe contient un seule cycle

Ck et |V | = |E| .

Exemple 3.3.1 |V | = 14, |E| = 14, γ(G) = 5.

Figure 3.3.1 : Gt : unicycle
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

Théorème 3.3.1 [10]Pour tout graphe unicycle G on a:

• γ (G) = Γ (G)

• γ (G) = β (G)

• i (G) = β (G)

• i (G) = Γ (G)

Notation 3.3.1 Le graphe Ck ◦G est un graphe qui contient un cycle Ck et chaque sommet
de Ck a relié a un graphe G.

Remarque 3.3.1 Voici quelques valeur exacte du nombre de domination dans un unicycle:

1. γ (Ck ◦ P1) = n
2
.

2. γ (Ck ◦ P2) = n
3
.

3. γ (Ck ◦ P3) =

 3n
8

si k pair

n
4

+
⌈
n
12

⌉
sinon

.

4. γ (Ck ◦ P4) = 2n
5
.

3.3.1 Les opérations sur unicycle

Transformation d’un unicycle Gt = (Vt, Et) et on obtient deux cas:

Unicycle dynamique

La suppression d’un sommet Si v est un sommet pendant, le graphe Gt+1 = Gt − v
reste toujours un unicycle, avec v = K.
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

Figure 3.3.2 : unicycle

La subdivision d’une arete

1ercas:

Gt+1est un unicycle tel que |V | = n+1 et |E| = m+1 de cycle Ck+1 si e ∈ Ck, avec e = CB.

Figure 3.3.3 : unicycle
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

2emecas:

Gt+1 est un unicycle tel que |V | = n+ 1 et |E| = m+ 1 de cycle Ck si e /∈ Ck, avec e = DK.

Figure 3.3.4 : unicycle

La contraction d’une arête ∀e on a Gt+1 est un unicycle, tel que Gt est un unicycle

avec Ck et k ≥ 3.

Figure 3.3.5 : un unicycle

Graphe dynamique

La suppression d’un sommet 1ercas :

Si v ∈ C, le graphe G− v est un arbre, avec v = B ,ou une forêt, avec v = C.
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

Figure 3.3.6 : arbre

Figure 3.3.7 : forêt

2emecas :

Si v /∈ C,et est un support forte donc Gt+1 = G1 +G2 +G3, avce G1 est un unicycle et

G2, G3 des arbres, avec v = G.
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

Figure 3.3.8 : unicycle + des arbres

3emecas :

SinonGt+1 = Gt − v = G1 +G2, avce G1 est un unicycle, G2 est un arbre, avec v = L.

Figure 3.3.9 : arbre+ unicycle

La suppression d’une arête

1ercas :

Si e ∈ C, le graphe Gt+1 = Gt − e est un arbre, avec e = AB.
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

Figure 3.3.10 : arbre

2emecas :

Sinon Gt+1 = Gt − e = G1 +G2, avec G1 est un unicycle, G2 est un arbre, et e = AG.

Figure 3.3.11 : unicycle+ arbre

L’ajout d’une arête 1ercas :

Si e ∈ Et
(
Gt

)
et e = HI tq H, I /∈ V (C), Gt+1 est un cactus.
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3.3. Etude de comportement d’un graphe unicycle au cours du temps

Figure 3.3.12 : cactus

2emecas:

Si Ck + e on a Gt+1 un graphe.

Figure 3.3.13 : graphe

La contraction d’une arête Si e ∈ Et (C3) alore Gt+1est un arbre, avec e = AC.
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3.4. Etude de comportement d’un arbre et cactus

Figure 3.3.14 : unicycle de C3

Figure 3.3.15 : un arbre

3.4 Etude de comportement d’un arbre et cactus

D’après l’étude du graphe Gt qui est un unicycle, on va remarquer que le graphe Gt+1 est un

unicycle ou bien arbre ou bien la réunion ou cactus. Donc on appliquera tous les opérations

précédentes sur l’arbre et cactus.

3.4.1 Les opérations sur les arbres

Soit Gt+1 = (Vt+1, Et+1) est un arbres.
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3.4. Etude de comportement d’un arbre et cactus

La suppression d’un sommet

Si v est un sommet pendant, le graphe Gt+2 = Gt+1 − v reste toujours un arbre.
Sinon, Gt+2 = G1 +G2 avec G1, G2 des arbres.

La suppression d’une arête

Gt+2 = Gt+1 − e = G1 +G2 avec G1, G2 des arbres.

L’ajout d’une arête

Gt+2 = Gt+1 + e est un unicycle, e ∈ E
(
Gt+1

)
.

La contraction d’une arête

∀e on a Gt+2est un arbre.

La subdivision d’une arête

∀e on a Gt+2est un arbre.

3.4.2 Les opérations sur cactus.

Soit Gt+1 = (Vt+1, Et+1) est un cactus de deux cycle Ck1 et Ck2.

La suppression d’un sommet

Si v ∈ Vt+1 (Ck1) ou V (Ck2) , alors Gt+2 = Gt+1 − v est un unicycle.
Si v ∈ Vt+1 (Ck1)etV (Ck2) ,alors Gt+2 = G1 +G2avec G1, G2 des arbres.

Si v est un sommet pendant, le graphe Gt+2est un cactus .

Sinon, Gt+2 = G1 +G2 avec G1 est un arbre et G2 est un cactus.

La suppression d’une arête

Si e ∈ Et+1 (Ck1) ou E (Ck2) , alors Gt+2 est un unicycle.

Si e entre Ck1et Ck2, alors Gt+2 = G1 +G2avec G1, G2 des unicycle.

Sinon, Gt+2 = G1 +G2 avec G1 est un cactus et G2 est un arbre.
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3.4. Etude de comportement d’un arbre et cactus

L’ajout d’une arête

On a e ∈ Et+1
(
Gt+1

)
Si e entre Ck1et Ck2, alors Gt+2 est un cactus contient 3 cycle.

Sinon, est un graphe qui contient un corde dans le cycle.

La contraction d’une arête

Si e ∈ Et+1 (Ck1) ou E (Ck2) ,alors Gt+2 est un unicycle, avec k1 ou k2 = 3.

Sinon Gt+1 est un cactus.

La subdivision d’une arête

∀e on a Gt+2 est un cactus.

Remarque 3.4.1 Selon tous les études sur l’unicycle et l’arbre et cactus, on a trouvé

quelque soit l’opération on obtient les classes suivants:

Gt =


G1 est un unicycle.

G2 est un arbre.

G3est un cactus.
Gt 99K Gt+1 99K Gt+2 avec :

Gt+1 = G1 ou Gt+1 = G2 ou Gt+1 = G1 +G2 ou Gt+1 = G3

Gt+2 = G1 ou Gt+2 = G3 ou Gt+2 = G1 +G2 ou Gt+2 = G2
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Conclusion

Nous sommes intéressés dans ce mémoire à l’étude de comportement du nombre de

domination de certains graphes dynamiques. Nous avons, dans un premier temps, rappelé

quelques définitions sur la domination dans les graphes. Nous avons ensuite étudié les

diérentes opérations sur les graphes pour le nombre de domination γ(G). Ainsi, nous

avons donnons quelque modèle du certains classes de graphe en particulier les arbres,

unicycle et cactus et notons respectivement G1, G2, G3. Nous concluons que si

Gt ∈ {G1, G2, G3} alors Gt+1 est un graphe où chaque composante connexe est soit un

arbre, soit un unicycle, soit un cactus. On propose d’étudier le comportement de d’autre

classe de graphe au cours de temps pour d’autre paramétre du graphe.
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