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Notations générales

z B8 8 N B B A

121l
N(2)
5(2)

HT, (z)
HEK, (x)

ensemble des nombres complex.
ensemble des nombres réels.

ensembles des nombres hybrides.
ensembles des entiers.

ensembles des nombres hyperboliques.
ensembles des nombres duales.

ensembles des nombres naturels.
ensembles des nombres naturels non nuls.
norme du nombre hybride Z.

norme du vecteur hybride Z.

partie scalaire d'un nombre hybride.
partie vectorielle d'un nombre hybride.
m-extension des p-nombres de Fibonacci.
m-extension des p-nombres de Lucas.
p-nombres de Fibonacci.

p-nombres de Lucas.

p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci.
p-nombres hybrides généralisés de Lucas.
suite de Tribonacci.

suite de Tribonacci-Lucas.

n®™e polynéme de Tribonacci.

n®™ polynéme de Tribonacci-Lucas.
n®™e nombre hybride de Tribonacci

n®™e nombre hybride de Tribonacci-Lucas.
hybrinomiaux de Tribonacci.

hybrinomiaux de Tribonacci-Lucas.

iv



Table des matiéres

Remerciements i
Dédicace ii
Dédicace iii
Notations générales iv
Résumé viii
Abstract ix
Introduction 1
1 Nombres hybrides 3
1.1 Lesnombres hybrides . . . . . . . . . . . . . . . e e e 3
1.1.1 Propriétés des nombres hybrides . . . ... ... ... ... ... .. ... ... ... 3

1.1.2 Représentations des nombres hybrides . . . . ... ... ... ... ... ... ... 5

2 Suites récurrentes linéaires 9
2.1 Suite récurrente linéaire d’ordre p . . . . . . . . .. e e e e 9
2.1.1 Polyndme caractériStiqUe . . . . .« c v v it e e e e e e e e e e e e e e e 9

2.1.2 Formulede Binet . . . . . . . . . . . i i i e e e e 10

2.1.3 Fonction énératrice . . . . . . . . . . i i i e e e e e e 10

2.1.4 Représentation matricielle . . . . . . . .. ... L L 10

2.2 m-Extension des p-nombres de FibonaccietdeLucas . . . . . . ... ... ... ... ... 11
2.2.1 Formulesde Binet . . . . . . . . . . . i i i i e e e 12

2.2.2 Fonctions ZENératriCes . . . . . . v v v v v v i e e e e e e e e e e e e e e 13



2.2.3 Quelques propriétés des p-nombres de Fibonacci et de Lucas . . . .. ... ... ..

3 p-Nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas
3.1 p-Nombres hybrides généralisés de FibonaccietdeLucas . . . . . ... ... ... ......
3.1.1 FormulesdeBinet . ... ... ... ... ...
3.1.2 Fonctions GENEratriCes . . . . . . . v v v v v v e e e e e e e e e e e e

3.1.3 Quelques propriétés des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas . . .

4 Polyndmes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas
4.1 Polynémes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas . . . . . . . .. . ... ... ... ..
4.1.1 Formulesde Binet . . . . .. . ... . . e
4.1.2 TFonctions génératriCes . . . . . . . . v v v v i it e e e e e e e e e

4.1.3 Quelques propriétés des polyndémes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas . . . . . . .

5 Hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas
5.1 Hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas . . . . .. ... ... ... .. ... ....
5.1.1 Formulesde Binet . .. . ... ... .. ...
5.1.2 Fonctions GENératriCes . . . . . . . v v v v v v e e e e e e e e e e

5.1.3 Quelques propriétés des hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas . . . . . .



1.1 Coordonnées d'un nombre hybride . . ... ... ... ... .. ... ... . ... . .. ... 6

vi



1.1 Table de multiplication des nombres hybrides . . . . . ... ... ... ... .........

1.2 Table de lareprésentation polaire . . . . . . . . . . . ... e

4.1 Les premiers polynomes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas . . . . .. ... .. ... ....

vii



Résumé

Les nombres hybrides sont la généralisation des nombres complexes, duaux et hyperboliques. De nom-
breux chercheurs ont étudié ces nombres. Dans ce mémoire, nous étudions les p-nombres hybrides généralisés
de Fibonacci et de Lucas, ainsi que les hybrindmiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas, en utilisant les
p-nombres généralisés de Fibonacci, de Lucas, des polynomes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas, respecti-

vement. Nous donnons également des cas particuliers et des propriétés algébriques de ces nombres.

Mots clés : Nombres hybrides, p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci, p-nombres hybrides

généralisés de Lucas, Hybrinomiaux de Tribonacci, Hybrinomiaux de Tribonacci-Lucas.



Absract

The hybrid numbers are generalization of complex, dual and hyperbolic numbers. Many researchers have
studied related to hybrid numbers. In this thesis, we stydy generalized hybrid Fibonacci and Lucas p-Numbers,
in addition of the Tribonacci and Tribonacci-Lucas Hybrinomials, using the generalized Fibonacci and Lucas
p-Numbers,Tribonacci and Tribonacci-Lucas polynomials, respectively.

Also we give some special caces and algebraic properties of these numbers.

Keywords : Hybrid numbers, generalized hybrid Fibonacci p-Numbers, generalized hybrid Lucas p-

Numbers, Tribonacci hybrinomials, Tribonacci-Lucas hybrinomials.



Introduction Générale

En 2018, Ozdemir a défini un nouveau systéme de numérotation non commutatif appelé nombres hy-
brides. Ce systéme de numération peut étre concideré comme une généralisation des nombres complexes
(i2 = —1) , duaux (2 = 0) et hyperboliques (k> = 1). Un nombre hybride est une combinaison lineaire des

nombres complexes, duaux et hyperboliques.

Ces derniéres années, beaucoup de chercheurs se sont intéréssé a '’étude de ces nouveaux nombres.
Szynal-Liana et Wloch ont étudié les nombres hybrides de Fibonacci, et par la suite la généralisation aux
nombres hybrides de Pell, Pell-Lucas et les nombres hybrides de Jacosthal et de Jacosthal-Lucas et ont obtenu
plusieurs propriétés. Pour plus de details voir [20, 21, 22].

Ensuite, des nouvelles généralisations des nombres hybrides ont été introduites, appelées les Hybrinomiaux.
Dans [23, 24] les auteurs ont introduit les hybrinomiaux de Pell, les hybrinomiaux de Fibonacci et de Lucas
et hybrinomiaux généralisés de Fibonacci-Pell. En outre, Kizilates a défini les hybrinomiaux de Horadam et a

donné quelques cas particuliers de ces hybrinomiaux [7].

Le but de ce mémoire est de présenter quelques généralisations des nombres hybrides qui existent dans la

littérature. Notre travail est réparti en cinq chapitres développés dans l'ordre suivant :
p q chap pp

Dans le premier chapitre, nous abordons quelques définitions des nombres hybrides et leurs caractéris-

tiques.

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons des définitions et quelques propriétés des suites récurrences

linéaires d’ordre p et nous étudions la m-extention des p-nombres de Fibonacci et de Lucas.
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Dans le troisieme chapitre, nous étudions les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas via

les opérateurs 1, i, ¢, h qui forment une base de I'espace des nombre hybrides H.

Dans le quatriéme chapitre, nous établissons quelques propriétés des polynémes de Tribonacci et de

Tribonacci-Lucas.

Le dernier chapitre est consacré a ’étude des hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.



Nombres hybrides

Dans ce chapitre, nous définissons un nouveau systéme de nombres non commutatifs, appelé nombres
hybrides et nous donnons quelques propriétés de ces nombres avec quelques classifications, de plus nous

examinons les nombres hybrides selon leurs type et leurs caractere.

1.1 Les nombres hybrides

Dans cette section nous donnons quelques définitions, ainsi que quelques propriétés des nombres hybrides.

Dans [13], Ozdemir a défini I'ensemble des nombres hybrides noté H qui contient des nombres complexes
(2 = —1), duaux (¢2 = 0) et hyperboliques (h? = 1). L’auteur a donné quelques théorémes, propriétés et

forme matricielle 1iés aux nombres hybrides. I’ensemble des nombres hybrides est défini comme suit :

H={a+bi+ce+dh:a,bc,dcR,i*=—-1>=0h?>=1,ih=—hi=c+i}

Cet ensemble de nombres peut étre concidéré comme un ensemble de quadruplet. Avec les unités réelles,

complexes, duales et hyperboliques définies comme suit :

14+ (1,0,0,0),i <+ (0,1,0,0),& <+ (0,0,1,0), h <+ (0,0,0,1)

Nous appellerons ces unités des unités hybrides.

Proposition 1.1.1 Pour le nombre hybride Z = a + bi + ce + dh, le nombre réel a est appelé la partie scalaire

et notée par S(Z). La partie bi 4+ ce + dh est aussi appelée partie vectorielle et notée par V (Z).

1.1.1 Propriétés des nombres hybrides
Opérations sur les nombres hybrides

Soient Z; = a1 + byi + c1e + dih et Zy = as + bai + coe + dah deux nombres hybrides, on a :

1. Z1 = Z,, si et seulement si ,a; = ag,b; = by, c1 = co,dy = dy (égalité).
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2. Z1+ Zs = (a1 + az) + (b1 + bQ)i + (a1 + 02)5 + (dy + dg)h (addition).
3. Z1 — Zy = (a1 —ag) + (b1 — ba)i + (¢1 — c2)e + (d1 — da)h (soustraction).
4. sZ1 = say + sbyi + scie + sdih (multiplication par le scalaire s € R).

Le produit hybride s’obtient en répartissant les termes a droite, en préservant 'ordre de multiplication des
unités puis en écrivant les valeurs des suivantes en remplacant chaque produit d’unités par les égalités
i? = —1,62=0,h? = 1,ih = —hi = ¢ + i. A partir de ces égalités, nous pouvons obtenir le produit de deux

unités hybrides quelconques. La table de multiplication de la base des nombres hybrides est la suivante :

h|h| -ei € 1

TABLE 1.1: Table de multiplication des nombres hybrides

En conséquence, nous utiliserons cette table pour la multiplication de deux nombres hybrides. Ce tableau
nous montre que 'opération de multiplication dans les nombres hybrides n’est pas commutatif. Mais il a
la propriété d’associativité. Il n’est pas facile de se souvenir de ce tableau. De plus, non la commutativité
rend la multiplication difficile. Nous allons rendre cette multiplication beaucoup plus facile a I'aide d’'un

isomorphisme, que nous identifierons plus tard en page 6 entre nombres hybrides et les matrices 2 x 2.

Norme et classification des nombres hybrides

Définition 1.1.1 Le conjugué d’'un nombre hybride Z = a + bi + ce + dh, noté Z, est défini comme suit :

Z=58Z7Z)-V(Z)=a—bi—ce—dh.

Propriétés
1. Z, + Z5 = Z, + Z5 (Le conjugué de la somme des nombres hybrides).

2. ZZ =77 =a®+ (b—c)? — ¢® — d? (le produit hybride).

Z1Zo — ZaZy
3. leg = % = aijag — blbg + d1d2 + blcg + Clbg + ((11172 + b1a2 + b1d2 — dle)Z + (alcg +cras +
bidy — dibs + dica — c1da)e + (a1ds + dras + c1b2 — bica)h. (produit vectoriel) pour plus de détailes
voir [25].

Définition 1.1.2 Pour le nombre hybride Z = a + bi + ce + dh, le vecteur

Vz = (a,(b—2¢),c,d)
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est appelée la représentation vectorielle de Z. La deuxiéme composante de ce vecteur seront mieux compris dans

les parties suivantes. Aussi, on peut écrire comme Suit :
C(Z)=a’+(b—c)® = —d® = (~Vz,Vz)ps

avec la signature (-, -, +, +) en E3. On dit qu’'un nombre hybride Z est spacelike, timelike ou lightlike si
C(Z) <0,C(Z) > 00u C(Z) = 0 respectivement. On les appelle les caractéres du nombre hybride Z. Le nombre
réel \/|C(Z)| sera appelée la norme du nombre hybride Z et sera notée par || Z||.

Remarque 1.1.1 Soit Z = a + bi + ce + dh un nombre hybride. Selon la définition de la norme d’'un nombre

hybride on a

12|l = /12Z) = VIC(Z)] = V]a? + (b~ ¢)* — 2 — &]

Cette définition de la norme est une norme généralisée qui regroupe les définitions des normes dans les

nombres complexes, duaux et hyperboliques. En effet,

1. Si Z est un nombre complexe, alors ||Z|| = \/|ZZ| = Va? + b2, telle que c = d = 0.

2. Si Z est hyperbolique alors || Z|| = \/|ZZ| = \/|a? — d?|, telle que b= c = 0.
3. Si Z est dual alors || Z|| = Va® = |a|, telle que b=d = 0.
Z

4. linverse du nombre hybride Z = a + bi + ce + dh et || Z|| # 0. est défini par : Z~1 = )

Définition 1.1.3 Pour le nombre hybride Z = a + bi + ce + dh, le vecteur £z = ((b — ¢),¢,d) est appelé le
vecteur hybride du nombre de Z et ce vecteur sera aussi pris comme vecteur de Minkowski 3-espace E3. Il peut
étre écrit comme suit :

Ce(Z) = —=(b—c)* + & +d* = (~£2,82)m

Ainsi, on dit qu'un nombre hybride Z est elliptique, hyperbolique ou parabolique, si C¢(Z) < 0, C¢(Z) > 0 ou
C¢(Z) = 0 respectivement. On les appelle les types du nombre hybride Z. Le nombre réel \/|C¢(Z)| sera appelée

la norme du vecteur hybride de Z et sera noté N(Z) .

1.1.2 Représentations des nombres hybrides

Dans cette section, nous exprimerons la représentation dans le plan, les représentations matricielles et
polaires des nombres hybrides selon leurs caractéres et leurs types. Ces représentations sont importantes
notamment pour prouver la formule de Binet et pour trouver les racines des nombres hybrides.

Représentation des nombres hybrides dans le plan

Tout nombre hybride peut étre représente dans le plan C = R?,

Théoréme 1.1.1 Tout nombre hybride peut étre affiché dans un systéme de coordonnées a deux dimensions

comme le systéme de coordonnées cartésien.
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Preuve: voir [13] &
Définition 1.1.4 les coordonnées hybrides d’'un nombre hybride, on écrit comme ceci :
Z=a+bi+ce+dh=x+yV,

sont désignés par :

Z = (;y) = (a;N(2)) = (a: /| = (b= )> + 2 + 2),

On représente le nombre hybride dans le plan suivant :

V' | Aze de hybride

N(Z) |- v Z(a, N(Z))

0 a Axe rel

FIGURE 1.1: Coordonnées d'un nombre hybride

tel que : U'axe des X représente le nombre réel a, et Uaxe des Y représente la norme du vecteur hybride N (Z).

Exemple 1.1.1 Les coordonnées du nombre hybride Z = 1 + 3i + le + 1h sont Z = (a; N(Z)) tel que :
a=1, N(Z)=+/2,ou lUaxe hybride est formé par le vecteur hybride unitaire

V:3i+1€+1h.
V2

Représentation matricielle des nombres hybrides

En revanche, les nombres hybrides peuvent également étre défini en considérant la représentation
matricielle. on peut classer les nombres hybrides, en ce qui concerne le déterminant de la matrice (2 x 2)
correspondante. Une représentation matricielle d'un nombre hybride est particuliérement importante pour
faciliter la multiplication des nombres hybrides, en définissant la symétrie entre les matrices et les nombres

mixtes, nous pouvons facilement multiplier les nombres hybrides et prouver plusieurs de ses caractéristiques.

Théoréme 1.1.2 L[’anneau des nombres hybrides H est isomorphe a Uanneau des nombres réels 2 x 2 matrices

Maxo.
Preuve: Définissons I'application ¢ : H — My olt

) a+c b—c+d
w(a+bi+ce+dh) =
c—b+d a—c
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pour Z = a + bi + ce + dh € H. Nous allons montrer que cette application est un isomorphisme en anneau.
En tenant compte de la table des opérations d’addition et de multiplication définie pour les nombres hybrides

précédents, on voit facilement que les égalités
p(Z123) = p(Z1)p(Z2)
P(Z1 + Z2) = p(Z1) + (Zo)
sont satisfait. Voyons maintenant que ¢ est bijectif. Si
©(Z1) = p(Z2)

pour Z; = aj +bii+cie+dih et Z2 = ay + bai + coe + doh, alors I'égalité des deux matrices aboutit a ce que
€1 = Ca2,a1 = ag,by = by, dy = do. Ce est Zy = Z, et ¢ est injective. D’autre part, pour toute matrice réelle 2

par 2
a b

c d

A=

il y a un nombre hybride

P a+d n at+b—c—d - a—d oy b+c L
2 2 ! 2 2

ol p(Z) = A. Ainsi, ¢ est un isomorphisme en anneau. W

Définition 1.1.5 La matrice ¢(Z) € May2(R) est appelée matrice hybride correspondant au nombre hybride Z.

D’apreés Uisomorphisme ci-dessus, on a les représentations matricielles

) @
0 1 10 1 -1 10

Ces quatre matrices forment une base pour Uespace vectoriel des matrices 2 x 2. Alors, chaque matrice 2 x 2
peut étre écrit comme un composé de nombres unitaires, complexes, duaux et hyperboliques. Notez que nous

utiliserons la matrice

1 -1
1 -1
au lieu de pour lunité duale ¢, contrairement a la littérature. A Uaide de ces quatre matrices, la

0 0
multiplication des nombres hybrides décrits ci-dessus, peuvent également étre facilement manipulés. Par exemple,
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en utilisant Uégalités

p(ih)

p(i)p(h)

o(e) + (i)

=p(e+1)

1

0

1 -1 0 1
+

1 -1 -1 0

on a ih = € + i. Ainsi, nous pouvons facilement faire des opérations et des calculs dans les nombres hybrides

utilisant les matrices correspondantes

1 0
1+— ,

‘ 0 1
i ,
-1 0

Représentation polaire des nombres hybrides

£ ,

La représentation polaire d'un nombre hybride dépend du type du vecteur hybride et du caractere .

Compte tenu de ces conditions, nous avons résumé la représentation polaire des nombres hybrides dans le

tableau suivant avec les données de [13] :

Caractere du nombre hybride Forme polaire Conditions

elliptique Z =cosf + Vsinf V= %; cosf = |%‘,Sin@: %,VQ =-1
hyperbolique de type spacelike | Z =sinh@ + Vcoshf | V = bifvc(sg)dh, cosf = %, sinf = 15, VZ=1.
parabolique Z=¢+V V= W, e=sgn(S(Z)), V? = 0.
hyperbolique de type lightlike Z=a(l1+V) V= %, V2 =1.
hyperbolique de type timelike | Z = £(cosf + Vsinf) | V = W, cost = 7o, sinf = %, VZ=1.

TABLE 1.2: Table de la représentation polaire




Suites récurrentes linéaires

Dans ce chapitre, on étudie quelques propriétés des suites récurrentes linéaires d’ordre p, a coefficients
constants, nous donnons la forme explicite de deux manieres différentes, la premiére par la formule de Binet
et la deuxieme par la fonction génératrice. Ensuite, on étudie la m-extention des p-nombres de Fibonacci et

de Lucas donnant quelques propriétés de ses suites.

2.1 Suite récurrente linéaire d’ordre p

Définition 2.1.1 On appelle suite récurrente linéaire d’'ordre p, toute suite a valeurs dans un corps commutatif

K (R ou C), définie pour tout n > p par une relation de récurrence linéaire de la forme :
Uptp = AoUp + ALUp+1 + A2UR42 + oo + Ap_1Unyp-1, T > p, (2.1

ol agp, a1, ..., ap—1 Sont p scalaires fixés dans K.

2.1.1 PolynO6me caractéristique

L’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre supérieur se rameéne a un probléme d’algebre linéaire,

expression du terme général d’une telle suite est possible pour peu qu’on soit capable de factoriser un
r du t ld tell te est bl ’ t ble de fact

polynome qui lui est associé, appelé polynéme caractéristique. Le polyndme caractéristique associé a une

suite vérifiant la relation de récurrence ci-dessus est :
p—1
P(X)=X" =Y a;X'=XP —a, 1 X'' —a, oXP? — .. — a1 X — ap. (2.2)
i=0

Ce polynoéme admet p racines dans C.

On écrite 'équation caractéristique de (2.1 ) comme suite :

XP — ap_lXp_l - ap_gXp_Q — . — a1X — agp-.

De ce polyndme caractéristique on dérive I’équation caractéristique.
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2.1.2 Formule de Binet

La formule de Binet est une formule explicite qui s’écrit en fonction des racines de 'équation caractéristique

associée a la relation de récurrence.

Définition 2.1.2 Si le polynéme caractéristique d’une suite récurrente linéaire vérifiant (2.1) admet p racines

distinctes A1, ..., Ap, alors : les suites qui vérifient la relation de récurrence (2.1) sont les suites définies par :
Up = CLA] + o F A 2.3)

La formule (2.3) est appelée la formule de Binet de la suite (u,,)n>0 et les coefficients ¢, ..., ¢, sont déterminés

par les p premiéres valeurs uy, ..., up—1 de la suite, tels que :

c1+co+c3+...+cp=1ug

Ci1A1 +cada + ... +cpAp = u
2.4

-1 —1 _
clx\ﬁ’ +02/\’2’ +...+cp)\£1:up_1.

2.1.3 Fonction génératrice

Définition 2.1.3 La fonction génératrice ordinaire d’une suite récurrente linéaire homogéne (u,),>o de la
forme :

Untp = AoUp + A1URL1 + A2Upt2 + oo + Ap_1Unip_1, N> D.

par la définition on a :

G(z) = Z Upx"
n=0
donc -
ST up Pt — agug
G(r) = "=

2.1.4 Représentation matricielle

On peut associer a chaque suite (uy,),>0 définie par la relation (2.1) la représentation matricielle suivante :

UTI,+1 = AUna n 2 07 (2~5)

ou U, € M, 1(K) et A e M,y,(K), sont données par :
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2.2. M-EXTENSION DES P-NOMBRES DE FIBONACCI ET DE LUCAS

0 1 0 0 Un

0 0 1 ... 0 Un+1
A= et U, =

0 0 1

ap a1 ... ... Gp_1 Untp—1

La matrice A est appelée matrice compagnon du polyndme caractéristique P(X) de la suite (uy, ), >0, ou bien,

matrice compagnon de la suite (u,,),>0, et le polynéme P(X) est le polyndme caractéristique de la matrice A.

On obtient le terme général de I'écriture matricielle par récurrence

U, =A"Uy, neN" (2.6)
ol
Up
Uy
Uy =
Up—1

Le calcule de la puissance n°™¢ de la matrice A n’est pas facile en générale. Si la matrice A est diagonali-
sable, i.e :

s’il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que :

A=PDpP!

alors

A" = pPD"P~L,

2.2 m-Extension des p-nombres de Fibonacci et de Lucas

Maintenant, nous allons donner des définitions et quelques propriétés de la m-extension des p-nombres
de Fibonacci et de Lucas. Pour un entier donné p > 0, n > p et un nombre réel positif m > 0, la m-extension

des p-nombres de Fibonacci est définie par la relation de récurrence suivante :
Fpmn)=mF,,,(n—1)+ Fpin—p—1), n>p 2.7)

avec les conditions initiales F}, ,,(0) = 0, F}, ,,(n) = m" ! pourn = 1,2, ...,p + 1.

De méme, la m-extension des p-nombres de Lucas est définie par la relation de récurrence suivante :

Lp,m(”) = mLp’m(n 1)+ Lpm(n—p— 1), n>p (2.8)

11



2.2. M-EXTENSION DES P-NOMBRES DE FIBONACCI ET DE LUCAS

avec les conditions initiales L, ,,,(0) = p+ 1, L, .n(n) = m™ pour n = 1,2, ..., p.
Pour différentes valeurs de m et p, les relations récursives génerent différentes suites numériques. Certains

cas des p-nombres de Fibonacci et de Lucas sont les suivants :
1. pourm = p = 1, F, ,,(n) et L, ,,(n) se réduisent aux nombres classiques de Fibonacci et de Lucas.
2. pourm = 2and p = 1, F}, ,(n) et L, ,,(n) se réduisent aux nombres de Pell et Pell-Lucas.
3. pourm = kand p = 1, F},,,,(n) et L, ,(n) se réduisent aux nombres k- Fibonacci et k-Lucas.
4. pourm = 1, F, ,,(n) et L, ,,(n) se réduisent aux p-nombres de Fibonacci et Lucas classiques.
5. pourm = 2, F, ,,(n) et L, ,,(n) se réduisent aux p- nombres de Pell et Pell-Lucas classiques.

Pour plus d’informations sur la relation avec ces suites de nombres, veuillez vous référer a [2, 9, 12, 19].

2.2.1 Formules de Binet

Théoréme 2.2.1 Pour un entier donné p > 0, les formules de Binet de la m-extension des p-nombres de Fibonacci

et la m-extension des p-nombres de Lucas sont données sous la forme :

Fp,m(n) =k (J?l)n + ]CQ(.’L‘Q)” + ...+ kp+1($p+1)n (2.9
Lp7m(’l’L> = (.%‘1)” + (.%'2)” + ...+ (.Z'p+1)n (210)
respectivement, oll &1, Xz, ..., Tpt1 Sont les racines de l'équation caractéristique

Pt — P —1=0

et ki,ka,...,kpt1 sont des coefficients constants qui dépendent des termes initiaux de la m-extension des

p-nombres de Fibonacci.

Remarque 2.2.2 Pour le cas n = 0, on réécrit la formule (2.10)
Lym(0) = (21)° 4+ (22)° + ...+ (2p31)’ =1+ 1+ ...+ 1=p+1
e Dans la suite on pose m = 1

Définition 2.2.1 Pour un entier donné p > 0, n > p, les p-nombres de Fibonacci sont définis par la relation de
récurrence suivante :

Fp(”):Fp(n_1)+Fp(n_p_1)

avec les conditions initiales F,(0) =0, F,(1) = ... = F,,(p) = lpour n =1,2,...,p+ 1.

De méme, les p-nombres de Lucas sont définis par la relation de récurrence suivante :
Ly(n)=Ly(n—1)+Ly(n—p—1)

avec les conditions initiales L,(0) = p+1,L,(1) = ... = L,(p) = L pour n = 1,2, ..., p.

12



2.2. M-EXTENSION DES P-NOMBRES DE FIBONACCI ET DE LUCAS

2.2.2 Fonctions génératrices

Théoreme 2.2.3 Les fonctions génératrices des p-nombres de Fibonacci et de Lucas sont

Gt) = Z)Fp(n)t” — ﬁ 2.11)
et N

H(t) = ;pr” = % (2.12)
respectivement.

2.2.3 Quelques propriétés des p-nombres de Fibonacci et de Lucas
Dans le théoréme suivant nous donnons quelques relations entre les p-nombres de Fibonacci et de Lucas.
Théoréme 2.2.4 Les relations suivantes entre les p-nombres de Fibonacci et de Lucas sont introduit
1. Ly(n) = Fp(n+ 1)+ pFy(n —p).
k
2. % FymLy(k—n) = (k+D)Fy(k).

Preuve: 1. En utilisant les fonctions génératrices des p-nombres de Lucas,

S rpmer = Dy e )Y Bt Y B
n=0 n=0 n=0
= o+ DE,m)t" = pFy(n)t"]t" =Y [(p+ 1D)(Fp(n)t" + Fy(n — p)) — pFy(n)]t"
n=0 n=0
= Z [Fp(n+ 1) + pF,(n —p)]t".
n=0

2. Voir [29]. &
Dans le théoréme suivant nous donnons quelques formules de sommation des p-nombres de Fibonacci et

de Lucas

Théoréme 2.2.5 Les p-nombres de Fibonacci et de Lucas vérifent les formules de sommation suivantes :

k
ZFp(n):Fp(k+p+1)_Fp(p)

n=0

et
k

> Ly(n) = Ly(k+p+1) — Ly(p).
n=0

Preuve: En utilisant les relations de récurrence des p-nombres de Fibonacci, nous avons

Fy(n+p)=Fy(n+p+1)— Fy(n).
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Ensuite nous avons

k
ZF n+p) = ZF n+p+1)=Y Fyn)

n=0 n=0 n=0
k+p

k p—1
=Y Fypln) + Z Fy(n) =) Fy(n)
k
=Y "F,(n) Z L(n+k+1) — Fy(n)]

et
k k+p p—1
Y F(n+p+1)=Fy(k+p+1) +ZF )+ > Fp(n) = > Fy(n)
n=0 n=0 n=0
k
Ey(k+p+1) +ZF )+ > [Fp(n+k+1) — Fy(n)].
n=0
On obtient i
> Fy(n) = Fp(k+p+1) — Fy(p).
n=0
[ ]

Dans le théoreme suivant nous citons la Formule de Honsberger généralisée des p-nombre de Fibonacci
Théoréme 2.2.6 Soit F,(n) le n®™¢ p-nombre de Fibonacci généralisé ,on a

Fy(k +n) = Fy(k)Fy(n+1) + zp: Fylk — t)Ey(n — p+1),
n=0

ol k,n sont des entiers positifs.

Preuve: Voir[29] W

14



p-Nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas

Dans ce chapitre, nous définissons les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas. Ensuite,
nous donnons quelques cas particuliers de p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas tels que
les nombres hybrides de Fibonacci et de Lucas, les nombres hybrides de Pell et de Pell-Lucas, les nombres
hybrides k-Fibonacci et k-Lucas, les p-nombres de Fibonacci et de Lucas, les p-nombres hybrides de Pell et
de Pell-Lucas. Enfin, on obtient leurs fonctions génératrices, quelques formules de sommation et certaines

propriétés.
3.1 p-Nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas

Définition 3.1.1 Pour p > 0 et n > p, les n®™°* p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas sont

définis par

HF, m(n) = Fpm(n) + Fpm(n+1)i+ Fpm(n+2)e + Fpn(n+ 3)h 3.1
et

HLyp (1) = Lpm(n) + Ly m(n 4+ 1)i + Ly m(n + 2)e + Ly m(n + 3)h, (3.2)
respectivement.

Certains cas particuliers de p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas sont les suivants

1. Pour m = 1, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HF}, ,,(n) et HL,, ,,,(n), res-
pectivement deviennent les HF,(n) p-nombres hybrides de Fibonacci et HL,(n) p-nombres hybrides de

Lucas.

2. Pour m = 2, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HF), ,,(n) et HL,, ,,(n), res-
pectivement deviennent les p-nombres hybrides de Pell HP,(n) et les p-nombres hybrides de Pell-Lucas
HQy(n).

3. Pour m = p = 1, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HF), ,,,(n) et HL, ,,,(n),

respectivement deviennent les nombres hybride de Fibonacci HF,, et les nombres hybride de Lucas HL,,.

4. Pour m =2 et p = 1, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HF), ,,(n) et HL,, ,,,(n),

respectivement deviennent les nombres hybrides de Pell HP,, et les nombres hybrides de Pell-Lucas HQ,,.
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5. Pour p = 1 et k au lieu de m, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HF,, ,,,(n) et

HL, m(n), respectivement deviennent les nombres hybrides k-Fibonacci et les nombres hybrides k-Lucas.

A partir des relations de récurrence (2.6) et (3.1), on obtient que pour n > p,

HEF,m(n) = Fpm(n) + Fpm(n+1)i+ Fy p(n+2)e + Fp n(n+3)h
=(mF,m(n—1)+ Fpmn—p—1))
+ (mFpm(n) + Fpm(n —p))i
+(MmEpm(n+1)+ Fymn—p+1))e
+ (mFpm(n+2) + Fpm(n—p+2)h

s

= mHF, ,,(n — 1) + HF, ,,(n —p — 1).
Ainsi, pour n > p, la relation de récurrence des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci est donnée par :
HF, ,,,(n) = mHF, ,,(n — 1) + HE, ,(n —p — 1). 3.3)

De méme, nous pouvons obtenir la relation de récurrence des p-nombres hybrides généralisés de Lucas comme
étant :

HL, ., (n) = mHL, ,,(n — 1) + HL, ,,(n —p — 1). (3.4)

En prenant m = 1 dans (3.3) et (3.4), nous déduisons les relations de récurrence des p-nombres hybrides de

Fibonacci et Lucas ; pour n > p
HF,(n) =HF,(n— 1) + HE,(n —p — 1)

et
HL,(n) =HL,(n —1)+HL,(n —p — 1),

respectivement.

3.1.1 Formules de Binet

Théoréme 3.1.1 Pour un entier donné p > 0, et z1,%2,...,Zp+1 les racines de Uéquation caractéristique

Pt — 2P — 1 = 0. Alors les formules de Binet des p-Nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas sont

données par :
HF, (1) = k1#1(z1)" + kaZo(z2)™ + ... + kpr1Zpr1 (Tpr1)” (3.5)
et
HL, m(n) = Z1(x1)" + To2(x2)” + ... + Tpp1(@ps1)”, (3.6)
respectivement, avec ki, ks, ..., kp+1 sont des coefficients constants qui dépendent des termes initiaux de la

m-extension des p-nombres de Fibonacci.
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et

=14z, +ea? + hat,

By = 1+ ixg + a3 + ha,

Tpt1 =1+ izpp + sx?,H + h:rgH
Preuve: En considerant la formule de Binet de la m-extension des p-nombres de Fibonacci (2.9), on a

HF, (n) = Fpm(n) +iFpm(n+ 1)+ eFp m(n+2) + hF, pm(n + 2)
= k1(@1)" + ka(22)" + .. + kppa(@pea)”
i (ki (20)" A ka(22)" ™ R (2p0)™ )
+e (ki (2)" 2 + ko(22)" 2 4+ Ky (2p41)" )
Al (R (1) 4 ko (22)™2 4 K (2p10)™ )
= ki(x1) (1 + iz 4 ex? + hx:f) + ko(x2)™ (1 +ixg 4 ex3 + hxg)
+o ot b (@)™ (Lt iapar +eapy + hapyy)

= kli‘l(.’L‘l)n + ]{?Qi'g(mg)n + ...+ kp+1§7p+1(a:p+1)”.
En considerant la formule de Binet de la m-extension des p-nombres de Lucas (2.10), on a
HL, m(n) = Lpm(n) + Lpm(n+1)i + Ly m(n+2)e + Ly (n + 3)h
= (z1)" + (@2)" + ... + (2p1)"
i (@)™ 4 (@) + e (@)™
+e((x)" + (z2)" + ...+ (Tp+1)")
+h((z1)" + (z2)" + ...+ (2p41)")
= (z1)" (L +izy + ez + ha}) + (z2)" (1 + iz + x5 + hal)
oot (@p1)” (L4 iapyr +eal g + had )

= Z1(21)" + To(x2)" + ..+ pra(pi1)”,
ol

=1+ixy +ea? + hat,

Bg = 1+ ixg + a3 + ha,

~ . 2 3
Tpp1 =1+ ixp1 +expyq +ha,

ce qui termine la preuve. ®
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3.1. P-NOMBRES HYBRIDES GENERALISES DE FIBONACCI ET DE LUCAS

3.1.2 Fonctions génératrices

Théoréme 3.1.2 Pour un entier donné p > 1, les fonctions génératrices des p-nombres hybrides généralisés de
Fibonacci et de Lucas sont données par

_ HF, m(0) +t +tP(c + mh)

g(t) T ——— (3.7)
et
[HL,,»(0) — mpt + (p + A)P~2 + ((p + 1) + mh)tP~L + ((p + 1)i + me + m2h)tP]
h(t) = , (3.8)
1 —mt — tpt+l
respectivement.

Preuve: Nous commengons par la représentation formelle en séries de puissances de la fonction génératrice

pour (HF} ,,,(n)),>0, ON pose :

g(t) = HF, »n(n) + HF, ,, (1)t + ... + HF, ,, (p)t* + ... 3.9)
ainsi
mtg(t) = mHFE, ,, (0)t +mHE, ,,(1)t2 4+ ...+ HE, ,,(p)tPH + ... (3.10)
et
tPHg(t) = HF), ,, (0)tPT + HE, ,, ()PT2 4+ . .+ HEF,  (p)t2P T 4. (3.11)

D’apres les équation (3.9), (3.10) et (3.11), on trouve que
(1 —mt — ") g(t) = HE, 1, (0) + (HE, 1 (1) — mHF,, ,,(0))t
+ (HFpm(2) — HFpm(1))t?
+ (HFpm(3) — HFpm(2))t?
+ oA (HEp i (p) — mHE, o (p — 1))
+ (HE, i (p + 1) — mHE, 1, (p) — HE, ,, (0))tP + .. ..

En utilisant (3.3), on a

o n HF,m(0) +t + P~ h 4 tP(c + mh)
a0 = ;Fp’m(n)t a 1—mt — tpt! '

De méme, pour p > 1, nous pouvons obtenir la fonction génératrice des p-nombres hybrides généralisés de

Lucas comme suit :

[HLyp,m(0) — mpt + ((p+ 1)R)tP=2 + ((p + 1)e + mh)t?~1 + ((p + 1)i + me + m2h)t?]
1 —mt —tr+?! ’

h(t) =

|
En prenant m = p = 1 dans (3.7), nous donnons la fonction génératrice des nombres hybrides de

Fibonacci dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1 La fonction génératrice des nombres hybrides de Fibonacci est

i+e+2h)+(1+e+h)t
- AL B O
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3.1.3 Quelques propriétés des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de

Lucas

Dans cette section, nous donnons la Formule de Honsberger généralisée, quelques formules de sommation
et une relation entre les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et Lucas. De plus, nous dérivons
la représentation matricielle des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et la Formule de Cassini

généralisée.

Théoréme 3.1.3 (Formule de Honsberger généralisée) Soient F, ,(n) et HF, ,,(n) les n°™* p-nombres géné-

ralisés de Fibonacci et les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci, respectivement on a

P
HEFp,m(k +n) = Fpm(k)HFpm(n + 1) + Z Fypom(k = ) HEFp m(n — p + 1),
t=0

ol k,n sont des entiers positifs.
Preuve: D’apres (3.1), on donne
HF, m(k+n)=Fymk+n)+ Fpmk+n+1)i+ Fpn(k+n+2)e + Fyp(k+n+3)h,

ona

M=

HF, »(k+n) = (Fp,m(k)vam(n +1)+ Fpm(k—t)Fp m(n—p+ t))

t

+i (F mB)Epmn+2)+ Y F,mk—t)Fymn—p+t—+1)

Fom(k—=t)F, m(n—p+1t+2)

M= 10 L

)
)

Fym(k—t)F, m(n—p+t+ 3)) .

+e (Fpm(k)Fp,m(n +3)+

~
Il
o)

M=

~
Il
=)

+h <Fp,m(k)Fp7m(n +4)+

Ensuite, on obtient

HF, o (k+n) = Fpm (k) (Fpm(n+1) +iF, n(n+2) + €F, p(n + 3) + hF, n(n +4))

P
+Y Fpmlk—t) (Fpm(n—p+1t) +iFpm(n—p+t+1) +eFpm(n—p+t+2)+hFpm(n—p+t+3))
t=0

p
= Fpm(B)HEp m(n+1) + Y Fpm(k — t)HF, m(n — p +1).
t=0

Dans le théoreme suivant nous donnons quelques formules de sommation des p-nombres hybrides

généralisés de Fibonacci et de Lucas.

Théoréme 3.1.4 Pour m > 0, les formules de sommation des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de

Lucas sont :

k p—1
> HEF,m(n) = % (HFp,m(k +p+1) —HE,m(p) + (1 —m) Y [HF,m(k+p+1)— Hprm(n)]>

n=0 n=0
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et

Z HLp,m(n) = % <HLp,m(k +p+1) - HLp,m(p) +(1—m) X_:[HLp,m(k +p+1) - HLp,m( )]) )

n=0

respctivement.

Preuve: En utilisant la relation de récurrence des p-nombres hybrides généralisées de Fibonacci, nous avons
mHE, (n+p) =HE, (n+p+ 1) — HF, ,,(n).

Ensuite, on obtient

k k

k
my HE,mn+p) =Y HF,mn+p+1)— Y HE,m(n). (3.12)
n=0 n=0 =

Maintenant, nous considérons le coté gauche de (3.12)

k k k+p
m Y HF,m(n+p)=mY HF,m(n)+m > HE,.(n mZHFpm
n=0 n=0 n=k+1

k
=m» HF,m(n) —|—mz (HFp m(n+ k4 1) — HE, ,,(n)).
n=0 n=0

Aussi, le coté droit de (3.12) est

k k
Z Fpm(n+p+1)— Z Fypn(n) = HE 1o (k + p+ 1) — HE, ,,(n)

k
+ Y (HE, m(n + k + 1) — HF, 1 (n)).

n=0

Depuis I’égalité des deux cotés gauche et droit de (3.12), on a

ZHFpm _ 1 <prm(k- Fp+1) —HE, u(p) + (1 —m)pz_: [HE, (n+k +1) —HF,,J,,,(n)]) :

n=0
De méme, nous pouvons avoir une formule de sommation pour les p-nombres hybrides généralisés de Lucas.
|

On peut donner quelques cas particuliers de ce théoréme comme corollaire.

Corollaire 3.1.2 Soit HF,(n) et HE,(n) les n®™** p-nombres hybrides de Fibonacci et de Lucas, respectivement.

Ona

> HF,(n) = HF,(k+p+ 1) — HF,(p)

et

ZHLp(n) —HL,(k+p+1) —HLy(p).

Dans le théoréeme suivant nous donnons une relation entre les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci

et Lucas.
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Théoréme 3.1.5 Soit HF), ,,,(n) et HL, ,,(n) les n®™* p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas,
respectivement. On a

HLy(n) = HE 1 (n + 1) + pHE, 1 (n — p).
Preuve: D’aprés (3.2), on a
HL, m(n) = Lpm(n)+iLlpm(n+1)+eLlpm(n+2)+ hL, m(n+3).
En utilisant
Lypm(n) = Fpm(n+1) +pFpm(n —p),

on obtient

HL, .. (n) = HF, ,,(n + 1) + pHF, ;,(n — p).

Corollaire 3.1.3 Soit HF), ,,(n) et HL, ,,(n) les n®™** p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas,
respectivement. On a

HL,, ,,,(n) + mHF, ,,(n) = (p + 1)HEF), ,,,(n + 1).

La représentation matricielle des p-polynémes bivariés de Fibonacci est introduite dans [9]. Pour p = 0,1,2,3, ...,

la représentation matricielle des p-nombres généralisés de Fibonacci est la matrice d’ordre (p + 1) suivante

m 1 0 ... 0

0 0O 0
@p =

0 00 ... 1

1 00 0

En utilisant la matrice Q),, nous dérivons la représentation matricielle des p-nombres hybrides généralisés de

Fibonacci comme

Han(p + 1) HFp)m(p) . HFp’m(l)
HFp,m(p> HFpm (p - 1) o HFp,’rn(O)
F= z s s .
HF, (2) HF, (1) ... HF,,,(2—p)
HF, (1) HF, . (0) ... HF,,,(1-p)
ot la matrice F est
HF, »(n+p+1) HF, m(n + p) .. HF, m(n+1)
HF, ,m(n + p) HF, n(n+p—1) ... HF, m(n)
r— . . .
HF, m(n +2) HF, ;n(n+ 1) .. HE, m(n+2-p)
HF, ,n(n+1) HF, () ... HFE,n(n+1—p)
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3.1. P-NOMBRES HYBRIDES GENERALISES DE FIBONACCI ET DE LUCAS

En utilisant cette représentation matricielle on peut dérivé le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.6 (Formule de Cassini généralisée) Soit HF), ,,,(n) le n®™¢ p-nombre hybride généralisé de

Fibonacci, alors

Pl = (-1

Il est essentiel de noter que, du fait que Uopération de multiplication des nombres hybrides est non commutative,
si lon développe le déterminant selon différentes lignes ou colonnes, les résultats peuvent étre différents. Par

conséquent, la Le déterminant est développé a Uaide de la premieére ligne lors de la recherche des résultats dans

[8].

Preuve: voir [8] W

HE, m(p+1)
HF, m(p)

HF, .(2)
HF, (1)

HF,,m(p)
HF, (p—1)
HFp,m(l)
HFy, (0)
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Polynémes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans ce chapitre, nous définissons les polynomes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas et donnons les
relations de récurrence de ces polynomes. Ensuite, nous présentons les formules de Binet pour les polynémes
de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas. Nous introduisons les fonctions génératrices de ces polynémes. De plus,

nous obtenons Quelques Propriétés des polynémes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

4.1 Polynémes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Les suites de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas, qui sont les généralisations bien connues des suites de
Fibonacci, sont des suites de récurrence du troisiéme ordre. En 1963, Feinberg a 'origine ont étudié la
suite de Tribonacci [3]. Les suites de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas présentent de nombreuses propriétés
et applications dans de nombreux domaines scientifiques. Plusieurs auteurs ont présenté les formules de
Binet, fonctions génératrices, fonctions génératrices exponentielles, formules de sommation et représentation
matricielle des ces suites (pour plus d’information voir : [1, 15, 16, 17, 18, 26]). Dans [6], les polyndmes de
Tribonacci ont été introduits en 1973 par Hoggatt et Bicknell et nombreux auteurs ont étudié les polynémes
généralisés de Fibonacci et de Tribonacci et leurs propriétés (pour les intéréssés veuillez vous référer a

[4, 5,11, 14]).
Définition 4.1.1 Pour n > 3, la suite de Tribonacci (T},),>¢ est défini par
Tn = Tn—l + Tn—2 + Tn—Sa

avec les conditions initiales Ty = 0,71 = 1,75 = 1.

Et la suite Tribonacci-Lucas (K, ), >0 est défini par
Kn = anl + Kn72 + an?n

avec conditions initiales Ko = 3, K1 = 1, K5 = 3.
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4.1. POLYNOMES DE TRIBONACCI ET DE TRIBONACCI-LUCAS

4.1.1 Formules de Binet

Pour tout entier n > 3, la relation de récurrence des polynémes de Tribonacci est la suivante

To(z) = 2°T) 1 () + 2T _o(z) + T _3(z), 4.1)
ou Ty(x) = 0,71 (x) = 1,Tz(z) = 2 sont des valeures initiales.
La relation de récurrence des polynomes de Tribonacci-Lucas est définie par
Kn(m) = xQanl(x) + xKn72(1') + Kn73(1')7 (42)

ol Ko(z) = 3, K1 (x) = 22, K2(z) = 2% 4 2 sont des valeures initiales.

Dans le tableau (4.1) nous citons quelques premiers polynomes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

0 3

1 22

z? xzt + 22

t 42 2% + 323 +3
20+ 223 +1 2% + 42° + 622

28 + 3z® + 322 20 + 527 + 10z* + 5z

210 + 427 + 62* + 2z
21?2 + 529 + 1028 + 722 + 1

o N O A~ W N = OB

M + 621 + 1528 + 162° + 622

212 + 629 + 1528 + 1423 + 3
21t 4+ 7t 4+ 2128 + 2825 + 1442
210 4+ 8213 + 28210 + 4827 + 382 + 82

TABLE 4.1: Les premiers polynomes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

En utilisant des techniques standard pour résoudre les relations de récurrence, les racines de '’équation

caractéristique A3 — 22\% — 2\ — 1 = 0, des équations (4.1) et (4.2) sont o (z),

as () et ag(x)tels que

a(:c)—x—z+3x6+—+ FIDY AR A S v E A B A
! 3 27 54 6 ' 2 37 " 54 4
@=24 3£+—+ +\/£+7—x3+ +w —+—+1 LA,
a2\ =T W 97 37 54 6 "2 V37751 "1
@) = & + 23x—6+—+7 \/x—ﬁ+@+ +w3x—6 —+1 AN
3 3 27 37 ' 54 2 37 54 4
avec w = 1-22\/376)(1)(77”)

Théoréme 4.1.1 les formules de Binet pour les polynémes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont données par

oy (x)

ay " (x) a3 (x)

)= @) — aa@) o (@) — as@)

(02(2) — o1 (@) (0a(@) — s (@) |

(az(2) — ar(z))(as(z) — az(@))
4.3)
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4.1. POLYNOMES DE TRIBONACCI ET DE TRIBONACCI-LUCAS

et

Kn(z) = o (z) + a5 + a3 (2), (4.4)
respectivement.
Notez que nous avons les relations suivantes

a1 (z) + ao(x) + as(x) = 22,

a1 (z)as(z)as(z) = 1.
Pour z = 1, on peut donner le cas particulier de ce théoréeme comme corollaire.

Corollaire 4.1.1 Les formules de Binet pour le n®™¢ nombre de Tribonacci et le n®™° nombre de Tribonacci-Lucas

sont données par

n+1 n+1 n+1
_ e ) a3
T, =

(1 — ag) (a1 — az) * (a2 — 1) (g — az) - (a3 — 1) (az — ag)’

n n n
K, =aof +ay + a3,

respectivement, oll oy, cp et oz sont les racines de U'équation cubique x° — 22 —x — 1 = 0,

avec
Vo Lt /19 + 3v33 + /19 — 3v/33
1= )
3
N 14+ wv/19 + 3v33 4+ w?v/19 — 3/33
2 — )
3

1+ w219 + 333 + wv/19 — 3/33
a3 = 3 .
A noter que nous avons les relations suivantes en utilisant les fonctions élémentaires symetriques on a :
artaz+az=1,

Q10 + a3 + apay = —11,

10y = 1.

4.1.2 Fonctions génératrices

Théoréme 4.1.2 Les fonctions génératrices des polynémes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont données par

t
Tl — a2t — a2 — 3

G(t) = Tn(x)t"
n=0

et
_ 3 — 202t — xt?
Tl — 22— a2 — 3

R(t) =Y Ky(x)t"

n=0

respectivement, ott T, (x) est le n®™¢ polynéme de Tribonacci et K,,(z) est le n°™¢ polynéme de Tribonacci-Lucas.

Corollaire 4.1.2 Pour x = 1, nous obtenir les fonctions génératrices des nombres Tribonacci et Tribonacci-Lucas,

respectivement.
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4.1. POLYNOMES DE TRIBONACCI ET DE TRIBONACCI-LUCAS

4.1.3 Quelques propriétés des polyndmes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans ce théoreme suivant nous donnons une relation entre les polynomes de Tribonacci et les polynémes

de Tribonacci-Lucas.

Théoréme 4.1.3 Pour n > 2, la relation suivante entre les polynémes de Tribonacci et les polynémes de
Tribonacci-Lucas

K, (z) = 2*T,(2) + 22T, 1 (x) + 3T, _o(2).
Preuve: Montrons cela par récurrence, pour n = 2 on peut écrire

Ko(x) = 2Ty (x) + 22Ty () + 3To(z)

=zt + 2z
Supposons maintenant que cela soit vrai pour tous les entiers positifs m, c’est-a-dire
Ko () = 22Ty () + 20Ty 1 (x) + 3T _o(2). (4.5)

Ensuite, nous devons montrer que I’égalité ci-dessus est vraie pour n = m + 1, c’est-a-dire

Kg1(z) = 22T () + 22T () + 3T—1(2). (4.6)
En considérant le co6té gauche de I'équation (4.6), nous pouvons développer la relation de récurrence comme

Ki1(z) = 22K (2) + 2K 1(2) + Kpp_o(2).
Ensuite, en utilisant ’équation (4.5), nous avons

Km+1(37) = 1'2(332Tm(-77) + 21'Tm—1(~r) + 3Tm—2(x))
4+ 22(2* Ty 1 () + 22T o(2) + 3T} _3(2))

+ 3(2?Trn—o () + 22T —3(2) + 3T _a(z)).
Enfin, en considérant I'équation (4.1), on obtient
K1 (x) = 22T i1 (2) + 22T, () + 3T 1(z),

qui termine 'induction. H
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Hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans ce chapitre, nous introduisons les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas et dérivons
ces hybrinomiaux par la matrices. Nous présentons les formules de Binet, les fonctions génératrices, les
formules de sommation, certaines propriétés de ces hybrinomiaux. De plus, nous obtenons la relation entre
les Hybrinomiaux de Tribonacci et Tribonacci-Lucas.

Dans [28], le n®"* Nombre hybride Tribonacci HT), et le n°™¢ nombre hybride Tribonacci-Lucas HK,, sont
définis par :

HTn = Tn + T71,+1i + Tn+2€ + Tn+3ha

et

HEK, = K, + Kn—i-l?: + I(n-i-28 + Kn+3h>

ou T;, est le n°™“nombre de Tribonacci et K,, est le n®™¢ nombre de Tribonacci-Lucas, respectivement.

5.1 Hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans cette section, nous définissons les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas et donnons
les relations de récurrence de ces hybrinomiaux. Ensuite, nous présentons les formules de Binet pour le
n®™e hybrinomial de Tribonacci et le n®™¢ hybrinomial de Tribonacci-Lucas. Nous introduisons les fonctions
génératrices de ces hybrinomiaux. De plus, nous obtenons les formules de sommation, certaines propriétés,

la représentation matricielle et la relation entre les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

Définition 5.1.1 Le n®"® hybrinomial de Tribonacci HT),(x) et le n®™¢ hybrinomial de Tribonacci-Lucas,

HK,, (x) sont définis par :
HTH(.T) = Tn(.f) + ’L.T',H_l(ﬂj) + €Tn+2(ﬂj) + th+3(J)) (51)

et
HE, (z) = K,(z) + iKpt1(z) + eKpypo(x) + WK, 13(2), (5.2)
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respectivement, ot T),(x) est le n®™¢ polynéme de Tribonacci, K, () est le n°™¢ polynéme de Tribonacci-Lucas
. Présentez maintenant la relation récurrence de la suite hybrinomial de Tribonacci, (HT, (z)),>0 et suite

hybrinomial de Tribonacci-Lucas (HK,, (x))n>0 .

Théoréme 5.1.1 Pour n > 3, on a les relations de récurrence suivantes

HT,,(z) = 2*HT,,_1(z) + 2HT,,_2(z) + HT,,_3(x), (5.3)

et
HE, () = 2*HK, _1(z) + 2HK, _o(z) + HK, _3(x), (5.4)
avec
HTy(x) = i + ex? + h(z* + 2),
HTy (x) = 1+ iz? + e(2* + ) + h(2® 4 223 + 1),
HTy(z) = 2% +i(z* + ) + (28 + 223 + 1) + h(2® + 32° + 32?)

et

HEKo(z) = 3+ iz? + e(x* + x) + h(2® + 32° + 3),

HE; (z) = 2 +i(x* + 22) + e(2® 4+ 32 + 3) + h(2® + 42° + 622),
HEK,(x) = o* + 22 4 (25 + 32% 4+ 3) + e(2® + 42° + 62%) + h(z'® + 527 4 102 + 5z),

respectivement.
Preuve:

HT, () = Ty(x) + iTh11(x) + elpyo(x) + KT 43(x)
= 2?Ty, 1 (x) + 2Tp—o(x) + Toz(2) + i(2? T (x) + 2Tp—1(2) + Tra(z))
+e(@*Tyy1(x) + 2T () + Tro1(2)) + h(2®Thpo(z) + 2T i1 (z) + T ()
= 2*(Ty—1(x) + iT(x) + Ty () + hTq2())
+ 2(Th—2(x) + iTh—1(x) + eTn(x) + hThi1(x)) + Tho1(x) +iTh—2(x) + eTh1(x) + KT, (x)
= 2?17, _1(z) + 21T, _2(z) + HT,,_3(2).
De méme, on peut obtenir HK,, (z) = 2?HK,, _;(z) + zHK,,_o(z) + HK,, _3(z) a I'aide des équations (4.2)

et (5.2). m

Pour x = 1, on peut donner le cas particulier de ce théoréme comme corollaire.

Corollaire 5.1.1 Soit HT}, le n®™¢ nombre hybride de Tribonacci et HI,, le n®™¢ nombre hybride Tribonacci-

Lucas. On donne alors les relations de récurrence suivantes
HT, =HT,_1 +HT,_o +HT,_5

et

HK, =HK,_ 1 +HK, o+ HK,_s.
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5.1.1 Formules de Binet

Les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas peuvent étre obtenus en utilisant la Définition
(5.1.1) et le Théoréme (5.1.1). Maintenant, nous produisons les Formules de Binet pour les hybrinomiaux de

Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

Théoréme 5.1.2 Soit n > 0 un entier et a;(x), az(z) et az(z) les racines de Uéquation caractéristique N> —
2222 — 2\ — 1 = 0. Alors les formules de Binet pour les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont

données par :

HT, ((p) — 021(.T)a?+1(x) Ozz(x)angl(x) Ola(x)agﬂ(;v)
") = T (@)~ ) @r(a) ~ a(@) | (@ala) — o (2))(aala) —aa(x)) * (aale) — e (x))(aa(e) — aa(e)
(5.5)
et
HEK, (z) = di(z)a}(z) + da(z)ah (x) + ds(z)af (z), (5.6)

respectivement, ou
a1 (x) = 14io (x)+eal(x)+hal (z), da(x) = 1+iag(z)+ead(x)+hai(z), ds(z) = 1+ias(z)+ead (x)+hai(x).

En outre

()fﬁ+ 3£6+7+ + £6+Lx5+ +23£6+7+1, £6+E+1
alt) =g T V37" 51 v 2 37 " 5a T w
as(z) = = +w —+—+ +\/x—6+@+ +w —+—+1 AL
W T 37 ' 54 2 37 ' 54 4

—14iv/3
5.

avec w =
Preuve: En considérant la formule de Binet pour le n°™¢ polynéme de Tribonacci et I'équation (4.1), on a

HT,(z) = Tn(x) + iTht1(z) + eTppo(x) + AT, 1+3(x)

n+1 n+1 n+1
= | ( ) + ) (LU) + (:E>
@) — @) @@ —0@) | ) —a@) e @) | () = ae) e - o)
i ) o *2(x) )
- (<a1(x> (@) (1 (2) — a3(@)) | (02(@) — o (2)) (02(7) — (@) | (as(@) — o (@) (a3 (@) — a2<z>>>
o} *3(z) a3t (z) o *3()
e ((al(x) = (@) (01 (2) — (@) | (02(@) — o (2)) (02(z) — a3(@)) | (as(®) — a1 (2))(as (@) — az<x>)
o (x) o) )
h (<a1< )= () (01 (2) — a3(@)) | (02(@) — () (02(z) — a3(@)) | (a3(@) — o (2)) (a3 (@) — a2<x>)

_ (tio(z )+ ea}(x) + had (z)a T () N (1 +iay(z) + ead(x) 4+ had(z))ad ™ (z)
(a1(z) — az(z))(a1(z) — as(z)) (az(z) — a1 (z))(az(z) — as(z))
(1 +ias(x) + eaj(z) + haj(z))az™ (z)
(as(z) — aa(x))(as(z) — az(x))
_ ar(z)ad " () s (z)ag ™ (x) ds(x)a ™ (2)

 (oa(@) —az(x ))( (o) —0a(@)  (aa(@) —o1(@))(aa(x) — 0a(@) | (as(z) — or(@)(aa() — az(@)’
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En utilisant la formule de Binet pour le polynéme n®™¢ de Tribonacci-Lucas donné dans 'équation (4.4) et

Péquation (5.2) , nous avons
HE, (z) = K, (2) + iKpi1(2) + eKppo(x) + hEKpq3(x)
= aff(z) + a3 (x) + o (z) + i(af () + a3 (2) + a5 F (2))
+e(a ™ (@) + a5 () + a3 (2) + h(ai T (2) + a3 P (@) + af T (2)
= (1 +iay(x) + eai(x) + hai(z))af (z)
(1 +iaa(z) +ea3(z) + had(z))ab (z)
(1 +ias(z) +eaj(z) + has(x))as (z)
= di(z)af (z) + dz(z)ag () + ds(z)az (z),
ol

dy(x) =1+ ioy (x) + el (z) + hal(x),

do(x) = 1 +iag(x) + cad(z) + hai(x),

ds(x) = 1 +ias(x) +cad(z) + hai(z),

ce qui termine la preuve. ®

Pour x = 1, on peut donner le cas particulier de ce théoréme comme corollaire.

Corollaire 5.1.2 Les formules de Binet pour le n®™® nombre hybride Tribonacci et le n®™¢ nombre hybride

Tribonacci-Lucas sont donnés par :

021(1711+1 ()220[;”'_1 d3a§+l
HT, = + +
(1 —az)(ar —az) (a2 —or)(a2 —az) (a3 —ai)(as — a2)
et
HK" = 02104? + 02204721 + dgag,
respectivement.

5.1.2 Fonctions génératrices

Comme on le sait, les fonctions génératrices sont 'une des techniques les plus puissantes pour résoudre
les relations de récurrence linéaires. Maintenant, nous donnons les fonctions génératrices des hybrinomiaux

de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

Théoreme 5.1.3 Les fonctions génératrices des suites hybrinomials de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont

> HTy(x) + (HTy (x) — 22HTy(x))t + HT_; (z)t2
t) =Y HT,(z)t" =
9(t) ; (@) 1— 22t —at? — 13
et
> . HEKo(z) + (HK, (z) — 2*HKo(z))t + HK_ (2)t?
r(t) = ;Hmw = T e !
respectivement.
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Preuve: Soit la fonction génératrice de la suite hybrinomial de Tribonacci.

g(t) = Z HT,, (x)t",

on a
g(t) = HT,()t"
n=0
= HTy(z) + (HT: ()t + i HT,, (x)t"

= HTy(x) + (HT, (z)t + Z(gcz}HITn,1 + zHT,,_y + HT,, _3)t"

n=2

= HTy(z) + (HTy (z)t + 2t i HT,, (2)t" — 2*HTy(2)t

n=0

+at? Y HT,(x)t" + 2 HT, (2)t" + HT. (2)t
n=0

n=0
= HTy(z) + HT (2)t + 22tg(t) — 2®HTy(z)t + 2t>g(t) + t3g(t) + HT_ 1 (x)t?,
et on obtient que

(1 — 22t — at® — 3g(t) = HTy(z) + (HTy (2)t — 2*HTy (z) + HT_ (2)t?).

Ainsi, la fonction génératrice de la suite hybrinomial de Tribonacci est

_ HTy(x) + (HTy(z) — 2*HTy ()t + HT_y (x)t?
N 1— 22t —at2 — 3 '

g(t)

De méme, on peut facilement prouver la fonction génératrice de la suite hybrinomial Tribonacci-Lucas comme
suit

_ HKy(2) + (HK, (2) — 2*HEKo(2))t + HEK_ (2)t?

B 1— a2t —at2 — 3 '

r(t)
|

Pour = = 1, on peut donner le cas particulier de ce théoréme comme corollaire.

Corollaire 5.1.3 Soit HT,, le n®™° nombre hybride de Tribonacci et HK, le n®™® Les nombres hybride
Tribonacci-Lucas. Les fonctions génératrices pour les nombres hybrides Tribonacci et Les nombres hybrides

Tribonacci-Lucas sont
HTO —|— (HTl — I2HTo)t + HT1t2

oo
g(t) = > HT,t" =
n=0

1—t—t2—13
et
R > . HKy+ (HK; — HKo(z))t + HK _q (x)t?
P(t) =Y HKt" = e — ,
n=0
respectivement.
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Théoréme 5.1.4 Pour n > 0, les fonctions génératrices exponentielles pour les suites hybrinomials de Tribonacci

et de Tribonacci-Lucas sont

;HT”(%); CE) al%%ix; i as(@) " (az(@) aﬁiﬁf@fuz i as()) " (as(@) QSZ)(Z;)(Z:@; i az())
et

i HKn(x)g = dy (2)e®® 4 dy(x)e*® + dg(z)e 3™,
respectivement. "

Preuve: En utilisant les formules de Binet pour les n°™¢ hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

donnés dans les équations (5.5) et (5.6), nous obtenons

> HT,(x) ﬂ:
n=0
- dy (¢)ay ™ (z) da ()™ () dia(x)ag ™ (x) "
B ,;, ((Oél(ff) ~a(@))(en(@) — as(@) | (az(@) —ar(@))(az(x) —as(@) | (as(@) — ai(@))(as(z) - az(é@)) n!
_ di(z)au () o (i (@)t)" daz(z)asz(z) o (a(@)t)"
(@) - az(2)) (e (2) — as()) nz:% o (aa(@) — (@) (az(@) — as(@) z_% n!
i3(2)as () o (as(@)t)"
* @~ m(@) el — (@) 2w
_ ay(z)ay (z)exr @)t . in () vz () €2 (@)t i () s () e (@)t
(a1(z) — a2(@))(ar(z) —a3(@))  (02(x) — ar1(@))(e2(z) — as(@)  (as(z) — a1(2))(as(@) — az(x))
et
S HEL()C = S (@ (@)at(x) + dr(e)ag (@) + da(a)af ()
n=0 n=0
— 021(1)) z:% (al(n'r')t) + Oég(i') z:% (aQZ)t)n + 043(.13‘) z:;) (053(;*;)75)

ce qui termine la preuve. ®

5.1.3 Quelques propriétés des hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans cette section, nous donnons quelques formules de sommation et une relation entre les hybrinomiaux

de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas. De plus, nous dérivons la représentation matricielle des hybrinomiaux

de Tribonacci.

Théoréme 5.1.5 Pour x € R\ {0, -1}, on a les formules de sommation des hybrinomiaux de Tribonacci et de

Tribonacci-Lucas

Z": HT, (z) = HT,42(2) + (1 — 2®)HT 41 (2) — HT, (2) + 22HTy(2) — HT} (2) — HTp(z) — HT_ 1 (2)
n=0 x + x?
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et

)

z": HI, () = HE, 1 2(z) + (1 — 22)HK, ;1 (z) — HEK, () + 2®HKy(z) — HEK; (z) — HKq(2) — HK_(z)
! o T + 22
n=0
respectivement.
Preuve: En utilisant ’équation (4.3) , nous pouvons obtenir les relations suivantes :
oHTy(z) = HTy(z) — 2*HT) (z) — HK 4 (2),
oHT) (z) = HK3(x) — 22HTy(x) — HTy(x),

cHT, (x) = HTy(z) — 2*HT3(z) — HTy (),

oHT, _o(x) = HK,, (z) — 2*HT,_1(z) — HT, _3(z),
oHT, 1 (z) = HK, ;1 (z) — 2?HT,(z) — HT,,_5(z),

oHT, (7) = HK,, 1o(x) — 2*HT, 11 (x) — HT,, 1 ().

Si on additionne les équations membre & membre, on a

n+1
eHTy(x) + 2HEK; () + ...+ 2HT, (z) = HT, (x) + HT 41 (2) + HT,o(z) — 22 (Z HT;(x) — HTO(JC)>
i=0
- HT,l(Jﬁ) - HT()(.’E) - HTl (.’17),
aussi
(z + 2?) Z HT;(x) = HT,,(z) + HT} 11 (x) + HT, o (x) — 2*HT, 41 (x) + 2*HT, ()
1=0

—HT_,(z) — HTy(x) — 2*HT, (),

et on obtient

z": HIT, (2) = T, 15 (7) + (1= 2?)HTy 11 () — HT, (2) + 2°HTy (2) — HT (2) - HTy(x) — HT (7).

T + 22
n=0

En utilisant ’équation (5.4), obtenons

z": HEK, (z) = HE,2(2) + (1 — 22)HEK, 41 (z) — HKn(xx) er zzHKO(x) — HEK, (z) — HKo(z) — HK 1 (z) |
n=0

|
Dans le théoréme suivant nous donnons une relation entre le n°™¢ hybrinomial de Tribonacci, HT,, (x) et le

n®™¢ hybrinomial de Tribonacci-Lucas.

Théoréme 5.1.6 Pour n > 2, on a la relation suivent entre le n®™¢ hybrinomial de Tribonacci, HT},(z) et le

n®™ hybrinomial de Tribonacci-Lucas, HK () est

HEK, (z) = 2*HT, (x) + 22HT,,_1(z) + 3HT,, _o(x).

33



5.1. HYBRINOMIAUX DE TRIBONACCI ET DE TRIBONACCI-LUCAS

Preuve: En utilisant les équations (4.5) et (5.2), on a

HE, (z) = K, (z) + iK1 (2) + eKpyo(z) + hK,y 5(x)

= 2°Ty () + 22T—1(2) + 3Tp—2(x) + (2> Tpi1 () + 22T () + 3T—1(2))

+ (2 Thpo(x) 4+ 22T 41 (2) + 3T () + h(2*Thys(x) + 20T 2(2) + 3T 41 (2))
= 2*(Tp(z) + iTpy1(z) +eTn + 2(z) + hTn + 3(z))

+22((Th—1(x) +iTn(x) + €Tn + 1(x) + hTn + 2(x))

+3((Tp—a(z) + iTy_1(2) + eTn(z) + hTn + 1(z))

= 2°HT, (z) + 22HT,,_1 () + 3HT,, _o(x).

Donc la preuve est terminée. W

Dans le théoreme suivant nous donnons la représentation matricielle des hybrinomiaux de Tribonacci.

Théoréme 5.1.7 Les hybrinomiaux de Tribonacci sont générés par matrice

2 oz 1
Al)=[1 0 of,
0 1 0
alors
HT,4a(z) oHT,43(x) +HTqo(x) HT,43(x)
Qur)-A™(x) = | HT,y3(z) 2HT, o(z) +HTy 1 (z) HT,io() |, (5.7)
HT10(x)  aHT,11(x) + HT,(x) HT,1q ()
out

HTy(x) «HT3(x) +HTz(z) HT3(x)
HT5(x) «HT)(z) + HTp(x) HT:(x)

et HT,, (z) est le n®™¢ hybrinomial de Tribonacci.

Preuve: En utilisant 'induction sur n, si n = 0, alors le résultat est évident.

Supposons que I'équation ( 5.5) est vraie pour tout entier positif k, c’est-a-dire

HT]C+4(£L') ,’EHTkJrg(l’) + HT]C+2 (.’L’) HTk+3 ({L‘)
Qur)-A*(z) = | HT\3(z) 2HThya(2) + HTjir (z) HThso(z) |
HTgyo(x)  aHTgy1(x) + HTk(x) HTkqq(2)

ol HTyy3(z) = 2®HT)yo(x) + oHTy 1 (z) + HTy(z) a partir de 'équation (5.3), pour k > 0.
Ensuite, nous devons montrer que ci-dessus I'égalité vaut pour n = k 4 1. Alors par hypothése de récurrence,

nous obtenons
QHT(m)AkH(fC) = (QHT(x)Ak(iE)) Az)
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HTk+4(.T) J)HTkJ’_g(Z‘) + HTk+2
= HTk+3 (.CE) $HTk+2 (.T) + HTk+1
HTk+2 (.’E) {EHTkJrl("E) + HTk (.’t)

HTj5(2)
= | HTk+a(x)
HTy+3(2)

(
(
LL'HT]C+4 (.’17) + HTk+3 ([L’)

tHTyy3(x) + HT g 42(x)
2HTgyo(x) + HT oy 1 (2)

Par conséquent, 'équation (5.5) est valable pour toutn > 0. H
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HTk+1 ([L’) 0

HT)+4()
HT}43()
HT}12(2)



Conclusion

Dans notre travail nous avons abordées le nouveau systeme de numérotation non commutatif les
nombres hybrides. Et nous avons étudiées quelques généralisations des nombres hybrides qui existent
dans la littérature.

Le travail réalisé durant ce mémoire ouvre plusieurs perspectives de travaux futurs, a titre d’exemple :

e Fonction génératrice de la m-extension des p-nombres de Fibonacci et de Lucas.
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