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Notations générales

C ensemble des nombres complex.

R ensemble des nombres réels.

H ensembles des nombres hybrides.

Z ensembles des entiers.

P ensembles des nombres hyperboliques.

D ensembles des nombres duales.

N ensembles des nombres naturels.

N∗ ensembles des nombres naturels non nuls.

‖Z‖ norme du nombre hybride Z.

N(Z) norme du vecteur hybride Z.

S(Z) partie scalaire d’un nombre hybride.

V (Z) partie vectorielle d’un nombre hybride.

Fp,m m-extension des p-nombres de Fibonacci.

Lp,m m-extension des p-nombres de Lucas.

Fp p-nombres de Fibonacci.

Lp p-nombres de Lucas.

HFp,m(n) p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci.

HLp,m(n) p-nombres hybrides généralisés de Lucas.

Tn suite de Tribonacci.

Kn suite de Tribonacci-Lucas.

Tn(x) nème polynôme de Tribonacci.

Kn(x) nème polynôme de Tribonacci-Lucas.

HTn nème nombre hybride de Tribonacci

HKn nème nombre hybride de Tribonacci-Lucas.

HTn(x) hybrinomiaux de Tribonacci.

HKn(x) hybrinomiaux de Tribonacci-Lucas.
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Résumé

Les nombres hybrides sont la généralisation des nombres complexes, duaux et hyperboliques. De nom-

breux chercheurs ont étudié ces nombres. Dans ce mémoire, nous étudions les p-nombres hybrides généralisés

de Fibonacci et de Lucas, ainsi que les hybrinômiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas, en utilisant les

p-nombres généralisés de Fibonacci, de Lucas, des polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas, respecti-

vement. Nous donnons également des cas particuliers et des propriétés algébriques de ces nombres.

Mots clés : Nombres hybrides, p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci, p-nombres hybrides

généralisés de Lucas, Hybrinomiaux de Tribonacci, Hybrinomiaux de Tribonacci-Lucas.



Absract

The hybrid numbers are generalization of complex, dual and hyperbolic numbers. Many researchers have

studied related to hybrid numbers. In this thesis, we stydy generalized hybrid Fibonacci and Lucas p-Numbers,

in addition of the Tribonacci and Tribonacci-Lucas Hybrinomials, using the generalized Fibonacci and Lucas

p-Numbers,Tribonacci and Tribonacci-Lucas polynomials, respectively.

Also we give some special caces and algebraic properties of these numbers.

Keywords : Hybrid numbers, generalized hybrid Fibonacci p-Numbers, generalized hybrid Lucas p-

Numbers, Tribonacci hybrinomials, Tribonacci-Lucas hybrinomials.



Introduction Générale

En 2018, Özdemir a défini un nouveau système de numérotation non commutatif appelé nombres hy-

brides. Ce système de numération peut être concideré comme une généralisation des nombres complexes

(i2 = −1) , duaux (ε2 = 0) et hyperboliques (h2 = 1). Un nombre hybride est une combinaison lineaire des

nombres complexes, duaux et hyperboliques.

Ces dernières années, beaucoup de chercheurs se sont intéréssé à l’étude de ces nouveaux nombres.

Szynal-Liana et Wloch ont étudié les nombres hybrides de Fibonacci, et par la suite la généralisation aux

nombres hybrides de Pell, Pell-Lucas et les nombres hybrides de Jacosthal et de Jacosthal-Lucas et ont obtenu

plusieurs propriétés. Pour plus de details voir [20, 21, 22].

Ensuite, des nouvelles généralisations des nombres hybrides ont été introduites, appelées les Hybrinomiaux.

Dans [23, 24] les auteurs ont introduit les hybrinômiaux de Pell, les hybrinomiaux de Fibonacci et de Lucas

et hybrinomiaux généralisés de Fibonacci-Pell. En outre, Kizilateş a défini les hybrinomiaux de Horadam et a

donné quelques cas particuliers de ces hybrinomiaux [7].

Le but de ce mémoire est de présenter quelques généralisations des nombres hybrides qui existent dans la

littérature. Notre travail est réparti en cinq chapitres développés dans l’ordre suivant :

Dans le premier chapitre, nous abordons quelques définitions des nombres hybrides et leurs caractéris-

tiques.

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons des définitions et quelques propriétés des suites récurrences

linéaires d’ordre p et nous étudions la m-extention des p-nombres de Fibonacci et de Lucas.
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LISTE DES TABLEAUX

Dans le troisième chapitre, nous étudions les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas via

les opérateurs 1, i, ε, h qui forment une base de l’espace des nombre hybrides H.

Dans le quatrième chapitre, nous établissons quelques propriétés des polynômes de Tribonacci et de

Tribonacci-Lucas.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude des hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.
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1
Nombres hybrides

Dans ce chapitre, nous définissons un nouveau système de nombres non commutatifs, appelé nombres

hybrides et nous donnons quelques propriétés de ces nombres avec quelques classifications, de plus nous

examinons les nombres hybrides selon leurs type et leurs caractère.

1.1 Les nombres hybrides

Dans cette section nous donnons quelques définitions, ainsi que quelques propriétés des nombres hybrides.

Dans [13], Ö̆zdemir a défini l’ensemble des nombres hybrides noté H qui contient des nombres complexes

(i2 = −1), duaux (ε2 = 0) et hyperboliques (h2 = 1). L’auteur a donné quelques théorèmes, propriétés et

forme matricielle liés aux nombres hybrides. L’ensemble des nombres hybrides est défini comme suit :

H = {a+ bi+ cε+ dh : a, b, c, d ∈ R, i2 = −1, ε2 = 0, h2 = 1, ih = −hi = ε+ i}

Cet ensemble de nombres peut être concidéré comme un ensemble de quadruplet. Avec les unités réelles,

complexes, duales et hyperboliques définies comme suit :

1↔ (1, 0, 0, 0), i↔ (0, 1, 0, 0), ε↔ (0, 0, 1, 0), h↔ (0, 0, 0, 1)

Nous appellerons ces unités des unités hybrides.

Proposition 1.1.1 Pour le nombre hybride Z = a+ bi+ cε+ dh, le nombre réel a est appelé la partie scalaire

et notée par S(Z). La partie bi+ cε+ dh est aussi appelée partie vectorielle et notée par V (Z).

1.1.1 Propriétés des nombres hybrides

Opérations sur les nombres hybrides

Soient Z1 = a1 + b1i+ c1ε+ d1h et Z2 = a2 + b2i+ c2ε+ d2h deux nombres hybrides, on a :

1. Z1 = Z2, si et seulement si , a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2, d1 = d2 (égalité).

3



1.1. LES NOMBRES HYBRIDES

2. Z1 + Z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)ε+ (d1 + d2)h (addition).

3. Z1 − Z2 = (a1 − a2) + (b1 − b2)i+ (c1 − c2)ε+ (d1 − d2)h (soustraction).

4. sZ1 = sa1 + sb1i+ sc1ε+ sd1h (multiplication par le scalaire s ∈ R).

Le produit hybride s’obtient en répartissant les termes à droite, en préservant l’ordre de multiplication des

unités puis en écrivant les valeurs des suivantes en remplaçant chaque produit d’unités par les égalités

i2 = −1, ε2 = 0, h2 = 1, ih = −hi = ε+ i. A partir de ces égalités, nous pouvons obtenir le produit de deux

unités hybrides quelconques. La table de multiplication de la base des nombres hybrides est la suivante :

� 1 i ε h

1 1 i ε h

i i -1 1 -h ε+i

ε ε h+1 0 -ε

h h -ε-i ε 1

TABLE 1.1: Table de multiplication des nombres hybrides

En conséquence, nous utiliserons cette table pour la multiplication de deux nombres hybrides. Ce tableau

nous montre que l’opération de multiplication dans les nombres hybrides n’est pas commutatif. Mais il a

la propriété d’associativité. Il n’est pas facile de se souvenir de ce tableau. De plus, non la commutativité

rend la multiplication difficile. Nous allons rendre cette multiplication beaucoup plus facile à l’aide d’un

isomorphisme, que nous identifierons plus tard en page 6 entre nombres hybrides et les matrices 2× 2.

Norme et classification des nombres hybrides

Définition 1.1.1 Le conjugué d’un nombre hybride Z = a+ bi+ cε+ dh, noté Z̄, est défini comme suit :

Z̄ = S(Z)− V (Z) = a− bi− cε− dh.

Propriétés

1. Z1 + Z2 = Z1 + Z2 (Le conjugué de la somme des nombres hybrides).

2. ZZ = ZZ = a2 + (b− c)2 − c2 − d2 (le produit hybride).

3. Z1Z2 =
Z1Z2 − Z2Z1

2
= a1a2− b1b2 +d1d2 + b1c2 + c1b2 + (a1b2 + b1a2 + b1d2−d1b2)i+ (a1c2 + c1a2 +

b1d2 − d1b2 + d1c2 − c1d2)ε + (a1d2 + d1a2 + c1b2 − b1c2)h. (produit vectoriel) pour plus de détailes

voir [25].

Définition 1.1.2 Pour le nombre hybride Z = a+ bi+ cε+ dh, le vecteur

VZ = (a, (b− c), c, d)

4



1.1. LES NOMBRES HYBRIDES

est appelée la représentation vectorielle de Z. La deuxième composante de ce vecteur seront mieux compris dans

les parties suivantes. Aussi, on peut écrire comme suit :

C(Z) = a2 + (b− c)2 − c2 − d2 = 〈−VZ , VZ〉E4
2

avec la signature (-, -, +, +) en E4
2. On dit qu’un nombre hybride Z est spacelike, timelike ou lightlike si

C(Z) < 0, C(Z) > 0 ou C(Z) = 0 respectivement. On les appelle les caractères du nombre hybride Z. Le nombre

réel
√
|C(Z)| sera appelée la norme du nombre hybride Z et sera notée par ‖Z‖.

Remarque 1.1.1 Soit Z = a+ bi+ cε+ dh un nombre hybride. Selon la définition de la norme d’un nombre

hybride on a

‖Z‖ =

√
|ZZ| =

√
|C(Z)| =

√
|a2 + (b− c)2 − c2 − d2|

Cette définition de la norme est une norme généralisée qui regroupe les définitions des normes dans les

nombres complexes, duaux et hyperboliques. En effet,

1. Si Z est un nombre complexe, alors ‖Z‖ =
√
|ZZ| =

√
a2 + b2, telle que c = d = 0.

2. Si Z est hyperbolique alors ‖Z‖ =
√
|ZZ| =

√
|a2 − d2|, telle que b = c = 0.

3. Si Z est dual alors ‖Z‖ =
√
a2 = |a|, telle que b = d = 0.

4. l’inverse du nombre hybride Z = a+ bi+ cε+ dh et ‖Z‖ 6= 0. est défini par : Z−1 =
Z

C(Z)
.

Définition 1.1.3 Pour le nombre hybride Z = a + bi + cε + dh, le vecteur ξZ = ((b − c), c, d) est appelé le

vecteur hybride du nombre de Z et ce vecteur sera aussi pris comme vecteur de Minkowski 3-espace E3
1. Il peut

être écrit comme suit :

Cξ(Z) = −(b− c)2 + c2 + d2 = 〈−ξZ , ξZ〉E3
1

Ainsi, on dit qu’un nombre hybride Z est elliptique, hyperbolique ou parabolique, si Cξ(Z) < 0, Cξ(Z) > 0 ou

Cξ(Z) = 0 respectivement. On les appelle les types du nombre hybride Z. Le nombre réel
√
|Cξ(Z)| sera appelée

la norme du vecteur hybride de Z et sera noté N(Z) .

1.1.2 Représentations des nombres hybrides

Dans cette section, nous exprimerons la représentation dans le plan, les représentations matricielles et

polaires des nombres hybrides selon leurs caractères et leurs types. Ces représentations sont importantes

notamment pour prouver la formule de Binet et pour trouver les racines des nombres hybrides.

Représentation des nombres hybrides dans le plan

Tout nombre hybride peut être représente dans le plan C ∼= R2.

Théorème 1.1.1 Tout nombre hybride peut être affiché dans un système de coordonnées à deux dimensions

comme le système de coordonnées cartésien.

5



1.1. LES NOMBRES HYBRIDES

Preuve: voir [13]

Définition 1.1.4 les coordonnées hybrides d’un nombre hybride, on écrit comme ceci :

Z = a+ bi+ cε+ dh = x+ yV,

sont désignés par :

Z = (x; y) = (a;N(Z)) = (a;
√
| − (b− c)2 + c2 + d2|),

On représente le nombre hybride dans le plan suivant :

Axe rel
•

V Axe de hybride

N(Z) •Z(a,N(Z))

0 a

FIGURE 1.1: Coordonnées d’un nombre hybride

tel que : l’axe des X représente le nombre réel a, et l’axe des Y représente la norme du vecteur hybride N(Z).

Exemple 1.1.1 Les coordonnées du nombre hybride Z = 1 + 3i + 1ε + 1h sont Z = (a;N(Z)) tel que :

a = 1, N(Z) =
√

2, où l’axe hybride est formé par le vecteur hybride unitaire

V =
3i+ 1ε+ 1h√

2
.

Représentation matricielle des nombres hybrides

En revanche, les nombres hybrides peuvent également être défini en considérant la représentation

matricielle. on peut classer les nombres hybrides, en ce qui concerne le déterminant de la matrice (2× 2)

correspondante. Une représentation matricielle d’un nombre hybride est particulièrement importante pour

faciliter la multiplication des nombres hybrides, en définissant la symétrie entre les matrices et les nombres

mixtes, nous pouvons facilement multiplier les nombres hybrides et prouver plusieurs de ses caractéristiques.

Théorème 1.1.2 L’anneau des nombres hybrides H est isomorphe à l’anneau des nombres réels 2× 2 matrices

M2×2.

Preuve: Définissons l’application ϕ : H −→M2×2 où

ϕ(a+ bi+ cε+ dh) =

 a+ c b− c+ d

c− b+ d a− c



6



1.1. LES NOMBRES HYBRIDES

pour Z = a+ bi+ cε+ dh ∈ H. Nous allons montrer que cette application est un isomorphisme en anneau.

En tenant compte de la table des opérations d’addition et de multiplication définie pour les nombres hybrides

précédents, on voit facilement que les égalités

ϕ(Z1Z2) = ϕ(Z1)ϕ(Z2)

ϕ(Z1 + Z2) = ϕ(Z1) + ϕ(Z2)

sont satisfait. Voyons maintenant que ϕ est bijectif. Si

ϕ(Z1) = ϕ(Z2)

pour Z1 = a1 + b1i+ c1ε+ d1h et Z2 = a2 + b2i+ c2ε+ d2h, alors l’égalité des deux matrices aboutit à ce que

c1 = c2, a1 = a2, b1 = b2, d1 = d2. Ce est Z1 = Z2 et ϕ est injective. D’autre part, pour toute matrice réelle 2

par 2

A =

 a b

c d


il y a un nombre hybride

Z =

(
a+ d

2

)
+

(
a+ b− c− d

2

)
i+

(
a− d

2

)
ε+

(
b+ c

2

)
h

où ϕ(Z) = A. Ainsi, ϕ est un isomorphisme en anneau.

Définition 1.1.5 La matrice ϕ(Z) ∈M2×2(R) est appelée matrice hybride correspondant au nombre hybride Z.

D’après l’isomorphisme ci-dessus, on a les représentations matricielles

ϕ(1) =

 1 0

0 1

 , ϕ(i) =

 0 1

−1 0

 , ϕ(ε) =

 1 −1

1 −1

 , ϕ(h) =

 0 1

1 0

 .
Ces quatre matrices forment une base pour l’espace vectoriel des matrices 2 × 2. Alors, chaque matrice 2 × 2

peut être écrit comme un composé de nombres unitaires, complexes, duaux et hyperboliques. Notez que nous

utiliserons la matrice

 1 −1

1 −1


au lieu de

 0 1

0 0

 pour l’unité duale ε, contrairement à la littérature. A l’aide de ces quatre matrices, la

multiplication des nombres hybrides décrits ci-dessus, peuvent également être facilement manipulés. Par exemple,

7



1.1. LES NOMBRES HYBRIDES

en utilisant l’égalités

ϕ(ih) = ϕ(i)ϕ(h) =

 0 1

−1 0

 0 1

0 0


=

 1 0

0 −1

 =

 1 −1

1 −1

+

 0 1

−1 0


= ϕ(ε) + ϕ(i)

= ϕ(ε+ i)

on a ih = ε + i. Ainsi, nous pouvons facilement faire des opérations et des calculs dans les nombres hybrides

utilisant les matrices correspondantes

1←→

 1 0

0 1

 , i←→

 0 1

−1 0

 , ε←→

 1 −1

1 −1

 , h =

 0 1

1 0

 .
Représentation polaire des nombres hybrides

La représentation polaire d’un nombre hybride dépend du type du vecteur hybride et du caractère .

Compte tenu de ces conditions, nous avons résumé la représentation polaire des nombres hybrides dans le

tableau suivant avec les données de [13] :

Caractère du nombre hybride Forme polaire Conditions

elliptique Z = cos θ + V sin θ V = bi+cε+dh
N(Z) , cos θ = a

‖Z‖ , sin θ = N(Z)
‖Z‖ , V 2 = −1.

hyperbolique de type spacelike Z = sinh θ + V cosh θ V = bi+cε+dh
N(Z) , cos θ = N(Z)

‖Z‖ , sin θ = a
‖Z‖ , V

2 = 1.

parabolique Z = ε+ V V = bi+cε+dh
N(Z) , ε = sgn(S(Z)), V 2 = 0.

hyperbolique de type lightlike Z = a(1 + V ) V = bi+cε+dh
N(Z) , V 2 = 1.

hyperbolique de type timelike Z = ±(cos θ + V sin θ) V = bi+cε+dh
N(Z) , cos θ = a

‖Z‖ , sin θ = N(Z)
‖Z‖ , V 2 = 1.

TABLE 1.2: Table de la représentation polaire
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2
Suites récurrentes linéaires

Dans ce chapitre, on étudie quelques propriétés des suites récurrentes linéaires d’ordre p, à coefficients

constants, nous donnons la forme explicite de deux manières différentes, la première par la formule de Binet

et la deuxième par la fonction génératrice. Ensuite, on étudie la m-extention des p-nombres de Fibonacci et

de Lucas donnant quelques propriétés de ses suites.

2.1 Suite récurrente linéaire d’ordre p

Définition 2.1.1 On appelle suite récurrente linéaire d’ordre p, toute suite à valeurs dans un corps commutatif

K (R ou C), définie pour tout n ≥ p par une relation de récurrence linéaire de la forme :

un+p = a0un + a1un+1 + a2un+2 + ...+ ap−1un+p−1, n ≥ p, (2.1)

où a0, a1, ..., ap−1 sont p scalaires fixés dans K.

2.1.1 Polynôme caractéristique

L’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre supérieur se ramène à un problème d’algèbre linéaire,

l’expression du terme général d’une telle suite est possible pour peu qu’on soit capable de factoriser un

polynôme qui lui est associé, appelé polynôme caractéristique. Le polynôme caractéristique associé à une

suite vérifiant la relation de récurrence ci-dessus est :

P (X) = Xp −
p−1∑
i=0

aiX
i = Xp − ap−1X

p−1 − ap−2X
p−2 − ...− a1X − a0. (2.2)

Ce polynôme admet p racines dans C.

On écrite l’équation caractéristique de (2.1 ) comme suite :

Xp − ap−1X
p−1 − ap−2X

p−2 − ...− a1X − a0.

De ce polynôme caractéristique on dérive l’équation caractéristique.
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2.1. SUITE RÉCURRENTE LINÉAIRE D’ORDRE P

2.1.2 Formule de Binet

La formule de Binet est une formule explicite qui s’écrit en fonction des racines de l’équation caractéristique

associée à la relation de récurrence.

Définition 2.1.2 Si le polynôme caractéristique d’une suite récurrente linéaire vérifiant (2.1) admet p racines

distinctes λ1, ..., λp, alors : les suites qui vérifient la relation de récurrence (2.1) sont les suites définies par :

un = c1λ
p
1 + ...+ cpλ

n
p . (2.3)

La formule (2.3) est appelée la formule de Binet de la suite (un)n≥0 et les coefficients c1, ..., cn sont déterminés

par les p premières valeurs u0, ..., up−1 de la suite, tels que :



c1 + c2 + c3 + ...+ cP = u0

c1λ1 + c2λ2 + ...+ cPλP = u1

...

c1λ
p−1
1 + c2λ

p−1
2 + ...+ cpλ

p−1
p = up−1.

(2.4)

2.1.3 Fonction génératrice

Définition 2.1.3 La fonction génératrice ordinaire d’une suite récurrente linéaire homogène (un)n≥0 de la

forme :

un+p = a0un + a1un+1 + a2un+2 + ...+ ap−1un+p−1, n ≥ p.

par la définition on a :

G(x) =

∞∑
n=0

unx
n

donc

G(x) =

∞∑
n=0

unx
p+n − a0u0

xp −
p−1∑
i=0

aixi
.

2.1.4 Représentation matricielle

On peut associer à chaque suite (un)n≥0 définie par la relation (2.1) la représentation matricielle suivante :

Un+1 = AUn, n ≥ 0, (2.5)

où Un ∈Mp,1(K) et A ∈Mp×p(K), sont données par :
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2.2. M -EXTENSION DES P -NOMBRES DE FIBONACCI ET DE LUCAS

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 . . . 0

...
. . .

. . . . . .
...

0 . . . . . . 0 1

a0 a1 . . . . . . ap−1


et Un =



un

un+1

...

...

un+p−1


.

La matrice A est appelée matrice compagnon du polynôme caractéristique P (X) de la suite (un)n≥0, ou bien,

matrice compagnon de la suite (un)n≥0, et le polynôme P (X) est le polynôme caractéristique de la matrice A.

On obtient le terme général de l’écriture matricielle par récurrence

Un = AnU0, n ∈ N∗, (2.6)

où

U0 =



un

u1

...

...

up−1


.

Le calcule de la puissance nème de la matrice A n’est pas facile en générale. Si la matrice A est diagonali-

sable, i.e :

s’il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que :

A = PDP−1

alors

An = PDnP−1.

2.2 m-Extension des p-nombres de Fibonacci et de Lucas

Maintenant, nous allons donner des définitions et quelques propriétés de la m-extension des p-nombres

de Fibonacci et de Lucas. Pour un entier donné p ≥ 0, n > p et un nombre réel positif m > 0, la m-extension

des p-nombres de Fibonacci est définie par la relation de récurrence suivante :

Fp,m(n) = mFp,m(n− 1) + Fp,m(n− p− 1), n > p (2.7)

avec les conditions initiales Fp,m(0) = 0, Fp,m(n) = mn−1 pour n = 1, 2, ..., p+ 1.

De même, la m-extension des p-nombres de Lucas est définie par la relation de récurrence suivante :

Lp,m(n) = mLp,m(n− 1) + Lp,m(n− p− 1), n > p (2.8)
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2.2. M -EXTENSION DES P -NOMBRES DE FIBONACCI ET DE LUCAS

avec les conditions initiales Lp,m(0) = p+ 1, Lp,m(n) = mn pour n = 1, 2, ..., p.

Pour différentes valeurs de m et p, les relations récursives génèrent différentes suites numériques. Certains

cas des p-nombres de Fibonacci et de Lucas sont les suivants :

1. pour m = p = 1, Fp,m(n) et Lp,m(n) se réduisent aux nombres classiques de Fibonacci et de Lucas.

2. pour m = 2 and p = 1, Fp,m(n) et Lp,m(n) se réduisent aux nombres de Pell et Pell-Lucas.

3. pour m = k and p = 1, Fp,m(n) et Lp,m(n) se réduisent aux nombres k- Fibonacci et k-Lucas.

4. pour m = 1, Fp,m(n) et Lp,m(n) se réduisent aux p-nombres de Fibonacci et Lucas classiques.

5. pour m = 2 , Fp,m(n) et Lp,m(n) se réduisent aux p- nombres de Pell et Pell-Lucas classiques.

Pour plus d’informations sur la relation avec ces suites de nombres, veuillez vous référer à [2, 9, 12, 19].

2.2.1 Formules de Binet

Théorème 2.2.1 Pour un entier donné p > 0, les formules de Binet de la m-extension des p-nombres de Fibonacci

et la m-extension des p-nombres de Lucas sont données sous la forme :

Fp,m(n) = k1(x1)n + k2(x2)n + . . .+ kp+1(xp+1)n (2.9)

Lp,m(n) = (x1)n + (x2)n + . . .+ (xp+1)n (2.10)

respectivement, où x1, x2, . . . , xp+1 sont les racines de l’équation caractéristique

xp+1 − xp − 1 = 0

et k1, k2, . . . , kp+1 sont des coefficients constants qui dépendent des termes initiaux de la m-extension des

p-nombres de Fibonacci.

Remarque 2.2.2 Pour le cas n = 0, on réécrit la formule (2.10)

Lp,m(0) = (x1)0 + (x2)0 + . . .+ (xp+1)0 = 1 + 1 + . . .+ 1 = p+ 1

• Dans la suite on pose m = 1

Définition 2.2.1 Pour un entier donné p ≥ 0, n > p, les p-nombres de Fibonacci sont définis par la relation de

récurrence suivante :

Fp(n) = Fp(n− 1) + Fp(n− p− 1)

avec les conditions initiales Fp(0) = 0, Fp(1) = ... = Fp(p) = 1 pour n = 1, 2, ..., p+ 1.

De même, les p-nombres de Lucas sont définis par la relation de récurrence suivante :

Lp(n) = Lp(n− 1) + Lp(n− p− 1)

avec les conditions initiales Lp(0) = p+ 1, Lp(1) = ... = Lp(p) = 1 pour n = 1, 2, ..., p.
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2.2.2 Fonctions génératrices

Théorème 2.2.3 Les fonctions génératrices des p-nombres de Fibonacci et de Lucas sont

G(t) =

∞∑
n=0

Fp(n)tn =
t

1− t− tp+1
(2.11)

et

H(t) =

∞∑
n=0

Lp(n)tn =
1 + p(1− t)
1− t− tp+1

, (2.12)

respectivement.

2.2.3 Quelques propriétés des p-nombres de Fibonacci et de Lucas

Dans le théorème suivant nous donnons quelques relations entre les p-nombres de Fibonacci et de Lucas.

Théorème 2.2.4 Les relations suivantes entre les p-nombres de Fibonacci et de Lucas sont introduit

1. Lp(n) = Fp(n+ 1) + pFp(n− p).

2.
k∑

n=0
Fp(n)Lp(k − n) = (k + p)Fp(k).

Preuve: 1. En utilisant les fonctions génératrices des p-nombres de Lucas,

∞∑
n=0

Lp(n)tn =
1 + p(1− t)
1− t− tp+1

= (p+ 1)
1

1− t− tp+1
− p t

1− t− tp+1
= (p+ 1)

∞∑
n=0

Fp(n)tn − p
∞∑
n=0

Fp(n)tn

=

∞∑
n=0

[(p+ 1)Fp(n)tn − pFp(n)tn] tn =

∞∑
n=0

[(p+ 1)(Fp(n)tn + Fp(n− p))− pFp(n)] tn

=

∞∑
n=0

[Fp(n+ 1) + pFp(n− p)] tn.

2. Voir [29].

Dans le théorème suivant nous donnons quelques formules de sommation des p-nombres de Fibonacci et

de Lucas

Théorème 2.2.5 Les p-nombres de Fibonacci et de Lucas vérifent les formules de sommation suivantes :

k∑
n=0

Fp(n) = Fp(k + p+ 1)− Fp(p)

et
k∑

n=0

Lp(n) = Lp(k + p+ 1)− Lp(p).

Preuve: En utilisant les relations de récurrence des p-nombres de Fibonacci, nous avons

Fp(n+ p) = Fp(n+ p+ 1)− Fp(n).
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Ensuite nous avons

k∑
n=0

Fp(n+ p) =

k∑
n=0

Fp(n+ p+ 1)−
k∑

n=0

Fp(n)

=

k∑
n=0

Fp(n) +

k+p∑
n=0

Fp(n)−
p−1∑
n=0

Fp(n)

=

k∑
n=0

Fp(n) +

p−1∑
n=0

[Fp(n+ k + 1)− Fp(n)]

et

k∑
n=0

Fp(n+ p+ 1) = Fp(k + p+ 1)− Fp(p) +

k∑
n=0

Fp(n) +

k+p∑
n=0

Fp(n)−
p−1∑
n=0

Fp(n)

= Fp(k + p+ 1)− Fp(p) +

k∑
n=0

Fp(n) +

k∑
n=0

[Fp(n+ k + 1)− Fp(n)] .

On obtient
k∑

n=0

Fp(n) = Fp(k + p+ 1)− Fp(p).

Dans le théorème suivant nous citons la Formule de Honsberger généralisée des p-nombre de Fibonacci

Théorème 2.2.6 Soit Fp(n) le nème p-nombre de Fibonacci généralisé ,on a

Fp(k + n) = Fp(k)Fp(n+ 1) +

p∑
n=0

Fp(k − t)Fp(n− p+ t),

où k, n sont des entiers positifs.

Preuve: Voir[29]
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3
p-Nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas

Dans ce chapitre, nous définissons les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas. Ensuite,

nous donnons quelques cas particuliers de p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas tels que

les nombres hybrides de Fibonacci et de Lucas, les nombres hybrides de Pell et de Pell-Lucas, les nombres

hybrides k-Fibonacci et k-Lucas, les p-nombres de Fibonacci et de Lucas, les p-nombres hybrides de Pell et

de Pell-Lucas. Enfin, on obtient leurs fonctions génératrices, quelques formules de sommation et certaines

propriétés.

3.1 p-Nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas

Définition 3.1.1 Pour p > 0 et n ≥ p, les nèmes p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas sont

définis par

HFp,m(n) = Fp,m(n) + Fp,m(n+ 1)i+ Fp,m(n+ 2)ε+ Fp,m(n+ 3)h (3.1)

et

HLp,m(n) = Lp,m(n) + Lp,m(n+ 1)i+ Lp,m(n+ 2)ε+ Lp,m(n+ 3)h, (3.2)

respectivement.

Certains cas particuliers de p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas sont les suivants

1. Pour m = 1, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HFp,m(n) et HLp,m(n), res-

pectivement deviennent les HFp(n) p-nombres hybrides de Fibonacci et HLp(n) p-nombres hybrides de

Lucas.

2. Pour m = 2, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HFp,m(n) et HLp,m(n), res-

pectivement deviennent les p-nombres hybrides de Pell HPp(n) et les p-nombres hybrides de Pell-Lucas

HQp(n).

3. Pour m = p = 1, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HFp,m(n) et HLp,m(n),

respectivement deviennent les nombres hybride de Fibonacci HFn et les nombres hybride de Lucas HLn.

4. Pour m = 2 et p = 1, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HFp,m(n) et HLp,m(n),

respectivement deviennent les nombres hybrides de Pell HPn et les nombres hybrides de Pell-Lucas HQn.
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5. Pour p = 1 et k au lieu de m, les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas HFp,m(n) et

HLp,m(n), respectivement deviennent les nombres hybrides k-Fibonacci et les nombres hybrides k-Lucas.

A partir des relations de récurrence (2.6) et (3.1), on obtient que pour n > p,

HFp,m(n) = Fp,m(n) + Fp,m(n+ 1)i+ Fp,m(n+ 2)ε+ Fp,m(n+ 3)h

= (mFp,m(n− 1) + Fp,m(n− p− 1))

+ (mFp,m(n) + Fp,m(n− p))i

+ (mFp,m(n+ 1) + Fp,m(n− p+ 1))ε

+ (mFp,m(n+ 2) + Fp,m(n− p+ 2))h

= mHFp,m(n− 1) +HFp,m(n− p− 1).

Ainsi, pour n > p, la relation de récurrence des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci est donnée par :

HFp,m(n) = mHFp,m(n− 1) +HFp,m(n− p− 1). (3.3)

De même, nous pouvons obtenir la relation de récurrence des p-nombres hybrides généralisés de Lucas comme

étant :

HLp,m(n) = mHLp,m(n− 1) +HLp,m(n− p− 1). (3.4)

En prenant m = 1 dans (3.3) et (3.4), nous déduisons les relations de récurrence des p-nombres hybrides de

Fibonacci et Lucas ; pour n > p

HFp(n) = HFp(n− 1) +HFp(n− p− 1)

et

HLp(n) = HLp(n− 1) +HLp(n− p− 1),

respectivement.

3.1.1 Formules de Binet

Théorème 3.1.1 Pour un entier donné p > 0, et x1, x2, . . . , xp+1 les racines de l’équation caractéristique

xp+1 − xp − 1 = 0. Alors les formules de Binet des p-Nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas sont

données par :

HFp,m(n) = k1x̂1(x1)n + k2x̂2(x2)n + . . .+ kp+1x̂p+1(xp+1)n (3.5)

et

HLp,m(n) = x̂1(x1)n + x̂2(x2)n + . . .+ x̂p+1(xp+1)n, (3.6)

respectivement, avec k1, k2, . . . , kp+1 sont des coefficients constants qui dépendent des termes initiaux de la

m-extension des p-nombres de Fibonacci.
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et

x̂1 = 1 + ix1 + εx2
1 + hx3

1,

x̂2 = 1 + ix2 + εx2
2 + hx3

2,

...

x̂p+1 = 1 + ixp+1 + εx2
p+1 + hx3

p+1.

Preuve: En considerant la formule de Binet de la m-extension des p-nombres de Fibonacci (2.9), on a

HFp,m(n) = Fp,m(n) + iFp,m(n+ 1) + εFp,m(n+ 2) + hFp,m(n+ 2)

= k1(x1)n + k2(x2)n + . . .+ kp+1(xp+1)n

+ i
(
k1(x1)n+1 + k2(x2)n+1 + . . .+ kp+1(xp+1)n+1

)
+ ε

(
k1(x1)n+2 + k2(x2)n+2 + . . .+ kp+1(xp+1)n+2

)
+ h

(
k1(x1)n+3 + k2(x2)n+3 + . . .+ kp+1(xp+1)n+3

)
= k1(x1)n

(
1 + ix1 + εx2

1 + hx3
1

)
+ k2(x2)n

(
1 + ix2 + εx2

2 + hx3
2

)
+ . . .+ kp+1(xp+1)n

(
1 + ixp+1 + εx2

p+1 + hx3
p+1

)
= k1x̂1(x1)n + k2x̂2(x2)n + . . .+ kp+1x̂p+1(xp+1)n.

En considerant la formule de Binet de la m-extension des p-nombres de Lucas (2.10), on a

HLp,m(n) = Lp,m(n) + Lp,m(n+ 1)i+ Lp,m(n+ 2)ε+ Lp,m(n+ 3)h

= (x1)n + (x2)n + . . .+ (xp+1)n

+ i ((x1)n + (x2)n + . . .+ (xp+1)n)

+ ε ((x1)n + (x2)n + . . .+ (xp+1)n)

+ h ((x1)n + (x2)n + . . .+ (xp+1)n)

= (x1)n
(
1 + ix1 + εx2

1 + hx3
1

)
+ (x2)n

(
1 + ix2 + εx2

2 + hx3
2

)
+ . . .+ (xp+1)n

(
1 + ixp+1 + εx2

p+1 + hx3
p+1

)
= x̂1(x1)n + x̂2(x2)n + . . .+ x̂p+1(xp+1)n,

où

x̂1 = 1 + ix1 + εx2
1 + hx3

1,

x̂2 = 1 + ix2 + εx2
2 + hx3

2,

...

x̂p+1 = 1 + ixp+1 + εx2
p+1 + hx3

p+1.

ce qui termine la preuve.
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3.1.2 Fonctions génératrices

Théorème 3.1.2 Pour un entier donné p ≥ 1, les fonctions génératrices des p-nombres hybrides généralisés de

Fibonacci et de Lucas sont données par

g(t) =
HFp,m(0) + t+ tp(ε+mh)

1−mt− tp+1
(3.7)

et

h(t) =

[
HLp,m(0)−mpt+ ((p+ 1)h)tp−2 + ((p+ 1)ε+mh)tp−1 + ((p+ 1)i+mε+m2h)tp

]
1−mt− tp+1

, (3.8)

respectivement.

Preuve: Nous commençons par la représentation formelle en séries de puissances de la fonction génératrice

pour (HFp,m(n))n≥0, on pose :

g(t) = HFp,m(n) +HFp,m(1)t+ . . .+HFp,m(p)tp + . . . (3.9)

ainsi

mtg(t) = mHFp,m(0)t+mHFp,m(1)t2 + . . .+HFp,m(p)tp+1 + . . . (3.10)

et

tp+1g(t) = HFp,m(0)tp+1 +HFp,m(1)tp+2 + . . .+HFp,m(p)t2p+1 + . . . . (3.11)

D’après les équation (3.9), (3.10) et (3.11), on trouve que

(1−mt− tp+1)g(t) = HFp,m(0) + (HFp,m(1)−mHFp,m(0))t

+ (HFp,m(2)−HFp,m(1))t2

+ (HFp,m(3)−HFp,m(2))t2

+ . . .+ (HFp,m(p)−mHFp,m(p− 1))tp

+ (HFp,m(p+ 1)−mHFp,m(p)−HFp,m(0))tp+1 + . . . .

En utilisant (3.3), on a

g(t) =

∞∑
n=0

Fp,m(n)tn =
HFp,m(0) + t+ tp−1h+ tp(ε+mh)

1−mt− tp+1
.

De même, pour p > 1, nous pouvons obtenir la fonction génératrice des p-nombres hybrides généralisés de

Lucas comme suit :

h(t) =

[
HLp,m(0)−mpt+ ((p+ 1)h)tp−2 + ((p+ 1)ε+mh)tp−1 + ((p+ 1)i+mε+m2h)tp

]
1−mt− tp+1

.

En prenant m = p = 1 dans (3.7), nous donnons la fonction génératrice des nombres hybrides de

Fibonacci dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1 La fonction génératrice des nombres hybrides de Fibonacci est

g(t) =
(i+ ε+ 2h) + (1 + ε+ h)t

1− t− t2
.
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3.1.3 Quelques propriétés des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de

Lucas

Dans cette section, nous donnons la Formule de Honsberger généralisée, quelques formules de sommation

et une relation entre les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et Lucas. De plus, nous dérivons

la représentation matricielle des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et la Formule de Cassini

généralisée.

Théorème 3.1.3 (Formule de Honsberger généralisée) Soient Fp,m(n) et HFp,m(n) les nèmes p-nombres géné-

ralisés de Fibonacci et les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci, respectivement on a

HFp,m(k + n) = Fp,m(k)HFp,m(n+ 1) +

p∑
t=0

Fp,m(k − t)HFp,m(n− p+ t),

où k, n sont des entiers positifs.

Preuve: D’après (3.1), on donne

HFp,m(k + n) = Fp,m(k + n) + Fp,m(k + n+ 1)i+ Fp,m(k + n+ 2)ε+ Fp,m(k + n+ 3)h,

on a

HFp,m(k + n) =

(
Fp,m(k)Fp,m(n+ 1) +

p∑
t=0

Fp,m(k − t)Fp,m(n− p+ t)

)

+ i

(
Fp,m(k)Fp,m(n+ 2) +

p∑
t=0

Fp,m(k − t)Fp,m(n− p+ t+ 1)

)

+ ε

(
Fp,m(k)Fp,m(n+ 3) +

p∑
t=0

Fp,m(k − t)Fp,m(n− p+ t+ 2)

)

+ h

(
Fp,m(k)Fp,m(n+ 4) +

p∑
t=0

Fp,m(k − t)Fp,m(n− p+ t+ 3)

)
.

Ensuite, on obtient

HFp,m(k + n) = Fp,m(k) (Fp,m(n+ 1) + iFp,m(n+ 2) + εFp,m(n+ 3) + hFp,m(n+ 4))

+

p∑
t=0

Fp,m(k − t) (Fp,m(n− p+ t) + iFp,m(n− p+ t+ 1) + εFp,m(n− p+ t+ 2) + hFp,m(n− p+ t+ 3))

= Fp,m(k)HFp,m(n+ 1) +

p∑
t=0

Fp,m(k − t)HFp,m(n− p+ t).

Dans le théorème suivant nous donnons quelques formules de sommation des p-nombres hybrides

généralisés de Fibonacci et de Lucas.

Théorème 3.1.4 Pour m ≥ 0, les formules de sommation des p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de

Lucas sont :
k∑

n=0

HFp,m(n) =
1

m

(
HFp,m(k + p+ 1)−HFp,m(p) + (1−m)

p−1∑
n=0

[HFp,m(k + p+ 1)−HFp,m(n)]

)
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et

k∑
n=0

HLp,m(n) =
1

m

(
HLp,m(k + p+ 1)−HLp,m(p) + (1−m)

p−1∑
n=0

[HLp,m(k + p+ 1)−HLp,m(n)]

)
,

respctivement.

Preuve: En utilisant la relation de récurrence des p-nombres hybrides généralisées de Fibonacci, nous avons

mHFp,m(n+ p) = HFp,m(n+ p+ 1)−HFp,m(n).

Ensuite, on obtient

m

k∑
n=0

HFp,m(n+ p) =

k∑
n=0

HFp,m(n+ p+ 1)−
k∑

n=0

HFp,m(n). (3.12)

Maintenant, nous considérons le côté gauche de (3.12)

m

k∑
n=0

HFp,m(n+ p) = m

k∑
n=0

HFp,m(n) +m

k+p∑
n=k+1

HFp,m(n)−m
p−1∑
n=0

HFp,m(n)

= m

k∑
n=0

HFp,m(n) +m

k∑
n=0

(HFp,m(n+ k + 1)−HFp,m(n)).

Aussi, le côté droit de (3.12) est

k∑
n=0

HFp,m(n+ p+ 1)−
k∑

n=0

HFp,m(n) = HFp,m(k + p+ 1)−HFp,m(n)

+

k∑
n=0

(HFp,m(n+ k + 1)−HFp,m(n)).

Depuis l’égalité des deux côtés gauche et droit de (3.12), on a

k∑
n=0

HFp,m(n) =
1

m

(
HFp,m(k + p+ 1)−HFp,m(p) + (1−m)

p−1∑
n=0

[HFp,m(n+ k + 1)−HFp,m(n)]

)
.

De même, nous pouvons avoir une formule de sommation pour les p-nombres hybrides généralisés de Lucas.

On peut donner quelques cas particuliers de ce théorème comme corollaire.

Corollaire 3.1.2 Soit HFp(n) et HFp(n) les nèmes p-nombres hybrides de Fibonacci et de Lucas, respectivement.

On a
k∑

n=0

HFp(n) = HFp(k + p+ 1)−HFp(p)

et
k∑

n=0

HLp(n) = HLp(k + p+ 1)−HLp(p).

Dans le théorème suivant nous donnons une relation entre les p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci

et Lucas.
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Théorème 3.1.5 Soit HFp,m(n) et HLp,m(n) les nèmes p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas,

respectivement. On a

HLp,m(n) = HFp,m(n+ 1) + pHFp,m(n− p).

Preuve: D’après (3.2), on a

HLp,m(n) = Lp,m(n) + iLp,m(n+ 1) + εLp,m(n+ 2) + hLp,m(n+ 3).

En utilisant

Lp,m(n) = Fp,m(n+ 1) + pFp,m(n− p),

on obtient

HLp,m(n) = HFp,m(n+ 1) + pHFp,m(n− p).

Corollaire 3.1.3 Soit HFp,m(n) et HLp,m(n) les nèmes p-nombres hybrides généralisés de Fibonacci et de Lucas,

respectivement. On a

HLp,m(n) +mHFp,m(n) = (p+ 1)HFp,m(n+ 1).

La représentation matricielle des p-polynômes bivariés de Fibonacci est introduite dans [9]. Pour p = 0, 1, 2, 3, ...,

la représentation matricielle des p-nombres généralisés de Fibonacci est la matrice d’ordre (p+ 1) suivante

Qp =



m 1 0 . . . 0

0 0 0 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . 1

1 0 0 0


.

En utilisant la matrice Qp, nous dérivons la représentation matricielle des p-nombres hybrides généralisés de

Fibonacci comme

F =



HFp,m(p+ 1) HFp,m(p) . . . HFp,m(1)

HFp,m(p) HFp,m(p− 1) . . . HFp,m(0)

...
...

. . .
...

HFp,m(2) HFp,m(1) . . . HFp,m(2− p)

HFp,m(1) HFp,m(0) . . . HFp,m(1− p)


Qnp ,

où la matrice F est

F =



HFp,m(n+ p+ 1) HFp,m(n+ p) . . . HFp,m(n+ 1)

HFp,m(n+ p) HFp,m(n+ p− 1) . . . HFp,m(n)

...
...

. . .
...

HFp,m(n+ 2) HFp,m(n+ 1) . . . HFp,m(n+ 2− p)

HFp,m(n+ 1) HFp,m(n) . . . HFp,m(n+ 1− p)


.
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En utilisant cette représentation matricielle on peut dérivé le théorème suivant :

Théorème 3.1.6 (Formule de Cassini généralisée) Soit HFp,m(n) le nème p-nombre hybride généralisé de

Fibonacci, alors

|F | = (−1)pn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

HFp,m(p+ 1) HFp,m(p) . . . HFp,m(1)

HFp,m(p) HFp,m(p− 1) . . . HFp,m(0)

...
...

. . .
...

HFp,m(2) HFp,m(1) . . . HFp,m(2− p)

HFp,m(1) HFp,m(0) . . . HFp,m(1− p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Il est essentiel de noter que, du fait que l’opération de multiplication des nombres hybrides est non commutative,

si l’on développe le déterminant selon différentes lignes ou colonnes, les résultats peuvent être différents. Par

conséquent, la Le déterminant est développé à l’aide de la première ligne lors de la recherche des résultats dans

[8].

Preuve: voir [8]
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4
Polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans ce chapitre, nous définissons les polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas et donnons les

relations de récurrence de ces polynômes. Ensuite, nous présentons les formules de Binet pour les polynômes

de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas. Nous introduisons les fonctions génératrices de ces polynômes. De plus,

nous obtenons Quelques Propriétés des polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

4.1 Polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Les suites de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas, qui sont les généralisations bien connues des suites de

Fibonacci, sont des suites de récurrence du troisième ordre. En 1963, Feinberg à l’origine ont étudié la

suite de Tribonacci [3]. Les suites de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas présentent de nombreuses propriétés

et applications dans de nombreux domaines scientifiques. Plusieurs auteurs ont présenté les formules de

Binet, fonctions génératrices, fonctions génératrices exponentielles, formules de sommation et représentation

matricielle des ces suites (pour plus d’information voir : [1, 15, 16, 17, 18, 26]). Dans [6], les polynômes de

Tribonacci ont été introduits en 1973 par Hoggatt et Bicknell et nombreux auteurs ont étudié les polynômes

généralisés de Fibonacci et de Tribonacci et leurs propriétés (pour les intéréssés veuillez vous référer à

[4, 5, 11, 14]).

Définition 4.1.1 Pour n ≥ 3, la suite de Tribonacci (Tn)n≥0 est défini par

Tn = Tn−1 + Tn−2 + Tn−3,

avec les conditions initiales T0 = 0, T1 = 1, T2 = 1.

Et la suite Tribonacci-Lucas (Kn)n≥0 est défini par

Kn = Kn−1 +Kn−2 +Kn−3,

avec conditions initiales K0 = 3,K1 = 1,K2 = 3.
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4.1.1 Formules de Binet

Pour tout entier n ≥ 3, la relation de récurrence des polynômes de Tribonacci est la suivante

Tn(x) = x2Tn−1(x) + xTn−2(x) + Tn−3(x), (4.1)

où T0(x) = 0, T1(x) = 1, T2(x) = x2 sont des valeures initiales.

La relation de récurrence des polynômes de Tribonacci-Lucas est définie par

Kn(x) = x2Kn−1(x) + xKn−2(x) +Kn−3(x), (4.2)

où K0(x) = 3,K1(x) = x2,K2(x) = x4 + 2x sont des valeures initiales.

Dans le tableau (4.1) nous citons quelques premiers polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

n Tn(x) Kn(x)

0 0 3

1 1 x2

2 x2 x4 + 2x

3 x4 + x x6 + 3x3 + 3

4 x6 + 2x3 + 1 x8 + 4x5 + 6x2

5 x8 + 3x5 + 3x2 x10 + 5x7 + 10x4 + 5x

6 x10 + 4x7 + 6x4 + 2x x12 + 6x9 + 15x6 + 14x3 + 3

7 x12 + 5x9 + 10x6 + 7x3 + 1 x14 + 7x11 + 21x8 + 28x5 + 14x2

8 x14 + 6x11 + 15x8 + 16x5 + 6x2 x16 + 8x13 + 28x10 + 48x7 + 38x4 + 8x

TABLE 4.1: Les premiers polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

En utilisant des techniques standard pour résoudre les relations de récurrence, les racines de l’équation

caractéristique λ3 − x2λ2 − xλ− 1 = 0, des équations (4.1) et (4.2) sont α1(x), α2(x) et α3(x)tels que

α1(x) =
x2

3
+

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
+

√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
+

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
−
√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4

α2(x) =
x2

3
+ w

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
+

√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
+ w2 3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
−
√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4

α3(x) =
x2

3
+ w2 3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
+

√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
+ w

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
−
√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4

avec w = −1+i
√

3
2 = exp(

2πi

3
) .

Théorème 4.1.1 les formules de Binet pour les polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont données par

Tn(x) =
αn+1

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

αn+1
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

αn+1
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))
(4.3)
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et

Kn(x) = αn1 (x) + αn2 + αn3 (x), (4.4)

respectivement.

Notez que nous avons les relations suivantes

α1(x) + α2(x) + α3(x) = x2,

α1(x)α2(x)α3(x) = 1.

Pour x = 1, on peut donner le cas particulier de ce théorème comme corollaire.

Corollaire 4.1.1 Les formules de Binet pour le nème nombre de Tribonacci et le nème nombre de Tribonacci-Lucas

sont données par

Tn =
αn+1

1

(α1 − α2)(α1 − α3)
+

αn+1
2

(α2 − α1)(α2 − α3)
+

αn+1
3

(α3 − α1)(α3 − α2)
,

Kn = αn1 + αn2 + αn3 ,

respectivement, où α1, α2 et α3 sont les racines de l’équation cubique x3 − x2 − x− 1 = 0,

avec

α1 =
1 +

3
√

19 + 3
√

33 +
3
√

19− 3
√

33

3
,

α2 =
1 + w

3
√

19 + 3
√

33 + w2 3
√

19− 3
√

33

3
,

α3 =
1 + w2 3

√
19 + 3

√
33 + w

3
√

19− 3
√

33

3
.

A noter que nous avons les relations suivantes en utilisant les fonctions élémentaires symetriques on a :

α1 + α2 + α3 = 1,

α1α2 + α1α3 + α2α3 = −11,

α1α2α3 = 1.

4.1.2 Fonctions génératrices

Théorème 4.1.2 Les fonctions génératrices des polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont données par

G(t) =

∞∑
n=0

Tn(x)tn =
t

1− x2t− xt2 − t3

et

R(t) =

∞∑
n=0

Kn(x)tn =
3− 2x2t− xt2

1− x2t− xt2 − t3
,

respectivement, où Tn(x) est le nème polynôme de Tribonacci et Kn(x) est le nème polynôme de Tribonacci-Lucas.

Corollaire 4.1.2 Pour x = 1, nous obtenir les fonctions génératrices des nombres Tribonacci et Tribonacci-Lucas,

respectivement.
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4.1.3 Quelques propriétés des polynômes de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans ce théorème suivant nous donnons une relation entre les polynômes de Tribonacci et les polynômes

de Tribonacci-Lucas.

Théorème 4.1.3 Pour n ≥ 2, la relation suivante entre les polynômes de Tribonacci et les polynômes de

Tribonacci-Lucas

Kn(x) = x2Tn(x) + 2xTn−1(x) + 3Tn−2(x).

Preuve: Montrons cela par récurrence, pour n = 2 on peut écrire

K2(x) = x2T2(x) + 2xT1(x) + 3T0(x)

= x4 + 2x.

Supposons maintenant que cela soit vrai pour tous les entiers positifs m, c’est-à-dire

Km(x) = x2Tm(x) + 2xTm−1(x) + 3Tm−2(x). (4.5)

Ensuite, nous devons montrer que l’égalité ci-dessus est vraie pour n = m+ 1, c’est-à-dire

Km+1(x) = x2Tm+1(x) + 2xTm(x) + 3Tm−1(x). (4.6)

En considérant le côté gauche de l’équation (4.6), nous pouvons développer la relation de récurrence comme

Km+1(x) = x2Km(x) + xKm−1(x) +Km−2(x).

Ensuite, en utilisant l’équation (4.5), nous avons

Km+1(x) = x2(x2Tm(x) + 2xTm−1(x) + 3Tm−2(x))

+ 2x(x2Tm−1(x) + 2xTm−2(x) + 3Tm−3(x))

+ 3(x2Tm−2(x) + 2xTm−3(x) + 3Tm−4(x)).

Enfin, en considérant l’équation (4.1), on obtient

Km+1(x) = x2Tm+1(x) + 2xTm(x) + 3Tm−1(x),

qui termine l’induction.
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Hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans ce chapitre, nous introduisons les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas et dérivons

ces hybrinomiaux par la matrices. Nous présentons les formules de Binet, les fonctions génératrices, les

formules de sommation, certaines propriétés de ces hybrinomiaux. De plus, nous obtenons la relation entre

les Hybrinomiaux de Tribonacci et Tribonacci-Lucas.

Dans [28], le nème Nombre hybride Tribonacci HTn et le nème nombre hybride Tribonacci-Lucas HKn sont

définis par :

HTn = Tn + Tn+1i+ Tn+2ε+ Tn+3h,

et

HKn = Kn +Kn+1i+Kn+2ε+Kn+3h,

où Tn est le nèmenombre de Tribonacci et Kn est le nème nombre de Tribonacci-Lucas, respectivement.

5.1 Hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans cette section, nous définissons les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas et donnons

les relations de récurrence de ces hybrinomiaux. Ensuite, nous présentons les formules de Binet pour le

nème hybrinomial de Tribonacci et le nème hybrinomial de Tribonacci-Lucas. Nous introduisons les fonctions

génératrices de ces hybrinomiaux. De plus, nous obtenons les formules de sommation, certaines propriétés,

la représentation matricielle et la relation entre les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

Définition 5.1.1 Le nème hybrinomial de Tribonacci HTn(x) et le nème hybrinomial de Tribonacci-Lucas,

HKn(x) sont définis par :

HTn(x) = Tn(x) + iTn+1(x) + εTn+2(x) + hTn+3(x) (5.1)

et

HKn(x) = Kn(x) + iKn+1(x) + εKn+2(x) + hKn+3(x), (5.2)
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respectivement, où Tn(x) est le nème polynôme de Tribonacci, Kn(x) est le nème polynôme de Tribonacci-Lucas

. Présentez maintenant la relation récurrence de la suite hybrinomial de Tribonacci, (HTn(x))n≥0 et suite

hybrinomial de Tribonacci-Lucas (HKn(x))n≥0 .

Théorème 5.1.1 Pour n ≥ 3, on a les relations de récurrence suivantes

HTn(x) = x2HTn−1(x) + xHTn−2(x) +HTn−3(x), (5.3)

et

HKn(x) = x2HKn−1(x) + xHKn−2(x) +HKn−3(x), (5.4)

avec

HT0(x) = i+ εx2 + h(x4 + x),

HT1(x) = 1 + ix2 + ε(x4 + x) + h(x6 + 2x3 + 1),

HT2(x) = x2 + i(x4 + x) + ε(x6 + 2x3 + 1) + h(x8 + 3x5 + 3x2)

et

HK0(x) = 3 + ix2 + ε(x4 + x) + h(x6 + 3x3 + 3),

HK1(x) = x2 + i(x4 + 2x) + ε(x6 + 3x3 + 3) + h(x8 + 4x5 + 6x2),

HK2(x) = x4 + 2x+ i(x6 + 3x3 + 3) + ε(x8 + 4x5 + 6x2) + h(x10 + 5x7 + 10x4 + 5x),

respectivement.

Preuve:

HTn(x) = Tn(x) + iTn+1(x) + εTn+2(x) + hTn+3(x)

= x2Tn−1(x) + xTn−2(x) + Tn−3(x) + i(x2Tn(x) + xTn−1(x) + Tn−2(x))

+ ε(x2Tn+1(x) + xTn(x) + Tn−1(x)) + h(x2Tn+2(x) + xTn+1(x) + Tn(x))

= x2(Tn−1(x) + iTn(x) + εTn+1(x) + hTn+2(x))

+ x(Tn−2(x) + iTn−1(x) + εTn(x) + hTn+1(x)) + Tn−1(x) + iTn−2(x) + εTn−1(x) + hTn(x)

= x2HTn−1(x) + xHTn−2(x) +HTn−3(x).

De même, on peut obtenir HKn(x) = x2HKn−1(x) + xHKn−2(x) +HKn−3(x) à l’aide des équations (4.2)

et (5.2).

Pour x = 1, on peut donner le cas particulier de ce théorème comme corollaire.

Corollaire 5.1.1 Soit HTn le nème nombre hybride de Tribonacci et HKn le nème nombre hybride Tribonacci-

Lucas. On donne alors les relations de récurrence suivantes

HTn = HTn−1 +HTn−2 +HTn−3

et

HKn = HKn−1 +HKn−2 +HKn−3.
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5.1.1 Formules de Binet

Les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas peuvent être obtenus en utilisant la Définition

(5.1.1) et le Théorème (5.1.1). Maintenant, nous produisons les Formules de Binet pour les hybrinomiaux de

Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

Théorème 5.1.2 Soit n ≥ 0 un entier et α1(x), α2(x) et α3(x) les racines de l’équation caractéristique λ3 −

x2λ2 − xλ− 1 = 0. Alors les formules de Binet pour les hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont

données par :

HTn(x) =
α̂1(x)αn+1

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

α̂2(x)αn+1
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

α̂3(x)αn+1
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))
(5.5)

et

HKn(x) = α̂1(x)αn1 (x) + α̂2(x)αn2 (x) + α̂3(x)αn3 (x), (5.6)

respectivement, où

α̂1(x) = 1+iα1(x)+εα2
1(x)+hα3

1(x), α̂2(x) = 1+iα2(x)+εα2
2(x)+hα3

2(x), α̂3(x) = 1+iα3(x)+εα2
3(x)+hα3

3(x).

En outre

α1(x) =
x2

3
+

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
+

√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
+

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
−
√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
,

α2(x) =
x2

3
+ w

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
+

√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
+ w2 3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
−
√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
,

α3(x) =
x2

3
+ w2 3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
+

√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
+ w

3

√
x6

27
+
x3

6
+

1

2
−
√
x6

37
+

7x3

54
+

1

4
,

avec w = −1+i
√

3
2 .

Preuve: En considérant la formule de Binet pour le nème polynôme de Tribonacci et l’équation (4.1), on a

HTn(x) = Tn(x) + iTn+1(x) + εTn+2(x) + hTn+3(x)

=
αn+1

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

αn+1
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

αn+1
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))

+ i

(
αn+2

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

αn+2
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

αn+2
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))

)
+ ε

(
αn+3

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

αn+3
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

αn+3
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x)

)
+ h

(
αn+4

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

αn+4
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

αn+4
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x)

)
=

(1 + iα1(x) + εα2
1(x) + hα3

1(x))αn+1
1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

(1 + iα2(x) + εα2
2(x) + hα3

2(x))αn+1
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))

+
(1 + iα3(x) + εα2

3(x) + hα3
3(x))αn+1

3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))

=
α̂1(x)αn+1

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

α̂2(x)αn+1
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

α̂3(x)αn+1
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))
.
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En utilisant la formule de Binet pour le polynôme nème de Tribonacci-Lucas donné dans l’équation (4.4) et

l’équation (5.2) , nous avons

HKn(x) = Kn(x) + iKn+1(x) + εKn+2(x) + hKn+3(x)

= αn1 (x) + αn2 (x) + αn3 (x) + i(αn+1
1 (x) + αn+1

2 (x) + αn+1
3 (x))

+ ε(αn+2
1 (x) + αn+2

2 (x) + αn+2
3 (x)) + h(αn+3

1 (x) + αn+3
2 (x) + αn+3

3 (x))

= (1 + iα1(x) + εα2
1(x) + hα3

1(x))αn1 (x)

(1 + iα2(x) + εα2
2(x) + hα3

2(x))αn2 (x)

(1 + iα3(x) + εα2
3(x) + hα3

3(x))αn3 (x)

= α̂1(x)αn1 (x) + α̂2(x)αn2 (x) + α̂3(x)αn3 (x),

où

α̂1(x) = 1 + iα1(x) + εα2
1(x) + hα3

1(x),

α̂2(x) = 1 + iα2(x) + εα2
2(x) + hα3

2(x),

α̂3(x) = 1 + iα3(x) + εα2
3(x) + hα3

3(x),

ce qui termine la preuve.

Pour x = 1, on peut donner le cas particulier de ce théorème comme corollaire.

Corollaire 5.1.2 Les formules de Binet pour le nème nombre hybride Tribonacci et le nème nombre hybride

Tribonacci-Lucas sont donnés par :

HTn =
α̂1α

n+1
1

(α1 − α2)(α1 − α3)
+

α̂2α
n+1
2

(α2 − α1)(α2 − α3)
+

α̂3α
n+1
3

(α3 − α1)(α3 − α2)

et

HKn = α̂1α
n
1 + α̂2α

n
2 + α̂3α

n
3 ,

respectivement.

5.1.2 Fonctions génératrices

Comme on le sait, les fonctions génératrices sont l’une des techniques les plus puissantes pour résoudre

les relations de récurrence linéaires. Maintenant, nous donnons les fonctions génératrices des hybrinomiaux

de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas.

Théorème 5.1.3 Les fonctions génératrices des suites hybrinomials de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas sont

g(t) =

∞∑
n=0

HTn(x)tn =
HT0(x) + (HT1(x)− x2HT0(x))t+HT−1(x)t2

1− x2t− xt2 − t3

et

r(t) =

∞∑
n=0

HKn(x)tn =
HK0(x) + (HK1(x)− x2HK0(x))t+HK−1(x)t2

1− x2t− xt2 − t3
,

respectivement.

30



5.1. HYBRINOMIAUX DE TRIBONACCI ET DE TRIBONACCI-LUCAS

Preuve: Soit la fonction génératrice de la suite hybrinomial de Tribonacci.

g(t) =

∞∑
n=0

HTn(x)tn,

on a

g(t) =

∞∑
n=0

HTn(x)tn

= HT0(x) + (HT1(x)t+

∞∑
n=2

HTn(x)tn

= HT0(x) + (HT1(x)t+

∞∑
n=2

(x2HTn−1 + xHTn−2 +HTn−3)tn

= HT0(x) + (HT1(x)t+ x2t

∞∑
n=0

HTn(x)tn − x2HT0(x)t

+ xt2
∞∑
n=0

HTn(x)tn + t3
∞∑
n=0

HTn(x)tn +HT−1(x)t2

= HT0(x) +HT1(x)t+ x2tg(t)− x2HT0(x)t+ xt2g(t) + t3g(t) +HT−1(x)t2,

et on obtient que

(1− x2t− xt2 − t3g(t) = HT0(x) + (HT1(x)t− x2tHT0(x) +HT−1(x)t2).

Ainsi, la fonction génératrice de la suite hybrinomial de Tribonacci est

g(t) =
HT0(x) + (HT1(x)− x2HT0(x))t+HT−1(x)t2

1− x2t− xt2 − t3
.

De même, on peut facilement prouver la fonction génératrice de la suite hybrinomial Tribonacci-Lucas comme

suit

r(t) =
HK0(x) + (HK1(x)− x2HK0(x))t+HK−1(x)t2

1− x2t− xt2 − t3
.

Pour x = 1, on peut donner le cas particulier de ce théorème comme corollaire.

Corollaire 5.1.3 Soit HTn le nème nombre hybride de Tribonacci et HKn le nème Les nombres hybride

Tribonacci-Lucas. Les fonctions génératrices pour les nombres hybrides Tribonacci et Les nombres hybrides

Tribonacci-Lucas sont

ĝ(t) =

∞∑
n=0

HTntn =
HT0 + (HT1 − x2HT0)t+HT1t

2

1− t− t2 − t3

et

r̂(t) =

∞∑
n=0

HKnt
n =

HK0 + (HK1 −HK0(x))t+HK−1(x)t2

1− t− t2 − t3
,

respectivement.
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Théorème 5.1.4 Pour n ≥ 0, les fonctions génératrices exponentielles pour les suites hybrinomials de Tribonacci

et de Tribonacci-Lucas sont

∞∑
n=0

HTn(x)
tn

n!
=

α̂1(x)α1(x)eα1(x)t

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

α̂2(x)α2(x)eα2(x)t

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

α̂3(x)α3(x)eα3(x)t

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))

et
∞∑
n=0

HKn(x)
tn

n!
= α̂1(x)eα1(x) + α̂2(x)eα3(x) + α̂3(x)eα3(x),

respectivement.

Preuve: En utilisant les formules de Binet pour les nème hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

donnés dans les équations (5.5) et (5.6), nous obtenons

∞∑
n=0

HTn(x)
tn

n!

=

∞∑
n=0

(
α̂1(x)αn+1

1 (x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

α̂2(x)αn+1
2 (x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

α̂3(x)αn+1
3 (x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))

)
tn

n!

=
α̂1(x)α1(x)

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))

∞∑
n=0

(α1(x)t)n

n!
+

α̂2(x)α2(x)

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))

∞∑
n=0

(α(x)t)n

n!

+
α̂3(x)α3(x)

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))

∞∑
n=0

(α3(x)t)n

n!

=
α̂1(x)α1(x)eα1(x)t

(α1(x)− α2(x))(α1(x)− α3(x))
+

α̂2(x)α2(x)eα2(x)t

(α2(x)− α1(x))(α2(x)− α3(x))
+

α̂3(x)α3(x)eα3(x)t

(α3(x)− α1(x))(α3(x)− α2(x))

et

∞∑
n=0

HKn(x)
tn

n!
=

∞∑
n=0

(α̂1(x)αn1 (x) + α̂2(x)αn2 (x) + α̂3(x)αn3 (x))
tn

n!

= α̂1(x)

∞∑
n=0

(α1(x)t)n

n!
+ α̂2(x)

∞∑
n=0

(α2(x)t)n

n!
+ α̂3(x)

∞∑
n=0

(α3(x)t)n

n!

= α̂1(x)eα1(x) + α̂2(x)eα3(x) + α̂3(x)eα3(x),

ce qui termine la preuve.

5.1.3 Quelques propriétés des hybrinomiaux de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas

Dans cette section, nous donnons quelques formules de sommation et une relation entre les hybrinomiaux

de Tribonacci et de Tribonacci-Lucas. De plus, nous dérivons la représentation matricielle des hybrinomiaux

de Tribonacci.

Théorème 5.1.5 Pour x ∈ R � {0, -1}, on a les formules de sommation des hybrinomiaux de Tribonacci et de

Tribonacci-Lucas

n∑
n=0

HT1(x) =
HTn+2(x) + (1− x2)HTn+1(x)−HTn(x) + x2HT0(x)−HT1(x)−HT0(x)−HT−1(x)

x+ x2
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et
n∑
n=0

HK1(x) =
HKn+2(x) + (1− x2)HKn+1(x)−HKn(x) + x2HK0(x)−HK1(x)−HK0(x)−HK−1(x)

x+ x2
,

respectivement.

Preuve: En utilisant l’équation (4.3) , nous pouvons obtenir les relations suivantes :

xHT0(x) = HT2(x)− x2HT1(x)−HK−1(x),

xHT1(x) = HK3(x)− x2HT2(x)−HT0(x),

xHT2(x) = HT4(x)− x2HT3(x)−HT1(x),

...

xHTn−2(x) = HKn(x)− x2HTn−1(x)−HTn−3(x),

xHTn−1(x) = HKn+1(x)− x2HTn(x)−HTn−2(x),

xHTn(x) = HKn+2(x)− x2HTn+1(x)−HTn−1(x).

Si on additionne les équations membre à membre, on a

xHT0(x) + xHK1(x) + . . .+ xHTn(x) = HTn(x) +HTn+1(x) +HTn+2(x)− x2

(
n+1∑
i=0

HTi(x)−HT0(x)

)
−HT−1(x)−HT0(x)−HT1(x),

aussi

(x+ x2)

n∑
i=0

HTi(x) = HTn(x) +HTn+1(x) +HTn+2(x)− x2HTn+1(x) + x2HT0(x)

−HT−1(x)−HT0(x)− x2HT1(x),

et on obtient
n∑
n=0

HT1(x) =
HTn+2(x) + (1− x2)HTn+1(x)−HTn(x) + x2HT0(x)−HT1(x)−HT0(x)−HT−1(x)

x+ x2
.

En utilisant l’équation (5.4), obtenons

n∑
n=0

HK1(x) =
HKn+2(x) + (1− x2)HKn+1(x)−HKn(x) + x2HK0(x)−HK1(x)−HK0(x)−HK−1(x)

x+ x2
.

Dans le théorème suivant nous donnons une relation entre le nème hybrinomial de Tribonacci, HTn(x) et le

nème hybrinomial de Tribonacci-Lucas.

Théorème 5.1.6 Pour n ≥ 2, on a la relation suivent entre le nème hybrinomial de Tribonacci, HTn(x) et le

nème hybrinomial de Tribonacci-Lucas, HKn(x) est

HKn(x) = x2HTn(x) + 2xHTn−1(x) + 3HTn−2(x).
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Preuve: En utilisant les équations (4.5) et (5.2), on a

HKn(x) = Kn(x) + iKn+1(x) + εKn+2(x) + hKn+3(x)

= x2Tn(x) + 2xTn−1(x) + 3Tn−2(x) + i(x2Tn+1(x) + 2xTn(x) + 3Tn−1(x))

+ ε(x2Tn+2(x) + 2xTn+1(x) + 3Tn(x)) + h(x2Tn+3(x) + 2xTn+2(x) + 3Tn+1(x))

= x2(Tn(x) + iTn+1(x) + εTn+ 2(x) + hTn+ 3(x))

+ 2x((Tn−1(x) + iTn(x) + εTn+ 1(x) + hTn+ 2(x))

+ 3((Tn−2(x) + iTn−1(x) + εTn(x) + hTn+ 1(x))

= x2HTn(x) + 2xHTn−1(x) + 3HTn−2(x).

Donc la preuve est terminée.

Dans le théorème suivant nous donnons la représentation matricielle des hybrinomiaux de Tribonacci.

Théorème 5.1.7 Les hybrinomiaux de Tribonacci sont générés par matrice

A(x) =


x2 x 1

1 0 0

0 1 0

 ,

alors

QHT (x).A
n(x) =


HTn+4(x) xHTn+3(x) +HTn+2(x) HTn+3(x)

HTn+3(x) xHTn+2(x) +HTn+1(x) HTn+2(x)

HTn+2(x) xHTn+1(x) +HTn(x) HTn+1(x)

 , (5.7)

où

QHT (x) =


HT4(x) xHT3(x) +HT2(x) HT3(x)

HT3(x) xHT2(x) +HT1(x) HT2(x)

HT2(x) xHT1(x) +HT0(x) HT1(x)


et HTn(x) est le nème hybrinomial de Tribonacci.

Preuve: En utilisant l’induction sur n, si n = 0, alors le résultat est évident.

Supposons que l’équation ( 5.5) est vraie pour tout entier positif k, c’est-à-dire

QHT (x).A
k(x) =


HTk+4(x) xHTk+3(x) +HTk+2(x) HTk+3(x)

HTk+3(x) xHTk+2(x) +HTk+1(x) HTk+2(x)

HTk+2(x) xHTk+1(x) +HTk(x) HTk+1(x)

 ,

où HTk+3(x) = x2HTk+2(x) + xHTk+1(x) +HTk(x) à partir de l’équation (5.3), pour k ≥ 0.

Ensuite, nous devons montrer que ci-dessus l’égalité vaut pour n = k + 1. Alors par hypothèse de récurrence,

nous obtenons

QHT (x)A
k+1(x) =

(
QHT (x)A

k(x)
)
A(x)
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=


HTk+4(x) xHTk+3(x) +HTk+2(x) HTk+3(x)

HTk+3(x) xHTk+2(x) +HTk+1(x) HTk+2(x)

HTk+2(x) xHTk+1(x) +HTk(x) HTk+1(x)



x2 x 1

1 0 0

0 1 0



=


HTk+5(x) xHTk+4(x) +HTk+3(x) HTk+4(x)

HTk+4(x) xHTk+3(x) +HTk+2(x) HTk+3(x)

HTk+3(x) xHTk+2(x) +HTk+1(x) HTk+2(x)

 .

Par conséquent, l’équation (5.5) est valable pour tout n ≥ 0 .
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Conclusion

Dans notre travail nous avons abordées le nouveau système de numérotation non commutatif les

nombres hybrides. Et nous avons étudiées quelques généralisations des nombres hybrides qui existent

dans la littérature.

Le travail réalisé durant ce mémoire ouvre plusieurs perspectives de travaux futurs, à titre d’exemple :

• Fonction génératrice de la m-extension des p-nombres de Fibonacci et de Lucas.
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