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Résumé

Le but de ce travail est consacré a 1’étude du nombre de la coloration de packing, il s’agit
de trouver le plus petit nombre de couleurs & affecter aux sommets d’un graphe G, de telle
sorte que, si deux sommets u et v ont la méme couleur f(u) = f(v), alors dg(u,v) > f(u).
Cette fonction f est appelée une coloration de diffusion. Le nombre chromatique de diffusion
d’un graphe G, noté par X, (G), est 'ordre minimum d’une coloration de diffusion. Nous
déterminons le nombre chromatique de diffusion de plusieurs types et classes de graphes
a savoir, produit croisé d’une étoile avec une chaine, étoile avec un cycle. Nous avons
également déterminé le nombre chromatique de diffusion pour une classe importante de
graphe, appelée graphe subdivisé super finis. Un graphe subdivisé super fini d’un graphe
G est noté par F'SSD,,(G). Nous déterminons le nombre chromatique de diffusion des
graphes subdivisés super finis pour les graphes suivants : Tadpole , prisme, produit croisé
d’une étoile avec une chaine et produit cartésien d’une étoile avec un cycle. Ainsi sur les
graphes subdivisés super finis de la couronne de deux graphes : chaine avec chaine, chaine

avec cycle, cycle avec cycle, et pour la couronne généralisée du graphe Tadpole.

ii



Abstract

The purpose of this work is devoted to the study of a number of coloring packing, it acts
to find the smallest number of colors has to assign to the vertices of a graph G, such that
for every vertices u and v, if f(u) = f(v), then dg(u,v) > f(u). This function f is called
packing coloring. The packing chromatic number of a graph G, denoted by x,,(G) is the
minimum order of a packing coloring. We have determined the number of packing colors
of: cross of a star with a path K;, x P, and a star with a cycle Ky, x C, . We also
determined the packing chromatic number of importante class of graphs, called finite super
subdivision of graph. A finite super subdivision graph is the graph obtained from G denoted
by FSSD,,(G). We determine the packing chromatic number of finite super subdivision
graph of the following graphs : TADPOLE, Prism, cross product of a star with a path and
product cartesian of a star with a cycle. Thus on the super finite subdivided graphs of the
corona of two graphs: path with path, path with cycle, cycle with cycle, and the generalized
corona of graph TADPOLE.
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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrétes. Elle représente un
moyen tres utile et tres efficace pour résoudre des problémes discrets de la Recherche Opéra-
tionnelle. Elle est ainsi souvent présente dans notre vie quotidienne. Elle peut modéliser
beaucoup de problemes pratiques et dans plusieurs domaines, notamment en technologie,
par exemple les problématiques de réseaux informatiques, de réseaux routiers, de transport
de marchandises, d’emplois du temps, d’électronique, de mécanique du solide et aussi les
réseaux de télécommunication...etc.

Le probléme des quatre couleurs est parmi les premiéres sources d’inspiration de la
théorie des graphes, Ce probléme consiste & répondre a la question suivante :"suffit-il de
quatre couleurs pour colorer n’importe quelle carte géographique? ”. Mathématiquement
et en théorie des graphes, ce probléme consiste a répondre a la question suivante : " peut-
on colorer les sommets d’un graphe planaire en utilisant quatre couleurs de telle sorte que
toutes les arétes aient des extrémités de couleurs différentes ?". Ce probléme a été posé
sous forme de conjecture par Francis Guthrie en 1852, est devenu célébre sous le nom de
probléme des quatres couleurs et n’a pu trouver une réponse positive en 1977, que grace a
I'ordinateur par Appel et Haken. [1,2]

Actuellement, on trouve dans la littérature plusieurs types de colorations, elles sont
définies par la coloration des éléments du graphe (sommets, arétes, faces,...) avec une ou
plusieurs contraintes supplémentaires.

En 2003, Goddard et al. [5] ont introduit la coloration de packing des graphes, il
s’agit de trouver le plus petit nombre de couleurs, appelé nombre chromatique de packing et
noté x,(G), & affecter aux sommets d'un graphe G de telle sorte que si deux sommets u et

v ont la méme couleur 7(u) = w(v), alors dg(u,v) > m(u) ou 7 est une fonction de V' dans

Xiv



Introduction

I’ensemble {1,2,...} . La détermination du nombre chromatique de packing d’un graphe G
est N P—complet méme si elle est limitée aux arbres (voir toujours une enquéte plus récente
[9]). De méme, Goddard et al. dans [7] ont montré que la caractérisation des graphes G
dont lesquels x,(G) < 4 et aussi N P—complet.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons principalement & ’étude de cet invariant, et
I’étudions sur quelques types et classes de graphes. Notre travail est composée de deux
partie, la premiére concerne la détermination du nombre chromatique de packing de plusieurs
types de graphes, et la deuxiéme concerne une classe importante de graphe, appelé: graphe
subdivisé super fini.

Apreés une introduction générale, notre mémoire est composé de trois chapitres.

Le premier chapitre portera des généralités sur la théorié des graphes. Nous in-
troduisons les définitions fondamentales, et les notations de base dans le domaine. Nous
proposons quelques bornes sur le nombre chromatique x(G), qui est le nombre minimum de
couleurs a affecter aux sommets de GG, de telle sorte que deux sommets adjacents regoivent
des couleurs différentes. A la fin de ce chapitre, nous exposons briévement la notion de la
complexité algorithmique.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions la coloration de packing sur les graphes,
les définitions, les notations ainsi que les résultats obtenus par les chercheurs dans [1, 3, 7,
10, 11, 16 | sont énonces.

Au troisiéme chapitre, nous présentons nos résultats sur la détermination du nombre
chromatique de packing de plusieurs types et classe de graphes. Nous déterminons les
valeurs exactes du nombre chromatique de packing pour les produits croisés, ainsi pour
les produits cartésiens d’'une étoile avec une chaine, ensuite pour les produits croisés d’une
étoile et un cycle, ensuite sur les graphes subdivisés super finis des graphes: produit croisé et
produit cartésien d’'une étoile avec une chaine, produit cartésien d’'une étoile avec un cycle.
Nous terminons ce chapitre par déterminer le nombre chromatique de packing des graphes
subdivisés super finis pour les graphes Tadpole et prisme d’un cycle.

Au dernier chapitre, nous étudions une classe de graphe trés importante qui est
la couronne de deux graphes que nous allons la définir dans la suite. Nous commencons

par déterminer le nombre chromatique du graphe subdivisé super fini du graphe Tadpole

XV
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généralisé. Nous déterminons le nombre chromatique de packing des graphes subdivisés
super finis de la couronne de deux graphes suivants: chaine avec une chaine, chaine avec un
cycle et cycle avec un cycle. Tous les résultats obtenus dans ce mémoire ont été démontrés,
des figures illustratives de ces résultats en utilisant le logiciel Geogebra sont mémes insérées.

Le mémoire s’achéve par une conclusion générale et quelques perspectives.

xXvi



Chapitre 1

Notions fondamentales sur la théorie

des graphes.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques concepts de base de la théorie des graphes, ainsi
que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce mémoire, ensuite nous rappelons

la definition de la coloration propre, ainsi quelques resultats obtenus par les chercheurs.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Graphe et sa présentation

Définition 1.1.1 Un graphe G = (V, E) est défini par deux ensembles finis non vide, un
ensemble de sommets V' et un ensemble d’arétes E. Le cardinal de V' est appelé l’ordre de G ;
noté parn (G) et le cardinal  de E est appelé la taille de G ; noté parm (G). Une arétee €
E est un couple de sommets (u,v) noté pare = uv, ouu etv sont les extrémités dee. On dira
dans ce cas que u et v sont adjacents et que e est incidente a u etv. Les graphes tiennent leur
nom du fait qu’on peut les représenter par des dessins. A chaque sommet de G, on fait cor-
respondre un point distinct du plan et on relie par une courbe simple les points correspondant
aux extrémités de chaque aréte. Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont con-

fondues



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.2 Graphe non orienté

Définition 1.1.2 Un graphe non orienté n’est qu’un graphe orienté symétrique, si un arc
relie le sommet u au sommet v, un autre arc relie le sommet v au sommet u. On ne trace

alors qu’un trait entre u et v que l'on appelle une « aréte ».

1.1.3 Multigraphe

Définition 1.1.3 Un multigraphe G = (V, E) est un graphe dans lequel il peut exister

plusteurs arétes entre une paire de sommets.

Figure 1.1.1: Un multigraphe

1.1.4 Graphe simple

Définition 1.1.4 Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes multiples
(deux arétes distinctes joignantes la méme paire de sommets). La figure suivante illustre un

graphe simple G = (V, E) ou V = {a,b,c,d,g,h} et E = {ab,ah,bh,bg,bec,cg,cd,dg, gh} .

b h

G=(V,E)
Vz{a’b’c’dQe’f}
E={(ab),(ah),(bh),(bg),(bc),(cg),(cd),(dg),(gh)}

Figure 1.1.2: Graphe simple
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1.1.5 Adjacence

Définition 1.1.5 Soit G un graphe. Pour une aréte e = {u;v}, notée aussi uv, on dit que:
u et v sont adjacents ;
u et v sont les extrémités de e ;
e est incidente aux sommets u et v ;

u et v sont vo1sINSs.

1.1.6 Voisinage, Degré d’un sommet

Définition 1.1.6 Pour un graphe G, le voisinage ouvert d’un sommet u, noté Ng(u) est
Uensemble des sommets adjacents a u. Le voisinage fermé de u, noté Ngu] est I'ensemble
Nglu] = Ng(u)U {u}. Le voisinage ouvert (respectivement fermé) d’un ensemble de som-

mets S est Ng(S) = UuesNe (u) (respectivement Ng(S) = UuesNe (u) ).

Définition 1.1.7 Le degré d’un sommet u dans un graphe G, noté dg(u), est le nombre
d’arétes incidentes a u, et donc dg(u) = |Ng(u)|. Le degré mazimum (respectivement
minimum) d’un graphe G est noté A(G) (respectivement §(G)) et défini comme le mazimum
(respectivement minimum) des degrés des sommets de G. Un sommet de degré égal o 1 est

appelé sommet pendant (ou feuille).

1.1.7 Sous-graphe

Définition 1.1.8 Soit G = (V, E) un graphe. H = (V', E') est dit un sous-graphe de G
si l’ensemble des sommets V' inclut dans V et l’ensimble des arétes E' est formé par toutes

les aréts de E dont les extrémités sont dans V'.

1.1.8 Graphe complet

Définition 1.1.9 Un graphe G est dit complet si toute paire de sommets est reliée par une

aréte.
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1.1.9 Graphe biparti, Multiparti, graphe biparti complet

Définition 1.1.10 Un graphe G est dit biparti si V(G) peut étre partitionné en deux en-
sembles V' et Vs, de telle sorte que toute aréte du graphe posséde une extrémité dans Vi et
Uautre dans Va. Dans le cas particulier ou |Vi| = m, |Va| = n, dg(u) = n; YV u € V; et

dg(v) =m ; Yv € Vs, alors G est dit graphe biparti complet et est noté K, .

Définition 1.1.11 Un graphe multiparti complet ou t-parti complet Ky, ny..omy » t = 2,
est un graphe G ou l'ensemble des sommets V(G), |V(G)| = ny + ng + ... + ny, peut étre
partitionné en t graphes bipartis complets en t stables N; (c’est-a-dire G|N;| est sans aréte),
i=1,...,t avec |N;| = n; et pour toute paire de sommets u € N; etv € N;, 1 <i < j<t,
wv € E(G).

Définition 1.1.12 Un graphe biparti est dit complet si chaque sommet de V;est adjacent a
tous les sommets de Va. Si |Vi| = p et |Va| = q, alors le graphe biparti complet est noté K, ,
p,q > 1. Plus généralement, un graphe G = (V, E) est dit k—parti (k > 2), si V peut étre
partitionné en k stables {V1,Va, ..., Vi}. 1l est dit multiparti-complet si pour tout i # j, tout
sommet de V; est adjacent a tous les sommets de V;. La Figure 1.1.3, illustre un graphe

biparti complet Ko 4.

Vs

i

Figure 1.1.3: Graphe biparti
complet Ko 4

1.1.10 Graphe planaire

Définition 1.1.13 Un graphe est dit planaire s’il existe une facon de le représenter dans

un plan sans que deux arétes ne se croisent.

Exemple 1.1.1 Le graphe de la Figure 1.1.4 est le graphe complet, qui est planaire.
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Figure 1.1.4: Graphe planaire

1.1.11 Chaine, cycle et roue

Définition 1.1.14 Soit un graphe G = (V, E) une chaine P de G est une séquence fini de
sommets Uy, Ug, ..., Ug, o0 pour tout i =k — 1, (w;u;41), 1 < i <k est une aréte de G. Les
sommets uy et u, sont les extrémiteés de la chaine P et les sommets us, ..., ur_1 sont les

sommets intérieurs de P.

_ Une chaine P est simple si chaque aréte de P rst emprunté une seule fois.

_ Une chaine P est élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le méme sommet.

Définition 1.1.15 Un cycle C,, d’un graphe G = (V, E) est une chaine uy, ..., uy telle que

les extrémiteés sont confondues uy = uy,.

Définition 1.1.16 Une roue, notée W, est un graphe formé d’un cycle C,,_1 avec un som-

met supplémentaire connecté a tous les sommets.

Figure 1.1.5 : Une chaine, un cycle et une roue
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1.1.12 Graphe complémentaire

Définition 1.1.17 Le graphe complémentaire d’un graphe simple, noté G = (V, E), défini
parV (G)=V (G) et E(G) ={uv:ueV(G),veV (G) etuv ¢ E(G)}

Figure 1.1.6: Le graphe de Petersen a gauche et son complémentaire & droite.

Remarque 1.1.1 La superposition de G et G donne un graphe complet. Voir la Figure 1.1.7,
qui illustre un Cs , C'5 et Ks.

(AR

Figure 1.1.7: Le graphe Cs, C5 et K

1.1.13 Arbre

Définition 1.1.18 Un arbre T est un graphe connere sans cycle. Les sommets de T de
degré 1 sont appelés sommets pendants (ou feuilles), et les sommets adjacents a des feuilles
sont des sommets supports. La Figure 1.1.8 représente un arbre de rayon 3 et de diameétre

6. Notons que tout arbre T vérifie : 2rad(T) — 1 < diam(T") < 2rad(T).
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Figure 1.1.8: Un arbre T avec rad(T") = 3 et diam(T') = 6

1.1.14 Etoile et étoile double

Définition 1.1.19 Une étoile est un arbre o seul un sommet est de degré supérieur a 1 et
est notée S,,.
L’étoile double, notée S, 4, est le graphe obtenu en reliant par une aréte le sommet central

de l’étoile S, au sommet central de [’étoile S,.

AN AL I

Figure 1.1.9: Une étoile et une étoile double

Avec: Le sommet central de I’étoile S, est le sommet v de dégré maximum p.

1.1.15 Produit cartésien [6]

Définition 1.1.20 Soit G = (V(G), E(G))et H = (V(H), E(H)) deuz graphes, le produit

cartésien ou la somme cartésienne de G et H, notée par GLIH, est le graphe défini par :

1 V(GOH) ={(u,v) :ueV(G)etveV(H)}.
2 FE(GOH) = (ug, v1)(ug, ve) : (u; = ug et vyvy € E(H)) ou (v1 = vg et ujug € E(G)}.

Le produit cartésien d’une étoile K;,3 et une chaine F;.
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N
AN
7

Figure 1.1.10: Le graphe K;,5 [ Py

Exemple 1.1.2 Le produit cartésien d’une étoile Ky,3 et un cycle Cj.

Figure 1.1.11: Le graphe K;,3 0 Cy

1.1.16 Prroduit croisé [6]

Définition 1.1.21 Soient G; = (Vi, E1) et Gy = (Va, Ey) deux graphes. Le produit direct
(ou croisé) de Gy et Gy , noté G X Go est le graphe ayant comme ensemble des sommets
{(u,v) u € Vi et v € Va}. Deux sommets (uy,v1) et (ug,v2) de Gi x Go sont adjacent si et

seulement st uy est adjacent a uy dans Gy et vy est adjacent a vy dans Gs.

Exemple 1.1.3 La Figure 1.1.12 représente le produit croisé d’une étoile et une chaine
(Figure (a)), et d’une étoile et un cycle (Figure (b)).

NN
Dl

iy

W

Figure(a) : Graphe K;,4 xPs Figure (b): Graphe de K;,3 x Cy
Figure 1.1.12

NVAN / 7
\'/ V 27/
)‘0"’\“."\'/’ 2K "/\
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1.1.17 Isthme

Définition 1.1.22 Un isthme ou un pont est. Une aréte d’un graphe est un isthme si sa

suppression augmente le nombre de composantes connexes que le graphe initial.

1.1.18 Distance, Excentricité, Diamétre et rayon

Définition 1.1.23 La distance entre deur sommets u et v d’un graphe G, notée dg(u,v),
est la longueur d’une plus courte chaine qui relie u a v. Si aucune chaine ne relie u et v,

on définit par convention dg(u,v) = 0.

Définition 1.1.24 L’excentricité d’un sommet u d’un graphe G, notée eq(u), est la plus

grande des distances dg(u,v) ot v € V(G), c’est-a-dire e(u) = rr%/e}}é) de(u,v)
ve

Définition 1.1.25 L’excentricité maximum sur tous les sommets de G est appelée le di-
ameétre de G, et est notée diam(G). En d’autres termes, diam(G) représente la plus grande
distance entre deuxr sommets quelconques de G. L’excentricité minimum sur tous les som-

mets de G est appelée le rayon de G, et est noté rad(G). Pour le graphe illustré dans la

Figure 1.1.13, diam(G) =5 et rad(G) = 3.

5
Figure 1.1.13: Présentation d’un graphe G et des excentricités de ses

sommets

1.1.19 Graphe joint

Définition 1.1.26 Soient G et G5 deux graphes. Le graphe Gy V Gy défini par l’ensemble
de sommets V(G1) UV (Gq) et l'ensemble d’arétes E(G1)U E(G2) et l’ensemble de toutes les
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arétes possibles joignant les sommets de V(G1) a V(G3), est appelé le graphe joint de G et
Gs.

[ J

Gl G2 G1 Vv G2

Figure 1.1.14: Le graphe joint de G et G

1.1.20 Graphe subdivisé

Définition 1.1.27 Le graphe subdivisé de G, noté S(G), est obtenu a partir de G en rem-

placant chaque aréte e = v;v; de G par un nouveau sommet v; ; et deuxr arétes v;v; ; et

’U]‘UZ‘7 e

1.1.21 Graphe connexe, graphe k—connexe

Définition 1.1.28 Un graphe non orienté est connexe s’il y a une chaine entre n’importe

quelle paire de sommets distincts du graphe.
Définition 1.1.29 un graphe connexe est dit k—connexe

e Quels que soient les k — 1 sommets supprimés, GG reste connexe.

e Il est possible de supprimer k sommets “bien choisis” pour disconnecter G' (Devenir

non connexe).

Le graphe cycle C,, est 2—connexe pour tout n > 3.

10
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1.1.22 Graphe prisme d’un cycle Y, [15]

Définition 1.1.30 Un graphe prisme d’un cycle noté par Y, est un graphe obtenu en

prenant deuz cycles disjoints C,, (cycle intérieur et cycle extérieur), et on ajout des arétes

u; les sommets du cycle intérieur.

wuwy pour i, v € {1,2,....n}, u; = uy avec :
uyr les sommets du cycle extérieur.

Ys Ys
Figure 1.1.15: Graphes Prisme Y5 et Yj

1.1.23 Graphe TADPOLE T,, [8].

Définition 1.1.31 Le graphe Tadpole T, ,, (graphe tétard), est le graphe obtenu en joignant

lune des extrémité de la chaine P, a un sommet d’un cycle C, par isthme.

11
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Ts0 Ts4

[ T31
TG,I T6,4
& ° ) ) )

Figure 1.1.16: Graphes Tadpole

1.2 Quelques invariants de graphes

1.2.1 Nombre de stabilité

Définition 1.2.1 Un stable S dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets de G
tel que G[S] est un graphe sans arétes. Le nombre de stabilité o(G) de G est le cardinal

mazximal d’un stable dans G : «(G) = maz {|S] : S est un stable de G'}.

1.2.2 Transversal, Couplage, Recouvrement

Définition 1.2.2 Un transversal d’un graphe G = (V, E) est un ensemble T' de sommets
de V' qui couvre toutes les arétes de G. Notons qu’un transversal existe pour tout graphe et
si T est un transversal alors V —"T" est un stable. Un transversal minimum est un transversal
qut a le plus petit nombre possible de sommets. la cardinalité d’un transversal minimum est

appelée nombre transversal, notée T7(QG).

Définition 1.2.3 Etant donné un graphe G(V, E), on appelle un couplage M dans G un
sous — ensemble d’arétes de E deuxr a deuxr non adjacentes. Un couplage maximum est un

couplage de taille mazimale. On désigne par 5(G) la taille d’un couplage maximum dans G.

12
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Un sommet x de G est dit saturé par le couplage M, s’il existe une aréte de M incidente
a x. Un couplage qui sature tous les sommets de G est appelé un couplage parfait dans G,

sinon, x est dit insaturé par M .

Définition 1.2.4 FEtant donné un graphe simple G (V, E) sans sommet isolé. On appelle
recovvrement de G un ensemble R d’arétes de E qui couvre tout les sommets de GG. Un
recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On désigne par v(G)

la taille minimum d’un recouvrement de G.

Figure 1.1.17 : Un graphe G.

Pour le graphe G illustré dans la Figure 1.1.17, ’ensemble des sommets en rouge représente
un stable S de cardinalité maximum, ’ensemble des sommets noirs représente un transversal

T de cardinalité minimum. L’ensemble des arétes en bleu représente un recouvrement de

cardinalité minimum v(G). D’ou o(G) = 7(G) = w(G) = v(G) = 3.

1.2.3 Nombre de clique

Définition 1.2.5 Une clique K dans un graphe G est un sous-graphe de G tel que K est un
graphe complet. Le nombre de clique w(G) de G est le cardinal mazimal d’une clique dans

G : w(G) = max {|K|: K est une clique de G}.

1.3 La coloration dans les graphes

1.3.1 Coloration des sommets

Définition 1.3.1 On appelle coloration des sommets d’un graphe, toute attribution d’une
couleur a chaque sommet (est une fonction ¢:V — {1,2,3,..,k}(k € N)).
Une coloration est propre si chaque deux sommets voisins portent des couleurs différentes

(c (v) # ¢ (w),Yv,w € V adjacents).

13
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G est k—colorable si on peut colorer ses sommets avec k couleurs distinctes, sans que
deuxr sommets voisins atent la méme couleur.

Etant donné un graphe G = (V, E). Une coloration triviale de G consiste & attribuer &
chacun de ses sommets une couleur différente. Ainsi, tout graphe & n sommets admet une
n—coloration. Donc il est naturel de se demander quel est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour colorer G. D’ot la définition du nombre chromatique de G.

1.3.2 La coloration de packing

Définition 1.3.2 Une coloration de packing d’ordre k dans G, est une fonction ¢ : V —
{1,...,k} telle que si c(u) = c(v) implique que la distance entre u et v soilt supérieure &

c(u).

1.3.3 Le nombre chromatique

Définition 1.3.3 Le nombre chromatique d’un graphe G, noté x(G) est le plus petit nombre
de couleurs nécessaires a une coloration propre des sommets de G.
On le définit comme étant le plus petit entier k tel que G admet une k— coloration, il est

dit aussi que G est x(G)— chromatique

Définition 1.3.4 Une classe de couleur i est un ensemble stable de sommets de V' colorés

avec la méme couleur 1.

Définition 1.3.5 L’ordre minimum d’une coloration de packing est appelé le nombre de la

coloration de packing de G et est noté par x,(G).
Ezxzemple 1.3.1 : G = Py est 2— colorable, x(G) = 2.
Remarque 1.3.1 : Soit G un graphe d’ordre n. 1l est clair que : 1 < x(G) <n .

o \(G) =1 si et seulement si G est un graphe discret.

e \(G) =n si et seulement si G est un graphe complet.

2 st n est pair,
X(Cn) = | o
3 st n est impair.

14
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1.3.4 Bornes sur le nombre chromatique :

Proposition 1.3.1 [7] Si H est un sous-graphe de G,
X(H) < x(G).
Proposition 1.3.2 [13] Pour tout graphe G,
X(G) > w(Q).

ot w(Q) est la taille d’une clique mazimum de G.
Proposition 1.3.3 [16] Pour tout graphe G d’ordre n,
< x(@) < AG) +1
a@ ] =M= '

ot o(G) est le nombre de stabilité de G, et A(G)est le degré maximum de G.

Proposition 1.3.4 [}/ Soit G = (V, E)un graphe simple d’ordre n,

X(G) + a(G) <n+1.
Théoréme 1.3.1 [14] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire,

X(G) +x(G) <n+1.

1.3.5 Classes de complexité

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexité qui permettent
de classer les problémes en fonction de la complexité des algorithmes qui existent pour les

résoudre.

15
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Classe P

Un probleme Q est dans la classe P s’il existe un algorithme déterministe en temps poly-
nomial qui résout Q.

En revanche, un algorithme non déterministe est un algorithme pour lequel un état
peut déterminer de nombreux états suivants simultanément. On peut considérer un algo-
rithme non déterministe ayant la capacité de se ramifier en plusieurs copies de lui-méme,
un pour chaque état suivant. Ainsi, alors qu’un algorithme déterministe doit explorer un
ensemble d’alternatives une a la fois, un algorithme non déterministe examine toutes les
alternatives en méme temps.

Les problémes dans P correspondent en fait & tous les problémes facilement solvables.

Classe NP

Un probleme Q est dans la classe NP s’il existe un algorithme en temps polynomial non
déterministe ce qui résout Q. Clairement PCNP.

Parmi les problémes de NP sont ceux qui sont les plus difficiles dans le sens que si I'on
peut étre résolu en temps polynomial, alors tout probleme peut aussi dans NP. Ce sont
des problémes NP-complets.

La classe N P-complet a des propriétés trés intéressantes.

(a) Aucun probléeme NP-complet peut étre résolu par un algorithme polynomial connu.

(b) S’il existe un algorithme polynomial pour tout probléme NP-complet, alors il existe

des algorithmes polynomiaux pour tous les problemes NP-complets.

e On constate, immédiatement, que P C NP.

Probléme NP-Complet

L’état des algorithmes est constitué des valeurs actuelles de toutes les variables et ’emplacement
de I'instruction en cours a exécuter. Un algorithme déterministe est celui pour lequel
chaque état, lors de I’exécution de I'instruction, détermine uniquement au plus I'un des états

suivants. Tous les ordinateurs qui existent maintenant fonctionnent de facon déterministe.

16



1.3. La coloration dans les graphes

Il existe un certain nombre de problémes de calcul intéressants pour lesquels il n’a pas été
prouvé s’il existe ou non un algorithme polynomial. Plus d’entre eux sont «NP-complet>»,

que nous expliquerons briévement dans cette section.

Classe NP-complet

e Un probléme est N P-difficile si ce probléeme est au moins aussi dur que tous les
problémes dans NP. Par exemple, la détermination du nombre chromatique d’un

graphe arbitraire est un probleme N P-difficile dans le cas général.

e Parfois, nous pouvons étre en mesure de montrer que, si le probléme Q est résolu en
temps polynomial, alors tous les problémes de NP le sont, mais nous ne pouvons pas

argumenter

que @ € NP. Donc, Q n’est pas qualifié pour étre appelé NP-complet. Pourtant, Q
est sans aucun doute aussi difficile que n’importe quel probléme dans NP. Un tel probléme

Q est appelé NP-dur.

17



Chapitre 2

Quelques résultats obtenus sur le

nombre chromatique de packing

Dans ce chapitre, nous exposons la coloration de packing de certains graphes et nous citons
les valeurs exactes du nombre chromatique de packing des graphes simples, a savoir : les

chaines, les cycles, les arbres, les étoiles, la couronne d’un graphe et graphe splitting .

2.1 Motivation et définition du probléme de la col-
oration de packing

Le probleme de la coloration de packing a été posé suite a 1’établissement de nombreux
régles et réglements par la Commission des Communications des Etats-Unis concernant
Pattribution des fréquences de radio-diffusion & des stations de radio. En particulier, deux
stations de radio qui sont affectées de la méme fréquence de diffusion doivent étre localisées
suffisamment loin 'une de ’autre pour que la diffusion de I'une n’altére pas la réception
de l'autre. La distance géographique entre deux stations qui sont affectées de la méme

fréquence est donc directement liée & la puissance de leurs signaux de radio-diffusion.

2.1.1 i-packing

Définition 2.1.1 Un sous ensemble de sommets V; d’un graphe G = (V, E) est dit i—packing

st et seulement st la distance entre deux sommets quelconques de V; est supérieure a i.

18



2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

Définition 2.1.2 Soit G = (V, E) un graphe et k € N*. La fonction f :V — {1,....,k} est
appelée coloration de packing d’ordre k si Uégalité f (u) = f (v) implique d (u,v) > f (u).

L’ordre minimum d’une coloration de packing de G est appelé le nombre chromatique
de packing, et il est noté par Xp(G). La coloration de packing est donc une partition P, =
{1, Vo, .., Vi} de V en k (1 < i < k) i—packing. Notons que toute coloration de packing

est une coloration propre et donc x(G) < x (G) .

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les graphes sont simples.

2.1.2 Coloration de packing de certains graphes particuliers

Tout graphe G d’ordre n admet une coloration de packing d’ordre n, il est possible d’affecter
n entiers distincts, entre 1 et n, a chaque sommet de V. Ainsi, une borne supérieure naturelle

serait 'ordre du graphe qui n’est pas forcément la meilleure.

Proposition 2.1.1 [7] Pour 2 <n <3, x (F,) =2, et pourn > 4,x (F,) = 3.
Uaffectation des couleurs 1,2,1,3,... auxr sommets uy,us, ...,u, de P, représente une

coloration de packing minimum.

Proposition 2.1.2 [7] Pour les cycles C,,,

3 sin=0(mod4) oun =3,
Xp(cn) =

4 sinon.

la coloration de packing optimale est donnée par ['affectation aux sommets vy, ...,v, de

C,, les séquences des couleurs :

1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2,1,3 sin = 4r.
1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2,1,3,4 sin = 4r+1.
1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2,1,3, 1,4 sin = 4r+2.

1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3,1,2,4 sin = 4r+3.

Proposition 2.1.3 [7] Soit G un graphe complet, x,, (K,) = n.
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2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

Proposition 2.1.4 [7] Pour tout graphe G, X, (G) < 7(G)+1, avec égalité si G a diamétre

deux.

Proposition 2.1.5 [7] Si G est un graphe biparti de diamétre 3. Alors :

Ou w (G) est la taille maximun d’une clique.
Proposition 2.1.7 [7] Soit G un graphe. Si x(G) = x,(G), alors : w(G) > x(G) — 2.

Proposition 2.1.8 [7] Pour tout graphe connexe G, X, (G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.
Proposition 2.1.9 /3] Pour tout n > 3,
X, (S (Kn) =n+1.
Proposition 2.1.10 /3] Pour tout graphe connexe G avec au moins trois sommets,

w(G)+1<x,(5(G)) <x (G)+1.

p

Ou S (G) est le graphe obtenu en subdivisant toutes les arétes de G.

Proposition 2.1.11 [7] Pour tout sous graphe H d’un graphe G,

x (H) < x (G).

P p

2.1.3 Graphes avec petit nombre de la coloration de packing

En utilisant le fait qu'un graphe G tel que XP(G) = 2 ne contient pas P, comme sous-graphe
induit et vérifie diam(G) < 2, alors d’apres la Proposition 2.1.4, on a forcément 7(G) = 1
c.a.d que G est une étoile. D’ou la caractérisation des graphes de nombre chromatique de

packing égal a 2.

20



2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

Proposition 2.1.12 [7] Pour un graphe conneze G, X,(G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.

-

1 1 1
Figure 2.1.1: Graphe K ,,
Xp(KLn) = 2.

Proposition 2.1.13 [7] Soit G un graphe 2—connexe. Alors x,(G) = 3 si et seulement si
G = S(H) ou H est un multi-graphe biparti ou G est le joint de Ky et d’un stable. Pour
un sommet v, on définit un T'—ajout de v comme étant 'opération qui consiste a ajouter un

sommet w,, un stable X,, l'aréte vw, et quelques arétes entre {v,w,} et X,. Voir la Figure

2.1.2.

v

Un graphe G. Un T-ajout de v.

Figure 2.1.2 : Un graphe G est un 1" — ajout du sommet v.

Proposition 2.1.14 [7] Soit G un graphe. X, (G) = 3 si et seulement si G peut étre formé
en prenant un certain multigraphe biparti H avec bipartition (Va, V3), en subdivisant chaque
aréte exactement une fois, en ajoutant des feuilles a certains sommets dans Vo U V3, puis en

effectuant un seul T-ajout o certains sommets de V3.
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2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

2.1.4 Coloration de packing pour les arbres

Nous nous intéressons aux arbres avec un nombre de coloration packing trés grand. Pour
cela, il est nécessaire d’examiner les petits cas. Un arbre de diameétre 2 (étoile) a un nombre
chromatique packing égal & 2. Un arbre de diamétre 3 a un nombre chromatique packing 3.
Le cas d’un arbre de diameétre 4 est plus compliqué, mais Goddard et al [7] ont pu donner
une formule explicite basée sur le sommet central et leurs voisins de degré 1, 2 et 3 et de
degré supérieur ou égal a 4. Pour cela on définit un sommet faible s’il est de degré inférieur
ou égal & 3 et un sommet fort s’il est de degré supérieur ou égal a 4.

Soit T' un arbre de diameétre 4 avec un sommet central v. Pour i = 1, 2, 3, soit n; le
nombre de voisins de v de degré ¢ et soit L le nombre de degré max de v, alors nous avons

la proposition suivante :

Proposition 2.1.15 [7] Soit T un arbre de diamétre 4. Si L =0, alors :

4 si ng>2 et ng+ns+ng>3,
Xp(T) = ‘
3 sinon.

et si L >0, alors :

L+3 si ng>1 et ny+no+ng>2,
Xp(T) =4 L+1 si ng=ny=n3z=0,
L+ 2 sinon.

Proposition 2.1.16 [7] L ordre minimum d’un arbre avec x,(T') = 2 est 2. Pour x,(T) = 3
c’est 4 et pour Xp(T ) = 4 c’est 8. En outre, P, est l'arbre unique de 4 sommets qui ont

besoin de 3 couleurs. Les deux arbres de 8 sommets qui ont besoin de 4 couleurs sont :
(1) larbre de diamétre 4 avec ng =2, ny =1 et L =ny = 0, appelé As.

(71) Uarbre de diamétre 5 ou les deux sommets centrauz ont le degré 3 et pour chaque

sommet central 3 sommets voisins de degrés 1, 2 et 3 respectivement, appelé Bs.
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2.2. Coloration de packing de la couronne d’un graphe

1< e

A8 Bg

Figure 2.1.3 : Les plus petits arbres avec x,,(T) = 4.

Proposition 2.1.17 [7] Soit T un arbre différent de Py. Supposons T contient une chaine
{t wvw} out est de degré 1. u et v ont le degré 2. Alors : x,(T) = x,(T — ).

Théoréme 2.1.1 [7] Pour tout arbre T d’ordre n,
Xp(T) < (n+7)/4

excepter quand n = 4 ou 8, et cette borne est atteinte.

2.2 Coloration de packing de la couronne d’un graphe

Dans cette section, nous exposons des valeurs exactes du nombre chromatique de packing
des couronnes des chaines et des cycles, déterminées par [12]. Des valeurs exactes, et des
bornes sur les différentes classes de chenilles sont énoncées. On définit la couronne d’un
graphe G, notée Cr(G), est le graphe obtenu a partir d’une copie de G dans laquelle on

attache un sommet pendant & chaque sommet de G.

Figure 2.2.1 : Un graphe C} et sa couronne.
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2.2. Coloration de packing de la couronne d’un graphe

2.2.1 La couronne d’une chaine

Soit P, = {1, ...,x,} une chaine de longueur n et Cr(P,) la couronne de P,. Notons par

Y1, ---, Yn les sommets pendants adjacents aux sommets z1, ..., x, respectivement.

Figure 2.2.2 : La couronne de P,.
Proposition 2.2.1 [12] Pour tout entier n, n > 10,
(1) Pourn =2, x,(Cr(P,)) = 3.
(2) Pourn € {3,...,9}, x,(Cr(P,)) = 4.

(3) Pourn > 10, x, (Cr(P,)) = 5.

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 121r121r13
31 5 1 4 1 5 1 41 3 13 1 4

1

Figure 2.2.3: Coloration de packing de Cr(Py), Cr(P) et Cr(Fy).

2.2.2 La couronne d’un cycle

Soit Cr(C,,) la couronne d'un cycle C,, = {r1,...,x,} de longueur n. Notons par yi, ..., Y,

les sommets pendants adjacents aux sommets de C,.
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

Y1 Yo Y3 Y4 Y1 Yn

Figure 2.2.4: La couronne de C,.
Pour la couronne du cycle, il y’a un résultat identique a celui de la couronne d’une

chaine. Pour les autres valeurs de n, le résultat est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.2.2 [12] Pour tout entier n,

4 si ne{3, 4},

5  sthon.
I i i I4 I f f
3 1 3 1 1 1

Figure 2.2.6 : x (Cr(C12)) = 5.

2.3 Détermination du nombre chromatique de packing
de graphe splitting

Définition 2.3.1 [17] Pour un graphe G, le graphe splitting d’un graphe G, noté par S'(G),
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

est obtenu en ajoutant un nouveau sommet v’ correspondant o chaque sommet v de G, tel

que le nombre de voisins de v dans G est égal le nombre de voisins de v’ dans s'(G).

2.3.1 La coloration de packing de graphe splitting pour les chaines

Proposition 2.3.1 [10] Pour tout n, x,(S (P,)) < 7.

Figure 2.53.1 : Le graphe splitting de Ps.

2.3.2 La coloration de packing de graphe splitting pour les cycles

Proposition 2.3.2 [10] Pour n < 19, Xp(S'(C'n)) < 8, et pour n > 20, si n = 0(mod4),
alors x,(S'(Cp)) =17.

v

1 1

Figure 2.3.2 : Splitting de C}.
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

2.3.3 La coloration de packing de graphe splitting de ’étoile

Proposition 2.3.3 [19] Soit K1 ,,, n > 2 une étoile avec n sommets. Alors x,,(S (K1,)) =
3.

3

Figure 2.53.3 : Splitting d’une étoile.

2.3.4 La coloration de packing de graphe splitting de I’étoile dou-
ble

Théoréme 2.3.1 [9] Pour le graphe S (Spq), X,(S (Spq)) = 4.

Figure 2.5.4 : Splitting d’une étoile double.
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

2.3.5 La coloration de packing de graphe splitting pour les graphes

complets

Proposition 2.3.4 [11] Pour K,, x,(5 (K,)) =n+ 1.

11

Figure 2.3.5 : Graphe Splitting de K.
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Chapitre 3

Détermination du nombre
chromatique de packing de quelques

types de graphes

Dans ce chapitre, nous donnons nos résultats sur la détermination du nombre chromatique

de packing de quelques types de graphes.

3.1 Coloration de packing du produit croisé de deux

graphes

3.1.1 Coloration de packing du produit croisé d’une étoile et une

chaine

Théoréme 3.1.1 Pour toutn > 2, p > 3,

2s1n =2,

3 sinon.

XP(KLP X Pﬂ) - {

Preuve.
Cas 1. Pour n = 2, le graphe K;,, X P, peut former sous forme de I'union de deux

étoiles, donc: x,(k1,p X P,) = X, (k1, p). D’apres la Proposition 2.1.12, x, (k1 ,) = 2.
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

D’ou : x, (ki p X P,) = 2.

Figure 3.1.1: Graphe ki, , X Po,p > 3: X, (k, p X P2) =2

Cas 2. Pour n > 3, le graphe de K;,, x P, contient un sous graphe induit C,. D’apres
la Proposition 2.1.2, x,(Cy) = 3 et par la Proposition 2.1.11, x,(Cs) < x,(K1,p xFy).
Dot x,,(K1,p X FP) > 3.

Maintenant, montrerons que x, (K1,, X,) < 3. On utilise la coloration suivante :

On colore les np sommets de degré inférieur ou égal & 2 par 1, et on colore les n sommets
de degré supérieur ou égal a p par la séquence de couleurs:

223sin=23
2233, ..., sin =0 (mod 4)
2233,...,2, sin =1 (mod 4) ™
2233, ...,22, sin = 2 (mod 4)
2233, ...,223, sin = 3 (mod 4)

Exemple 3.1.1 Les deux figures sutvantes représentent une coloration de packing de K, X

Pn,n%Q(modél) 6tK1,3XP5.
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

3.1.2 Coloration de packing du produit croisé d’une étoile et un
cycle
Théoréme 3.1.2 Pour toutn > 3, p > 3,

3sin=0 (mod 4) oun =3,

Xp(Kl,p X Cn) = { ]
4 sin 20 (mod 4).

Preuve.

Cas 1: Pour n = 0(mod 4) oun = 3, le graphe K;,, x C,, contient un sous graphe induit
Cy. D’aprés la Proposition 2.1.2, x,(Cy) = 3 et par la Proposition 2.1.1, x, (K1,, XCy,) >
X, (Cs). Dot x,(Ky,, xCy) > 3.

Pour montrer que x (K1, X P,) < 3. On utilise la coloration suivante :

On colore les np sommets de degré 2 par 1, et on colore les n sommets de degré 2p
comme suit :

232sin=3
et par la séquence 2233,...sin = 0 (mod 4).

K3 X Cy

Figure 3.1.4: x (K14 x C3) = x, (K13 x C4) =3

32



3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

Cas 2: Pour n 2 0(mod 4), le graphe de K;,, x C, contient un sous graphe induit
Cy,, n’est pas multiple de 4. D’aprés la Proposition 2.1.2, x(C,,) = 4 et par la Proposition
2.1.11, x (K1, xCp) > X, (Cr).

Dot x,(K1,p xCy) > 4.

Maintenant, pour montrer que X,,(K 1,p XCy) < 4, on utilise la coloration suivante :

On colore les np sommets de degré 2 par 1, et on colore les n sommets de degré 2p
comme suit :

Si n = 5, alors on utilise la coloration suivante 22334.

Si n > 5, alors on utilise la coloration séquentielle suivante : 2233, ..., 44

Les deux derniers sommets sont colorés par la couleur 4.

La figure suivante donne une coloratin de packing du graphe K;3 x C,,n = 3(mod

Figure 3.1.5: Graphe K3 x C,. n =23 (mod 4), x, (K13 x C,,) = 4

Exemple 3.1.2 Les figures suivantes donnent une coloration de packing de Ky5 x Cy et

K1’3 X 09.
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

SRSz AN A ,m\
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super

fini de qulques graphes

3.2.1 Graphe subdivisé super fini

Définition 3.2.1 Soit G un graphe & n sommets et t arétes. Le graphe obtenu en rem-
plagcant chaque aréte de G par un graphe biparti complet Ks,,, (m est fini) est appelé: graphe
de subdivision super fini de G, noté FSSD,,(G).

Remarque 3.2.1 Pour m =1, le graphe FSSD,,(G) est également le graphe S(G).

3.2.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini du

produit croisé d’une étoile et une chaine

Théoréme 3.2.1 Pourp>3,n>2etm>1,
XP(FSSDm(Kl,p xP,)) =3.

Preuve.

Notons par u;, i € {0,1,...,p} les sommets de Ki,, tel que dg, (u) = p, et v;, j €
{1,...,n} les sommets de P,. Donc les sommets de Kj,, X P, sont notés par (u;,v;),i €
{0,1,...,p}, 7 € {1,...,n}. On note aussi les m sommets de chaque sous graphe induit
K qui remplace chaque aréte de Ki,, x P, par (u;,v;)", i € {0,1,....p}, j € {1,...,n},
ke {1,...,m} (Voir Figure 3.2.1).

Soit ¢ : V(FSSD,,(Ky,, xP,)) — {1,2, ...} une coloration de packing sur F'SSD,,(K7,, X P,).
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

(uo, ’01) (’l.Lo, Uz) (’LLO, '03). R (.an Un—l) (u(la Un)

(u1, vy 1,Vs3) (u1, v, Uy, Vp)
o [} [}

(’u,g,’l) } 25'03) (UQ,'U 71) U2, Un)
[ ® [
o o o

(ups v1) (up, v2) (up;v3) (Ups V1) (up, vn)

k .
(w4, v;)":les sommets noirs.

Figure 3.2.1 : Représentation du graphe F'SSD,, (K, x P,)

Pour p > 3, n > 2 et m > 1. Le graphe F'SSD,,(K,,, xP,) contient un sous graphe
induit Py. D’apres la Proposition 2.1.1, XP<P4) = 3, et par la Proposition 2.1.11,

X, (FSSDy (K1, xPy)) = X, (Ps) . Dot x,(FSSD(Ky,, xP,)) > 3.

Maintenant, pour montrer que x,(F'SSD(Ki,, xP,)) < 3, on utilise la coloration suiv-
ante: c((ug,v;)) = 3 pour tout j € {1,...,n}, et pour tout ¢ € {1,...,p}, c((u;,vj)) = 2 et
Jj€{1,...,n}, et c((u;,v;)*) = 1 pour tout i € {0,1,...,p}, j € {1,...,n} et k € {1,...,m}

(Voir Figure 3.2.2) (les sommets noirs sont colorés par 1). m
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Figure 3.2.2 :Graphe F'SSD; (K., XP,), XP(FSSDl(Kbp xP,)) =3

Exemple 3.2.1 La figure suivante représente la coloration de packing de F'SSDy(K1,4 X Py)

(les sommets noirs sont colorés par 1).

Figure 3.2.3: Graphe FSSDQ(K1,4 XP4), XP(FSSDQ(K1,4 XP4)) =3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.3 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini du

produit cartésien d’une étoile et une chaine

Théoréme 3.2.2 Pourp>3,n>2etm>1,
\(FSSD(Ky,, O P,)) = 3.

Preuve.

Notons par u;, i € {0,1,...,p} les sommets de K, tel que dg, ,(uo) = p, et par vj,
j € {1,...,n} les sommets de P,. Donc les sommets de K,, O P, sont notés par (u;,v;),
i €40,1,....p}, j € {1,...,n}. On note aussi les m sommets de chaque sous graphe induit
K qui remplace chaque aréte de Ky,, O P, par (u;,v;)*, i € {0,1,...,p}, j € {1,...,n}
et k € {1,...,m} (Voir Figure 3.2.4). Soit ¢ : V(FSSD,,(Ky, O P,)) — {1,2,...} une
coloration de packing sur F'SSD,,(K1,, O P,).

(o, v1) (w0, v2) .
° 19 ’02)
NPSAY .
( U2, ,022 (Uu U]) :Les sommets noirs.

®

(]

[}

[}

2 4 ) °

(up, v2) ° (ups vn)

Figure 3.2.4 : Représentation du graphe F'SSD,,(K;,, O P,)

Pour p > 3, n > 2 et m > 1. Le graphe F'SSD,,(K;,, O P,) contient un sous
graphe induit Py. D’apres la Proposition 2.1.1, x (P;) = 3, et par Proposition 2.1.11,
X (FSSDu(K1, O P)) > X, (Py).

Dot: x,(FSSD(K,,,0P,)) > 3.

Maintenant, pour montrer que x,(FSSD(Ky, O PF,)) < 3, on utilise la coloration

suivante :
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Les m sommets de chaque sous graphe induit K5, qui remplace 'aréte (u;,v;) sont
colorés par 1.

Pour les sommets (u;,v;), i € {0,1,...,p}, j € {1,...,n} de K;,,0P,, on distingue deux
cas :

Casl : Si n est pair. Pour les sommets (uo,v;), j € {1,...,n}, on utilise la coloration
séquentielle suivante: 23, ..., et pour tout i € {1,...,p}, les sommets (u;,v;), j € {1,...,n}
sont colorés ’aide de la coloration séquentielle suivante: 32,...,32. m

Le tableau suivant illustre cette coloration :

2 3 2 3
3 2 3 2
3 2 3 2

Cas 2 : Si n est impair. Pour les sommets (ug, v;), j € {1,...,n}, on utilise la coloration
séquentielle suivante: 23, ...,2, et pour tout ¢ € {1, ..., p}, les sommets (u;,v;), j € {1,...,n},
sont colorés par la séquence de couleurs suivante : 32, ...,3 (la séquence est fermée par 3).

Cette coloration est représentée dans le tableau suivant :

23 2 3 ... 2
32 3 2 ... 3
32 3 2 ... 3

Exemple 3.2.2 Les deuz figures suivantes donnent une coloration de packing de F'SSDo(K1,3

O Py) et FSSDy(K1,2 O F) (les sommets noirs sont colorés par 1).
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

4?40 NS )\

=3

Figure 3.2.6: Graphe F'SSD,(Ky,3 O Fs), x,(FSSD:1(Ky,3 O Fg)) = 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.4 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini du

produit cartsien d’une étoile avec un cycle

Théoréme 3.2.3 Pourp >3, n>4etm>1,

X, (F'SSDy(K1,,0C,)) = 3 sin est pair.

Preuve.

Notons par G = (V, E) le graphe F'SSD,,(K;,,0C,). On note par u;, i € {0,1,...,p} les
sommets de K1,, tel que dg,  (ug) = p, et par v;, j € {1,...,n} les sommets de C,. Donc les
sommets de K7,, xC,, sont notés par (u;,v;), i € {0,1,...,p}, j € {1,...,n}. On note aussi
les m sommets de chaque sous graphe induit K, ,, qui remplace chaque aréte (u;,v;) de

K,,,0C, par (u;,v;)*, i €{0,1,....p}, j€{l,..,n} et ke {1,..,m} (Voir Figure 3.2.7).

U, vn)

(u,-, ’Uj)k:les sommets noirs.

N

° °
(U’P7 (01) (u[h 102) (u'pa U

Figure 3.2.7: Représentation du graphe F'SSD,,(K;,,0C,,)

Pour p > 3, n >4 et m > 1. G contient un sous graphe induit C,,. D’apres la Proposition
2.1.2, XP(C’n) = 3, et par la Proposition 2.1.11, x ,(FSSD,,(K1,,00C,)) > x,(Cy).

Dot : x,(FSSD(K:,,0C,)) > 3.

Maintenant, pour montrer que x,,(FSSD(K,,[0C,)) < 3, on utilise la coloration suiv-
ante:

Les m sommets de chaque sous graphe induit K5, qui remplace 'aréte (u;,v;) sont
colorés par 1.

Pour les sommets (u;,v;), i € {0,1,...,p}, j € {1,...,n} de Ky,, xP, on utilise la col-

oration suivante :
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Pour les sommets (ug,v;), j € {1,...,n} on utilise la coloration séquentielle suivante
: 23, ..., et pour les sommets (u;,v;), i € {1,...,p}, j € {1,...,n}, on utilise la coloration
séquentielle suivante : 32, ....

Cette coloration est représentée dans le tableau suivant :
2 3 2 3

3 2 3 2
32 3 2 ...l m

Exemple 3.2.3 La figure suivante représente une coloration de packing de F'SSDoy(K;,5 O

Cy) (les sommets noirs sont colorés par 1).

Figure 3.2.8: Graphe F'SSDy(K1,5 O Cy), x,(FSSDy(K1,5 O Cy)) =
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Proposition 3.2.1 Pourp>3,n>3 etm > 1,
X, (F'SSDy(K1,,0C,)) < p+4 sin est impair.

La coloration de packing est donnée par : pour les sommets (uo,v;), j € {1,...,n} on
utilise la coloration séquentielle suivante : 23, ..., 4, et pour les sommets (u;, v;), i € {1, ..., p},

Jj €{1,...,n}, on utilise la coloration représentée dans le tableau suivant :

(3 93 .. 4
3923 .. 5
3923 .. 6

3 2 3 ... pt+4

Les m sommets de chaque sous graphe induit K5, qui remplace 'aréte (u;,v;) sont

colorés par 1.

Exemple 3.2.4 La figure suivante représente une coloration de packing de FSSD;(Ky,4 O

C3) (les sommets noirs sont colorés par 1).

Figure 3.2.9: Graphe FSSD;(Ky,4 xC3),
XP(FSSDl(K1,4 ><C’3)) =38.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.5 Coloration de packing pour un graphe subdivisé super fini

d’un TADPOLE 7,

Théoréme 3.2.4 Pourp>3,n>2etm>1,

3 si p est pair,
4 sinon.

XP(FSSDm(Tp,n» = {

Preuve. Notons G = (V, E) le graphe FFSD,,(T,,). On note par w;, i € {1,...,p}
les sommets de C,, et v;, j € {1,...,n} les sommets de P, le sous graphe induit de T}, ,.
On note par w l'aréte qui relie un sommet de C, avec 'une des exterimété de F,. Sans
perte de généralite, supposons que w = uyvy, et uﬁl, i,le{l,..,p},i1#letke{l, ..m}
les m sommets de chaque sous graphe induit K ,, qui remplace 'aréte w;u; de C,, et v}f 0
Jg € {1,...n}, j # g et k € {1,...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit
K5, qui remplace l'aréte v;v, de P,. On note aussi par w*, k € {1,...,m} les m sommets

de chaque sous graphe induit K, qui remplace l'aréte w (Voir Figure 3.2.10). Soit ¢ :

V(G) — {1,2,...} une coloration de packing sur G.

>

Figure 3.2.10: Graphe TADPOLE FSSDs5(T5.4).

Cas 1. Pour n > 2 et p est pair. G peut former comme un multi-graphe biparti (voir

Figure 3.2.11). D’aprés la Proposition 2.1.13, x,(FSSD,,(1},,)) = 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

FSSDy(P;)

\ /
/
\\‘/2/ \\‘@//

Figure 3.2.11: Graphe F'SSDy(Tg5).

Cas 2. Pour n > 2 et p est impair. G contient un sous graphe induit Cj, avec
2p # 0 (mod 4). D’aprés la Proposition 2.1.2, x,(C5,) = 4, et par la Proposition 2.1.11,
Xp(FESDn(Tpn)) 2 X, (Cop). Dot X, (FFSDim (1)) = 4.

Montrons maintenant que x (F'FSD;,(Tyn)) < 4, pour cela on utilise la coloration
suivante:

On pose c(uf;) = c(w*) = ¢(vf,) = 1 pour tout i, [ € {1,...,p}, i # 1, j, g € {1,...,n},
Jj# g, ke {l,...,m}. Les sommets u;, i € {1,...,p} de C, sont colorées par la séquence
suivante : 23,23, ...,234.

Pour colorier les sommets v;, j € {1,...,n} de P,, on distingue deux cas:

Cas 2.1. Si n = 0(mod 2) on distingue deux possibilités:

1 Sic(up) € {2,4} on utilise la séquence suivante: 32,32, ...

2 Sic(uy) € {3,4} on utilise la séquence suivante: 23,23, ...

Cas 2.2. Si n = 1(mod 2) on distingue deux possibilités:

1 Sic(uy) € {2,4} on utilise la séquence suivante: 32,32, ..., 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

2 Sic(uy) € {3,4} on utilise la séquence suivante: 23,23, ...,2.
Par conséquence x (FSSD,,(Tp,)) =4. =

Exemple 3.2.5 Les deux figures suivantes représentent une coloration de packing de F'SSD,,(Ty5)

et F'SSD5(Ty4)(les sommets noirs sont colorés par 1).

2

Figure 3.2.13 : Graphe F'SSD3(Ty.4), XP(FSSDS(TQA)) = 4.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.6 Coloration de packing pour un graphe subdivisé super fini

d’un Prisme de cycle Y,

Théoréme 3.2.5 Pourn >3, m > 1,
X, (F'SSDy(Yy,)) = 3 sin est pair, et x, (F'SSDy,(Y,)) <5 sin est impair.

Preuve. Notons par G = (V| F) le graphe F'SSD,,(Y,). On note par w;, uy, i,i’ €
{1,...,n} les sommets Y, tellque u; les sommets du cycle intérieur et u; les sommets du cycle
extérieur. On note par uﬁj, uf,,j, i,i, 7,7 €{l,...n},i#j, i #j etke{l,...m}lesm
sommets de chaque sous graphe induit K ,, qui remplace 'aréte u;u; dans cycle intérieur
et aréte uyu; dans cycle extérieur. Soit ¢ : V(G) — {1,2,...} une coloration de packing

sur G.

Uy Ui :les sommets rouges.

k .k -
U, s Uy i :les sommets noirs.

Figure 3.2.14 : Le graphe F'SSD;(Y})

Pour n est pair. G contient un sous graphe induit Cs,, ot 2n est un multiple de 4. D’aprés
la Proposition 2.1.2, x,(Ca,) = 3, et par Proposition 2.1.11, x ,(FFSD,(Y;,)) > x,(Can).
Dot x,(FFSD(Y,)) > 3.

Maintenant, pour montrer que x (F'SSD,,(Y,)) < 3, il suffit d’utiliser la coloration
suivante :

On pose c(uf]) = c(uf,’j,) = 1 pour tout ¢, 7, j, j/ € {1,...,n}, i # j, i # j et
ke{l,..,m}.

Concernant la coloration des sommets u;, u;, i, i € {1,...,n}, on utilise la coloration

suivante:
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Pour le cycle intérieur, on utilise la sequence suivante: 23, ..., 23.

Pour le cycle extérieur, on utilise la sequence suivante: 32, ..., 32.

Donc x (F'SSDm(Y,)) = 3.

Pour n est impair, la bornne supérieur de la coloration de packing est donnée par
affectation aux sommets w;, u;, i, i’ € {1,...,n} de Y, on utilise la coloration suivante:

Pour le cycle intérieur, on utilise la sequence suivante: 23, ..., 4.

Pour le cycle extérieur, on utilise la sequence suivante: 32, ..., 5.

Les sommets uf . uf ., i, i, j, 5 € {1,...,n},i#j, 7 #j et k € {1,...,m} sont colorés

1, g0 7l g

par 1. Dot x (F'SSD,(Y,) <5 m

Exemple 3.2.6 Les figures suivantes représentent une coloration de packing de F'SSDo(Y3),
FSSDy(Ys), FSSD1(Yz), FSSDy(Yy) et FSSD1(Yy).(les sommets noirs sont colorés par

1).

Figure 3.2.15: Graphe F'SSD(Ys), x, (FSSD2(Ys)) =3 .
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Y

2

Figure 3.2.16 : Les graphe F.SSD;(Ys) et F'SSD,(Y7),
XP(FSSDml(}/S)) = XP(FSSD1<Y7)) =35

Figure 3.2.17: Graphe F'SSD1(Y1o), X, (F'SSD1(Y10)) = 3 .
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’'une couronne de deux

graphes
. i . T .
3 ® 3 L g 3 & 2
' 2
. f . T .
2 * 2 ¢ 2 * 4

Figure 3.2.18 : Graphe F.SSD;(Yy), x, (F'SSD1(Yy)) =5

3.3 Coloration de packing d’un graphe subdivisé super

fini d’une couronne de deux graphes

3.3.1 La couronne de deux graphes

Définition 3.3.1 Soient G, Gy deux graphes a nqy,no sommets et mq, mo arétes respective-
ment. Alors la couronne Gy ® Gy est le graphe formé par une copie de Gy et | V(G1) |copies
de Go, ot le i sommet de Gest adjacent & tous les sommets de la €™ copies de Gy. La
couronne G1 ® Gy de Giet Gy any+ning sommets. Si Gy = Ky, alors G ® Gy est le graphe

Cr (Gl)

3.3.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’une

couronne généralisée du graphe Tadpole

Théoréme 3.3.1 Pourp>3,n>2,q>1etm>1,

3 st n est pair,

4 sinon.

Preuve. Notons par G = (V,E) le graphe FFSD,,(T,, ® qK;). On note par u;,
ie{l,..,p}etv;, je{l, .., n} les sommets de C,, respectivement P,, les sous graphes
induit de 7},,,. On note par w I’aréte qui relie un sommet de C, avec I'une des extrémités

de P,. Sans perte de généralité, supposons que w = ujvy, et uﬁl, i, le{l,...p}, 1 #1
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’'une couronne de deux
graphes

et k € {1,...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit K5, qui remplace 'aréte
uw de Cp, et vf’g, J,g €41,...,n}, j #getke{l, .. m}les m sommets de chaque sous
graphe induit K, ,, qui remplace l'aréte v;v, de P,. On note aussi par wh ke {1,..,m}
les m sommets de chaque sous graphe induit K5 ,, qui remplace ’aréte w. On note par z; 5,
zin, t € {1,....,p}, j € {1,....,n} et h € {1,...,q} les sommets de ¢K; voisins aux sommets
u;, respectivement v; dans le graphe 7,, ® ¢K;. On note par xf’h, $§?7h, i € {1,...,p},
jeA{l,...n}, he{l,..,q} et k € {1,...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit
Ky, qui remplace I'aréte x;x), , respectivement z;x; dans le graphe T}, ® ¢K;. Soit ¢ :
V' — {1,2,...} une coloration de packing sur G.

Cas 1: n > 2 et p est pair. Le graphe 7},,, et un graphe biparti d’ensembles V3, V.
Le graphe T,, ® qK; est un graphe multiparti d’ensembles Vi, Va, V3 et V,. Le graphe
FSSD,(T,, ® qk;) reste un graphe multiparti en multipliant les arétes de 7, ©® ¢K; m
fois et on subdivise toutes ses arétes une seule fois (Voir Figure 3.3.1). D’apres la Proposition

2.1.13, x,(FSSDu(Tpn © qK1)) = 3.

Va V3
Figure 3.3.1 : Graphe F.SSDy(Ts4 ® 3K;)
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’'une couronne de deux
graphes

Cas 2. Pour n > 2 et p est impair. G contient un sous graphe induit Cy, avec 2p 2
O(mod 4) et d’apres la Proposition 2.1.2, x,(C3,) = 4, et par la Proposition 2.1.11,

X, (FFSDy(Tyn © ¢K1)) > x,,(Cyp). Dot X, (FFSDy,(T,n ® qK1)) > 4.

Montrons maintenant que x (FF'SD,,(T),,©qK1)) < 4, pour cela on utilise la coloration
suivante:

On pose c(uy;) = c(w*) = c(vf,) = c(zf),) = c(=F,) = 1 pour tous i, | € {1,...,p},
i £l g, 9€e{l,..,n},j#g, he{l,...q} et k€ {l,....m}. Les sommets u;, i € {1,...,p}
de C), sont colorés par la séquence suivante : 23,23, ...,234. Pour colorer les sommets x; j,
ie{l,...p}et he{l,.., q}, on distingue deux possibilités:

1 Sic(w) =2, alors ¢(z;,) = 3.

2 Sic(u;) =3, alors c(z;,) = 2.

Pour colorer les sommets v;, j € {1,...,n} de P,, on distingue deux cas :

Cas 2.1. Si n = 0(mod 2) on distingue deux possibilités :

1 Sic(uy) € {2,4}, alors la séquence suivante est utilisée :

32,32, ...
2 Sic(up) € {3,4}, alors on utilise la séquence suivante :
23,23, ...
Cas 2.2. Si n = 1(mod 2), alors on distingue deux possibilités :
1 Sic(uy) € {2,4}, alors on utilise la séquence suivante :
32,32, ... 3.
2 Sic(uy) € {3,4}, alors on utilise la séquence suivante :
93.23,....2.

Ensuite, on distingue deux possibilités sur la coloration des sommets z;,, j € {1,...,n}
et h e {l,..,q}.

1_ Sic(v;) =2, alors c(z;,) = 3.

2 Sic(v;) =3, alors c(z;,) = 2.

Par conséquence x (FSSDy,(Tpn)) =4. =

Exemple 3.3.1 Les figures suivantes représentent la coloration de packing de F'SSD1(Ty 3®
2K,) et FSSDy(T54 ® 3K4).(les sommets noirs sant colorés par 1).
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’'une couronne de deux
graphes

3 2
LY

322
o

7 KN

Figure 3.3.3 : Graphe FSSDQ(T5’4 ® ?)Kl), Xp (FSSDQ(T5’4 ® 3K1)) = 4.
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’'une couronne de deux
graphes

Lemme 3.3.1 Pour le graphe FSSD1(P> ® Py),
XP(FSSDl(P2 ® P4)) = 9.

Preuve.
On note par u;, i € {1,2} les sommets de P, tels que drssp,(por,) (Vi) = 5, et par Py,
i € {1, 2} les chaines correspondantes aux sommets w;. On note aussi par v; ;, ¢ € {1,2},

J € {1,...,4} les sommets de P, 4. Le sommet de subdivision de 'aréte uus est noté par uiQ.

Pour tout i € {1,2}, j, 1 €{1,....,4}, (j # 1), on note par v}’jﬂl le sommet de subdivision de

'aréte v; jv;;. Pour tout i € {1,2} et j € {1,...,4}, on note par s}yj le sommet de subdivision

de laréte u;v; ;. Soit ¢ : V' — {1,2,...} une coloration de packing sur F'SSD;(P,® Py) (Voir
Figure 3.a.1).

L L
1
u%’z
W ;: les sommets bleus. V,; 5:les sommets rouges ’U-l . 81 . : les sommets noirs.
¢ ZY ges. ’&,],l’ 1,7

Figure 3.a.1: Le graphe FSSD;(P, ® Py)

G contient un sous graphe induit Cs. D’apres la Proposition 2.1.1, x,(Cs) = 4, et par
Lemme 2.1.1, x (F'SSD1(P2 © Fy)) > x,(Cé).
D'ou x (FSSDi (P, ® Py)) > 4
Pour montrer que ¢ n’est pas une coloration 4-packing dans G, on suppose au contraire

que ¢ étant une coloration 4—packing de GG. Alors on distingue les cas suivants :
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’'une couronne de deux
graphes

Cas 1.

On suppose qu'il existe i € {1, 2} tel que ¢(u;) = 1 et sans perte de généralité, soit i = 1.
Comme u; & cing voisins s} 1, 51 5, 5] 3, 51 4 €t U 5, qui sont par paire a distance 2, ces sommets
recoivent cing couleurs différentes {2,3,4,5,6} par ¢, ce qui donne une contradiction avec
la supposition que ¢ étant une coloration 4—packing de G.

Cas 2.

On suppose que c(uq), c(uz) € {2,3,4} et on distingue les sous cas suivants.

Cas 2.1.

{c(ur), clug)} = {f, g} avec f, g € {2,3}, f # g. Pour les sommets s; ; et uj ,, on peut
les colorer par 1, et concernant la coloration des sommets v; 1,v;2,v;3 et v; 4, on distingue
deux possibilités :

Cas 2.1.1. Si ¢(u;) = f, alors on utilise la séquence de couleurs suivante : g, 4, g, 5.

Cas 2.1.2. Si ¢(u;) = g, alors on utilise la séquence de couleurs suivante : f, 4, f, 5.

Dans les deux possibilités, il suffit d’utiliser une autre couleur, ce qui donne une contra-
diction avec la supposition que ¢ étant une coloration 4-packing de G.

Cas 2.2.

{c(ur), clug)} = {4,9} avec g € {2,3}. Pour les sommets uj, et s;;, i € {1,2}, j €
{1,...,4}, on peut les colorer par 1. Concernant les sommets v; 1, v; 2, v; 3 €t v; 4, on peut les
colorer comme suit en distinguant deux possibilités suivant les sommets wu;, i € {1,2}.

Cas 2.2.1. Si ¢(u;) = 4, alors on utilise la séquence suivante : 2, 3 ;2 3.

Cas 2.2.2. Si ¢(u;) = g, alors on utilise la séquence suivante : f, 5, f, 6, avec f € {2,3},
f#g

Il y a une contradiction avec le fait que c étant une coloration 4—packing de G.

Cas 3.

On suppose qu'il existe i € {1,2} et j € {1,...,4} tels que c(v; ;) = e avec e € {1,2,3,4}
et dpssp,(mory) (Vi) = 2, et sans perte de généralité, on suppose que i = 1 et j = 1. On
distingue les sous cas suivants.

Cas 3.1.

Si¢(vy1,1) = 1, alors comme v; ; & deux voisins silet 0%7172, qui sont par paire a distance 2,

ces sommets regoivent deux couleurs différentes; soint {2, 3} par ¢. D’une part, les sommets

55
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graphes

uy, vy 2 et le sommet 57, peuvent regoivent la couleur 1 et 4 par ¢, c-a-d : c(u1) = c(v12) = 1
et c(s1,) = 4, mais il n’y a pas de couleur disponible pour terminer la coloration du sommet
viz,g, ce qui donne une contradiction avec le fait que ¢ étant une coloration 4—packing de
G.

Cas 3.2.

Si c(v1,1) € {2,3}, alors les sommets vj  , et s7; recoivent la couleur 1, et pour colorer
les sommets vy 2, v;1 3 et v1 4, on distingue deux possibilités :

Cas 3.2.1. Si ¢(v1,1) = 2, alors on utilise par ordre les couleurs suivantes : 3, 2, 3.

Cas 3.2.2. Si ¢(v1,1) = 3, alors on utilise les couleurs suivantes : 2, 3, 2.

et le sommet u; recoit la couleur 4, ce cas est symétrique avec le Cas 2_2. Il y a une
contradiction avec le fait que ¢ étant une coloration 4—packing de G.

Cas 3.3.

Si c(vi1) = 4, les sommets s1,, v, @ € {1,2}, j, 1 € {1,...,4}, (j # 1) regoivent la
couleur 1, et pour colorer les sommets vy 2, v1 3 et v1 4 on utilise la séquence suivante: 2, 3, 2,
mais il n’y a pas de couleurs disponibles pour terminer la coloration de sommet wu, ce qui
donne une contradiction avec le fait que ¢ étant une coloration 4—packing de G.

Dans tous les cas mentionnés, nous devons utiliser au mois 5 couleurs pour colorer le

graphe G. Par symétrie, on déduit que notre lemme est démontré. =

Lemme 3.3.2 Pour le graphe FSSD;(K; ® C3),

Xp(FSSDl(Kl ® Og)) =b.

Preuve. On note par G le graphe F'SSD;(K; ® C3). On note par u;, i € {0,...,3} les

1

ij> 57 €10,...,3}, i # j, les sommets de subdivision

sommets de K7 ® Cj3, et on note par u

de laréte u;u; (Voir Figure 3.b.1).Soit ¢ : V' — {1, 2, ...} une coloration de packing sur G.
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U ; :les sommets rouges.

U3, j:les sommets noires.
Figure 3.b.1 : Le graphe F.SSD;(K; ® C3)

G contient un sous graphe induit (. D’apres la Proposition 2.1.1, x,(Cs) = 4, et par
Lemme 2.1.1, x,(Cs) < x, (FISSD1(K; © C3)).

D'ou x (FSSDi (K1 ® C3)) = 4

Pour montrer que ¢ n’est pas une coloration 4-packing dans GG. On suppose que ¢ étant
une coloration 4-packing de GG on distinguant les cas suivants:

Cas 1.

On suppose qu'il existe ¢ € {0,...,3} tel que ¢(u;) = 1 et sans perte de généralité, on
suppose que ¢ = 0. Comme uy est a trois voisins wug 1, ug2 et up3, qui sont par paire a
distance 2, alors les sommets ug 1, ug2 €t upg recoivent trois couleurs différentes {2,3,4}
par ¢, par conséquence, ¢ utilise (1 4+ 3 = 4) couleurs. D’une part, les sommets uq, us et
ug ne peuvent recevoir que la couleur 1 par ¢, car pour tout k£ € {1,2,3}, le sommet wug
admet deux voisins ug et u; qui sont par paire a distance 2. D’autre part, pour tous k, [,
he{1,2,3}, k#1,1# h, h # k, d(uox,w ) = 4. Par conséquent, on peut colorer juste
deux sommets de 'ensemble {u 2, us3,u1 3} de {2,3} par ¢, mais il n’y a pas de couleur
disponible pour le troisiéme sommet, et dans ce cas, il faut utiliser une autre couleur, soit
{5} par ¢, ce qui donne une contradiction avec le fait que ¢ étant une coloration 4—packing

de G.
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Cas 2.

On suppose que c(u;) = e avec e € {2,3,4} pour certains i € {0, ..., 3} et sans perte de
généralité, supposons que ¢ = 0. On distingue les sous cas suivants concernant les couleurs
c(up1), c(ugz) et c(ugs).

Cas 2.1.

Si les sommets wug 1, 12 €t up 3 recoivent la couleur 1 par ¢ et chaqu’un de ces sommets
a deux voisins parmi 'une des deux est ug, qui sont par paire a distance 2, alors juste deux
sommets parmi Uensemble { wuy, us, us} peuvent colorer de {f, g} par c avec f, g € {2,3,4},
e#g,e# fet g# f. Donc on a besoin d’une autre couleur pour terminer la coloration de
ces sommets par ¢ qui est {5}. Nous avons la méme contradiction que dans le cas 1.

Cas 2.2.

Si {c(uon), c(uoz2), c(uos)} = {1,1, f}, f € {3,4},e # f. Alors, on distingue les deux
sous cas suivants :

Cas 2.2.1.

Sie € {3,4} et les sommets g1, U2, Ug s regoivent des couleurs de {1, 1,2} par c. Soit
K e {1,2,3}, tel que c(ug ) = 2. Alors, pour les sommets uy, us et uz on peut les colorer de
{1,2,g} par c avec g € {3,4}, e # g, avec c¢(ur) = 1. A la suite, on peut colorer seulement
un sommet de I'ensemble {u; o, us 3,113} par {1}, par c. Pour k', I', h' € {1,2,3}, k' #1,
K #R, B #1,sicluy) =2 et c(u,) = g, alors c(uy ;) = 1, mais il n’y a pas de couleurs
disponibles pour les deux sommets restants de 'ensemble {u; 2, ug3,u1 3} et dans ce cas, il
faut utiliser deux autres couleurs par ¢ qui sont {5,6}, ce qui donne une contradiction avec
le fait que ¢ étant une coloration 4—packing de G.

Cas 2.2.2.

Sie=2et f € {3,4}, # e, alors pour les sommets u, us et us, on peut colorer seulement
deux sommets de {1,g}, f # g # e par c¢. Donc, on a besoin d’une autre couleur pour
terminer la coloration de ces sommets par ¢ qui est {5}. Ce qui donne une contradiction

avec le fait que c étant une coloration 4—packing de G.

Cas 2.3.
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Si les sommets ug 1, U2 €t ug 3 regoivent les couleurs {1, f, g} par ¢, avec f, g € {2, 3,4},
e# f,e# get f # g, alors on distingue deux possibilités qui concernent les couleurs c(u;),
c(uz) et c(us).

Cas 2.3.1.

Si f, g € {3,4}, alors par consequence, on peut colorer seulement deux sommets de
’ensemble {uy,uy, us} par 1, par ¢ . D’autre part, soit k', I' ,h" € {1,2,3}, k' # 1",k #
KW #£1. Si c(ugy) = f et c(ug,) = g, alors c(uy) = c(u,) = 1, et donc on a besoin d'une
autre couleur pour terminer la coloration de ces sommets par ¢ qui est {5}. Nous avons la
méme contradiction que dans le cas 1.

Cas 2.3.2.

Si f=2etgc{3,4}, alors soient k, [, h' € {1,2,3}, k # h' # [ tels que c(ugy) = f
et c(uyy) = g. Dans ce cas, les sommets u;, up et ug recoivent les couleurs de {1, 1, f} par
¢, avec c(uy ) = c(uy) =1 et ¢(u,r) = 2, mais il n’y a pas de couleurs disponibles pour les
sommets uy o, U3, us ;. 1l suffit d’utiliser trois autres couleurs par ¢ qui sont {5.6, 7}, une
contradiction que ¢ étant une coloration 4—packing de G.

Dans tous les cas mentionnés nous devons utiliser au mois 5 couleurs pour colorer le

graphe G. Par symétrie, on déduit que notre lemme est démontré. m

3.3.3 Coloration de packing de F'SSD,,(P, ® P,)

Théoréme 3.3.2 Pour toutn > 2, p>2,m > 1,

4 sin>2,pe{23},

F P,®P)) =
X”( S5 Dm(Fn © ) { dsin>2,p>4

Preuve. Notons par G = (V,E) le graphe FSSD,,(P, ® P,). On note par u;,
i € {1,...,n} les sommets de P,, P,,, i € {1,....,n} (p > 2) les chaines correspondantes

aux sommets u;. On note aussi par v;;, ¢ € {1,...,n}, j € {1,...,p} les sommets de P,

et par uf , i,r € {1,..,n}, (i #7) ,k € {1,...,m} les m sommets de chaque sous graphe

1,79

induit K, dans le graphe F'SSD,,(FP,), tel que u, le sommet voisin au sommet u; dans
P,. Pour tout i € {1,....n}, j, L € {1,....,p}, ( #1), k € {1,...,m} on note par vﬁﬂ les m

sommets de chaque sous graphe K ,, qui remplace I'aréte v; jv;;. Pour tout ¢ € {1,...,n}
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et j € {1,...,p}, k € {1,...,m} on note par sﬁj les m sommets de chaque sous graphe in-

duit K5, qui remplace l'aréte u,;v; ;. Soit ¢ : V' — {1,2, ...} une coloration de packing sur G.

U;j :les sommets rouges.

Vi,j :les sommets bleus .

k ok ok .
Ui s Vij s Sij:les sommets noirs.

Figure 3.3.4: Le graphe F'SSD,,(P, ® P,)

Cas 1: Pour n > 2, p € {2,3}. G contient un sous graphe induit Cs. D’apres la
Proposition 2.1.1, x,(Cs) = 4, et par la Proposition 2.1.11, x (F'SSD,(P,©F,)) > X, (Ce).

D'ou X, (FSSDuw(P, ® By)) > 4.

Maintenant, pour montrer que x, (F'SSD,,(P,©F,)) < 4, on utilise la coloration suivante

On pose c(uf,) = c(sf;) = c(vf;) = 1 pour tout 1,j € {1,...,p} (j # 1), i,r €
{1,..,n}( #r)

Pour colorer les sommets u;, i € {1,...,n} de P,, on distingue deux cas :

Cas 1.1. n est pair. Les sommets u; sont colorés par la séquence 23,23, ..., 23.

Cas 1.2. n est impair. Les sommets u; sont colorés par la séquence 23, 23, ..., 2.

et pour les sommets v; j, i € {1,...,n}, j € {1,...,p} de P, ,, on distingue deux possibilités:
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1 Sic(u; ) =2, alors on distingue les deux cas suivants :

Pour p =2, ¢(v;1) = 3 et ¢(v;2) = 4.

Pour p = 3, ¢(v;1) = c(vi3) = 2 et c(v;2) = 4.

2 Sic(u; ) =3, alors on a deux possiblilités :

Pour p =2, ¢(v;1) =2 et c(v;2) = 4.

Pour p =3, c¢(vi1) = c(vi3) = 2 et c(v;2) = 4.

Cas 2. Pour n > 2, p > 4. G contient un sous graphe induit F'SSD;(P,® Fy). D’aprés le
Lemme 3.3.1, x (F'SSD1(P,®Py)) = 5, et par la Proposition 2.1.11, x _(FSSD,,(P,0F,)) >
X, (FSSDi(Py ® Py)). Dot x (FSSD, (P, © P,)) > 5.

Maintenant, pour montrer que x (F'SSD;, (P, © P,)) <5, n > 2, p > 2, on utilise la
coloration suivante :

Pour tout j,l € {1,...,p} (j #1), 4,7 € {1,...,n}(i # r) on pose :

c(uf,) = c(sf;) = c(vf;,) = 1.

Pour colorer les sommets u;, i € {1,...,n} de P, on distingue deux cas :

Cas 2.1. n est pair. On colore les sommets u; par la séquence 23,23, ..., 23.

Cas 2.2. n est impair. Les sommets u; sont colorés par 23,23, ..., 2.

et pour les sommets v; ;, i € {1,...,n}, j € {1,...,p}, on distingue deux possibilités :

1 Sic(u; ) =2, alors on utilisera la coloration séquentielle suivante suivant le nombre

3435, ... si p = 0 (mod 4)
3435, ...,3 si p = 1(mod 4)
3435, ...,34 si p = 2(mod 4)
3435, ...,343 si p = 3(mod 4)
2 Si ¢(u; ) = 3, alors on aura la coloration séquentielle suivante suivant p.
2425, ...si p = 0 (mod 4)
2425,...,2si p =1 (mod 4)
2425, ...,24 si p = 2 (mod 4)
2425, ...,242 si p = 3 (mod 4)

Exemple 3.3.2 Les figures suivantes représentent la coloration de packing de F'SSDy(Py®
P5), FSSD3(Ps ©® P) et FSSD4(Ps ® Ps3)(les sommets noirs sont colorés par 1).
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3

Figure 3.3.6: Graphe F'SSDy(Ps ® P3), x, (FSSD4(P5 © P3)) = 4.
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graphes

Figure 3.3.7: Graphe FSSDg(P5 ® PQ), Xp(FSSDg(P5 ® Pg)) =4,
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3.3.4 Coloration de packing de FSSD,,(P, ® C,)

Théoréme 3.3.3 Pour toutn >2,p >3, m > 1,
XP(FSSDm(Pn ©Cp)) =

Preuve. Soit G = (V, E), le graphe F'SSD,, (P, ® C,). On note par u;, i € {1,...,n}

les sommets de P,. On note aussi par C;,, ¢ € {1,...,n} (p > 3) les cycles correspondantes
k

'L'f"

aux sommets u; et par v;;, ¢ € {1,...,n}, j € {1,...,p} les sommets de C;,, et par u;
i,re{l,..,n} (i #r),k € {l,...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit Ks,,
dans le graphe F'SSD,,(P,), tel que u, est le sommet voisin au sommet u; dans P,. Pour
tout i € {1,...,n}, j, 1 €{1,...,n} (j #1), k € {1,...,m} on note par Ui,j,l les m sommets de
chaque sous graphe K ,,, qui remplace 'aréte v; jv;;. Pour touti € {1,....,n} et j € {1,...,p},
ke {l,..,m}, s ; les m sommets de chaque sous graphe induit K3, qui remplace 'aréte

u;v; ;. Soit ¢ : V' — {1,2, ...} une coloration de packing sur G.

@@@@;

u; : les sommets rouges.

v;,; : les sommets bleus.

kE Lk k. .
W; s Vi 505 S, *les sommets noirs.

Figure 3.3.8: Le graphe F'SSD,,(P, ® C,)
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Pour montrer que x (F'SSD,,.(P, ® Cp)) > 5, on designe les deux cas suivants:

Cas 1. n > 2 et p = 3. G contient un sous graphe induit F'SSD,,(K; ® C3), et d’apres
Lemme 3.3.2, XP(FSSDl(Kl ® C3)) = b, et par la Proposition 2.1.11, XP(FSSDm(Pn ®
Cp)) > X, (FSSD, (K, ® Cs)), donc x, (FSSD,(P, ® Cp)) > 5.

Cas 2. n > 2 et p > 4. G contient un sous graphe induit F'SSD,,(P, ® P;), d’apres le
Lemme 3.3.1, x (F'SSD1(P>©Fy)) > 5, et par la Proposition 2.1.11, x (F'SSD,(P,©C))) >
X (FSSDy(Py © Py)). D'ott X (FSSDy(P, @ Cy)) > 5.

Maintenant, pour montrer que x (F'SSD,,(FP,©C,)) < 5, on utilise la coloration suivante

On pose c(uf,r) = c(sF)) = c(vﬁﬂ) = 1 pour tout j, I € {1,....,p} (j # 1), i,r €
{1,...,n}(@ #r).

Pour colorer les sommets u; , i € {1,...,n} de P,, on distingue deux possibilités :

1 n est pair. On colore u; par la séquence 23,23, ...

2 n est impair. On colore u; par la séquence 23,23, ..., 2.

et pour les sommets v; j, ¢ € {1,...,n}, j € {1,...,p}, on distingue deux cas :

Cas 1: Si c¢(u; ) = 2, alors on utilisera la coloration séquentielle suivante :

345, Sip=3.

3435, Si p = 0(mod 4).

3435, ...,4, Si p = 1(mod 4).
3435, ...,34, Sip = 2(mod 4).
3435, ..., 345, Sip = 3(mod 4).

Cas 2 : Si ¢(u; ) = 3, alors on aura la coloration séquentielle suivante :
245, Sip=3.

2425, Si p = 0(mod 4).
2425,...,4, Sip=1(mod 4). m
2425, ...,24, Si p = 2(mod 4).

2425, ...,245, Si p = 3(mod 4).

Exemple 3.3.3 Les figures suivantes montrent une coloration de packing de FSSD1(Ps ®
C3), FSSDy(Py ® Cy) et FSSD3(P; ® C3)(les sommets noirs sont colorés par 1).
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graphes

Figure 3.3.10: Graphe F.SSDy(Py ® Cy), XP(FSSDQ(R; ©Cy))=5.
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’'une couronne de deux
graphes

3.3.5 Coloration de packing de FSSD,,(C, ® C,)

Théoréme 3.3.4 Pour toutn >4, p >3, m > 1,
X, (F'SSDy(C, © Cy)) =5 sin est pair.

Preuve. On note par G = (V, E), le graphe F'SSD,,(C,, ® Cp,). On note par u;,

i € {1,...,n} les sommets du C,, C;,, i € {1,...,n} (p > 3) les cycles correspondantes aux

sommets u;, on note aussi v;;, ¢ € {1,...,n} , j € {1,...,p} les sommets de C;,, et par ufw
i,re{l,...,n} (i #r),k € {l,...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit Kj,,
dans le graphe F'SSD,,(C,), tel que u, le sommet voisin au sommet u; dans P,. Pour tout

ie{l,..n}, 5 le{l,..n} (j#I), k € {1,...,m} on note par Uf’j’l les m sommets de
chaque sous graphe K3, qui remplace l'aréte v; jv;;. Pour touti € {1,...,n} et j € {1,....p}
ke {l,....,m}, sﬁ ; les m sommets de chaque sous graphe induit K5, qui remplace l'aréte

u;v; ;. Soit ¢ : V' — {1,2, ...} une coloration de packing sur G.

u; : les sommets rouges.

v;,; ‘les sommets bleus.

kE .k k .
U; .5 Ui 15 Si,j + les sommets noirs.

Figure 3.3.12: Le graphe F'SSD,,(C, ® C))
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Pour montrer que x (F'SSD,,(C,, ® C})) > 5, on désigne les deux cas suivants :

Cas 1: Pour n > 2 et p = 3. G contient un sous graphe induit F'SSD,,(K; ®
C3). D’apres le Lemme 3.3.2, x (FSSDi(K; ® C3)) = 5, et par la Proposition 2.1.11,
X, (FSSDy(Co ® Cp)) > X, (FSSD, (K1 ® C)), et done X, (FSSD,,(C © C,)) > 5.

Cas 2: Pour n > 2 et p > 4. G contient un sous graphe induit FSSD,, (P, ®
Py). D’apres le Lemme 3.3.1, x (FSSDi(P, ® Py)) > 5.t par la Proposition 2.1.11,
X, (FSSDy(Cr © Cp)) = X, (FSSDy(P © By)). Dot x (FSSD,(Cr, © Cyp)) > 5.

Maintenant, pour montrer que x (F'SSD,,(C,, ® Cp)) <5, n >3, p > 3, on utilise la
coloration suivante :

Pour tout j, l € {1,....,p} (j #1), 1,7 € {1,...,n}(i # r), on pose :

clu,) = clst)) = vk ) = 1.

Les sommets u; , i € {1,...,n} de C,, sont colorés suivant la séquence 23,23, ...

et pour les sommets v; ;, i € {1,...,n}, j € {1, ..., p}, on distingue deux cas :

Cas 1: Si ¢(u; ) = 2, alors la coloration séquentielle suivante est utilisée suivant le
nombre p.
345, Sip=3.
3435, Si p = 0(mod 4).
3435, ...,4, Si p = 1(mod 4).
3435, ...,34, Si p = 2(mod 4).
3435, ...,345, Si p = 3(mod 4).
Cas 2 : Si ¢(u; ) = 3, alors on utilise la coloration séquentielle suivante :
245, Si p = 3.
2425, Si p = 0(mod 4).
2425, ...,4, Si p = 1(mod 4).
2425, ...,24, Si p = 2(mod 4).

2425, ...,245, Si p = 3(mod 4).
Dans tous les cas, x (F'SSD,,(C, ® Cp)) =5 et notre théoréme est démontré. m

Exemple 3.3.4 Les figures suivantes représentent la coloration de packing de F/'SSD1(Cg®
Cy), FSSDy(Cy © Cy) et FSSD3(Cs @ Cs)( les sommet noirs sont colorés par 1).
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Figure 3.3.14: Graphe F'SSDy(C, ® Cy), XP(FSSDg(CQ; ® Cy)) =5.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous nous sommes intéréssés principalement a I’étude du probleme
de la coloration de packing . Dans un premier temps, nous avons rappelé quelques résultats
existant sur la coloration de packing dans les graphes, notamment les résultats obtenus
par Goddard et al. [7]. Ensuite, nous avons abordé la notion du nombre chromatique de
packing et nous avons étudié ce paramétre pour diverses classe de graphes. Nous avons
déterminé les valeurs exactes de x (K1, X Py), X, (K1, x Cy). Dans [19] William et Roy
ont étudié une bonne classe de graphe, appelé classe des graphes subdivisés super finis. Pour
cela, nous avons déterminé la valeur exacte du nombre chromatique de packing des graphes
subdivisés super finis pour les graphes, produit croisé et cartésien d’une étoile avec une
chaine F'SSD,,(Ky,, xP,), FSSD,,(K1,, O P,) et pour le produit cartésien d’une étoile
avec un cycle F'SSD,,(K;,, O C,) si n est pair. Ensuite pour les graphes Tadpole 7,,, et
Prisme d’un cycle Y,,. Nous avons déterminé aussi le nombre chromatique de packing du
graphe subdivisé super fini d’une classe trés complexe, appelée: couronne de deux graphes.
Dans ce cadre, nous avons pu trouver les valeurs exactes des graphes : F'SSD,, (T}, ® ¢K1),
FSSD,,(P,® P,), FSSD,,(P, ® C,) et FSSD,,(C,, ® C,).

On conclut que la détermination du nombre chromatique de packing en général est NP
Complet pour certains types de graphes.

Comme perspective & notre travail, nous proposons a étudier les problémes suivants :

e Déterminer la borne inférieure du nombre de la coloration de packing du graphe sub-
divisé super fini de: produit cartésien d’une étoile avec un cycle F.SSD,, (K, O C,,) sin
est impair (voir Proposition 3.2.1).

e Déterminer la borne inférieure du nombre de la coloration de packing du graphe sub-

divisé super fini d’un graphe Prisme d’un cycle Y,, si n impair (voir Théoréme 3.2.5).
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e Déterminer la valeur exacte du nombre de la coloration de packing du graphe subdivisé
super fini d'un graphe Prisme pour d’autres graphes.

e Déterminer le nombre de la coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini
d’une couronne d’un cycle C), avec un cycle C), si p est impair.

e Déterminer le nombre de la coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’'une

couronne d'un graphe TADPOLE 7T,,,, avec une chaine ou bien un cycle.
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