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Résumé

Le but de ce travail est consacré à l’étude du nombre de la coloration de packing, il s’agit

de trouver le plus petit nombre de couleurs à affecter aux sommets d’un graphe G, de telle

sorte que, si deux sommets u et v ont la même couleur f(u) = f(v), alors dG(u, v) > f(u).

Cette fonction f est appelée une coloration de diffusion. Le nombre chromatique de diffusion

d’un graphe G, noté par χ
p
(G), est l’ordre minimum d’une coloration de diffusion. Nous

déterminons le nombre chromatique de diffusion de plusieurs types et classes de graphes

à savoir, produit croisé d’une étoile avec une chaîne, étoile avec un cycle. Nous avons

également déterminé le nombre chromatique de diffusion pour une classe importante de

graphe, appelée graphe subdivisé super finis. Un graphe subdivisé super fini d’un graphe

G est noté par FSSDm(G). Nous déterminons le nombre chromatique de diffusion des

graphes subdivisés super finis pour les graphes suivants : Tadpole , prisme, produit croisé

d’une étoile avec une chaîne et produit cartésien d’une étoile avec un cycle. Ainsi sur les

graphes subdivisés super finis de la couronne de deux graphes : chaîne avec chaîne, chaîne

avec cycle, cycle avec cycle, et pour la couronne généralisée du graphe Tadpole.

ii



Abstract

The purpose of this work is devoted to the study of a number of coloring packing, it acts

to find the smallest number of colors has to assign to the vertices of a graph G, such that

for every vertices u and v, if f(u) = f(v), then dG(u, v) > f(u). This function f is called

packing coloring. The packing chromatic number of a graph G, denoted by χp(G) is the

minimum order of a packing coloring. We have determined the number of packing colors

of: cross of a star with a path K1,n × Pn and a star with a cycle K1,n × Cn . We also

determined the packing chromatic number of importante class of graphs, called finite super

subdivision of graph. A finite super subdivision graph is the graph obtained from G denoted

by FSSDm(G). We determine the packing chromatic number of finite super subdivision

graph of the following graphs : TADPOLE, Prism, cross product of a star with a path and

product cartesian of a star with a cycle. Thus on the super finite subdivided graphs of the

corona of two graphs: path with path, path with cycle, cycle with cycle, and the generalized

corona of graph TADPOLE.
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 ملخص                  
 

أصغر عدد من الألوان لشعيين رؤ س إيجرد  هونتشارر   الهدف من هذا العمل هو دراسة عدد تلوين الا

ن  𝑢    𝑣إذا كرن للرأسين بحيث  ،G الرسم البيرنتي 𝑓(𝑢) نتفس اللو =  𝑓 (𝑣)         إنف       

𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) >  𝑓(𝑢) .دالةهذه ال 𝑓 الرتبة نتشارر منتسمى تلوين الا  k . للرسم عدد تلوين الانتشارر

للرسم نتعين تلوين الانتشارر . ررالانتشاشلوين ل الأدنتى عددهو ال    χ𝑝(G) إليه برلرمزيرمز ،  𝐺البيرنتي 

، 𝑘1,𝑛  × 𝑃𝑛   سلسلةة مع نجممشقرطع ل بضر، منهرالرسوم البيرنتية من  أنتواع  فئرت  عدةل البيرنتي

سمى ت، رتبيرنتمهمة من رسوم ال لفئةنتشارر تلوين الاعدد  حددنتر أيضًر. 𝑘1,𝑛  × 𝐶𝑛 د رة  ة معنتجم

عن طريق اسشبدال كل من  𝐺شم الحصول عليه من ي بيرنتي رسم هو . ية مقسمة  محد دة للغريةم بيرنتورس

 يرمز له برلرمز  .محد د عدد صحيح موجب m؛ حيث  𝐾2,𝑚  برسم بيرنتي كرمل ثنرئي الأجزاء حوافه

. 𝐹𝑆𝑆𝐷𝑚(𝐺) للرسوم البيرنتية الشرلية  المحد دة المقسمة للرسوم البيرنتية تلوين الانتشاررعدد  نتحدد : 

𝑇𝑝,𝑛     ،𝑃𝑛  ʘ𝐶𝑝 ، 𝑃𝑛  ʘ𝑃𝑝  ، 𝐶𝑛  ʘ𝐶𝑝  ،  𝐾1  ʘ𝐶3 ، 𝑘1,𝑛  × 𝐶𝑝 ،  𝑘1,𝑛  × 𝑃𝑝 ،  

𝑘1,𝑛  ⧠ 𝐶𝑝 ، 𝑘1,𝑛  ⧠ 𝑃𝑝    و𝑇𝑝,𝑛  ʘ 𝐾𝑚 .تم الحصول عليهر في هذه  جميع النشرئج الشي ت برهنةتم

 .مذكرةال
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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrètes. Elle représente un

moyen très utile et très effi cace pour résoudre des problèmes discrets de la Recherche Opéra-

tionnelle. Elle est ainsi souvent présente dans notre vie quotidienne. Elle peut modéliser

beaucoup de problèmes pratiques et dans plusieurs domaines, notamment en technologie,

par exemple les problématiques de réseaux informatiques, de réseaux routiers, de transport

de marchandises, d’emplois du temps, d’électronique, de mécanique du solide et aussi les

réseaux de télécommunication...etc.

Le problème des quatre couleurs est parmi les premières sources d’inspiration de la

théorie des graphes, Ce problème consiste à répondre à la question suivante :"suffi t-il de

quatre couleurs pour colorer n’importe quelle carte géographique? ”. Mathématiquement

et en théorie des graphes, ce problème consiste à répondre à la question suivante : " peut-

on colorer les sommets d’un graphe planaire en utilisant quatre couleurs de telle sorte que

toutes les arêtes aient des extrémités de couleurs différentes ?". Ce problème a été posé

sous forme de conjecture par Francis Guthrie en 1852, est devenu célèbre sous le nom de

problème des quatres couleurs et n’a pu trouver une réponse positive en 1977, que grâce à

l’ordinateur par Appel et Haken. [1,2]

Actuellement, on trouve dans la littérature plusieurs types de colorations, elles sont

définies par la coloration des éléments du graphe (sommets, arêtes, faces,...) avec une ou

plusieurs contraintes supplémentaires.

En 2003, Goddard et al. [5] ont introduit la coloration de packing des graphes, il

s’agit de trouver le plus petit nombre de couleurs, appelé nombre chromatique de packing et

noté χp(G), à affecter aux sommets d’un graphe G de telle sorte que si deux sommets u et

v ont la même couleur π(u) = π(v), alors dG(u, v) > π(u) où π est une fonction de V dans
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Introduction

l’ensemble {1, 2, ...} . La détermination du nombre chromatique de packing d’un graphe G
est NP−complet même si elle est limitée aux arbres (voir toujours une enquête plus récente
[9]). De même, Goddard et al. dans [7] ont montré que la caractérisation des graphes G

dont lesquels χp(G) ≤ 4 et aussi NP−complet.
Dans ce mémoire, nous nous intéressons principalement à l’étude de cet invariant, et

l’étudions sur quelques types et classes de graphes. Notre travail est composée de deux

partie, la première concerne la détermination du nombre chromatique de packing de plusieurs

types de graphes, et la deuxième concerne une classe importante de graphe, appelé: graphe

subdivisé super fini.

Après une introduction générale, notre mémoire est composé de trois chapitres.

Le premier chapitre portera des généralités sur la théorié des graphes. Nous in-

troduisons les définitions fondamentales, et les notations de base dans le domaine. Nous

proposons quelques bornes sur le nombre chromatique χ(G), qui est le nombre minimum de

couleurs à affecter aux sommets de G, de telle sorte que deux sommets adjacents reçoivent

des couleurs différentes. A la fin de ce chapitre, nous exposons brièvement la notion de la

complexité algorithmique.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions la coloration de packing sur les graphes,

les définitions, les notations ainsi que les résultats obtenus par les chercheurs dans [1, 3, 7,

10, 11, 16 ] sont énoncés.

Au troisième chapitre, nous présentons nos résultats sur la détermination du nombre

chromatique de packing de plusieurs types et classe de graphes. Nous déterminons les

valeurs exactes du nombre chromatique de packing pour les produits croisés, ainsi pour

les produits cartésiens d’une étoile avec une chaine, ensuite pour les produits croisés d’une

étoile et un cycle, ensuite sur les graphes subdivisés super finis des graphes: produit croisé et

produit cartésien d’une étoile avec une chaine, produit cartésien d’une étoile avec un cycle.

Nous terminons ce chapitre par déterminer le nombre chromatique de packing des graphes

subdivisés super finis pour les graphes Tadpole et prisme d’un cycle.

Au dernier chapitre, nous étudions une classe de graphe très importante qui est

la couronne de deux graphes que nous allons la définir dans la suite. Nous commençons

par déterminer le nombre chromatique du graphe subdivisé super fini du graphe Tadpole
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généralisé. Nous déterminons le nombre chromatique de packing des graphes subdivisés

super finis de la couronne de deux graphes suivants: chaine avec une chaine, chaine avec un

cycle et cycle avec un cycle. Tous les résultats obtenus dans ce mémoire ont été démontrés,

des figures illustratives de ces résultats en utilisant le logiciel Geogebra sont mêmes insérées.

Le mémoire s’achève par une conclusion générale et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Notions fondamentales sur la théorie

des graphes.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques concepts de base de la théorie des graphes, ainsi

que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce mémoire, ensuite nous rappelons

la definition de la coloration propre, ainsi quelques resultats obtenus par les chercheurs.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Graphe et sa présentation

Définition 1.1.1 Un graphe G = (V,E) est défini par deux ensembles finis non vide, un

ensemble de sommets V et un ensemble d’arêtes E. Le cardinal de V est appelé l’ordre de G ;

noté par n (G) et le cardinal de E est appelé la taille de G ; noté parm (G). Une arête e ∈
E est un couple de sommets (u, v) noté par e = uv, ou u et v sont les extrémités de e. On dira

dans ce cas que u et v sont adjacents et que e est incidente à u et v. Les graphes tiennent leur

nom du fait qu’on peut les représenter par des dessins. A chaque sommet de G, on fait cor-

respondre un point distinct du plan et on relie par une courbe simple les points correspondant

aux extrémités de chaque arête. Une boucle est une arête dont les deux extrémités sont con-

fondues
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1.1. Concepts fondamentaux

1.1.2 Graphe non orienté

Définition 1.1.2 Un graphe non orienté n’est qu’un graphe orienté symétrique, si un arc

relie le sommet u au sommet v, un autre arc relie le sommet v au sommet u. On ne trace

alors qu’un trait entre u et v que l’on appelle une « arête » .

1.1.3 Multigraphe

Définition 1.1.3 Un multigraphe G = (V,E) est un graphe dans lequel il peut exister

plusieurs arêtes entre une paire de sommets.

Figure 1.1.1: Un multigraphe

1.1.4 Graphe simple

Définition 1.1.4 Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arêtes multiples

(deux arêtes distinctes joignantes la même paire de sommets). La figure suivante illustre un

graphe simple G = (V,E) où V = {a, b, c, d, g, h} et E = {ab, ah, bh, bg, bc, cg, cd, dg, gh} .

Figure 1.1.2: Graphe simple
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1.1. Concepts fondamentaux

1.1.5 Adjacence

Définition 1.1.5 Soit G un graphe. Pour une arête e = {u; v}, notée aussi uv, on dit que:
u et v sont adjacents ;

u et v sont les extrémités de e ;

e est incidente aux sommets u et v ;

u et v sont voisins.

1.1.6 Voisinage, Degré d’un sommet

Définition 1.1.6 Pour un graphe G, le voisinage ouvert d’un sommet u, noté NG(u) est

l’ensemble des sommets adjacents à u. Le voisinage fermé de u, noté NG[u] est l’ensemble

NG[u] = NG(u)∪ {u}. Le voisinage ouvert (respectivement fermé) d’un ensemble de som-
mets S est NG(S) = ∪u∈SNG (u)(respectivement NG(S) = ∪u∈SNG (u)).

Définition 1.1.7 Le degré d’un sommet u dans un graphe G, noté dG(u), est le nombre

d’arêtes incidentes à u, et donc dG(u) = |NG(u)|. Le degré maximum (respectivement

minimum) d’un graphe G est noté ∆(G) (respectivement δ(G)) et défini comme le maximum

(respectivement minimum) des degrés des sommets de G. Un sommet de degré égal à 1 est

appelé sommet pendant (ou feuille).

1.1.7 Sous-graphe

Définition 1.1.8 Soit G = (V, E) un graphe. H = (V ′, E ′) est dit un sous-graphe de G

si l’ensemble des sommets V ′ inclut dans V et l’ensimble des arêtes E ′ est formé par toutes

les arêts de E dont les extrémités sont dans V ′.

1.1.8 Graphe complet

Définition 1.1.9 Un graphe G est dit complet si toute paire de sommets est reliée par une

arête.
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1.1. Concepts fondamentaux

1.1.9 Graphe biparti, Multiparti, graphe biparti complet

Définition 1.1.10 Un graphe G est dit biparti si V (G) peut être partitionné en deux en-

sembles V1 et V2 de telle sorte que toute arête du graphe possède une extrémité dans V1 et

l’autre dans V2. Dans le cas particulier où |V1| = m, |V2| = n, dG(u) = n; ∀ u ∈ V1 et

dG(v) = m ; ∀v ∈ V2, alors G est dit graphe biparti complet et est noté Km,n.

Définition 1.1.11 Un graphe multiparti complet ou t-parti complet Kn1,n2,...,nt , t > 2,

est un graphe G où l’ensemble des sommets V (G), |V (G)| = n1 + n2 + ... + nt, peut être

partitionné en t graphes bipartis complets en t stables Ni (c’est-à-dire G[Ni] est sans arête),

i = 1, ..., t avec |Ni| = ni et pour toute paire de sommets u ∈ Ni et v ∈ Nj, 1 6 i < j 6 t,

uv ∈ E(G).

Définition 1.1.12 Un graphe biparti est dit complet si chaque sommet de V1est adjacent à

tous les sommets de V2. Si |V1| = p et |V2| = q, alors le graphe biparti complet est noté Kp,q

p, q ≥ 1. Plus généralement, un graphe G = (V, E) est dit k−parti (k ≥ 2), si V peut être

partitionné en k stables {V1, V2, ..., Vk}. Il est dit multiparti-complet si pour tout i 6= j, tout

sommet de Vi est adjacent à tous les sommets de Vj. La Figure 1.1.3, illustre un graphe

biparti complet K2,4.

Figure 1.1.3: Graphe biparti

complet K2,4

1.1.10 Graphe planaire

Définition 1.1.13 Un graphe est dit planaire s’il existe une façon de le représenter dans

un plan sans que deux arêtes ne se croisent.

Exemple 1.1.1 Le graphe de la Figure 1.1.4 est le graphe complet, qui est planaire.

4



1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.4: Graphe planaire

1.1.11 Chaîne, cycle et roue

Définition 1.1.14 Soit un graphe G = (V, E) une chaîne P de G est une séquence fini de

sommets u1, u2, ..., uk, où pour tout i = k − 1, (uiui+1), 1 6 i < k est une arête de G. Les

sommets u1 et un sont les extrémiteés de la chaîne P et les sommets u2, ..., uk−1 sont les

sommets intérieurs de P.

_Une chaîne P est simple si chaque arête de P rst emprunté une seule fois.

_Une chaîne P est élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le même sommet.

Définition 1.1.15 Un cycle Cn d’un graphe G = (V, E) est une chaîne u1, ..., uk telle que

les extrémiteés sont confondues u1 = uk.

Définition 1.1.16 Une roue, notée Wn, est un graphe formé d’un cycle Cn−1 avec un som-

met supplémentaire connecté à tous les sommets.

Figure 1.1.5 : Une chaîne, un cycle et une roue

5



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.12 Graphe complémentaire

Définition 1.1.17 Le graphe complémentaire d’un graphe simple, noté G = (V, E), défini

par V (G) = V (G) et E
(
G
)

= {u v : u ∈ V (G) , v ∈ V (G) et u v /∈ E(G) }

Figure 1.1.6: Le graphe de Petersen à gauche et son complémentaire à droite.

Remarque 1.1.1 La superposition de G et G donne un graphe complet.Voir la Figure 1.1.7,

qui illustre un C5 , C5 et K5.

Figure 1.1.7: Le graphe C5, C5 et K5

1.1.13 Arbre

Définition 1.1.18 Un arbre T est un graphe connexe sans cycle. Les sommets de T de

degré 1 sont appelés sommets pendants (ou feuilles), et les sommets adjacents à des feuilles

sont des sommets supports. La Figure 1.1.8 représente un arbre de rayon 3 et de diamètre

6. Notons que tout arbre T vérifie : 2rad(T )− 1 6 diam(T ) 6 2rad(T ).
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1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.8: Un arbre T avec rad(T ) = 3 et diam(T ) = 6

1.1.14 Étoile et étoile double

Définition 1.1.19 Une étoile est un arbre où seul un sommet est de degré supérieur à 1 et

est notée Sn.

L’étoile double, notée Sp,q, est le graphe obtenu en reliant par une arête le sommet central

de l’étoile Sp au sommet central de l’étoile Sq.

Figure 1.1.9: Une étoile et une étoile double

Avec: Le sommet central de l’étoile Sp est le sommet u de dégré maximum p.

1.1.15 Produit cartésien [6]

Définition 1.1.20 Soit G = (V (G), E(G))et H = (V (H), E(H)) deux graphes, le produit

cartésien ou la somme cartésienne de G et H, notée par G�H, est le graphe défini par :

1_V (G�H) = {(u, v) : u ∈ V (G) et v ∈ V (H)}.
2_E(G�H) = (u1, v1)(u2, v2) : (u1 = u2 et v1v2 ∈ E(H)) ou (v1 = v2 et u1u2 ∈ E(G)}.
Le produit cartésien d’une étoile K1,3 et une chaine P4.
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1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.10: Le graphe K1,3 � P4

Exemple 1.1.2 Le produit cartésien d’une étoile K1,3 et un cycle C4.

Figure 1.1.11: Le graphe K1,3 � C4

1.1.16 Prroduit croisé [6]

Définition 1.1.21 Soient G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) deux graphes. Le produit direct

(ou croisé) de G1 et G2 , noté G1 × G2 est le graphe ayant comme ensemble des sommets

{(u, v) u ∈ V1 et v ∈ V2}. Deux sommets (u1, v1) et (u2, v2) de G1 ×G2 sont adjacent si et

seulement si u1 est adjacent à u2 dans G1 et v1 est adjacent à v2 dans G2.

Exemple 1.1.3 La Figure 1.1.12 représente le produit croisé d’une étoile et une chaine

(Figure (a)), et d’une étoile et un cycle (Figure (b)).

Figure(a) : Graphe K1,4×P5 Figure (b): Graphe de K1,3 × C4

Figure 1.1.12
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1.1. Concepts fondamentaux

1.1.17 Isthme

Définition 1.1.22 Un isthme ou un pont est. Une arête d’un graphe est un isthme si sa

suppression augmente le nombre de composantes connexes que le graphe initial.

1.1.18 Distance, Excentricité, Diamètre et rayon

Définition 1.1.23 La distance entre deux sommets u et v d’un graphe G, notée dG(u, v),

est la longueur d’une plus courte chaîne qui relie u à v. Si aucune chaîne ne relie u et v,

on définit par convention dG(u, v) =∞.

Définition 1.1.24 L’excentricité d’un sommet u d’un graphe G, notée eG(u), est la plus

grande des distances dG(u, v) où v ∈ V (G), c’est-à-dire e(u) = max
v∈V (G)

dG(u, v)

Définition 1.1.25 L’excentricité maximum sur tous les sommets de G est appelée le di-

amètre de G, et est notée diam(G). En d’autres termes, diam(G) représente la plus grande

distance entre deux sommets quelconques de G. L’excentricité minimum sur tous les som-

mets de G est appelée le rayon de G, et est noté rad(G). Pour le graphe illustré dans la

Figure 1.1.13, diam(G) = 5 et rad(G) = 3.

Figure 1.1.13: Présentation d’un graphe G et des excentricités de ses

sommets

1.1.19 Graphe joint

Définition 1.1.26 Soient G1 et G2 deux graphes. Le graphe G1 ∨ G2 défini par l’ensemble

de sommets V (G1)∪V (G2) et l’ensemble d’arêtes E(G1)∪E(G2) et l’ensemble de toutes les
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arêtes possibles joignant les sommets de V (G1) à V (G2), est appelé le graphe joint de G1 et

G2.

Figure 1.1.14: Le graphe joint de G1 et G2

1.1.20 Graphe subdivisé

Définition 1.1.27 Le graphe subdivisé de G, noté S(G), est obtenu à partir de G en rem-

plaçant chaque arête e = vivj de G par un nouveau sommet vi, j et deux arêtes vivi, j et

vjvi, j.

1.1.21 Graphe connexe, graphe k−connexe

Définition 1.1.28 Un graphe non orienté est connexe s’il y a une chaîne entre n’importe

quelle paire de sommets distincts du graphe.

Définition 1.1.29 un graphe connexe est dit k−connexe

• Quels que soient les k − 1 sommets supprimés, G reste connexe.

• Il est possible de supprimer k sommets “bien choisis”pour disconnecter G (Devenir

non connexe).

Le graphe cycle Cn est 2−connexe pour tout n ≥ 3.
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1.1.22 Graphe prisme d’un cycle Yn [15]

Définition 1.1.30 Un graphe prisme d’un cycle noté par Yn est un graphe obtenu en

prenant deux cycles disjoints Cn (cycle intérieur et cycle extérieur), et on ajout des arêtes

uiui′ pour i, i′ ∈ {1, 2, ..., n}, ui = ui′ avec :
ui les sommets du cycle intérieur.

ui′ les sommets du cycle extérieur.

Figure 1.1.15: Graphes Prisme Y5 et Y6

1.1.23 Graphe TADPOLE Tp,n [8].

Définition 1.1.31 Le graphe Tadpole Tp,n (graphe têtard), est le graphe obtenu en joignant

l’une des extrémité de la chaîne Pn à un sommet d’un cycle Cp par isthme.
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Figure 1.1.16: Graphes Tadpole

1.2 Quelques invariants de graphes

1.2.1 Nombre de stabilité

Définition 1.2.1 Un stable S dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets de G

tel que G[S] est un graphe sans arêtes. Le nombre de stabilité α(G) de G est le cardinal

maximal d’un stable dans G : α(G) = max {|S| : S est un stable de G}.

1.2.2 Transversal, Couplage, Recouvrement

Définition 1.2.2 Un transversal d’un graphe G = (V,E) est un ensemble T de sommets

de V qui couvre toutes les arêtes de G. Notons qu’un transversal existe pour tout graphe et

si T est un transversal alors V −T est un stable. Un transversal minimum est un transversal
qui a le plus petit nombre possible de sommets. la cardinalité d’un transversal minimum est

appelée nombre transversal, notée τ(G).

Définition 1.2.3 Etant donné un graphe G(V,E), on appelle un couplage M dans G un

sous —ensemble d’arêtes de E deux à deux non adjacentes. Un couplage maximum est un

couplage de taille maximale. On désigne par β(G) la taille d’un couplage maximum dans G.
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Un sommet x de G est dit saturé par le couplage M , s’il existe une arête de M incidente

à x. Un couplage qui sature tous les sommets de G est appelé un couplage parfait dans G,

sinon, x est dit insaturé par M .

Définition 1.2.4 Etant donné un graphe simple G (V,E) sans sommet isolé. On appelle

recouvrement de G un ensemble R d’arêtes de E qui couvre tout les sommets de G. Un

recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On désigne par υ(G)

la taille minimum d’un recouvrement de G.

Figure 1.1.17 : Un graphe G.

Pour le grapheG illustré dans la Figure 1.1.17, l’ensemble des sommets en rouge représente

un stable S de cardinalité maximum, l’ensemble des sommets noirs représente un transversal

T de cardinalité minimum. L’ensemble des arêtes en bleu représente un recouvrement de

cardinalité minimum υ(G). D’où α(G) = τ(G) = ω(G) = υ(G) = 3.

1.2.3 Nombre de clique

Définition 1.2.5 Une clique K dans un graphe G est un sous-graphe de G tel que K est un

graphe complet. Le nombre de clique ω(G) de G est le cardinal maximal d’une clique dans

G : ω(G) = max {|K| : K est une clique de G}.

1.3 La coloration dans les graphes

1.3.1 Coloration des sommets

Définition 1.3.1 On appelle coloration des sommets d’un graphe, toute attribution d’une

couleur a chaque sommet (est une fonction c : V → {1, 2, 3, .., k}(k ∈ N)).

Une coloration est propre si chaque deux sommets voisins portent des couleurs différentes

(c (v) 6= c (w),∀v, w ∈ V adjacents).
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1.3. La coloration dans les graphes

G est k−colorable si on peut colorer ses sommets avec k couleurs distinctes, sans que
deux sommets voisins aient la même couleur.

Etant donné un graphe G = (V,E). Une coloration triviale de G consiste à attribuer à

chacun de ses sommets une couleur différente. Ainsi, tout graphe à n sommets admet une

n−coloration. Donc il est naturel de se demander quel est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour colorer G. D’où la définition du nombre chromatique de G.

1.3.2 La coloration de packing

Définition 1.3.2 Une coloration de packing d’ordre k dans G, est une fonction c : V −→
{1, . . . , k} telle que si c(u) = c(v) implique que la distance entre u et v soit supèrieure à

c (u).

1.3.3 Le nombre chromatique

Définition 1.3.3 Le nombre chromatique d’un graphe G, noté χ(G) est le plus petit nombre

de couleurs nécessaires a une coloration propre des sommets de G.

On le définit comme étant le plus petit entier k tel que G admet une k−coloration, il est
dit aussi que G est χ(G)−chromatique

Définition 1.3.4 Une classe de couleur i est un ensemble stable de sommets de V colorés

avec la même couleur i.

Définition 1.3.5 L’ordre minimum d’une coloration de packing est appelé le nombre de la

coloration de packing de G et est noté par χp(G).

Exemple 1.3.1 : G = P3 est 2− colorable, χ(G) = 2.

Remarque 1.3.1 : Soit G un graphe d’ordre n. Il est clair que : 1 ≤ χ(G) ≤ n .

• χ(G) = 1 si et seulement si G est un graphe discret.

• χ(G) = n si et seulement si G est un graphe complet.

χ(Cn) =

 2 si n est pair,

3 si n est impair.
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1.3. La coloration dans les graphes

1.3.4 Bornes sur le nombre chromatique :

Proposition 1.3.1 [7] Si H est un sous-graphe de G,

χ(H) ≤ χ(G).

Proposition 1.3.2 [13] Pour tout graphe G,

χ(G) ≥ ω(G).

où ω(G) est la taille d’une clique maximum de G.

Proposition 1.3.3 [16] Pour tout graphe G d’ordre n,⌈
n

α(G)

⌉
≤ χ(G) ≤ ∆(G) + 1.

oú α(G) est le nombre de stabilité de G, et ∆(G)est le degré maximum de G.

Proposition 1.3.4 [4] Soit G = (V,E)un graphe simple d’ordre n,

χ(G) + α(G) ≤ n+ 1.

Théorème 1.3.1 [14] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire,

χ(G) + χ(G) ≤ n+ 1.

1.3.5 Classes de complexité

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexité qui permettent

de classer les problèmes en fonction de la complexité des algorithmes qui existent pour les

résoudre.
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1.3. La coloration dans les graphes

Classe P

Un problème Q est dans la classe P s’il existe un algorithme déterministe en temps poly-

nomial qui résout Q.

En revanche, un algorithme non déterministe est un algorithme pour lequel un état

peut déterminer de nombreux états suivants simultanément. On peut considérer un algo-

rithme non déterministe ayant la capacité de se ramifier en plusieurs copies de lui-même,

un pour chaque état suivant. Ainsi, alors qu’un algorithme déterministe doit explorer un

ensemble d’alternatives une à la fois, un algorithme non déterministe examine toutes les

alternatives en même temps.

Les problèmes dans P correspondent en fait à tous les problèmes facilement solvables.

Classe NP

Un problème Q est dans la classe NP s’il existe un algorithme en temps polynomial non

déterministe ce qui résout Q. Clairement P⊆NP.
Parmi les problèmes de NP sont ceux qui sont les plus diffi ciles dans le sens que si l’on

peut être résolu en temps polynomial, alors tout problème peut aussi dans NP . Ce sont

des problèmes NP-complets.

La classe NP -complet a des propriétés très intéressantes.

(a) Aucun problème NP-complet peut être résolu par un algorithme polynomial connu.

(b) S’il existe un algorithme polynomial pour tout problème NP-complet, alors il existe

des algorithmes polynomiaux pour tous les problèmes NP-complets.

• On constate, immédiatement, que P ⊂ NP .

Problème NP-Complet

L’état des algorithmes est constitué des valeurs actuelles de toutes les variables et l’emplacement

de l’instruction en cours à exécuter. Un algorithme déterministe est celui pour lequel

chaque état, lors de l’exécution de l’instruction, détermine uniquement au plus l’un des états

suivants. Tous les ordinateurs qui existent maintenant fonctionnent de façon déterministe.
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1.3. La coloration dans les graphes

Il existe un certain nombre de problèmes de calcul intéressants pour lesquels il n’a pas été

prouvé s’il existe ou non un algorithme polynomial. Plus d’entre eux sont «NP-complet» ,

que nous expliquerons brièvement dans cette section.

Classe NP-complet

• Un problème est NP -diffi cile si ce problème est au moins aussi dur que tous les
problèmes dans NP . Par exemple, la détermination du nombre chromatique d’un

graphe arbitraire est un problème NP -diffi cile dans le cas général.

• Parfois, nous pouvons être en mesure de montrer que, si le problème Q est résolu en

temps polynomial, alors tous les problèmes de NP le sont, mais nous ne pouvons pas

argumenter

que Q ∈ NP . Donc, Q n’est pas qualifié pour être appelé NP-complet. Pourtant, Q

est sans aucun doute aussi diffi cile que n’importe quel problème dans NP. Un tel problème

Q est appelé NP-dur.
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Chapitre 2

Quelques résultats obtenus sur le

nombre chromatique de packing

Dans ce chapitre, nous exposons la coloration de packing de certains graphes et nous citons

les valeurs exactes du nombre chromatique de packing des graphes simples, à savoir : les

chaînes, les cycles, les arbres, les étoiles, la couronne d’un graphe et graphe splitting .

2.1 Motivation et définition du problème de la col-

oration de packing

Le problème de la coloration de packing a été posé suite à l’établissement de nombreux

régles et réglements par la Commission des Communications des Etats-Unis concernant

l’attribution des fréquences de radio-diffusion à des stations de radio. En particulier, deux

stations de radio qui sont affectées de la même fréquence de diffusion doivent être localisées

suffi samment loin l’une de l’autre pour que la diffusion de l’une n’altére pas la réception

de l’autre. La distance géographique entre deux stations qui sont affectées de la même

fréquence est donc directement liée à la puissance de leurs signaux de radio-diffusion.

2.1.1 i-packing

Définition 2.1.1 Un sous ensemble de sommets Vi d’un graphe G = (V,E) est dit i−packing
si et seulement si la distance entre deux sommets quelconques de Vi est supérieure à i.
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2.1. Motivation et définition du problème de la coloration de packing

Définition 2.1.2 Soit G = (V,E) un graphe et k ∈ N?. La fonction f : V → {1, ..., k} est
appelée coloration de packing d’ordre k si l’égalité f (u) = f (v) implique d (u, v) > f (u).

L’ordre minimum d’une coloration de packing de G est appelé le nombre chromatique

de packing, et il est noté par χp(G). La coloration de packing est donc une partition Pπ =

{V1, V2, ..., Vk} de V en k (1 ≤ i ≤ k) i−packing. Notons que toute coloration de packing
est une coloration propre et donc χ(G) ≤ χ

p
(G) .

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les graphes sont simples.

2.1.2 Coloration de packing de certains graphes particuliers

Tout graphe G d’ordre n admet une coloration de packing d’ordre n, il est possible d’affecter

n entiers distincts, entre 1 et n, à chaque sommet de V . Ainsi, une borne supérieure naturelle

serait l’ordre du graphe qui n’est pas forcément la meilleure.

Proposition 2.1.1 [7] Pour 2 ≤ n ≤ 3, χ
p
(Pn) = 2, et pour n ≥ 4, χ

p
(Pn) = 3.

l’affectation des couleurs 1, 2, 1, 3, ... aux sommets u1, u2, ..., un de Pn représente une

coloration de packing minimum.

Proposition 2.1.2 [7] Pour les cycles Cn,

χ
p
(Cn) =

 3 si n ≡ 0(mod 4) ou n = 3,

4 sinon.

la coloration de packing optimale est donnée par l’affectation aux sommets v1, ..., vn de

Cn les séquences des couleurs :

1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 3, ..., 1, 2, 1, 3 si n = 4r.

1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 3, ..., 1, 2, 1, 3, 4 si n = 4r + 1.

1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 3, ..., 1, 2, 1, 3, 1, 4 si n = 4r + 2.

1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 3, ..., 1, 2, 1, 3, 1, 2, 4 si n = 4r + 3.

Proposition 2.1.3 [7] Soit G un graphe complet, χp (Kn) = n.
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2.1. Motivation et définition du problème de la coloration de packing

Proposition 2.1.4 [7] Pour tout graphe G, χ
p
(G) ≤ τ(G)+1, avec égalité si G a diamètre

deux.

Proposition 2.1.5 [7] Si G est un graphe biparti de diamètre 3. Alors :

τ(G) ≤ χ
p
(G) ≤ τ(G) + 1.

Proposition 2.1.6 [7] Pour tout graphe G,

ω (G) ≤ χ (G) ≤ χ
p
(G).

Où ω (G) est la taille maximun d’une clique.

Proposition 2.1.7 [7] Soit G un graphe. Si χ(G) = χ
p
(G), alors : ω(G) ≥ χ(G)− 2.

Proposition 2.1.8 [7] Pour tout graphe connexe G, χ
p

(G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.

Proposition 2.1.9 [3] Pour tout n ≥ 3,

χ
p
(S (Kn)) = n+ 1.

Proposition 2.1.10 [3] Pour tout graphe connexe G avec au moins trois sommets,

ω (G) + 1 ≤ χ
p
(S (G)) ≤ χ

p
(G) + 1.

Où S (G) est le graphe obtenu en subdivisant toutes les arêtes de G.

Proposition 2.1.11 [7] Pour tout sous graphe H d’un graphe G,

χ
p
(H) ≤ χ

p
(G).

2.1.3 Graphes avec petit nombre de la coloration de packing

En utilisant le fait qu’un graphe G tel que χ
p
(G) = 2 ne contient pas P4 comme sous-graphe

induit et vérifie diam(G) ≤ 2, alors d’après la Proposition 2.1.4, on a forcément τ(G) = 1

c.à.d que G est une étoile. D’où la caractérisation des graphes de nombre chromatique de

packing égal à 2.
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2.1. Motivation et définition du problème de la coloration de packing

Proposition 2.1.12 [7] Pour un graphe connexe G, χ
p
(G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.

Figure 2.1.1: Graphe K1,n,

χp(K1,n) = 2.

Proposition 2.1.13 [7] Soit G un graphe 2−connexe. Alors χp(G) = 3 si et seulement si

G = S(H) où H est un multi-graphe biparti ou G est le joint de K2 et d’un stable. Pour

un sommet v, on définit un T−ajout de v comme étant l’opération qui consiste à ajouter un
sommet wv, un stable Xv, l’arête vwv et quelques arêtes entre {v, wv} et Xv. Voir la Figure

2.1.2.

Figure 2.1.2 : Un graphe G est un T − ajout du sommet v.

Proposition 2.1.14 [7] Soit G un graphe. χ
p
(G) = 3 si et seulement si G peut être formé

en prenant un certain multigraphe biparti H avec bipartition (V2, V3), en subdivisant chaque

arête exactement une fois, en ajoutant des feuilles à certains sommets dans V2∪V3, puis en

effectuant un seul T -ajout à certains sommets de V3.
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2.1. Motivation et définition du problème de la coloration de packing

2.1.4 Coloration de packing pour les arbres

Nous nous intéressons aux arbres avec un nombre de coloration packing très grand. Pour

cela, il est nécessaire d’examiner les petits cas. Un arbre de diamètre 2 (étoile) a un nombre

chromatique packing égal à 2. Un arbre de diamètre 3 a un nombre chromatique packing 3.

Le cas d’un arbre de diamètre 4 est plus compliqué, mais Goddard et al [7] ont pu donner

une formule explicite basée sur le sommet central et leurs voisins de degré 1, 2 et 3 et de

degré supérieur ou égal à 4. Pour cela on définit un sommet faible s’il est de degré inférieur

ou égal à 3 et un sommet fort s’il est de degré supérieur ou égal à 4.

Soit T un arbre de diamètre 4 avec un sommet central v. Pour i = 1, 2, 3, soit ni le

nombre de voisins de v de degré i et soit L le nombre de degré max de v, alors nous avons

la proposition suivante :

Proposition 2.1.15 [7] Soit T un arbre de diamètre 4. Si L = 0, alors :

χp(T ) =

 4 si n3 ≥ 2 et n1 + n2 + n3 ≥ 3,

3 sinon.

et si L > 0, alors :

χp(T ) =


L+ 3 si n3 ≥ 1 et n1 + n2 + n3 ≥ 2,

L+ 1 si n1 = n2 = n3 = 0,

L+ 2 sinon.

Proposition 2.1.16 [7] L’ordre minimum d’un arbre avec χp(T ) = 2 est 2. Pour χp(T ) = 3

c’est 4 et pour χp(T ) = 4 c’est 8. En outre, P4 est l’arbre unique de 4 sommets qui ont

besoin de 3 couleurs. Les deux arbres de 8 sommets qui ont besoin de 4 couleurs sont :

(i) l’arbre de diamètre 4 avec n3 = 2, n1 = 1 et L = n2 = 0, appelé A8.

(ii) l’arbre de diamètre 5 où les deux sommets centraux ont le degré 3 et pour chaque

sommet central 3 sommets voisins de degrés 1, 2 et 3 respectivement, appelé B8.
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2.2. Coloration de packing de la couronne d’un graphe

Figure 2.1.3 : Les plus petits arbres avec χp(T ) = 4.

Proposition 2.1.17 [7] Soit T un arbre différent de P4. Supposons T contient une chaîne

{t u v w} où t est de degré 1. u et v ont le degré 2. Alors : χp(T ) = χp(T − t).

Théorème 2.1.1 [7] Pour tout arbre T d’ordre n,

χp(T ) ≤ (n+ 7)/4

excepter quand n = 4 ou 8, et cette borne est atteinte.

2.2 Coloration de packing de la couronne d’un graphe

Dans cette section, nous exposons des valeurs exactes du nombre chromatique de packing

des couronnes des chaînes et des cycles, déterminées par [12]. Des valeurs exactes, et des

bornes sur les différentes classes de chenilles sont énoncées. On définit la couronne d’un

graphe G, notée Cr(G), est le graphe obtenu à partir d’une copie de G dans laquelle on

attache un sommet pendant à chaque sommet de G.

Figure 2.2.1 : Un graphe C4 et sa couronne.
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2.2. Coloration de packing de la couronne d’un graphe

2.2.1 La couronne d’une chaine

Soit Pn = {x1, ..., xn} une chaine de longueur n et Cr(Pn) la couronne de Pn. Notons par

y1, ..., yn les sommets pendants adjacents aux sommets x1, ..., xn respectivement.

Figure 2.2.2 : La couronne de Pn.

Proposition 2.2.1 [12] Pour tout entier n, n ≥ 10,

(1) Pour n = 2, χp(Cr(Pn)) = 3.

(2) Pour n ∈ {3, ..., 9}, χp(Cr(Pn)) = 4.

(3) Pour n ≥ 10, χp (Cr (Pn)) = 5.

Figure 2.2.3: Coloration de packing de Cr(P10), Cr(P2) et Cr(P4).

2.2.2 La couronne d’un cycle

Soit Cr(Cn) la couronne d’un cycle Cn = {x1, ..., xn} de longueur n. Notons par y1, ..., yn

les sommets pendants adjacents aux sommets de Cn.
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

Figure 2.2.4: La couronne de Cn.

Pour la couronne du cycle, il y’a un résultat identique à celui de la couronne d’une

chaîne. Pour les autres valeurs de n, le résultat est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.2.2 [12] Pour tout entier n,

χp (Cr (Cn)) =

 4 si n ∈ {3, 4} ,
5 sinon.

Figure 2.2.5: Coloration de packing d’un Cr(C4) et Cr(C3).

Figure 2.2.6 : χ
p
(Cr(C12)) = 5.

2.3 Détermination du nombre chromatique de packing

de graphe splitting

Définition 2.3.1 [17] Pour un graphe G, le graphe splitting d’un graphe G, noté par S ′(G),
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

est obtenu en ajoutant un nouveau sommet v′correspondant à chaque sommet v de G, tel

que le nombre de voisins de v dans G est égal le nombre de voisins de v′ dans s′(G).

2.3.1 La coloration de packing de graphe splitting pour les chaines

Proposition 2.3.1 [10] Pour tout n, χp(S
′
(Pn)) ≤ 7.

Figure 2.3.1 : Le graphe splitting de P7.

2.3.2 La coloration de packing de graphe splitting pour les cycles

Proposition 2.3.2 [10] Pour n ≤ 19, χp(S
′
(Cn)) ≤ 8, et pour n ≥ 20, si n ∼= 0(mod 4),

alors χp(S
′
(Cn)) = 7.

Figure 2.3.2 : Splitting de C4.
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

2.3.3 La coloration de packing de graphe splitting de l’étoile

Proposition 2.3.3 [19] Soit K1,n, n ≥ 2 une étoile avec n sommets. Alors χp(S
′
(K1,n)) =

3.

Figure 2.3.3 : Splitting d’une étoile.

2.3.4 La coloration de packing de graphe splitting de l’étoile dou-

ble

Théorème 2.3.1 [9] Pour le graphe S ′
(Sp,q), χp(S

′
(Sp,q)) = 4.

Figure 2.3.4 : Splitting d’une étoile double.
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2.3. Détermination du nombre chromatique de packing de graphe splitting

2.3.5 La coloration de packing de graphe splitting pour les graphes

complets

Proposition 2.3.4 [11] Pour Kn, χp(S
′
(Kn)) = n+ 1.

Figure 2.3.5 : Graphe Splitting de K3.
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Chapitre 3

Détermination du nombre

chromatique de packing de quelques

types de graphes

Dans ce chapitre, nous donnons nos résultats sur la détermination du nombre chromatique

de packing de quelques types de graphes.

3.1 Coloration de packing du produit croisé de deux

graphes

3.1.1 Coloration de packing du produit croisé d’une étoile et une

chaîne

Théorème 3.1.1 Pour tout n ≥ 2, p ≥ 3,

χ
P

(K1,p × Pn) =

 2 si n = 2,

3 sinon.
.

Preuve.

Cas 1. Pour n = 2, le graphe K1,p × Pn peut former sous forme de l’union de deux

étoiles, donc: χ
P

(k1, p × Pn) = χ
P

(k1, p). D’après la Proposition 2.1.12, χ
P

(k1, p) = 2.
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

D’ou : χ
P

(k1, p × Pn) = 2.

Figure 3.1.1: Graphe k1, p × P2, p ≥ 3 : χ
P

(k1, p × P2) = 2

Cas 2. Pour n ≥ 3, le graphe de K1,p × Pn contient un sous graphe induit C4. D’après

la Proposition 2.1.2, χ
P

(C4) = 3 et par la Proposition 2.1.11, χ
P

(C4) ≤ χ
P

(K1,p×Pn).

D’où χp(K1,p×Pn) ≥ 3.

Maintenant, montrerons que χ
p
(K1,p×Pn) ≤ 3. On utilise la coloration suivante :

On colore les np sommets de degré inférieur ou égal à 2 par 1, et on colore les n sommets

de degré supérieur ou égal à p par la séquence de couleurs:

223 si n = 3

2233, ..., si n ∼= 0 (mod 4)

2233, ..., 2, si n ∼= 1 (mod 4)

2233, ..., 22, si n ∼= 2 (mod 4)

2233, ..., 223, si n ∼= 3 (mod 4)

Exemple 3.1.1 Les deux figures suivantes représentent une coloration de packing de K1,p×
Pn , n ∼= 2 (mod 4) et K1,3 × P5.
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

Figure 3.1.2: Graphe K1,p × Pn, n ∼= 2 (mod 4), χ
P

(K1,p × Pn) = 3

Figure 3.1.3: Graphe K1,3 × P5, χP (K1,3 × P5) = 3
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

3.1.2 Coloration de packing du produit croisé d’une étoile et un

cycle

Théorème 3.1.2 Pour tout n ≥ 3, p ≥ 3,

χ
P

(K1,p × Cn) =

 3 si n ∼= 0 (mod 4) ou n = 3,

4 si n � 0 (mod 4).

Preuve.

Cas 1: Pour n ∼= 0(mod 4) ou n = 3, le grapheK1,p × Cn contient un sous graphe induit
C4. D’après la Proposition 2.1.2, χ

P
(C4) = 3 et par la Proposition 2.1.1, χ

P
(K1,p×Cn) ≥

χ
P

(C4). D’où χp(K1,p×Cn) ≥ 3.

Pour montrer que χ
p
(K1,p×Pn) ≤ 3. On utilise la coloration suivante :

On colore les np sommets de degré 2 par 1, et on colore les n sommets de degré 2p

comme suit :

232 si n = 3

et par la séquence 2233, ... si n ∼= 0 (mod 4).

Figure 3.1.4: χ
P

(K1,4 × C3) = χ
P

(K1,3 × C4) = 3
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

Cas 2: Pour n � 0(mod 4), le graphe de K1,p × Cn contient un sous graphe induit

Cn n’est pas multiple de 4. D’après la Proposition 2.1.2, χ
P

(Cn) = 4 et par la Proposition

2.1.11, χ
P

(K1,p×Cn) ≥ χ
P

(Cn).

D’où χp(K1,p×Cn) ≥ 4.

Maintenant, pour montrer que χ
p
(K1,p×Cn) ≤ 4, on utilise la coloration suivante :

On colore les np sommets de degré 2 par 1, et on colore les n sommets de degré 2p

comme suit :

Si n = 5, alors on utilise la coloration suivante 22334.

Si n > 5, alors on utilise la coloration séquentielle suivante : 2233, ..., 44

Les deux derniers sommets sont colorés par la couleur 4.

La figure suivante donne une coloratin de packing du graphe K1,3 × Cn, n ∼= 3(mod

4).

Figure 3.1.5: Graphe K1,3 × Cn. n ∼= 3 (mod 4), χ
P

(K1,3 × Cn) = 4

Exemple 3.1.2 Les figures suivantes donnent une coloration de packing de K1,5 × C8 et

K1,3 × C9.
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3.1. Coloration de packing du produit croisé de deux graphes

Figure 3.1.6: Graphe K1,5 × C8, χP (K1,5 × C8) = 3.

Figure 3.1.7: Graphe K1,3 × C9, χP (K1,3 × C9) = 4
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super

fini de qulques graphes

3.2.1 Graphe subdivisé super fini

Définition 3.2.1 Soit G un graphe à n sommets et t arêtes. Le graphe obtenu en rem-

plaçant chaque arête de G par un graphe biparti complet K2,m (m est fini) est appelé: graphe

de subdivision super fini de G, noté FSSDm(G).

Remarque 3.2.1 Pour m = 1, le graphe FSSDm(G) est également le graphe S(G).

3.2.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini du

produit croisé d’une étoile et une chaine

Théorème 3.2.1 Pour p ≥ 3, n ≥ 2 et m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(K1,p×Pn)) = 3.

Preuve.

Notons par ui, i ∈ {0, 1, ..., p} les sommets de K1,p tel que dK1,p(u0) = p, et vj, j ∈
{1, ..., n} les sommets de Pn. Donc les sommets de K1,p×Pn sont notés par (ui, vj), i ∈
{0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n}. On note aussi les m sommets de chaque sous graphe induit

K2,m qui remplace chaque arête de K1,p×Pn par (ui, vj)
k, i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n},

k ∈ {1, ...,m} (Voir Figure 3.2.1).

Soit c : V (FSSDm(K1,p×Pn))→ {1, 2, ...} une coloration de packing sur FSSDm(K1,p×Pn).
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Figure 3.2.1 : Représentation du graphe FSSDm(K1,p × Pn)

Pour p ≥ 3, n ≥ 2 et m ≥ 1. Le graphe FSSDm(K1,p×Pn) contient un sous graphe

induit P4. D’après la Proposition 2.1.1, χ
p
(P4) = 3, et par la Proposition 2.1.11,

χ
P

(FSSDm(K1,p×Pn)) ≥ χ
P

(P4) . D’où : χp(FSSD(K1,p×Pn)) ≥ 3.

Maintenant, pour montrer que χp(FSSD(K1,p×Pn)) ≤ 3, on utilise la coloration suiv-

ante: c((u0, vj)) = 3 pour tout j ∈ {1, ..., n}, et pour tout i ∈ {1, ..., p}, c((ui, vj)) = 2 et

j ∈ {1, ..., n}, et c((ui, vj)k) = 1 pour tout i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n} et k ∈ {1, ...,m}
(Voir Figure 3.2.2) (les sommets noirs sont colorés par 1).
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Figure 3.2.2 :Graphe FSSD1(K1,p×Pn), χ
p
(FSSD1(K1,p×Pn)) = 3

Exemple 3.2.1 La figure suivante représente la coloration de packing de FSSD2(K1,4×P4)

(les sommets noirs sont colorés par 1).

Figure 3.2.3 : Graphe FSSD2(K1,4×P4), χ
p
(FSSD2(K1,4×P4)) = 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.3 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini du

produit cartésien d’une étoile et une chaîne

Théorème 3.2.2 Pour p ≥ 3, n ≥ 2 et m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(K1,p � Pn)) = 3.

Preuve.

Notons par ui, i ∈ {0, 1, ..., p} les sommets de K1,p tel que dK1,p(u0) = p, et par vj,

j ∈ {1, ..., n} les sommets de Pn. Donc les sommets de K1,p � Pn sont notés par (ui, vj),

i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n}. On note aussi les m sommets de chaque sous graphe induit

K2,m qui remplace chaque arête de K1,p � Pn par (ui, vj)
k, i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n}

et k ∈ {1, ...,m} (Voir Figure 3.2.4). Soit c : V (FSSDm(K1,p � Pn)) → {1, 2, ...} une
coloration de packing sur FSSDm(K1,p � Pn).

Figure 3.2.4 : Représentation du graphe FSSDm(K1,p � Pn)

Pour p ≥ 3, n ≥ 2 et m ≥ 1. Le graphe FSSDm(K1,p � Pn) contient un sous

graphe induit P4. D’après la Proposition 2.1.1, χ
p
(P4) = 3, et par Proposition 2.1.11,

χ
P

(FSSDm(K1,p � Pn)) ≥ χ
P

(P4).

D’où: χp(FSSD(K1,p�Pn)) ≥ 3.

Maintenant, pour montrer que χp(FSSD(K1,p � Pn)) ≤ 3, on utilise la coloration

suivante :
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête (ui, vj) sont

colorés par 1.

Pour les sommets (ui, vj), i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n} de K1,p�Pn, on distingue deux
cas :

Cas1 : Si n est pair. Pour les sommets (u0, vj), j ∈ {1, ..., n}, on utilise la coloration
séquentielle suivante: 23, ..., et pour tout i ∈ {1, ..., p}, les sommets (ui, vj), j ∈ {1, ..., n}
sont colorés l’aide de la coloration séquentielle suivante: 32, ..., 32.

Le tableau suivant illustre cette coloration :

2 3 2 3 ...

3 2 3 2 ...

3 2 3 2 ...
.

.

.

.

.

.

.

.
...

. . . . ...



Cas 2 : Si n est impair. Pour les sommets (u0, vj), j ∈ {1, ..., n}, on utilise la coloration
séquentielle suivante: 23, ..., 2, et pour tout i ∈ {1, ..., p}, les sommets (ui, vj), j ∈ {1, ..., n},
sont colorés par la séquence de couleurs suivante : 32, ..., 3 (la séquence est fermée par 3).

Cette coloration est représentée dans le tableau suivant :

2 3 2 3 ... 2

3 2 3 2 ... 3

3 2 3 2 ... 3
.

.

.

.

.

.

.

.
...

.

.
. . . . ... .


Exemple 3.2.2 Les deux figures suivantes donnent une coloration de packing de FSSD2(K1,3

� P4) et FSSD1(K1,2 � P6) (les sommets noirs sont colorés par 1).
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Figure 3.2.5: Graphe FSSD2(K1,3 � P4), χp(FSSD2(K1,3 � P4)) = 3

Figure 3.2.6: Graphe FSSD1(K1,3 � P6), χp(FSSD1(K1,3 � P6)) = 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.4 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini du

produit cartsien d’une étoile avec un cycle

Théorème 3.2.3 Pour p ≥ 3, n ≥ 4 et m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(K1,p�Cn)) = 3 si n est pair.

Preuve.

Notons par G = (V,E) le graphe FSSDm(K1,p�Cn). On note par ui, i ∈ {0, 1, ..., p} les
sommets de K1,p tel que dK1,p(u0) = p, et par vj, j ∈ {1, ..., n} les sommets de Cn. Donc les
sommets de K1,p×Cn sont notés par (ui, vj), i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n}. On note aussi
les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace chaque arête (ui, vj) de

K1,p�Cn par (ui, vj)
k, i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n} et k ∈ {1, ...,m} (Voir Figure 3.2.7).

Figure 3.2.7: Représentation du graphe FSSDm(K1,p�Cn)

Pour p ≥ 3, n ≥ 4 etm ≥ 1. G contient un sous graphe induit Cn. D’après la Proposition

2.1.2, χ
p
(Cn) = 3, et par la Proposition 2.1.11, χ

P
(FSSDm(K1,p�Cn)) ≥ χ

P
(Cn).

D’où : χp(FSSD(K1,p�Cn)) ≥ 3.

Maintenant, pour montrer que χp(FSSD(K1,p�Cn)) ≤ 3, on utilise la coloration suiv-

ante:

Les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête (ui, vj) sont

colorés par 1.

Pour les sommets (ui, vj), i ∈ {0, 1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n} de K1,p×Pn on utilise la col-
oration suivante :
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Pour les sommets (u0, vj), j ∈ {1, ..., n} on utilise la coloration séquentielle suivante
: 23, ..., et pour les sommets (ui, vj), i ∈ {1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n}, on utilise la coloration
séquentielle suivante : 32, ....

Cette coloration est représentée dans le tableau suivant :

2 3 2 3 ...

3 2 3 2 ...

3 2 3 2 ...
.

.

.

.

.

.

.

.
...

. . . . ...


Exemple 3.2.3 La figure suivante représente une coloration de packing de FSSD2(K1,5 �
C4) (les sommets noirs sont colorés par 1).

Figure 3.2.8: Graphe FSSD2(K1,5 � C4), χp(FSSD2(K1,5 � C4)) = 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Proposition 3.2.1 Pour p ≥ 3, n ≥ 3 et m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(K1,p�Cn)) ≤ p+ 4 si n est impair.

La coloration de packing est donnée par : pour les sommets (u0, vj), j ∈ {1, ..., n} on
utilise la coloration séquentielle suivante : 23, ..., 4, et pour les sommets (ui, vj), i ∈ {1, ..., p},
j ∈ {1, ..., n}, on utilise la coloration représentée dans le tableau suivant :

3 2 3 ... 4

3 2 3 ... 5

3 2 3 ... 6
...
...
...
...

...

3 2 3 ... p+ 4


Les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête (ui, vj) sont

colorés par 1.

Exemple 3.2.4 La figure suivante représente une coloration de packing de FSSD1(K1,4 �
C3) (les sommets noirs sont colorés par 1).

Figure 3.2.9: Graphe FSSD1(K1,4×C3),

χ
p
(FSSD1(K1,4×C3)) = 8.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.5 Coloration de packing pour un graphe subdivisé super fini

d’un TADPOLE Tp,n

Théorème 3.2.4 Pour p ≥ 3, n ≥ 2 et m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(Tp,n)) =

{
3 si p est pair,

4 sinon.

Preuve. Notons G = (V,E) le graphe FFSDm(Tp,n). On note par ui, i ∈ {1, ..., p}
les sommets de Cp, et vj, j ∈ {1, ..., n} les sommets de Pn le sous graphe induit de Tp,n.
On note par w l’arête qui relie un sommet de Cp avec l’une des exterimété de Pn. Sans

perte de généralite, supposons que w = u1v1, et uki,l, i, l ∈ {1, ..., p}, i 6= l et k ∈ {1, ...,m}
les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête uiul de Cp, et vkj,g,

j, g ∈ {1, ..., n}, j 6= g et k ∈ {1, ...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit

K2,m qui remplace l’arête vjvg de Pn. On note aussi par wk, k ∈ {1, ...,m} les m sommets

de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête w (Voir Figure 3.2.10). Soit c :

V (G)→ {1, 2, ...} une coloration de packing sur G.

Figure 3.2.10: Graphe TADPOLE FSSD3(T8,4).

Cas 1. Pour n ≥ 2 et p est pair. G peut former comme un multi-graphe biparti (voir

Figure 3.2.11). D’après la Proposition 2.1.13, χp(FSSDm(Tp,n)) = 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Figure 3.2.11: Graphe FSSD2(T6,5).

Cas 2. Pour n ≥ 2 et p est impair. G contient un sous graphe induit C2p avec

2p � 0 (mod 4). D’après la Proposition 2.1.2, χ
P

(C2p) = 4, et par la Proposition 2.1.11,

χ
P

(FFSDm(Tp,n)) ≥ χ
P

(C2p). D’où χp(FFSDm(Tp,n)) ≥ 4.

Montrons maintenant que χ
p
(FFSDm(Tp,n)) ≤ 4, pour cela on utilise la coloration

suivante:

On pose c(uki,l) = c(wk) = c(vkj,g) = 1 pour tout i, l ∈ {1, ..., p}, i 6= l, j, g ∈ {1, ..., n},
j 6= g, k ∈ {1, ...,m}. Les sommets ui, i ∈ {1, ..., p} de Cp sont colorées par la séquence
suivante : 23, 23, ..., 234.

Pour colorier les sommets vj, j ∈ {1, ..., n} de Pn, on distingue deux cas:
Cas 2.1. Si n ∼= 0(mod 2) on distingue deux possibilités:

1_Si c(u1) ∈ {2, 4} on utilise la séquence suivante: 32, 32, ...

2_Si c(u1) ∈ {3, 4} on utilise la séquence suivante: 23, 23, ...

Cas 2.2. Si n ∼= 1(mod 2) on distingue deux possibilités:

1_Si c(u1) ∈ {2, 4} on utilise la séquence suivante: 32, 32, ..., 3.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

2_Si c(ui1) ∈ {3, 4} on utilise la séquence suivante: 23, 23, ..., 2.

Par conséquence χ
p
(FSSDm(Tp,n)) = 4.

Exemple 3.2.5 Les deux figures suivantes représentent une coloration de packing de FSSDm(T4,5)

et FSSD3(T9,4)(les sommets noirs sont colorés par 1).

Figure 3.2.12 :Graphe FSSDm(T4,5), χ
p
(FSSDm(T4,5)) = 3.

Figure 3.2.13 : Graphe FSSD3(T9,4), χ
p
(FSSD3(T9,4)) = 4.
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

3.2.6 Coloration de packing pour un graphe subdivisé super fini

d’un Prisme de cycle Yn

Théorème 3.2.5 Pour n ≥ 3, m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(Yn)) = 3 si n est pair, et χ

p
(FSSDm(Yn)) ≤ 5 si n est impair.

Preuve. Notons par G = (V,E) le graphe FSSDm(Yn). On note par ui, ui′′ , i, i′ ∈
{1, ..., n} les sommets Yn,tellque ui les sommets du cycle intérieur et ui′ les sommets du cycle
extérieur. On note par uki,j, u

k
i′,j′ i, i′, j, j′ ∈ {1, ..., n}, i 6= j, i′ 6= j′ et k ∈ {1, ...,m} les m

sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête uiuj dans cycle intérieur

et l’arête ui′uj′ dans cycle extérieur. Soit c : V (G) → {1, 2, ...} une coloration de packing
sur G.

Figure 3.2.14 : Le graphe FSSD1(Y4)

Pour n est pair. G contient un sous graphe induit C2n où 2n est un multiple de 4. D’après

la Proposition 2.1.2, χ
P

(C2n) = 3, et par Proposition 2.1.11, χ
P

(FFSDm(Yn)) ≥ χ
P

(C2n).

D’où χp(FFSDm(Yn)) ≥ 3.

Maintenant, pour montrer que χ
p
(FSSDm(Yn)) ≤ 3, il suffi t d’utiliser la coloration

suivante :

On pose c(uki, j) = c(uki′, j′) = 1 pour tout i, i′, j, j′ ∈ {1, ..., n}, i 6= j, i′ 6= j′ et

k ∈ {1, ...,m}.
Concernant la coloration des sommets ui, ui′ , i, i′ ∈ {1, ..., n}, on utilise la coloration

suivante:
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Pour le cycle intérieur, on utilise la sequence suivante: 23, ..., 23.

Pour le cycle extérieur, on utilise la sequence suivante: 32, ..., 32.

Donc χ
p
(FSSDm(Yn)) = 3.

Pour n est impair, la bornne supérieur de la coloration de packing est donnée par

l’affectation aux sommets ui, ui′ , i, i′ ∈ {1, ..., n} de Yn, on utilise la coloration suivante:
Pour le cycle intérieur, on utilise la sequence suivante: 23, ..., 4.

Pour le cycle extérieur, on utilise la sequence suivante: 32, ..., 5.

Les sommets uki, j, u
k
i′, j′ i, i

′, j, j′ ∈ {1, ..., n}, i 6= j, i′ 6= j′ et k ∈ {1, ...,m} sont colorés
par 1. D’où χ

p
(FSSDm(Yn)) ≤ 5

Exemple 3.2.6 Les figures suivantes représentent une coloration de packing de FSSD2(Y8),

FSSD1(Y5), FSSD1(Y7), FSSD1(Y10) et FSSD1(Y9).(les sommets noirs sont colorés par

1).

Figure 3.2.15: Graphe FSSD2(Y8), χ
p
(FSSD2(Y8)) = 3 .
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3.2. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de qulques graphes

Figure 3.2.16 : Les graphe FSSD1(Y5) et FSSD1(Y7),

χ
p
(FSSDm1(Y5)) = χ

p
(FSSD1(Y7)) = 5

Figure 3.2.17: Graphe FSSD1(Y10), χ
p
(FSSD1(Y10)) = 3 .
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

Figure 3.2.18 : Graphe FSSD1(Y9), χ
p
(FSSD1(Y9)) = 5

3.3 Coloration de packing d’un graphe subdivisé super

fini d’une couronne de deux graphes

3.3.1 La couronne de deux graphes

Définition 3.3.1 Soient G1, G2 deux graphes à n1, n2 sommets et m1,m2 arêtes respective-

ment. Alors la couronne G1�G2 est le graphe formé par une copie de G1 et | V (G1) |copies
de G2, où le iéme sommet de G1est adjacent à tous les sommets de la iéme copies de G2. La

couronne G1�G2 de G1et G2 a n1 +n1n2 sommets. Si G2 = K1, alors G1�G2 est le graphe

Cr (G1).

3.3.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’une

couronne généralisée du graphe Tadpole

Théorème 3.3.1 Pour p ≥ 3, n ≥ 2, q ≥ 1 et m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(Tp,n � qK1)) =

{
3 si n est pair,

4 sinon.

Preuve. Notons par G = (V,E) le graphe FFSDm(Tp,n � qK1). On note par ui,

i ∈ {1, ..., p} et vj, j ∈ {1, ..., n} les sommets de Cp, respectivement Pn, les sous graphes
induit de Tp,n. On note par w l’arête qui relie un sommet de Cp avec l’une des extrémités

de Pn. Sans perte de généralité, supposons que w = u1v1, et uki,l, i, l ∈ {1, ..., p}, i 6= l
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

et k ∈ {1, ...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête

uiul de Cp, et vkj,g, j, g ∈ {1, ..., n}, j 6= g et k ∈ {1, ...,m} les m sommets de chaque sous

graphe induit K2,m qui remplace l’arête vjvg de Pn. On note aussi par wk, k ∈ {1, ...,m}
les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête w. On note par xi,h,

xj,h, i ∈ {1, ..., p}, j ∈ {1, ..., n} et h ∈ {1, ..., q} les sommets de qK1 voisins aux sommets

ui, respectivement vj dans le graphe Tp,n � qK1. On note par xki,h, x
k
j,h, i ∈ {1, ..., p},

j ∈ {1, ..., n}, h ∈ {1, ..., q} et k ∈ {1, ...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit

K2,m qui remplace l’arête xixh , respectivement xjxh dans le graphe Tp,n � qK1. Soit c :

V → {1, 2, ...} une coloration de packing sur G.
Cas 1: n ≥ 2 et p est pair. Le graphe Tp,n et un graphe biparti d’ensembles V2, V3.

Le graphe Tp,n � qK1 est un graphe multiparti d’ensembles V1, V2, V3 et V4. Le graphe

FSSDm(Tp,n � qK1) reste un graphe multiparti en multipliant les arêtes de Tp,n � qK1 m

fois et on subdivise toutes ses arêtes une seule fois (Voir Figure 3.3.1). D’après la Proposition

2.1.13, χp(FSSDm(Tp,n � qK1)) = 3.

Figure 3.3.1 : Graphe FSSD2(T8,4 � 3K1)
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

Cas 2. Pour n ≥ 2 et p est impair. G contient un sous graphe induit C2p avec 2p �

0(mod 4) et d’après la Proposition 2.1.2, χ
P

(C2p) = 4, et par la Proposition 2.1.11,

χ
P

(FFSDm(Tp,n � qK1)) ≥ χ
P

(C2p). D’où χp(FFSDm(Tp,n � qK1)) ≥ 4.

Montrons maintenant que χ
p
(FFSDm(Tp,n�qK1)) ≤ 4, pour cela on utilise la coloration

suivante:

On pose c(uki,l) = c(wk) = c(vkj,g) = c(xki,h) = c(xkj,h) = 1 pour tous i, l ∈ {1, ..., p},
i 6= l, j, g ∈ {1, ..., n}, j 6= g, h ∈ {1, ..., q} et k ∈ {1, ...,m}. Les sommets ui, i ∈ {1, ..., p}
de Cp sont colorés par la séquence suivante : 23, 23, ..., 234. Pour colorer les sommets xi,h,

i ∈ {1, ..., p} et h ∈ {1, ..., q}, on distingue deux possibilités:
1_ Si c(ui) = 2, alors c(xi,h) = 3.

2_ Si c(ui) = 3, alors c(xi,h) = 2.

Pour colorer les sommets vj, j ∈ {1, ..., n} de Pn, on distingue deux cas :
Cas 2.1. Si n ∼= 0(mod 2) on distingue deux possibilités :

1_ Si c(u1) ∈ {2, 4}, alors la séquence suivante est utilisée :
32, 32, ...

2_ Si c(u1) ∈ {3, 4}, alors on utilise la séquence suivante :
23, 23, ...

Cas 2.2. Si n ∼= 1(mod 2), alors on distingue deux possibilités :

1_ Si c(u1) ∈ {2, 4}, alors on utilise la séquence suivante :
32, 32, ..., 3.

2_ Si c(u1) ∈ {3, 4}, alors on utilise la séquence suivante :
23, 23, ..., 2.

Ensuite, on distingue deux possibilités sur la coloration des sommets xj.h, j ∈ {1, ..., n}
et h ∈ {1, ..., q}.
1_ Si c(vj) = 2, alors c(xj,h) = 3.

2_ Si c(vj) = 3, alors c(xj,h) = 2.

Par conséquence χ
p
(FSSDm(Tp,n)) = 4.

Exemple 3.3.1 Les figures suivantes représentent la coloration de packing de FSSD1(T4,3�
2K1) et FSSD2(T5,4 � 3K1).(les sommets noirs sant colorés par 1).
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graphes

Figure 3.3.2 : Graphe FSSD1(T4,3 � 2K1), χ
p
(FSSD1(T4,3 � 2K1)) = 3.

Figure 3.3.3 : Graphe FSSD2(T5,4 � 3K1), χ
p
(FSSD2(T5,4 � 3K1)) = 4.
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Lemme 3.3.1 Pour le graphe FSSD1(P2 � P4),

χ
p
(FSSD1(P2 � P4)) = 5.

Preuve.

On note par ui, i ∈ {1, 2} les sommets de P2 tels que dFSSD1(P2�P4)(vi) = 5, et par Pi,4,

i ∈ {1, 2} les chaînes correspondantes aux sommets ui. On note aussi par vi,j, i ∈ {1, 2},
j ∈ {1, ..., 4} les sommets de Pi,4. Le sommet de subdivision de l’arête u1u2 est noté par u1

1,2.

Pour tout i ∈ {1, 2}, j, l ∈ {1, ..., 4}, (j 6= l), on note par v1
i,j,l le sommet de subdivision de

l’arête vi,jvi,l. Pour tout i ∈ {1, 2} et j ∈ {1, ..., 4}, on note par s1
i,j le sommet de subdivision

de l’arête uivi,j. Soit c : V → {1, 2, ...} une coloration de packing sur FSSD1(P2�P4) (Voir

Figure 3.a.1).

Figure 3.a.1: Le graphe FSSD1(P2 � P4)

G contient un sous graphe induit C6. D’après la Proposition 2.1.1, χ
P

(C6) = 4, et par

Lemme 2.1.1, χ
p
(FSSD1(P2 � P4)) ≥ χ

P
(C6).

D’ou χ
p
(FSSD1(P2 � P4)) ≥ 4

Pour montrer que c n’est pas une coloration 4-packing dans G, on suppose au contraire

que c étant une coloration 4−packing de G. Alors on distingue les cas suivants :
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Cas 1.

On suppose qu’il existe i ∈ {1, 2} tel que c(ui) = 1 et sans perte de généralité, soit i = 1.

Comme u1 à cinq voisins s1
1,1, s

1
1,2, s

1
1,3, s

1
1,4 et u

1
1,2, qui sont par paire à distance 2, ces sommets

reçoivent cinq couleurs différentes {2, 3, 4, 5, 6} par c, ce qui donne une contradiction avec
la supposition que c étant une coloration 4−packing de G.
Cas 2.

On suppose que c(u1), c(u2) ∈ {2, 3, 4} et on distingue les sous cas suivants.
Cas 2.1.

{c(u1), c(u2)} = {f, g} avec f, g ∈ {2, 3}, f 6= g. Pour les sommets s1
i,j et u

1
1,2, on peut

les colorer par 1, et concernant la coloration des sommets vi,1, vi,2, vi,3 et vi,4, on distingue

deux possibilités :

Cas 2.1.1. Si c(ui) = f, alors on utilise la séquence de couleurs suivante : g, 4, g, 5.

Cas 2.1.2. Si c(ui) = g, alors on utilise la séquence de couleurs suivante : f, 4, f, 5.

Dans les deux possibilités, il suffi t d’utiliser une autre couleur, ce qui donne une contra-

diction avec la supposition que c étant une coloration 4-packing de G.

Cas 2.2.

{c(u1), c(u2)} = {4, g} avec g ∈ {2, 3}. Pour les sommets u1
1,2 et s

1
i,j, i ∈ {1, 2}, j ∈

{1, ..., 4}, on peut les colorer par 1. Concernant les sommets vi,1, vi,2, vi,3 et vi,4, on peut les

colorer comme suit en distinguant deux possibilités suivant les sommets ui, i ∈ {1, 2}.
Cas 2.2.1. Si c(ui) = 4, alors on utilise la séquence suivante : 2, 3 , 2 , 3.

Cas 2.2.2. Si c(ui) = g, alors on utilise la séquence suivante : f, 5, f, 6, avec f ∈ {2, 3},
f 6= g.

Il y a une contradiction avec le fait que c étant une coloration 4−packing de G.
Cas 3.

On suppose qu’il existe i ∈ {1, 2} et j ∈ {1, ..., 4} tels que c(vi,j) = e avec e ∈ {1, 2, 3, 4}
et dFSSD1(P2�P4)(vi,j) = 2, et sans perte de généralité, on suppose que i = 1 et j = 1. On

distingue les sous cas suivants.

Cas 3.1.

Si c(v1,1) = 1, alors comme v1,1 à deux voisins s1
1,1et v

1
1,1,2, qui sont par paire à distance 2,

ces sommets reçoivent deux couleurs différentes; soint {2, 3} par c. D’une part, les sommets
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u1, v1,2 et le sommet s1
1,2 peuvent reçoivent la couleur 1 et 4 par c, c-à-d : c(u1) = c(v1,2) = 1

et c(s1
1,2) = 4, mais il n’y a pas de couleur disponible pour terminer la coloration du sommet

v1
1,2,3, ce qui donne une contradiction avec le fait que c étant une coloration 4−packing de
G.

Cas 3.2.

Si c(v1,1) ∈ {2, 3}, alors les sommets v1
1,1,2 et s

1
1,1 reçoivent la couleur 1, et pour colorer

les sommets v1,2, v1,3 et v1,4, on distingue deux possibilités :

Cas 3.2.1. Si c(v1,1) = 2, alors on utilise par ordre les couleurs suivantes : 3, 2, 3.

Cas 3.2.2. Si c(v1,1) = 3, alors on utilise les couleurs suivantes : 2, 3, 2.

et le sommet u1 reçoit la couleur 4, ce cas est symétrique avec le Cas 2_2. Il y a une

contradiction avec le fait que c étant une coloration 4−packing de G.
Cas 3.3.

Si c(v1,1) = 4, les sommets s1
1,1, v

1
i,j,l, i ∈ {1, 2}, j, l ∈ {1, ..., 4}, (j 6= l) reçoivent la

couleur 1, et pour colorer les sommets v1,2, v1,3 et v1,4 on utilise la séquence suivante: 2, 3, 2,

mais il n’y a pas de couleurs disponibles pour terminer la coloration de sommet u1, ce qui

donne une contradiction avec le fait que c étant une coloration 4−packing de G.
Dans tous les cas mentionnés, nous devons utiliser au mois 5 couleurs pour colorer le

graphe G. Par symétrie, on déduit que notre lemme est démontré.

Lemme 3.3.2 Pour le graphe FSSD1(K1 � C3),

χ
p
(FSSD1(K1 � C3)) = 5.

Preuve. On note par G le graphe FSSD1(K1 � C3). On note par ui, i ∈ {0, ..., 3} les
sommets de K1 � C3, et on note par u1

i,j, i, j ∈ {0, ..., 3}, i 6= j, les sommets de subdivision

de l’arête uiuj (Voir Figure 3.b.1).Soit c : V → {1, 2, ...} une coloration de packing sur G.
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Figure 3.b.1 : Le graphe FSSD1(K1 � C3)

G contient un sous graphe induit C6. D’après la Proposition 2.1.1, χ
P

(C6) = 4, et par

Lemme 2.1.1, χ
P

(C6) ≤ χ
p
(FSSD1(K1 � C3)).

D’ou χ
p
(FSSD1(K1 � C3)) � 4

Pour montrer que c n’est pas une coloration 4-packing dans G. On suppose que c étant

une coloration 4-packing de G on distinguant les cas suivants:

Cas 1.

On suppose qu’il existe i ∈ {0, ..., 3} tel que c(ui) = 1 et sans perte de généralité, on

suppose que i = 0. Comme u0 est a trois voisins u0,1, u0,2 et u0,3, qui sont par paire à

distance 2, alors les sommets u0,1, u0,2 et u0,3 reçoivent trois couleurs différentes {2, 3, 4}
par c, par conséquence, c utilise (1 + 3 = 4) couleurs. D’une part, les sommets u1, u2 et

u3 ne peuvent recevoir que la couleur 1 par c, car pour tout k ∈ {1, 2, 3}, le sommet u0,k

admet deux voisins u0 et uk qui sont par paire à distance 2. D’autre part, pour tous k, l,

h ∈ {1, 2, 3}, k 6= l, l 6= h, h 6= k, d(u0,k, ul,h) = 4. Par conséquent, on peut colorer juste

deux sommets de l’ensemble {u1,2, u2,3, u1,3} de {2, 3} par c, mais il n’y a pas de couleur
disponible pour le troisième sommet, et dans ce cas, il faut utiliser une autre couleur, soit

{5} par c, ce qui donne une contradiction avec le fait que c étant une coloration 4−packing
de G.
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Cas 2.

On suppose que c(ui) = e avec e ∈ {2, 3, 4} pour certains i ∈ {0, ..., 3} et sans perte de
généralité, supposons que i = 0. On distingue les sous cas suivants concernant les couleurs

c(u0,1), c(u0,2) et c(u0,3).

Cas 2.1.

Si les sommets u0,1, u0,2 et u0,3 reçoivent la couleur 1 par c et chaqu’un de ces sommets

a deux voisins parmi l’une des deux est u0, qui sont par paire à distance 2, alors juste deux

sommets parmi l’ensemble { u1, u2, u3} peuvent colorer de {f, g} par c avec f, g ∈ {2, 3, 4},
e 6= g, e 6= f et g 6= f . Donc on a besoin d’une autre couleur pour terminer la coloration de

ces sommets par c qui est {5}. Nous avons la même contradiction que dans le cas 1.

Cas 2.2 .

Si {c(u0,1), c(u0,2), c(u0,3)} = {1, 1, f}, f ∈ {3, 4}, e 6= f . Alors, on distingue les deux

sous cas suivants :

Cas 2.2.1.

Si e ∈ {3, 4} et les sommets u0,1, u0,2, u0,3 reçoivent des couleurs de {1, 1, 2} par c. Soit
k
′ ∈ {1, 2, 3}, tel que c(u0,k′) = 2. Alors, pour les sommets u1, u2 et u3 on peut les colorer de

{1, 2, g} par c avec g ∈ {3, 4}, e 6= g, avec c(uk′) = 1. A la suite, on peut colorer seulement

un sommet de l’ensemble {u1,2, u2,3, u1,3} par {1} , par c. Pour k
′
, l

′
, h

′ ∈ {1, 2, 3}, k′ 6= l
′
,

k
′ 6= h

′
, h

′ 6= l
′
, si c(ul′ ) = 2 et c(uh′ ) = g, alors c(ul′ ,h′ ) = 1, mais il n’y a pas de couleurs

disponibles pour les deux sommets restants de l’ensemble {u1,2, u2,3, u1,3} et dans ce cas, il
faut utiliser deux autres couleurs par c qui sont {5, 6}, ce qui donne une contradiction avec
le fait que c étant une coloration 4−packing de G.
Cas 2.2.2.

Si e = 2 et f ∈ {3, 4}, 6= e, alors pour les sommets u1, u2 et u3, on peut colorer seulement

deux sommets de {1, g} , f 6= g 6= e par c. Donc, on a besoin d’une autre couleur pour

terminer la coloration de ces sommets par c qui est {5}. Ce qui donne une contradiction
avec le fait que c étant une coloration 4−packing de G.

Cas 2.3.
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Si les sommets u0,1, u0,2 et u0,3 reçoivent les couleurs {1, f, g} par c, avec f, g ∈ {2, 3, 4},
e 6= f, e 6= g et f 6= g, alors on distingue deux possibilités qui concernent les couleurs c(u1),

c(u2) et c(u3).

Cas 2.3.1.

Si f, g ∈ {3, 4}, alors par consequence, on peut colorer seulement deux sommets de
l’ensemble {u1, u2, u3} par 1, par c . D’autre part, soit k

′
, l

′
, h

′ ∈ {1, 2, 3}, k′ 6= l
′
, k

′ 6=
h
′
, h

′ 6= l
′
. Si c(u0,l′ ) = f et c(u0,h′ ) = g, alors c(ul′ ) = c(uh′ ) = 1, et donc on a besoin d’une

autre couleur pour terminer la coloration de ces sommets par c qui est {5}. Nous avons la
même contradiction que dans le cas 1.

Cas 2.3.2.

Si f = 2 et g ∈ {3, 4}, alors soient k, l′ , h′ ∈ {1, 2, 3}, k 6= h
′ 6= l

′
tels que c(u0,k′ ) = f

et c(u0,l′ ) = g. Dans ce cas, les sommets u1, u2 et u3 reçoivent les couleurs de {1, 1, f} par
c, avec c(uk′ ) = c(ul′ ) = 1 et c(uh′ ) = 2, mais il n’y a pas de couleurs disponibles pour les

sommets u1,2, u2,3, u3,1. Il suffi t d’utiliser trois autres couleurs par c qui sont {5.6, 7}, une
contradiction que c étant une coloration 4−packing de G.
Dans tous les cas mentionnés nous devons utiliser au mois 5 couleurs pour colorer le

graphe G. Par symétrie, on déduit que notre lemme est démontré.

3.3.3 Coloration de packing de FSSDm(Pn � Pp)

Théorème 3.3.2 Pour tout n ≥ 2, p ≥ 2,m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(Pn � Pp)) =

{
4 si n ≥ 2 , p ∈ {2, 3},

5 si n ≥ 2 , p ≥ 4.

Preuve. Notons par G = (V,E) le graphe FSSDm(Pn � Pp). On note par ui,

i ∈ {1, ..., n} les sommets de Pn, Pi,p, i ∈ {1, ..., n} (p ≥ 2) les chaines correspondantes

aux sommets ui. On note aussi par vi,j, i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., p} les sommets de Pi,p,
et par uki,r, i, r ∈ {1, ..., n}, (i 6= r) , k ∈ {1, ...,m} les m sommets de chaque sous graphe

induit K2,m dans le graphe FSSDm(Pn), tel que ur le sommet voisin au sommet ui dans

Pn. Pour tout i ∈ {1, ..., n}, j, l ∈ {1, ..., p}, (j 6= l), k ∈ {1, ...,m} on note par vki,j,l les m
sommets de chaque sous graphe K2,m qui remplace l’arête vi,jvi,l. Pour tout i ∈ {1, ..., n}
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et j ∈ {1, ..., p}, k ∈ {1, ...,m} on note par ski,j les m sommets de chaque sous graphe in-

duit K2,m qui remplace l’arête uivi,j. Soit c : V → {1, 2, ...} une coloration de packing sur G.

Figure 3.3.4: Le graphe FSSDm(Pn � Pp)

Cas 1: Pour n ≥ 2, p ∈ {2, 3}. G contient un sous graphe induit C6. D’après la

Proposition 2.1.1, χ
P

(C6) = 4, et par la Proposition 2.1.11, χ
p
(FSSDm(Pn�Pp)) ≥ χ

P
(C6).

D’ou χ
p
(FSSDm(Pn � Pp)) ≥ 4.

Maintenant, pour montrer que χ
p
(FSSDm(Pn�Pp)) ≤ 4, on utilise la coloration suivante

:

On pose c(uki,r) = c(ski,j) = c(vki,j,l) = 1 pour tout l, j ∈ {1, ..., p} (j 6= l), i, r ∈
{1, ..., n}(i 6= r)

Pour colorer les sommets ui, i ∈ {1, ..., n} de Pn, on distingue deux cas :
Cas 1.1. n est pair. Les sommets ui sont colorés par la séquence 23, 23, ..., 23.

Cas 1.2. n est impair. Les sommets ui sont colorés par la séquence 23, 23, ..., 2.

et pour les sommets vi,j, i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., p} de Pi,p, on distingue deux possibilités:
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1_ Si c(ui ) = 2, alors on distingue les deux cas suivants :

Pour p = 2, c(vi,1) = 3 et c(vi,2) = 4.

Pour p = 3, c(vi,1) = c(vi,3) = 2 et c(vi,2) = 4.

2_ Si c(ui ) = 3, alors on a deux possiblilités :

Pour p = 2, c(vi,1) = 2 et c(vi,2) = 4.

Pour p = 3, c(vi,1) = c(vi,3) = 2 et c(vi,2) = 4.

Cas 2. Pour n ≥ 2, p ≥ 4. G contient un sous graphe induit FSSD1(P2�P4). D’après le

Lemme 3.3.1, χ
p
(FSSD1(P2�P4)) = 5, et par la Proposition 2.1.11, χ

p
(FSSDm(Pn�Pp)) ≥

χ
P

(FSSD1(P2 � P4)). D’où χ
p
(FSSDm(Pn � Pp)) ≥ 5.

Maintenant, pour montrer que χ
p
(FSSDm(Pn � Pp)) ≤ 5, n ≥ 2, p ≥ 2, on utilise la

coloration suivante :

Pour tout j, l ∈ {1, ..., p} (j 6= l), i, r ∈ {1, ..., n}(i 6= r) on pose :

c(uki,r) = c(ski,j) = c(vki,j,l) = 1.

Pour colorer les sommets ui, i ∈ {1, ..., n} de Pn on distingue deux cas :
Cas 2.1. n est pair. On colore les sommets ui par la séquence 23, 23, ..., 23.

Cas 2.2. n est impair. Les sommets ui sont colorés par 23, 23, ..., 2.

et pour les sommets vi,j, i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., p}, on distingue deux possibilités :
1_ Si c(ui ) = 2, alors on utilisera la coloration séquentielle suivante suivant le nombre

p.

3435, ... si p ∼= 0 (mod 4)

3435, ..., 3 si p ∼= 1(mod 4)

3435, ..., 34 si p ∼= 2(mod 4)

3435, ..., 343 si p ∼= 3(mod 4)
2_Si c(ui ) = 3, alors on aura la coloration séquentielle suivante suivant p.

2425, ...si p ∼= 0 (mod 4)

2425, ..., 2 si p ∼= 1 (mod 4)

2425, ..., 24 si p ∼= 2 (mod 4)

2425, ..., 242 si p ∼= 3 (mod 4)

Exemple 3.3.2 Les figures suivantes représentent la coloration de packing de FSSD2(P4�
P5), FSSD3(P5 � P2) et FSSD4(P5 � P3)(les sommets noirs sont colorés par 1).
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Figure 3.3.5: Graphe FSSD2(P4 � P5), χ
p
(FSSD2(P4 � P5)) = 5.

Figure 3.3.6: Graphe FSSD4(P5 � P3), χ
p
(FSSD4(P5 � P3)) = 4.
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Figure 3.3.7: Graphe FSSD3(P5 � P2), χ
p
(FSSD3(P5 � P2)) = 4.
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3.3.4 Coloration de packing de FSSDm(Pn � Cp)

Théorème 3.3.3 Pour tout n ≥ 2, p ≥ 3, m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(Pn � Cp)) = 5.

Preuve. Soit G = (V,E), le graphe FSSDm(Pn � Cp). On note par ui, i ∈ {1, ..., n}
les sommets de Pn. On note aussi par Ci,p, i ∈ {1, ..., n} (p ≥ 3) les cycles correspondantes

aux sommets ui et par vi,j, i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., p} les sommets de Ci,p, et par uki,r,
i, r ∈ {1, ..., n} (i 6= r) , k ∈ {1, ...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m

dans le graphe FSSDm(Pn), tel que ur est le sommet voisin au sommet ui dans Pn. Pour

tout i ∈ {1, ..., n}, j, l ∈ {1, ..., n} (j 6= l), k ∈ {1, ...,m} on note par vki,j,l les m sommets de

chaque sous grapheK2,m qui remplace l’arête vi,jvi,l. Pour tout i ∈ {1, ..., n} et j ∈ {1, ..., p},
k ∈ {1, ...,m}, ski,j les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête

uivi,j. Soit c : V → {1, 2, ...} une coloration de packing sur G.

Figure 3.3.8: Le graphe FSSDm(Pn � Cp)
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Pour montrer que χ
p
(FSSDm(Pn � Cp)) ≥ 5, on designe les deux cas suivants:

Cas 1. n ≥ 2 et p = 3. G contient un sous graphe induit FSSDm(K1�C3), et d’après

Lemme 3.3.2, χ
p
(FSSD1(K1 � C3)) = 5, et par la Proposition 2.1.11, χ

p
(FSSDm(Pn �

Cp)) ≥ χ
P

(FSSDm(K1 � C3)), donc χ
p
(FSSDm(Pn � Cp)) ≥ 5.

Cas 2. n ≥ 2 et p ≥ 4. G contient un sous graphe induit FSSDm(P2 � P4), d’après le

Lemme 3.3.1, χ
p
(FSSD1(P2�P4)) ≥ 5, et par la Proposition 2.1.11, χ

p
(FSSDm(Pn�Cp)) ≥

χ
P

(FSSDm(P2 � P4)). D’où χ
p
(FSSDm(Pn � Cp)) ≥ 5.

Maintenant, pour montrer que χ
p
(FSSDm(Pn�Cp)) ≤ 5, on utilise la coloration suivante

:

On pose c(uki,r) = c(ski,j) = c(vki,j,l) = 1 pour tout j, l ∈ {1, ..., p} (j 6= l), i, r ∈
{1, ..., n}(i 6= r).

Pour colorer les sommets ui , i ∈ {1, ..., n} de Pn, on distingue deux possibilités :
1_ n est pair. On colore ui par la séquence 23, 23, ...

2_ n est impair. On colore ui par la séquence 23, 23, ..., 2.

et pour les sommets vi,j, i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., p}, on distingue deux cas :
Cas 1 : Si c(ui ) = 2, alors on utilisera la coloration séquentielle suivante :

345, Si p = 3.

3435, Si p ∼= 0(mod 4).

3435, ..., 4, Si p ∼= 1(mod 4).

3435, ..., 34, Si p ∼= 2(mod 4).

3435, ..., 345, Si p ∼= 3(mod 4).
Cas 2 : Si c(ui ) = 3, alors on aura la coloration séquentielle suivante :

245, Si p = 3.

2425, Si p ∼= 0(mod 4).

2425, ..., 4, Si p ∼= 1(mod 4).

2425, ..., 24, Si p ∼= 2(mod 4).

2425, ..., 245, Si p ∼= 3(mod 4).

Exemple 3.3.3 Les figures suivantes montrent une coloration de packing de FSSD1(P5 �
C3), FSSD2(P4 � C4) et FSSD3(P7 � C3)(les sommets noirs sont colorés par 1).
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

Figure 3.3.9: Graphe FSSD1(P5 � C3), χ
p
(FSSD1(P5 � C3)) = 5

Figure 3.3.10: Graphe FSSD2(P4 � C4), χ
p
(FSSD2(P4 � C4)) = 5 .
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

Figure 3.3.11: Graphe FSSD3(P7 � C3), χ
p
(FSSD3(P7 � C3)) = 5.
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

3.3.5 Coloration de packing de FSSDm(Cn � Cp)

Théorème 3.3.4 Pour tout n ≥ 4, p ≥ 3, m ≥ 1,

χ
p
(FSSDm(Cn � Cp)) = 5 si n est pair.

Preuve. On note par G = (V,E), le graphe FSSDm(Cn � Cp). On note par ui,

i ∈ {1, ..., n} les sommets du Cn, Ci,p, i ∈ {1, ..., n} (p ≥ 3) les cycles correspondantes aux

sommets ui, on note aussi vi,j, i ∈ {1, ..., n} , j ∈ {1, ..., p} les sommets de Ci,p, et par uki,r,
i, r ∈ {1, ..., n} (i 6= r) , k ∈ {1, ...,m} les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m

dans le graphe FSSDm(Cn), tel que ur le sommet voisin au sommet ui dans Pn. Pour tout

i ∈ {1, ..., n} , j, l ∈ {1, ..., n} (j 6= l), k ∈ {1, ...,m} on note par vki,j,l les m sommets de

chaque sous graphe K2,m qui remplace l’arête vi,jvi,l. Pour tout i ∈ {1, ..., n} et j ∈ {1, ..., p}
, k ∈ {1, ...,m}, ski,j les m sommets de chaque sous graphe induit K2,m qui remplace l’arête

uivi,j. Soit c : V → {1, 2, ...} une coloration de packing sur G.

Figure 3.3.12: Le graphe FSSDm(Cn � Cp)

68



3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

Pour montrer que χ
p
(FSSDm(Cn � Cp)) ≥ 5, on désigne les deux cas suivants :

Cas 1 : Pour n ≥ 2 et p = 3. G contient un sous graphe induit FSSDm(K1 �
C3). D’après le Lemme 3.3.2, χ

p
(FSSD1(K1 � C3)) = 5, et par la Proposition 2.1.11,

χ
p
(FSSDm(Cn � Cp)) ≥ χ

P
(FSSDm(K1 � C3)), et donc χ

p
(FSSDm(Cn � Cp)) ≥ 5.

Cas 2 : Pour n ≥ 2 et p ≥ 4. G contient un sous graphe induit FSSDm(P2 �
P4). D’après le Lemme 3.3.1, χ

p
(FSSD1(P2 � P4)) ≥ 5,et par la Proposition 2.1.11,

χ
p
(FSSDm(Cn � Cp)) ≥ χ

P
(FSSDm(P2 � P4)). D’où χ

p
(FSSDm(Cn � Cp)) ≥ 5.

Maintenant, pour montrer que χ
p
(FSSDm(Cn � Cp)) ≤ 5, n ≥ 3 , p ≥ 3, on utilise la

coloration suivante :

Pour tout j, l ∈ {1, ..., p} (j 6= l), i, r ∈ {1, ..., n}(i 6= r), on pose :

c(uki,r) = c(ski,j) = c(vki,j,l) = 1.

Les sommets ui , i ∈ {1, ..., n} de Cn sont colorés suivant la séquence 23, 23, ...

et pour les sommets vi,j, i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., p}, on distingue deux cas :
Cas 1 : Si c(ui ) = 2, alors la coloration séquentielle suivante est utilisée suivant le

nombre p.

345, Si p = 3.

3435, Si p ∼= 0(mod 4).

3435, ..., 4, Si p ∼= 1(mod 4).

3435, ..., 34, Si p ∼= 2(mod 4).

3435, ..., 345, Si p ∼= 3(mod 4).
Cas 2 : Si c(ui ) = 3, alors on utilise la coloration séquentielle suivante :

245, Si p = 3.

2425, Si p ∼= 0(mod 4).

2425, ..., 4, Si p ∼= 1(mod 4).

2425, ..., 24, Si p ∼= 2(mod 4).

2425, ..., 245, Si p ∼= 3(mod 4).
Dans tous les cas, χ

p
(FSSDm(Cn � Cp)) = 5 et notre théorème est démontré.

Exemple 3.3.4 Les figures suivantes représentent la coloration de packing de FSSD1(C6�
C4), FSSD2(C4 � C4) et FSSD3(C8 � C3)( les sommet noirs sont colorés par 1).
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

Figure 3.3.13: Graphe FSSD1(C6 � C4), χ
p
(FSSD1(C6 � C4)) = 5.

Figure 3.3.14: Graphe FSSD2(C4 � C4), χ
p
(FSSD2(C4 � C4)) = 5.
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

Figure 3.3.15: Graphe FSSD3(C8 � C3), χ
p
(FSSD3(C8 � C3)) = 5.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous nous sommes intéréssés principalement à l’étude du problème

de la coloration de packing . Dans un premier temps, nous avons rappelé quelques résultats

existant sur la coloration de packing dans les graphes, notamment les résultats obtenus

par Goddard et al. [7]. Ensuite, nous avons abordé la notion du nombre chromatique de

packing et nous avons étudié ce paramètre pour diverses classe de graphes. Nous avons

déterminé les valeurs exactes de χ
P

(K1,p × Pn), χ
P

(K1,p × Cn). Dans [19] William et Roy

ont étudié une bonne classe de graphe, appelé classe des graphes subdivisés super finis. Pour

cela, nous avons déterminé la valeur exacte du nombre chromatique de packing des graphes

subdivisés super finis pour les graphes, produit croisé et cartésien d’une étoile avec une

chaine FSSDm(K1,p×Pn), FSSDm(K1,p � Pn) et pour le produit cartésien d’une étoile

avec un cycle FSSDm(K1,p � Cn) si n est pair. Ensuite pour les graphes Tadpole Tp,n et

Prisme d’un cycle Yn. Nous avons déterminé aussi le nombre chromatique de packing du

graphe subdivisé super fini d’une classe très complexe, appelée: couronne de deux graphes.

Dans ce cadre, nous avons pu trouver les valeurs exactes des graphes : FSSDm(Tp,n�qK1),

FSSDm(Pn � Pp), FSSDm(Pn � Cp) et FSSDm(Cn � Cp).
On conclut que la détermination du nombre chromatique de packing en général est NP

Complet pour certains types de graphes.

Comme perspective à notre travail, nous proposons à étudier les problèmes suivants :

• Déterminer la borne inférieure du nombre de la coloration de packing du graphe sub-
divisé super fini de: produit cartésien d’une étoile avec un cycle FSSDm(K1,p � Cn) si n

est impair (voir Proposition 3.2.1).

• Déterminer la borne inférieure du nombre de la coloration de packing du graphe sub-
divisé super fini d’un graphe Prisme d’un cycle Yn si n impair (voir Théorème 3.2.5).
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3.3. Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini d’une couronne de deux
graphes

• Déterminer la valeur exacte du nombre de la coloration de packing du graphe subdivisé
super fini d’un graphe Prisme pour d’autres graphes.

• Déterminer le nombre de la coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini
d’une couronne d’un cycle Cn avec un cycle Cp si p est impair.

• Déterminer le nombre de la coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’une
couronne d’un graphe TADPOLE Tp,n avec une chaîne ou bien un cycle.
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