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Préface 

Ce cours s’adresse aux étudiants de 2
ième

 Année Licence Sciences de la matière 

(SM) et Sciences de Technologie (ST). Ce cours présenté dans ce manuscrit est 

une contribution à l’étude des phénomènes des vibrations et des ondes 

mécaniques réparties en quatre chapitres. Après un rappel sur notions de Base 

sur les oscillations des systèmes physiques dans le premier chapitre, nous 

décrirons dans le second chapitre les oscillations libres des systèmes à un degré 

de liberté. Dans le troisième chapitre, nous avons présenté les  oscillations 

forcées des systèmes à un degré de liberté. Finalement, le chapitre quatre est 

consacré à l’étude des oscillations des systèmes mécaniques à deux degrés de 

liberté. 
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Chapitre I 

Notions de Base sur les oscillations 

I.1 Généralités sur les oscillations 

 Un système mécanique oscillant est un système  mécanique qui a un 

mouvement périodique autour de sa position d’équilibre stable. La vibration 

d'un système peut être libre ou forcée. Un oscillateur est dit libre, s’il oscille 

sans interventions extérieures pendant son mouvement, et il est dit forcé, s’il 

oscille avec interventions extérieures (forces extérieures). 

 On peut classer les phénomènes physiques en deux grandes catégories: 

mécanique et électrique. Dans le cas mécanique, les phénomènes sont régis par 

les lois de la gravitation et de l’inertie. Dans le cas électrique, c’est le champ 

électromagnétique lié à la propriété de charge électrique de certaines particules 

constituant la matière.  

 

I.2 Degrés de liberté 

 Le nombre de degrés de liberté d’un système physique est égal au 

nombre de coordonnées linéairement indépendantes qui représentent la position 

de m. 

 Pour simplifie les choses concernant «le nombre de coordonnées 

linéairement indépendantes »  on va décrire le mouvement d’un pendule 

simple on peut utiliser les coordonnées x et y mais ils ne sont pas linéairement 

indépendants vu qu’on a une relation qui les relie 
222 lyx  , tel que l  la 

longueur du fil, donc le système a un seul degré de liberté. Il sera dans ce cas 

plus judicieux d’utiliser   comme coordonnée généralisée au lieu de x ou de y. 

 Concernant les masses ponctuelles, le nombre de degrés de liberté est 

égal 3 fois le nombre de particules pN moins le nombre de contraintes : 

cpd NNN  3  .                                              (I.1) 
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 Une contrainte est toute relation mathématique qui diminue le nombre 

de coordonnées nécessaires à la description du système. 

 Le nombre 3 dans la relation (I.1) est celui des translations linéairement 

indépendantes possible dans un espace à trois dimensions. 

 Pour un pendule simple oscille dans le plan xOy donc il est sujet à deux 

contraintes : 

 - La première contrainte devient de la relation 222 lyx  . 

 - La deuxième devient de 0 tecz . 

 Ce qui donne le nombre de contraintes 1213  .dN . 

 Concernant pour les corps solides, le nombre de degrés de liberté  est 

égal 6 fois le nombre de corps solides sN moins le nombre de contraintes : 

csd NNN  6                                                (I.2) 

 Le nombre 6 dans la relation (I.2) est celui des translations et des 

rotations linéairement indépendantes dans un espace à trois dimensions, c-à-d : 

3 translations suivant Ox, Oy et Oz + 3 rotations autours de Ox, Oy et Oz. 

 

I.3 Équations différentielles 

 Une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients 

constants estune équation dont l’inconnue est une fonction dépendante d’une 

variable x et ses dérivées première x et seconde x  par rapport à une 

variableindépendante t, qui peut s’écrire sous la forme : 

)(2
2

2

02
tAx

dt

dx

dt

xd
   ,                                  (I.3) 

tel que : x
dt

dx
etx

dt

xd
 

2

2
. 

 

I.4 Nombres complexes : 

 On définit un nombre complexe CZ  , tel que  le couple 2Rba ),(  est 

unique et  Z prend la forme jbaZ  . Où  a + jb est la forme algébriquedu 
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nombre complexe Z,a est la partie réelle de Z, notée Re(Z), b est la partie 

imaginairede Z, notée Im(Z).  

 On rappel qu’un nombre complexe Z peut être écrit sous trois formes : 

jbaZ                                                            (I.4) 

)(  jSinCosZZ                                                            (I.5) 

jeZZ                                                            (I.6) 

Avec 22 baZ   est le module de Z, et   leur argument, tel que 
a

b
Tan )(  

ce qui donne )tan(
a

b
Arc  en radian. 

Propriété : 

a- Forme trigonométrique d’un complexe non nul : 

Pour tout nombre complexe non nul Z, on a :  jeZ   avec Z  et 

  2)(ZArg  

b- 21ZZZ   alors 21 ZZZ  et 21   . 

2

1

Z

Z
Z  alors

2

1

Z

Z
Z   et 21    

 

I.5 Moment d’inertie : 

D’après le principe d’inertie galiléen « tout objet conserve son états de 

repos ou de mouvement rectiligne uniforme en l’absence de force agissant sur 

lui ». Le moment d’inertie par rapport au centre de rotation I  « théorème de 

Huygens », est le produit de la masse par la distance au carré entre le centre du 

gravité et l’axe de rotation, et a pour dimension M•L
2
. 

2
0 mdII )(                                                   (I.8) 

0I  : est le moment d’inertie d’un corps solide par rapport à un axe de rotation 

passant par de son centre de gravité )(CG . 

)(I  : est le moment d’inertie d’un corps solide par rapport à un axe de rotation 

)( . 
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a- Moment d’inertie par rapport au centre de gravité )(CG : 

Le moment d’inertie d’un corps solide par rapport à un axe de rotation 

passant par de son centre de gravité )(CG  s’écrit en générale sous la forme : 

 dmrI 2

0                                                              (I.9) 

L'intégrale (I.9) dépend de la distribution de la masse dans le solide. Selon que 

le solide est linéique, surfacique ou volumique, dm sera dl , ds  et dV . Les 

termes dl , ds  et dV  sont respectivement les éléments de longueur, de surface 

et de volume et  ,  et   des densités linéique, surfacique ou volumique de 

masse. Lorsque le solide est homogène, la distribution de la masse est uniforme 

et ces densités sont constantes. 

 

)0(,02

0   dmdmrI
 

2

)( mlI   

 

 

 

 

Une masse 

ponctuelle (M) 

 

2

2

0

3

2

0

2

0 )(,

MR

dR

RddmetRrRdRI


















 

22

)( )( lRMMRI   

 

 

 

 

 

 

 Un anneau (M,R) 

2

2/

2/

2

0

12

1

)(,

Ml

dxdmetxrdxxI
l

l



 





 

222

)(
3

1
)

2
(

12

1
Ml

l
MMlI   

 

 

 

 

 

Une tige (M,l) 

2

2

0

3

0

0

2

0

2

1

)(,)(

MR

ddrr

ddrrdmetRrddrrrI

R

R
















 

22

)( )(
2

1
lRMMRI   

 

 

 

 

 

Un disque plain 

(M,R) 

)(  

CG 

l  

CG 

)(  

l  

CG 
)(  

)(  

CG 

l  
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2

0

2

0 0

34

0

2

0 0

34

0

2

3

5

2

sin

sin

)sinsin(,
3/4

MR

dddRR

dddRRI

dddRRdmetRr
R

m

V

m

R

R









  

  
 

 










 

22

)( )(
5

2
lRMMRI   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Une sphère (M,R) 

 

 

I.6 Énergie cinétique et potentielle : 

a. Énergie cinétique : 

Par définition l’énergie cinétique est égale : 

2

)(

2

0

2

2

1

2

1

2

1
 

 IImvT
                                     (I.10) 

2

2

1
mv  : énergie cinétique de translation. 

2

0
2

1
I  : énergie cinétique de rotation. 

b. Énergie potentielle : 

Généralement l’énergie potentielle U ne dépend que des positions 

initiale et finale, ainsi que ne dépend pas de la vitesse. 

b.1. Énergie potentielle  élastique : 

L’énergie potentielle élastique prend la forme : 

2

2

1
kxU k                                                   (I.11) 

 

b.2. Énergie potentielle pesanteur: 

L’énergie potentielle pesanteur prend la forme : 

mghUm 
                                                   (I.12) 

)(  

CG 
l  



 

 

 

6 

Cette énergie due au champ gravitationnel, et dépond d’un choix arbitraire du 

niveau zéro de l’énergie potentielle (dans ce cas le centre de gravité est au-

dessus du niveau V=0) . 

 

Pour h=0, nous avons choisi V=0. 

Si le centre de gravité est au-dessous du niveau V=0 : 

 

L’énergie potentielle pesanteur prend la forme : 

mghUm                                               (I.13) 

c. Énergie mécanique totale: 

L’énergie mécanique totale reste toujours conservatrice et prend la 

forme : 

pc EEE                                              (I.14) 

Tel que pE  est égale l’énergie potentielle  élastique kU  plus l’énergie 

potentielle pesanteur mU . 

La figure (Fig.I.1) représente l’énergie mécanique totale en fonction du temps. 

 

Fig.I.1 : En rouge l’énergie mécanique totale, en bleu l’énergie cinétique, en 

vert l’énergie potentielle. 
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Exercice 1.1 : 

Déterminer le nombre de degrés de liberté des systèmes suivants : 

1- une particule (point matériel) qui se déplace : 

  a- librement dans l’espace 

  b - sur le plan xoy 

  c - sur la surface d’une sphère de rayon R 

  d - sur un cercle de rayon R (exemple : pendule simple) 

  e - sur une droite 

2- deux particules se déplaçant librement dans l’espace : 

  a- elles ne sont pas reliées l’une à l’autre 

  b - elles sont reliées l’une à l’autre par une tige rigide 

  c - elles sont reliées l’une à l’autre par un ressort de constante de raideur K 

3- une bille de rayon R qui se déplace : 

  a - librement dans l’espace 

  b - sur le plan xoy (roule sans glisser) 

  c - sur une droite (roule sans glisser) 

Exercice 1.2 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

1- 0 bxxa   où *
, Rba   

Pour les équations suivantes on prend *
,, RfetRcba   

2- )(. tCosfbxxa   

3- 
tiefbxxa  .  

4- 0 cxxbxa   

5- )(. tSinfcxxbxa    

6- 
tiefcxxbxa  .  

Exercice 1.3 : 

Exprimer les nombres complexes suivants sous la forme 

exponentielle jeZZ   où 12 j  : 
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1- jZ 211   , jZ 2 , 13 Z , 
j

j
Z

21

43
4




 , 

j
Z

21

3
5


 ,

j

j
Z

21

4
6


 , 

)43)(21(7 jjZ  , 2

8 )21( jZ   , )21)(21(9 jjZ    
 

Exercice 1.4 : 

1- Déterminer le module et l’argument des nombres complexes suivants puis 

les exprimer sous leur forme trigonométrique (sachant que 12 j ). 

jZ 331  , 312 jZ  , jZ
4

3
3


 , jZ  34 , 

j

j
Z






3

31
2 , 

   ,,
jeZ 16 , pour ce dernier factoriser par 2


j

e . 

  2017  ,,
jeZ , pour ce dernier factoriser par 2


j

e . 

2- Justifier les deux formules )(
 jj eeCos 

2

1
et )(

 jj ee
j

Sin 
2

1
. 

Vérifier que :  

a. 122   CosSin  

b.  222 CosSinCos   

c.  22 SinCosSin   

 

Exercice 1.5 : 

Déterminer l’énergie cinétique et potentielle des systèmes mécanique suivants : 

 

Une tige (M,l) portant une masse 

ponctuelle m. 

 

Une tige (M,l) portant  

un disque(M’,l). 

 
 



 

 

 

9 

Un disque sur une droite Un disque sur une demi-cercle  

de rayon L 

 

 

 

Pendule oscillant à deux ressorts 
 

Tige plus un ressort 
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Solutions des Exercices du Chapitre I 
 

Solution 1.1 : 

1- une particule (point matériel) qui se déplace 1pN  : 

  a - librement dans l’espace :














3

0

1

d

c

p

N

N

N

 

  b - sur le plan xoy :  















te

d

c

p

Cz

N

N

N

2

1

1

 

  c - sur la surface d’une sphère de rayon R :  















2222

2

1

1

Rzyx

N

N

N

d

c

p

 

  d - sur un cercle de rayon R (pendule simple) :  te

d

c

p

Czlyx

N

N

N
















,

1

2

1
222

 

  e - sur une droite (l’axe ox):  tete

d

c

p

CzetCy

N

N

N


















1

2

1

 

2- Deux particules (points matériels) se déplaçant librement dans l’espace 

2pN : 

a - elles ne sont pas reliées l’une à l’autre :














6

0

2

d

c

p

N

N

N

 

  b- elles sont reliées l’une à l’autre par une tige rigide : 

 te

d

c

p

Clzzyyxx

N

N

N















22

21

2

21

2

21 )()()(

5

1

2

 

c - elles sont reliées l’une à l’autre par un ressort de constante de raideur 

K :














6

0

2

d

c

p

N

N

N
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3- une bille de rayon R qui se déplace 1sN : 

  a - librement dans l’espace :














6

0

1

d

c

s

N

N

N

 

  b - sur le plan xoy (roule sans glisser) :  ),(

4

2

1

yxz

te

d

c

s

fetCz

N

N

N

 














 

  c - sur une droite (roule sans glisser) :  

 y
te

z
te

x
tete

d

c

s

RxetCCCzCy

N

N

N

 














,,,

1

5

1

 

Solution 1.2 : 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

1- 0 bxxa   où *
, Rba   

- si 0ba.  : 02  xx   où cb/2  dans ce cas la solution est l’une des 

fonctions suivantes : 

)(.)(   tCosAtx  ou )(.)(   tSinAtx ou )(.)(   tjeAtx avec 12 j . 

- si 0. ba  : 02  xx   où cb/2  dans ce cas la solution est l’une des 

fonctions suivantes : 

)(.)(   tCoshAtx ou )(.)(   tSinhAtx  ou )(.)(   teAtx  

Pour les équations suivantes on prend *
,, RfetRcba   

2- )(. tCosfbxxa  la solution est : 

)(.)(.)( tCosBtCosAtx    

3- 
)(. tjefbxxa   la solution est : 

)()( ..)( tjtj eBeAtx     

4- 0 cxxbxa  cette équation réécrit sous la forme (I.3): 

02 2
0  xxx  où acetab //  2

02   

-si    la solution est : 

)(.)(    tCoseAtx t ou )(.)(    tSineAtx t ou )(.)(   tjteeAtx  
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-si    la solution est : 

)(.)( BAteAtx t    

-si    la solution est : 

)(.)(    tCosheAtx t  

5- )(. tSinfcxxbxa   la solution est : 

)(.)(.)(   tSinBtSineAtx t   

6- tiefcxxbxa  . la solution est : 

)()( ..)(   tjtjt eBeeAtx 

 

Solution 1.3 : 

Exprimer les nombres complexes suivants sous la forme 

exponentielle jeZZ   où 12 j  : 

11.1

1 521 jejZ   .   

2.1


j

ejZ    (Avec 
2

tan


Arc ).  

0

3 .11 jeZ   ainsi que, si  
jeZ .113  . 

18.0

4 5
21

43 je
j

j
Z 




   

11.1

5
5

3

21

3 je
j

Z 


 . 

46.0

6
5

4

21

4 je
j

j
Z 


 . 

03.2

7 55)43)(21( jejjZ  . 

22.22

8 5)21( ejZ  . 

0

9 5)21)(21( jejjZ 
 

Solution 1.4 : 

1- Le module et l’argument des nombres complexes suivants puis les exprimer 

sousleur forme trigonométrique : 

181 Z , 
4

1


   )

44
(181


jSinCosZ  . 
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22 Z , 
3

2


   )

33
(22


jSinCosZ  . 

4

3
3 Z

, 2
3


   )

22
(

4

3
3


jSinCosZ  . 

24 Z , 
6

4


   )

66
(24


jSinCosZ  . 

15 Z , 
6

5


   )

66
(5


jSinCosZ  . 

jeZ 16
 

On factorise )( 222
6 1




jjj
j eeeeZ



  

 




  ,,
2

21 2
6

j

j eCoseZ
 

- La norme : 2
21

 Cose j 
 

- L’argument :  si    , ,  
 2
2

)1(  jeArg
 

jeZ 17  

On factorise )(1 222
7





jjj

j eeeeZ


  

 



 20

2
21 2

7  ,,

j
j eiSineZ  

- La norme : 2
21

 Sine j 
 

- L’argument :  si   2,0  ,  
 2
22

)1(  jeArg  

2- Justifier les deux formules )(
2

1  jj eeCos  et )(
2

1  jj eeSin  . 



 

Cos

jSinCosjSinCoseeCos jj



  )(
2

1
)(

2

1

 



 

Sin

jSinCosjSinCosee
j

Sin jj



  ))((
2

1
)(

2

1
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Vérifier que :  

a. 1)(
4

1
)(

4

1
1 2222 


   jjjj eeeeCosSin  

b. 12)(
4

1
)(

4

1
2 22222 


    CoseeeeCosSinCos jjjj

 
2Cos  

c. )2(2  SinCosSin   : 

)2(
2

1

))()((
2

1





Sin

SinSinCosSin





 22 SinCosSin   

Solution 1.5 : 

1- Le premier système nous avons une tige (M, l) portant une masse ponctuelle 

m : 

a- Masse ponctuelle : 

Le vecteur de position 


r : 

 222

2

)sin(

)cos(

)cos(

)sin(

















lyxV

ly

lx
V

ly

lx
r






































 

22

2

1
mlT  , te

m CmglU  cos  

b- La tige : 

22

3

1

2

1
MlT  , te

m C
l

MgU  cos
2

 

c- Masse ponctuelle +  Tige : 

2222

3

1

2

1

2

1
  MlmlT  , 

te

m C
l

MgmglU   cos
2

cos
 

 

Une tige (M,l) portant une masse 

ponctuelle m. 

2- Le deuxième système nous avons une tige (M, l) portant un disque (M’, l) : 
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a- Un fil portant un disque attaché au 

centre : 

222 ]''
2

1
[

2

1
lMRMT 

, 

te

m CglMU  cos'
 

b- Disque + Tige : 

2222 ]
3

1
''

2

1
[

2

1
MllMRMT  , 

te

m C
M

MglU  cos)
2

'(
 

 

 

 

Une tige (M,l) portant  

un disque(M’,l). 

3- Le troisième système nous avons un disque (M, R) sur une droite: 

a- Un disque (M, R) tournant sur son centre 

de gravité : 

22 ]
2

1
[

2

1
MRT  , 

te

m
CU   

b- Un disque (M, R) qui glisse sans rouler : 

2

2

1
xMT  , te

m CU   

c- Un disque (M, R) qui roule sans glisser : 

22222

2

3

2

1

2

1

2

1

2

1
  MRMRxMT  , te

m CU   

 

 

 

 

 

 

Un disque (M, R) sur une droite 

 4- Le quatrième système nous avons un disque (M, R) sur une demi-cercle de 

rayon L: 

222

2

1

2

1

2

1
 MRxMT 

 





















RRL

RLx

)(

)(





 

te

m CRLMgU  cos)(  

 

Un disque sur une demi-cercle de 

rayon L 

 

α 
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5- Le cinquième système nous avons un disque (M, R) sur une demi-cercle de 

rayon L: 

 

a- Pendule oscillant : 

2

2

1
ymT  , teCmgylykU  2)(

2

1
 

Avec la condition 

d’équilibre :

te

y

CkyU
k

mg
l

dy

dU




2

0
2

1
0

 

b- 
Pendule oscillant à deux ressorts : 

2

2

1
ymT  , teCmgylykkU  2

21 ))((
2

1
 

Avec la condition d’équilibre : 

te

y

CykkU
kk

mg
l

dy

dU







2

21

210

)(
2

1
0

 

 

 

 

 

 

 

 

Pendule oscillant à deux 

ressorts 

6- Le sixième système nous avons une Tige homogène (M, L) + un ressort (k): 

 

 

22

3

1

2

1
MLT  , 

teCmgLlakU   sin
2

1
)sin(

2

1 2  

Avec la condition d’équilibre : 

te

y

CkaU
ka

mgL
l

dy

dU




22

0
2

1

2
0 

 
 

Tige plus un ressort 

 

 

 

 

 

y 
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Chapitre II 

Oscillations libres des systèmes à un degré de liberté 
 

II.1- Méthode de Lagrange : 

II.1.1- Définition d’une oscillation : 

 Dans cette partie, nous étudierons deux phénomènes physiques, l’un 

d’équilibre et l’autre de stabilité. Pour qu’une solution d’équilibre soit 

physiquement réalisable, il faut qu’elle soit stable. En effet, si l’on déplace 

légèrement la particule relativement à sa position d’équilibre et que l’on 

regarde son évolution, divers scénario peuvent se présenter. Premièrement, la 

particule s’éloigne encore plus du point d’équilibre. Le point d’équilibre est 

donc instable. Deuxièmement, la particule retourne au point d’équilibre et cet 

équilibre est donc stable et physiquement acceptable. 

 a- Condition d’équilibre 00



q

tot

q

U
 

 b- Condition de stabilité 002

2





q

tot

q

U

 

II.1.2- Cas d’un système conservatif 

 Pans un système conservatif, la force appliquée au système dérive d’un 

potentiel U et elle s’écrit : 

q

U
Fq




                                                            (II.1) 

 Dans ce cas, l’équation du mouvement pour un système conservatif peut 

être déterminée par les méthodes suivantes : 

1- Méthode de la conservation d’énergie totale : 

0tan 
dt

dE
teConsUTE T

T                                        (II.2) 

Tel que  TE  l’énergie totale du système. 

2- Méthode de Newton : 

iii

i

amF



1

                                                  (II.3) 

Tel que ia


 l’accélération des composantes du système. 
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3- Méthode de Lagrange : 

teConsUTL tottot tan                               (II.4) 

Tel que L le Lagrangien du système. Dans ce cas les forces dérivent d’un 

potentiel et le mouvement du système est conservatif. 

 Dans les phénomènes vibratoires traités dans ce manuscrit, nous nous 

sommes intéressés à la méthode de Lagrange, où la fonction de Lagrange est la 

différence de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle. 

 

II.1.3- Formalisme lagrangien (1 degré de liberté) 

  )(
kimitot

UUU                                                    (II.5) 

 a- Énergie gravitationnelle hmgU
m

  

 b- Énergie gravitationnelle 
2)(

2

1
lxkU

kk
  

 mitot
TT                                                           (II.6) 

Avec 
22

0

2

2

1

2

1

2

1
 


 IImvT

m . On obtient l’équation de Lagrange (II.4).  

II.1.4- L’équation générale du mouvement 

)()( tF
q

L

qq

L

dt

d
q


















D
                                             (II.7) 

Tel que : D est fonction de dissipation et )(tFq  la force généralisée. 

 

II-2 Oscillations libres non amorties 0)( tFq  et 0D  : 

 Un système oscillant à un degré de liberté est habituellement repéré à 

l’aide d’une coordonnée généralisée q qui est l’écart par rapport à la position 

d’équilibre stable. 

L’équation du mouvement pour un système libre non amortie peut être 

déterminée comme suit : 

0)( 









q

L

q

L

dt

d


                                                  (II.8) 
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II-3 Oscillations libres amorties 0)( tFq  et 0D : 

 Dans cette partie, nous considérons des pertes d’énergie mécanique du 

système dues à des frottements visqueux pour lesquels les forces de frottement, 

qui s’opposent au mouvement, sont proportionnelles à la vitesse. 

 Sous l’effet d’une force de frottement fluide 


 Vhf  , l’équation du 

mouvement de l’oscillateur est 0)( 














q

L

qq

L

dt

d



D
, ce qui donne: 

02 2

0  xxx                                                 (II-9) 

avec 
Qm

h 02


  , 
B

Q 0
  est le facteur de qualité de l’oscillateur et B la 

largeur de bande. 

L’équation (II-9) est une équation différentielle de 2ème ordre la solution de 

cette équation dépend de la valeur de 2
0

2'  
 
par rapport à 0 , avec   

facteur d’amortissement. 
 

- Si  0
' 0    (Régime apériodique). 

La solution de l’équation différentielle s’écrit dans ce cas : 

)()( '' ttt BeAeetq                                           (II-10) 

A et B sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales. La 

figure ci-dessous représente q en fonction du temps dans le cas particulier où 

0)0( qq   et 0)0( q . )(tq  est une fonction qui tend exponentiellement (sans 

oscillation) vers zéro. Dans ce cas on dit que le système a un mouvement 

apériodique. 

 

Fig.II.1 : Régime fortement amorti (Régime apériodique). 
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- Si  0
' 0   ( Régime critique ). 

La solution de l’équation différentielle s’écrit dans ce cas : 

).()( btaetq t                                             (II-11) 

a et b sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales. La 

figure ci-dessous représente q en fonction du temps dans le cas particulier où 

0)0( qq   et 0)0( q . )(tq  est une fonction qui tend exponentiellement (sans 

oscillation) vers zéro. Dans ce cas on dit que le système a un mouvement 

critique. 

 

Fig.II.2 : Régime critique. 

 

- Si  0
' 0   ( Régime pseudo périodique ).  

La solution générale de l’équation différentielle est de la forme : 

 

)'()(    tCosAetx t                                        (II-12) 

Avec le pseudo-période 


2
AT et la pseudo-pulsation 22

0'   . A et   sont 

deux constantes d’intégration déterminées à partir des conditions initiales. Dans 

le cas particulier où 0)0( qq   et 0)0( q , on obtient :   

0
0

'
qA




  et )

'
tan(




 Arc                     (II-13) 

La figure ci-dessous représente q en fonction du temps : 
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Fig.II.3 : Régime faiblement amorti ( Régime pseudo périodique ). 

II-4 Analogies entre les systèmes électriques et mécaniques(Oscillations 

libres) : 

 Dans cette partie, on donne une analogie entre le système mécanique 

masse-ressort et le système électrique RLC. La figure ci-dessous représente le 

circuit RLC: 

 

 

Fig.II.4 : Circuit RLC 

 

D’après la loi de Kirchhoff :  

00  RCLi VVVV                                 (II-14) 

Alors : 

  0
1

0)(
1)(

q
C

qRqLRidtti
Cdt

tdi
L                          (II-15) 

Ce qui donne : 

0
1

 q
LC

q
C

R
q                                          (II-16) 

On peut donc établir l’analogie électromécanique: 

02 2
0  qqq                                          (II-17) 
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Le tableau ci-dessous résume les analogies électromécaniques masse-ressort et 

le système électrique RLC : 

 

Mécanique Electricité 

Déplacement : x  Charge : q  

Vitesse : x  Courant :  i  

Accélération : x  Variation de courant : q  

Force : F  Différence de Potentiel :  V  

Masse : m  Inductance : L  

Amortisseur :   Résistance : R  

Constante de raideur : k  Inverse de la capacité: 
C

1
 

Energie potentiel : 2

2

1
kxU   Energie électrostatique : 2

2

1
q

C
UE   

Energie Cinétique : 2

2

1
xmT   Energie magnétique : 2

2

1
qLUM
  

 

 

A- Oscillations libres non amorties 0)( tFq  et 0D :
 

Exercice 2.1 : 

La figure ci-dessous représente un système mécanique constitué d’une tige 

homogène de masse M et de longueur L qui oscille dans le plan xOy. A une 

distance OA = a de la tige on attache un ressort de constante de raideur k. 

À l’équilibre la tige est à la verticale ( 0 ). On donne les caractéristiques de 

vibration : g = 10m/s
2
, k = 100N/m, M = 0.2Kg, L = 60cm et a = 10cm. 
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1- Déterminer l’énergie cinétique du système. 

2- Déterminer l'énergie potentielle du système et vérifier les conditions 

d’équilibre et de stabilité. 

3- Déduire l’équation différentielle du mouvement ainsi que la période propre 

0T . 

4- Résoudre cette équation avec les conditions initiales 00 )0(,)0(    . 

5- Vérifier que l’énergie totale du système est constante. 

(*)- Répondre aux mêmes questions pour les systèmes représentés par les 

figures (2-1-b) et (2-1-c), et discuter les résultats. On donne g=10m/s², 

k=100N/m, M=0,2 Kg, L= 60 cm et OA= 10 cm. 

 

Exercice 2.2: 

Un métronome est schématisé sur la figure (2-2). La masse M est soudée à 

l'extrémité de la tige. La position de la masse m sur la tige peut être réglée. La 

tige est supposée de masse négligeable; elle est mobile sans frottements autour 

de O. La masse M étant en bas. 

K 

K 
A 

K 

M, L 

O 

K 

ϴ 

x 

y 

K 

K 

K 

A 

K 
M, L 

O 

K ϴ 

x 

y 

Figure : 2-1-b Figure : 2-1-c 

K 

K 

A 

K 

M, L 

O 

K 

ϴ 

x 

y 

Figure : 2-1-a 
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1- Quelle condition doit satisfaire le système pour qu'il puisse osciller ? 

2- Déterminer l'expression de la période pour des oscillations de faibles 

amplitudes. 

3- Sachant que M= 80g, m = 20g et L=4cm, g = 10m/s2, déterminer la distance 

l pour que la période du métronome soit égale à 2s. 

4- On veut augmenter la période d'oscillation du métronome. Faut-il rapprocher 

ou éloigner la masse m du point O ? 

 

Figure : 2-2 

Exercice 2.3 : 

Un disque homogène de masse M et de rayon R est attaché par son axe à 

l'extrémité d'un ressort de raideur k. Une tige rigide, de longueur l, de masse 

négligeable, est solidaire du disque qui peut rouler sans glisser sur un plan 

horizontal. 

1- Déterminer la pulsation propre du système. 

2- Sachant qu'à t=0, la tige est écartée d'un angle petit 0  par rapport à la 

verticale et lâchée sansvitesse initiale, déterminer l'expression de )(t . 

3- Donner l'expression de la vitesse de la masse m quand la tige passe par la 

verticale. 

 

Figure : 2-3 
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Exercice 2.4: 

 On considère deux masses ponctuelles m1 et m2 suspendues par un fil 

inextensible et de masse négligeable, de part et d’autre d’une poulie (M, R) de 

moment d’inertie 2

0
2

1
MRI  . Un ressort de constante de raideur k est relié à la 

masse m1. Tout le système peut osciller (faibles oscillations) sans frottement 

autour d’un axe passant par o. On suppose que le fil ne glisse pas par rapport à 

la poulie, et à l’équilibre θ=0 le ressort est déformé par Δℓ. 

1- Déterminer l’énergie cinétique du système.  

2- Trouver l’allongement du ressort Δℓ à partir de la condition d’équilibre.  

3- Donner l’énergie potentielle du système.  

4- Trouver l’équation différentielle du mouvement, et donner l’expression de la 

solution générale.  

 

Figure : 2-4 

B- Oscillations libres amorties 0)( tFq  et 0D : 

Exercice 2.5: 

On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur 

de coefficient de frottement α (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur  

k= 3.75 N/m ,  régi par l’équation différentielle suivante : 0154.26.0  xxx  . 

1- Calculer la période propre du mouvement T. 

2- Trouver la valeur du facteur d’amortissement λ. 

3- Calculer la pseudo-période du mouvement T
\
. 
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4- Montrer que la masse m est animée d’un mouvement oscillatoire amorti, 

puis résoudre l’équation différentielle pour les conditions initiales 

suivantes : 

 à t=0 : 








smvx

x

/25.0)0()0(

0)0(


 

5- Calculer les valeurs de m et α. 

 

 

Figure : 2-5 

Exercice 2.6: 

On considère un disque de rayon R=10cm et de masse M=10kg, roulant sans 

glissement, est attaché en son centre un amortisseur de coefficient α=480N s/m. 

À un piot de son centre de circonférence est relié un ressort de constante de 

raideur K= 2.10
4 
N/m. À l’instant t=0, le disque passe par sa position 

d’équilibre à la vitesse de 2m/s. 

1- Donner les énergies cinétique, potentielle et la fonction de dissipation du 

système. 

2- Etablir l’équation du mouvement, en déduire sa fréquence. 

 

Figure : 2-6 
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Exercice 2.7: 

Une masse m posée sur une table horizontale est reliée à un bâti fixe par 

l’intermédiaire d’un ressort de constante de raideur k et un amortisseur de 

coefficient de frottement visqueux  . On suppose qu’il n’y a pas d’autres 

frottements. On écarte la masse de sa position d’équilibre puis on la lâche sans 

vitesse initiale. 

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de 

dissipation du système. 

2- Écrire l’équation différentielle du mouvement. 

3- Quelle condition doit-on imposer à  pour avoir des oscillations ? 

4- Quelle est dans ce cas la forme de la solution x(t) ? 

 

Figure : 2-7 

Exercice 2.8 : 

Un pendule simple est constitué d’une tige de longueur l de masse négligeable 

accroché à un point fixe O et à son extrémité libre on y accroche une masse 

ponctuelle m. On lui accroche ensuite un ressort (OA=a) et un amortisseur 

(figure 2-8). 

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction 

dedissipation du système. 

2- Écrire l’équation différentielle du mouvement 

3- Quelle est la valeur critique de  ? Dans quel cas le système oscille ? 

4- Lorsque la tige est écartée de sa position d'équilibre d'un angle 0  puis lâchée 

sans vitesse initiale, elle prend un mouvement oscillatoire amorti de pseudo 

période 1s. On constate qu'au bout de 5 pseudo-périodes, l'amplitude est égale à 
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20 % de l'amplitude initiale. En déduire la valeur numérique de  puis celle de 

k. On donne m= 0.5 Kg, l= 50 cm et a=10 cm. 

5- Donner dans ce cas l’expression de )(t . 

 

Figure : 2-8 

Exercice 2.9: 

La figure 2-9 représente un circuit RLC en série. Initialement, le condensateur 

était chargé, puis on ferme l’interrupteur S. 

1- En utilisant la loi des mailles, écrire l’équation différentielle qui décrit le 

circuit en fonction de la charge q(t). 

2- Donner les expressions de q(t) dans les trois régimes suivant la valeur de la 

résistance R. On donne L = 0.01 H et C = 1 μF. 

3- Tracer qualitativement l’allure de q(t) pour 10R  et  kR 1 . 

 

Figure : 2-9 

Exercice 2.10: 

Un cylindre de masse M et de rayon R roule sans glisser sur une table 

horizontale. En relie à son centre de gravité de part et d’autre un amortisseur et 

un ressort (figure 2-10). 

1- Écrire l’équation différentielle du mouvement. 
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2- Déduire la pseudo période du système. 

3- Sachant que la période des oscillations amorties est de 1 s et que l’amplitude 

des oscillations chute de moitié après 10 oscillations, calculer  et k. On donne 

M= 1 Kg. 

 

Figure : 2-10 

 

Exercice 2.11: 

Sur une poulie de masse m et de rayon R est soudée une tige de masse M et de 

longueur l, comme le montre la figure 2 -11. 

La poulie est suspendue par un fils inextensible a un bâti fixe et reliée au sol à 

travers un ressort et un amortisseur. 

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de 

dissipation du système. 

2- Écrire l’équation différentielle du mouvement 

3- Déterminer la période d’oscillation du système 

 

Figure : 2-11 

 



 

 

 

30 

Exercice 2.12: 

On étudie les oscillations de faibles amplitudes du système représenté par la 

figure (2-12), deux pendules simples constitué chacun par une tige de masse 

négligeable portant une masse ponctuelle. Les deux tiges sont soudées l’une à 

l’autre et tournent autour de l’axe (Δ) d’un même angle θ. On attache ensuite à 

la masse M un ressort de constante de raideur k et à la masse m un amortisseur 

de coefficient de frottement α. On donne : ℓ= 0,5 m, g = 10m/s
2
 , m= 0,1Kg, 

L=2ℓ, et M= 2m. 

1- Déterminer les énergies cinétique, potentielle ainsi que la fonction de 

dissipation du système en fonction de θ, sachant qu’à l’équilibre θ = 0.  

2- Déterminer l’équation différentielle du mouvement et donner l’expression de 

la solution oscillatoire.  

3- Déterminer l’expression de la pseudo pulsation ωa. Calculer sa valeur. 

 

Figure : 2-12 
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Solutions des Exercices du Chapitre II 
 

A- Oscillations libres non amorties 0)( tFq  et 0D :
 

Solution 2.1 : 

La figure ci-dessous représente un système mécanique constitué d’une tige 

homogène de masse M et de longueur L qui oscille dans le plan xOy. 

Avec : g = 10m/s, k = 100N/m, M = 0.2Kg, L = 60cm et a = 10cm. 

 

À l’équilibre la tige est verticale 0
 

1- L’énergie cinétique du système. 

2222222

2

1

6

1
))

2
((

2

1

2

1
  AML

L
MMLIT   avec 2

3

1
MLA   

2- L'énergie potentielle du système : 

km UUU 
 

te
m CCos

L
MgCos

LL
MgU  

222
)(

 

2)(
2

1
lxkU kk  où Sinaxk .  

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour l’énergie potentielle. 

2
1

2
 Cos

et
 Sin

 

22

1
)()

2
(

2

1 222 L
Mglklka

L
MgkaU  

 

- Condition d’équilibre 0000 



 llka

U





 

K 

K 

A 

K 

M, L 

O 

K 

ϴ 

x 

y 

Figure : 2-1-a 
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- Condition de stabilité 0
2

0 2
02

2







L
Mgka

U



 est toujours vérifiée. 

L’énergie potentielle devient: 

tete CBC
L

MgkaU  222

2

1
)

2
(

2

1


 

Où 2

2 L
MgkaB   

3- Déduire l’équation différentielle du mouvement ainsi que la période propre 

0T . 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 











BA

dt

d 


LL

 

0 
A

B

 

On pose : 

2

2

3

1
2

ML

L
Mgka

A

B



 

La période propre 0T
 
: 

sT 77.0
2

0 



 

4- Résoudre cette équation 02

0  

 
: 

)(.)( 0   tCosCt
 

les conditions initiales 00 )0(,)0(    . 

2

2
020

0 )(
)(

)(.)0(
C

Cos
Cos

CCosC






     (1) 

2
0

2

2
02

0

0
00 )(

)(.
)(.)0(











C
Sin

Sin
CSinC


 




    (2) 

(1)  et (2) 2

0

02
0 )(







 C  



 

 

 

33 

L’argument    :  
























00

0

00

0 tan)(











ArcTan

 

5- Vérifier que l’énergie totale du système est constante : 

22

Tot
2

1

2

1
E  BAUT  

 
avec )(.)( 0   tCosCt  (On néglige la 

constante dans l’énergie potentielle).  

teC

BC

tCosBCtSinBC

A

B
avectCosBCtSinCA









2

0

22

0

22

2

00

22

0

222

0Tot

2

1

)(.
2

1
)(.

2

1

)(.
2

1
)(.

2

1
E





 

Donc l’énergie totale est constante.  

Solution 2.2: 

Un métronome est schématisé sur la figure 2-2 : 

 

Figure : 2-2 

 

1- La condition d’oscillation pour un système libre non amortie : c’est la 

condition de stabilité. 

 MgLCosmglCosU   , Tel que la référence de l’énergie potentielle 0gU  

sur l’axe ox. 

Pour des faibles oscillations :
2

1
2

 Cos
 

L’énergie potentielle devient : 
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teCgmlML

MgLmglU





2

22

)(
2

1

)
2

1()
2

1(





teCBU  2

2

1
 avec gmlMLB )(   

- Condition d’équilibre 000 



 




U
 

- Condition de stabilité 0002

2





 mlML

U



. 

2- L'expression de la période pour des oscillations de faibles amplitudes : 

2

222

2222

2

1

)(
2

1

2

1

2

1













A

MLml

MLmlTTT Mm







avec 22 MLmlA   

L’équation différentielle du mouvement : 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 











BA

dt

d 


LL

 

02

0    Avec 
A

B
2

0  

Alors, la pulsation est égale : 

22

)(

MLml

gmlML

A

B






 

La période propre 0T
 
:

 

gmlML

MLml
T

)(
2

2 22

0



 




 

3- Sachant que M= 80g, m = 20g et L=4cm, déterminer la distance l pour que 

la période du métronome soit égale à 2s. 

10*)*02.004.0*08.0(

)04.0(08.0*02.0
14.3*222

22

0
l

l
ssT






 

mlourefuserml 135.0)(149.1

0l 0.0788768-l -0.080.0122952 2



 �
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4- On veut augmenter la période d'oscillation du métronome. Faut-il rapprocher 

ou éloigner la masse m du point O ? 

 020 T
g

L

m

ML
l   

Donc la valeur de l  augmente La valeur de 0T  augmente. 

Solution 2.3 : 

Un disque homogène de masse M et de rayon R est attaché par son axe à 

l'extrémité d'un ressort de raideur k. Une tige rigide, de longueur l, de masse 

négligeable, est solidaire du disque qui peut rouler sans glisser sur un plan 

horizontal. 

 

Figure : 2-3 

1- La pulsation propre du système : 

L’énergie cinétique T : 

mM TTT 
 

22

222

2

3

2

1

2

1

2

1

2

1









MR

MRyMTM





 

?mT
 



 moooom ''
 

Lorsque le disque avance d’une distance Ry   sur la table il balance la boule 

en arrière d’une distance sinl . 

Pour l’énergie cinétique on pose 1cos   et  sin Pour faciliter le calcul. 
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







Ry

x
oo

0
' et













sin

cos
'

ly

lx
mo  donc :  













lRlRy

llx
om

sin

cos
 














)(

0

lRy

x
 

22

2

)(
2

1

2

1

lRmT

mvT

m

m





 

L’énergie cinétique totale : 

2

2222

2

1

)(
2

1

2

3

2

1









A

lRmMR

TTT mM







Avec 22 )(
2

3
lRmMRA   

L’énergie potentielle U : 

Mmk UUUU 

 

2

2

)(
2

1

)(
2

1

lRk

lykU k





  

0MU

 

mglmgl

mglUm









cos

)cos1(

 

Pour des faibles amplitudes
2

1cos
2

  . 

2

2

2

1

)
2

1(





mgl

mglmglU m





 

22

2

1
)(

2

1
 mgllRkU 

 

- Condition d’équilibre 0)(0 00 



  


mgllRkR

U

 
0 l  
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- Condition de stabilité 00 2

02

2





 mglkR

U



. 

L’énergie potentielle U devient: 

2

22

222

2

1

)(
2

1

2

1

2

1







B

mglkR

mglkRU







Avec mglkRB  2  

L’équation différentielle du mouvement : 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 











BA

dt

d 


LL

 

02

0    Avec 
A

B
2

0  

Alors, la pulsation est égale : 

22

2

)(
2

3
lRmMR

mglkR

A

B






 

2- Sachant qu'à t=0, la tige est écartée d'un angle petit 0  par rapport à la 

verticale et lâchée sansvitesse initiale, déterminer l'expression de )(t . 

L’équation 02
0    est une équation différentielle de 2ème ordre la solution

 

est de la forme : 
)cos()( 0   tCt
.
 

Les conditions initiales : à t=0 0)0(,)0( 0    . 

0)sin(.)0(

)0(

0

0









C
00   etC

 

L’expression )(t  devient :
 

)cos()( 00 tt  
 

3- L'expression de la vitesse de la masse m quand la tige passe par la verticale : 

Maxt )( 1)sin( 0  t  0 C  
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Solution 2.4: 

 On considère deux masses ponctuelles m1 et m2 suspendues par un fil 

inextensible et de masse négligeable, de part et d’autre d’une poulie (M, R) de 

moment d’inertie 2

0
2

1
MRI  . Un ressort de constante de raideur k est relié à la 

masse m1. Tout le système peut osciller (faibles oscillations) sans frottement 

autour d’un axe passant par o. On suppose que le fil ne glisse pas par rapport à 

la poulie, et à l’équilibre θ=0 le ressort est déformé par Δℓ. 

 

 

 

Figure : 2-4 

 1- L’énergie cinétique du système : 

22222

2

22

121
2

1
)

2

1
(

2

1

2

1

2

1
  AMRRmRmTTTT Mmm 

avec

2

21 ]
2

1
[ RMmmA   

2- L’allongement du ressort Δℓ à partir de la condition d’équilibre : 

kMmm VVVVV  21  

11111 )( CgRmRhgmV mm    

22222 )( CgRmRhgmV mm    

22 )(
2

1
)(

2

1
lRklxkVk    
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ClRkgRmgRmV  2

21 )(
2

1
0   

ClkRgRmgRmkRV   ][
2

1
21

22  

Condition d’équilibre : 

0][0 021

2

0 



 

 


lkRgRmgRmkR
U

 

k

gmm
l

)( 12 
 

3- L’énergie potentielle : 

teCBV  2

2

1
  avec 2kRB   

4- L’équation différentielle du mouvement : 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 











BA

dt

d 


LL
 

00 2

0   
A

B
 

Où 

Mmm

k

A

B

2

1
21

0



  

 

L’expression de la solution générale : 

)()( 00   tCost
 

B- Oscillations libres amorties 0)( tFq  et 0D : 

Solution 2.5: 

On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur 

de coefficient de frottement α (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur  

k= 3.75 N/m ,  régi par l’équation différentielle suivante : 0154.26.0  xxx  . 
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Figure : 2-5 

Rappel : 

2

2

1
xmT  , 2

2

1
kxU  , 2

2

1
xD  

L’équation différentielle s’écrit 

0 x
m

k
x

m
x 


    on pose 

m


 2 , 

m

k
2

0  

Notre équation devient : 02 2

0  xxx   . 

La solution de cette équation : 

2

0

2'  
 

- Si  )()(0 ''

0

' ttt BeAeetx     (Régime apériodique). 

- Si  ).()( 0 0

' btaetx t   ( Régime critique ). 

- Si  )'()(0 0

'     tCosAetx t ( Régime pseudo 

périodique ).  

1- La période propre du mouvement T. 

D’après l’équation 0154.26.0  xxx   on obtient l’équation compatible 

02540
6.0

15

6.0

4.2
 xxxxxx   

0

2




T  avec sT 256.1

25

2
2525 0

2

0 


  

2- Facteur d’amortissement λ. 

242    

3- La pseudo-période du mouvement T
\
. 

'

2
'




T  



 

 

 

41 

sTT 37.1
425

2
'

2
'''

22

0

22

0

22

0

2 











  

4- La masse m est animée d’un mouvement oscillatoire amorti : 

 0 Régime pseudo périodique.   

La solution est : 

 )'(')'()()'()(     tSineAtCosAetxtCosAetx ttt   

 

à t=0 : 

















25.0)(')(

0)(

/25.0)0()0(

0)0(





SinAACos

ACos

smvx

x


 














mA 05.0
58.4

25.0
2




 

5- Les valeurs de m et α. 

kg
k

m
m

k
15.0

25

75.3
2

0

2

0 


  

6.022  


 m
m

 

Solution 2.6: 

On considère un disque de rayon R=10cm et de masse M=10kg, roulant sans 

glissement, est attaché en son centre un amortisseur de coefficient α=480N s/m. 

À un piot de son centre de circonférence est relié un ressort de constante de 

raideur K= 2.10
4 

N/m. À l’instant t=0, le disque passe par sa position 

d’équilibre à la vitesse de 2m/s. 

 

 

Figure : 2-6 
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1- Les énergies cinétique, potentielle et la fonction de dissipation du système : 

L’énergie cinétique : 

22
2

2 )
2

3
(

2

1
))(

2
(

2

1

2

1
x

m

R

xmR
xmT 


 

  
 

L’énergie potentielle : 

22 )4(
2

1
)2(

2

1
xkxkUU k 

 

Fonction de dissipation :

 2

2

1
xD  

2- L’équation du mouvement : 

020)4()
2

3
( 2

0  xxxxkxx
m

 
 

En déduire sa fréquence : 

On pose : kBet
m

A 4
2

3
  

m

k

A

B

3

8


 

m

k
ff

3

8

2

1

2
2




   

Solution 2.7: 

Une masse m posée sur une table horizontale est reliée à un bâti fixe par 

l’intermédiaire d’un ressort de constante de raideur k et un amortisseur de 

coefficient de frottement visqueux . On suppose qu’il n’y a pas d’autres 

frottements.  

 

Figure : 2-7 
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On écarte la masse de sa position d’équilibre puis on la lâche sans vitesse 

initiale. 

1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du 

système : 

L’énergie cinétique : 

22

2

1

2

1
xATxmT    Avec mA  

L’énergie potentielle : 

2)(
2

1
lxkUU k 

 

- Condition d’équilibre 000 



 l

x

U
x

 
22

2

1

2

1
BxUkxUU k        Avec kB   

Fonction de dissipation :

 22

2

1

2

1
xCx   DD   Avec C  

2- L’équation différentielle du mouvement : 

22

2

1

2

1
BxxAUT  L

 

00)( 













BxxCxA

xxxdt

d




DLL

 

02 2

0  xxx    Avec 
A

C
et

A

B

2

2

0  
 

  : Facteur d’amortissement ]
1

[
s

 

3- La condition imposer à  pour avoir des oscillations : 

Le régime pseudo-périodique 0'  

L’amortissement est caractérisé par 0   : 

0 
m

k

m


2


 

           mk.2  

Dans ce cas on définit la pseudo pulsation a :  
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22

0  a  

4- La solution de l’équation du mouvement ( 02 2

0  xxx   ) est de la forme :  

)cos()(    tAetx a

t  

)(tx  est une fonction périodique de pulsation a , de phase initiale  et 

d’amplitude tAe  , où A  et  dépendent des condition initiales. 

Où : 
2

2

0 1
a

A



   et )tan(

a

Arc



    

Solution 2.8 : 

Un pendule simple est constitué d’une tige de longueur l de masse négligeable 

accroché à un point fixe O et à son extrémité libre on y accroche une masse 

ponctuelle m. On lui accroche ensuite un ressort (OA=a)  et un amortisseur 

(figure 2-8). 

 

Figure : 2-8 

1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du 

système : 

L’énergie cinétique : 

222

2

1

2

1

2

1
  AmlIT   avec 2mlA    

L'énergie potentielle : 

km UUU 
 

)1( CosmglUm 
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2)(
2

1
lxkU kk  où Sinaxk .  

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour l’énergie potentielle. 

2
1

2
 Cos

et
 Sin

 

22 )(
2

1

2

1
lakmglU  

 

- Condition d’équilibre 000 



 l

U





 

- Condition de stabilité 00 2

02

2





 kamgl

U



 est toujours vérifiée. 

L’énergie potentielle devient: 

222

2

1
)(

2

1
 BkamglU 

 

Où 2kamglB  . 

La fonction de dissipation : 

222

2

1
)(

2

1

2

1
  Clx  DD

 

Où 2lC  . 

3- L’équation différentielle du mouvement ainsi que la période propre 0T . 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 



















CBA

dt

d DLL

 

020 2

0   
A

B

A

C

 

Où 
A

C

2
  et  

A

B
0 . 

3- La valeur critique de   : 

2

22

0 2
22 ml

akmgl
m

A

B

A

l

A

B

A

C 
 


  

Le système oscille dans le cas où : 
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2

2

0 2
ml

akmgl
m


   

4- Lorsque la tige est écartée de sa position d'équilibre d'un angle 0  puis lâchée 

sans vitesse initiale, elle prend un mouvement oscillatoire amorti de pseudo 

période 1s. On constate qu'au bout de 5 pseudo-périodes, l'amplitude est égale à 

20 % de l'amplitude initiale.  

En déduire la valeur numérique de  . On donne m= 0.5 Kg, l= 50 cm et a=10 

cm. 

On définit le décrément logarithmique LnD  comme suit: 

32.0)5(
5

11 0  LnLn
n

D
n

Ln




 

32.0
1

32.0
 

a

Ln
aLn

T

D
TD

 

skgm
ml

l

A

C
/32.02

22 2

2

 



 

En déduire la valeur numérique de k : 

222

0

22

0

2

aa queparce  
 

ml

kl
mg

A

B
a

42

0

2




 

l

mgml
k

ml

kl
mg

Ta

)4(4
242

2 2

0













 

A.N : mNk /89.9   

5- L’expression de )(t  : 

a   régime pseudo-périodique: 

)()(     tCosAet a

t  

Solution 2.9: 

La figure ci-dessous représente un circuit RLC en série. Initialement, le 

condensateur était chargé, puis on ferme l’interrupteur S. 
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Figure : 2-9 

Pour décrire l’équation différentielle de ce système, i 

1- En utilisant la loi des mailles, l’équation différentielle qui décrit le circuit en 

fonction de la charge q(t). 

0
1

 q
c

qRqL   

Par analogies entre les systèmes électriques et mécaniques, on trouve: 

02 2
0  qqq    avec 

Lc
et

L

R 1
2 2

0     et la pseudo pulsation 22

0  a  

2- Les expressions de q(t) dans les trois régimes suivant la valeur de la 

résistance R. 

 L = 0.01 H et C = 1 μF 0   

La résistance critique : 

 2002
c

L
Rc  

a- Régime critique : 

cRR  0  

).()( btaetq t    

b- Régime apériodique : 

cRR  0  

)()(
ttt aa BeAeetq

    

c- Régime pseudo périodique : 

cRR  0  

)()(    tCosAetq a

t  

3- Tracer qualitativement l’allure de q(t) : 

 pour cRR 10  :  
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pour cRkR 1  : 

 

Solution 2.10: 

Un cylindre de masse M et de rayon R roule sans glisser sur une table 

horizontale. En relie à son centre de gravité de part et d’autre un amortisseur et 

un ressort (figure 2 -9). 

 

Figure : 2-10 

1- L’équation différentielle du mouvement. 

L’énergie cinétique : 
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22

0

2

2

1

2

1

2

1
  AIxMT   avec 22

0
2

3

2

1
, MRAetMRIRx    

L'énergie potentielle : 

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour l’énergie potentielle. 

 Sin  

22 )(
2

1
)(

2

1
lRklxkU    

- Condition d’équilibre 000 



 l

U





 

L’énergie potentielle devient: 

2222

2

1

2

1
kRBavecBkRU  

 

La fonction de dissipation : 

222

2

1

2

1
RCavecCx   D

 

L’équation différentielle du mouvement : 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 



















CBA

dt

d DLL

 

020 2

0   
A

B

A

C

 

 A

B
et

A

C
où  0

2


. 

2- La pseudo période du système : 

22

0

2





 a

a

a etT  

3- Sachant que la période des oscillations amorties est de Ta=1s et que 

l’amplitude des oscillations chute de moitié après 10 oscillations, calculer  et 

k. On donne M= 1 Kg. 

Le décrément logarithmique : 

07.0)
5.0

1
(

10

11 0  LnLn
n

D
n

Ln



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07.0
1

07.0
 

a

Ln
aLn

T

D
TD

 

skgM

MR

R

A

C
/21.03

2

3
2

2 2

2

 



 

En déduire la valeur numérique de k : 

2

0

22

0

2  a parce que 22

a   

M

k

A

B
a

3

22

0

2 
 

2

)2(3
2

2 2

0

M
k

Ta





 

 

A.N : mNk /15.59
2

)2(3 2




. 

Solution 2.11: 

Sur une poulie de masse m et de rayon R est soudée une tige de masse M et de 

longueur l, comme le montre la figure ci-dessous. 

La poulie est suspendue par un fils inextensible a un bâti fixe et reliée au sol à 

travers un ressort et un amortisseur. 

 

Figure : 2-11 

1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du 

système. 

L’énergie cinétique : 
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22222

2

1
)

2

1
(

2

1
)

3

1
(

2

1
  AMRmLT   avec 22

2

1

3

1
MRmLA   

L'énergie potentielle : 

2

2

1

2
kxmgCos

l
U   , où RSinx    

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour l’énergie potentielle. 

2
1

2
  CosetSin  

L’énergie potentielle devient : 

mg
l

lklkRkRmg
l

mg
l

llRRkmg
l

lRkmg
l

U

22

1
)

2
(

2

1

2
)2(

2

1
)

2
(

2

1
)(

2

1
)

2
1(

2

222

22222
2










 

- Condition d’équilibre 00)
2

(0 0

2

0 



 llkRkRmg

lU


 


 

- Condition de stabilité 0
2

0 2

02

2





 kRmg

lU


  

Pour le système puisse osciller il faut que 
0

2

2  kRmg
l

 

L’énergie potentielle devient : 

22

22

1
kRmg

l
BavecBU  

 avec B positif
 

La fonction de dissipation : 

222

2

1
)(

2

1

2

1
  CRx  DD

  
où 2RC  .

 

2- L’équation différentielle du mouvement : 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 



















CBA

dt

d DLL

 

020 2

0   
A

B

A

C

 

Où 
A

B
et

A

C
 0

2
  
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3- Déterminer la période d’oscillation du système 

22

0

2





 a

a

a etT
 

Solution 2.12: 

On étudie les oscillations de faibles amplitudes du système représenté par la 

figure (2-12), deux pendules simples constitué chacun par une tige de masse 

négligeable portant une masse ponctuelle. Les deux tiges sont soudées l’une à 

l’autre et tournent autour de l’axe (Δ) d’un même angle θ. On attache ensuite à 

la masse M un ressort de constante de raideur k et à la masse m un amortisseur 

de coefficient de frottement α. On donne : ℓ= 0,5 m, g = 10m/s
2
 , m= 0,1Kg, 

L=2ℓ, et M= 2m. 

 

Figure : 2-12 

1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du 

système. 

L’énergie cinétique : 

22222

2

1

2

1

2

1
  AMLmlT   avec 22 MLmlA   

L'énergie potentielle : 

)1()1()(
2

1 2

1  CosmglCosMgLlxkU   où LSinx 1   

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour l’énergie potentielle. 
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2
1

2
  CosetSin  

  22222

2

1
)(

2

1
)(

2

1
llkLmglMgLkLmglMgLlLkU    

- Condition d’équilibre 000 



 l

U




  

2

2

1
BU   avec mglklB 34 2   tel que L=2ℓ et M= 2m 

- Condition de stabilité 0002

2





 B

U


  

La fonction de dissipation : 

2222

2
2

1

2

1

2

1
  Clx  DD  avec lx 2  et  2lC  . 

2- L’équation différentielle du mouvement 

22

2

1

2

1
 BAUT  L

 

00)( 



















CBA

dt

d DLL

 

020 2

0   
A

B

A

C

 

2222

2
2

1

2

1

2

1
  Clx  DD  Où 

A

C

2
  et 

A

B
0 . 

L’expression de la solution oscillatoire 

)()(     tCosAet a

t  

3- La pseudo pulsation ωa 

22

0  a  

Pour le système oscille, il faut que les conditions d’équilibre et de stabilité soit 

vérifiées en plus de la condition 0  . 
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Chapitre III 

Oscillations forcées des systèmes à un degré de liberté 
 

III-1 Introduction : 

 Une oscillation forcée des systèmes à un degré de liberté est soumis à 

une force excitatrice s’appelle « la force généralisée (t)qF  », d'où l’équation 

différentielle s’écrit sous la forme générale de l’équation de Lagrange pour les 

systèmes à un degré de liberté :   

(t)qF)( 














qqqdt

d



DLL
                                  (III-1)

  

Où (t)qF  est la force généralisée et D  la fonction dissipation tel que 2

2

1
qD  .  

III-2 Oscillations forcées des systèmes à un degré de liberté 0)( tFq  et 

0D  : 

 Si t).Sin((t)F 0q F  est une fonction sinusoïdale (appliquée à la masse 

m) de pulsation  , alors la solution de équation différentielle (III-1) est égale à 

la somme de la solution homogène (t)x H sans second membre et d’une solution 

particulière avec second membre )(x P t   tel que : 

(t)x(t)xx(t) PH                                      (III-2) 

III-2-a Solution homogène : 

 Pour la solution homogène (t)x H , on résoudre l’équation différentielle 

d’un système libre amorti : 

02 2

0  xxx                                       (III-3) 

 

On utilise le cas des oscillations faiblement amorties 0  . La solution 

s’écrit : 

)tSin(Ae(t)x t-

H   a                                (III-4) 

Avec 22

0  a  
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III-2-a Solution particulière : 

t).Sin(
F

2 02

0 
m

xxx                                (III-5) 

La solution )(x p t  prend la même forme que la force extérieure, donc : 

)t.A.Sin((t)x p                                  (III-6) 

Pour des raisons pratiques, il est commode d’utiliser la notation complexe. La 

grandeur complexe associé à (t)x  s’écrit : 

)tj(
Ae(t)x p

 
  et 

tj
e

F
(t)F 0

p



m
                (III-7) 

Pour déterminer A et  on peut utiliser les grandeurs complexes associées à 

(t)x p  et (t)pF . 

L’équation différentielle devient : 

tj02

0 .e
F

2 
m

xxx ppp                              (III-8) 

Ce qui donne : 

tj0)tj(2

0

)tj()tj(2 .e
F

ee2e  
m

AAjA          (III-9) 

m
AAjA 0j2

0

jj2 F
ee2e                    (III-10) 

 
m

jA 02

0

2j F
2e                         (III-11)   

    j-022

0 e
F

2)(
m

jA                    (III-12) 

Le conjugue de cette dernière équation est donnée par : 

   j022

0 e
F

2)(
m

jA                          (III-13) 

La multiplication des deux dernières équations membre à membre permet 

d’écrire : 

 
2

02222

0

2 F
)2()( 










m
A                        (III-14) 

On obtient : 
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 2222

0

0

)2()(

F

 











m

A                           (III-15) 

D’après l’équation (III-12), on peut écrire 

)(
F

)( 022

0  Cos
m

A       et )(
F

2 0  Sin
m

A       (III-16) 

Ce qui donne :  

)
2

tan(
2

)(
22

0

22

0


















 ArcTg                              (III-17) 

III-3 Pulsation de résonnance : 

 Pour calculer la pulsation de résonnance, il faut d’abord dériver 

l’amplitude  A  (ou 0 )  de l’équation (III-15) de telle sorte que le maximum de 

l’amplitude est obtenu pour la valeur de   qui annule : 

 0
d

dA
                                            (III-18) 

Ce qui donne : 

 











22

02

1

2

0





R

                               (III-19) 

Avec : 
R

  la pulsation de résonnance. 

Il existe un maximum à la pulsation 
22

0
2 

R  seulement si 

l’amortissement est suffisamment faible pour que 
2

0


  . A cette pulsation, 

appelée pulsation de résonance, on dit que le système entre en résonance et 

l’amplitude Max
A  est maximale, ainsi le déphasage   (voir Fig.III.1). En 

remplaçant 
R

  dans l’amplitude, on obtient :  

22

0

0

2

F

)(















m

AA
RMax                                    (III-20) 

Pour les faibles amortissements : 

0

0

2

F

)(














m

A
R                                    (III-21) 
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III-4- Bande Passante :  

 On définit bande passante, la bande de pulsation pour le quelle 

l’amplitude est égale à 
2

)(
R

A 
. Elle est donnée à partir de l’équation (III-19) 

comme:  

 2
12
B                                  (III-22) 

III-5- Coefficient de Qualité : 

  Il est définit par le rapport de la pulsation propre 0
  à la largeur de la 

bande passante B. On a 
Qm

h 02


  ,  on obtient 




2

00 
B

Q . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.III.1 : Amplitude A  et le déphasage en fonction de  . 
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0


   

)2/(
F

0

0 









m
A

Max
 

2/
Max

A  

2

0

0 /
F










m
 

)(t  1  
0  2  

02  

A  

)(t  

0  

2


  

)(t  
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Exercice 3.1: 

Dans le système représenté sur la figure (3-1) le ressort et l’amortisseur sont 

attachés à un disque (M, R) aux points A et A’ respectivement tel que 

OA=OA’=a. On applique une force )()( tCosFtF  0 agissant horizontalement 

sur le point O (le centre du disque). 

1- Montrer que le Lagrangien L  et la fonction de dissipation D  du système 

s’écrivent : 2222 )(
2

1

4

3
 aRkMRUT  L et  

22)(
2

1
 aR D . 

2- Déterminer la force généralisée )(tF  puis écrire l’équation différentielle du 

mouvement. 

3- Montrer, en utilisant la représentation complexe tjeFtF  0)( , que la 

solution en régime permanant est )()(  tCost 0  où 0  et  sont des 

fonctions dépendant de la pulsation  . 

4- Tracer l’allure de la valeur absolue de l’amplitude 0  
en fonction de   et 

déterminer la pulsation de résonance R . Quelle condition doit-on imposer à   

pour avoir un phénomène de résonance ? 

5- Dans le cas des faibles amortissements 0  la pulsation de résonance 

0 R . Déterminer dans ce casla valeur de la phase  à la résonance puis 

tracer son allure en fonction de . 

6- Montrer sur les deux graphes la bande passante  212 b où 2  et 1  

sont les pulsations de coupure. 

 

Figure : 3-1 
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Exercice 3.2 : 

Dans la figure (3-2), la masse m est soudée à l’extrémité de la tige de longueur 

l de masse négligeable. Cette masse est soumise à une force )sin()( 0 tFtF   

perpendiculaire à la tige. L’autre extrémité de la tige est articulée au point fixe 

O. La tige est reliée au point A tel que OA=l/2. 

 

Figure : 3-2 

1- Déterminer la force généralisée )(tF  puis écrire l’équation différentielle du 

mouvement. 

2- Donner l’expression de l’amplitude des oscillations en fonction des données 

du problème.  

3- Déduire la pulsation de résonance R . 

Exercice 3.3 : 

 Le système ci-dessous (figure 3-3), est constitué de deux tiges perpendiculaires 

et de masses négligeables. m1, m2, et m3 sont des masses ponctuelles, m1 est 

reliée à m2 par la tige de langueur L, m3 est fixée à l’une des extrémités de la 

tige de langueur ℓ. Tout le système peut osciller (faibles oscillations) sans 

frottement  autour d’un axe fixe passant par O. Un ressort de constante de 

raideur k est attaché à la masse m1. À l’équilibre θ=0, le ressort est déformé par 

Δℓ.  

On applique une force )()( 0 tCosFtF   à la masse m3 perpendiculaire à la tige. 
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 Figure : 3-3 

1- Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité à partir de 

l’énergie potentielle.  

2- Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 

l’énergie potentielle.  

3- Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.  

4- Déterminer la force généralisée.  

5- Établir l’équation différentielle du mouvement.  

Exercice 3.4 : 

Un disque homogène de masse M et de rayon R, peut osciller (faibles 

oscillations) autour d’un axe fixe passant par son centre O. Une tige de 

langueur ℓ et de masse négligeable est solidaire du disque, portant une masse 

ponctuelle m. Un ressort de constante de raideur k et un amortisseur α sont 

reliés au disque comme l’indique la figure (3-4). La position d’équilibre 

correspond à θ=0. 
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Figure : 3-4 

Ι. Oscillations libres amorties F=0 

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de 

dissipation. 

2- Etablir l’équation différentielle du mouvement. 

3- Quelle est la condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire. 

4- Donner la solution dans ce cas. 

ΙΙ. Oscillations forcées )()( 0 tCosFtF   

On applique à la masse m une force sinusoïdale )()( 0 tCosFtF   

perpendiculaire à la tige. 

1- Déterminer la force généralisée. 

2- Déduire l’équation différentielle du mouvement. 
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Solutions des Exercices du Chapitre III 
 

 

Solution 3.1: 

Considérons l’exemple mécanique de la figure ci-dessous soumis à une force 

extérieure )()( tCosFtF  0 appliquée horizontalement sur le centre du disque. 

 

Figure : 3-1 

1- Montrer que le Lagrangien L  et la fonction de dissipation D  du système 

s’écrivent : 2222 )(
2

1

4

3
 aRkMRUT  L et  

22)(
2

1
 aR D . 

 L’énergie cinétique : 

2222222

0

2

2

1

4

3
)(

2

1

2

1
)(

2

1

2

1

2

1
  AMRMRRMIMVT  avec

2

2

3
MRA   

 L’énergie potentielle: 












 aletRx

lxkUU k

2)(
2

1 22)(
2

1
aRkU  2

2

1
BU 

avec 2)( aRkB   

 Le Lagrangien L  s’écrit alors : 

 2222 )(
2

1

4

3
 aRkMRUT  L

 

 La fonction de dissipation D  s’écrit : 

  
222 )(

2

1

2

1
  aRx D

2

2

1
xC D  avec 2)( aRC    
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2- La force généralisée )(tF : 

La relation entre )(tF  et )(tF  
s’écrit :  




d

rd
tFtF



 )()(  



 iRixr 
   




 iR
d

rd

  

tRFtRFtF  cos)()( 0  

L’équation différentielle du mouvement : 

(t)F)( 


















DLL

dt

d

     























































C

B

A
dt

d
A

D

L

LL
)(

 

L’équation s’écrit : 

)(tF
A

R

A

B

A

C
  

 

On pose : 
2

2

3

)(
2

MR

aR

A

C 



  

2

2
2

0
3

)(2

MR

aRk

A

B 


 

L’équation devient : 

)(
3

2

3

)(2

3

)(2
2

2

2

2

tF
MRMR

aRk

MR

aR






 


 

          
(*) 

3- Montrer, en utilisant la représentation complexe tjeFtF  0)( , que la 

solution en régime permanant est )()(  tCost 0  où 0  et  sont des 

fonctions dépendant de la pulsation  . 

)()( 00 tCosFeFtF tj  

 

et )(

00 )()(   tjetCost  

)(

0)(   tjejt  
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)(

0

2)(   tjet  

On remplace )()(),( tettt   dans l’équation (*) 




M
N

Z

00
2

0
)22

0
( F

A

Rj
je

j
e 







 

On cherche : )(0  f  et )( f   

MNZ    jj jeje 00

 
MNZ  00 )]()([)]()([  jSinCosjjSinCos  

MNZNZ  00 )]()([)]()([  CosSinjSinCos  

Par identification : 

et 0)]()([ 0   CosSin NZ  

)()(0)()(
Z

N

Z

N
NZ ArcttgCosSin    

Ce qui donne )
2

(
22

0 







Arctg  

L’amplitude : 

)()(
0




SinCos NZ

M


  

- On cherche : )()(  fSin   : 

1)()( 22   SinCos  

1
)(

1

)(

1

)(

)(

)(

)(
222

2

2

2










tgSinSin

Sin

Sin

Cos
 

2

22

2
2

1

/

)(1

)(
)(

)(1

)(
)(

Z

N

ZN

2






















tg

tg
Sin

tg

tg
Sin  

2
NZ

N






2
)(Sin  

- On cherche : )()(  fCos   : 

1)()( 22   SinCos  

MNZ  0)]()([  SinCos
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)(

1

)(

)(

)(

)(
22

2

2

2









CosCos

Sin

Cos

Cos
  

)(1

1
)(

)(

1
)(1

22

2







tg
Cos

Cos
tg


  

2
NZ

Z




2
)(Cos  

2

2

2

22

NZ

M

NZ

NZ

M

NZ

N)N(

NZ

M

















2

2

2

22

20
Z

  

Finalement : 

222

0

2

0

0

)()2(

3

2





 MR

F

 

4-1 L’allure de la valeur absolue de l’amplitude 0 en fonction de   : 
)(0    

0 
2

0

0 )0(



M

  

0 
0

00
2

)(



M

Max

 

0)(0   

  

10

0
 

5

0
 0  02  

Max

0  
2

0

5



M
 

2

02

5



M
 

2

02

1



M
 

2

04

1



M
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Courbe : 3-1 

 

4-2 La pulsation de résonance R
 
: 

Le maximum de l’amplitude est obtenu pour la valeur de   qui annule 

00 
d

d
 

00 
d

d
 pour ( R ) 

10

0
   

5

0
   

5

2 0
   

0   

02   

0
0

2


M
Max  

2

0
Max

 

2
0

M

)(t  
1  

0  2  
02  

0  

)(t  

0  

2


  

)(t  
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 

 

 

 

 
0

)2()(

)2)(2(

)2()(

4))(2(

)2()()2()(

8))(2(2
2

1

)2()

2/3222

22

2/3222

22

222222

22

2/12220










































2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

M

M

M

(M
d

d

d

d

2

22

2

02

0
















2

0

2

0  

Il existe un maximum à la pulsation 22

0 2  R  

4-3 La condition qu’elle doit être imposer à   pour avoir le phénomène de 

résonance est :  

 

2

2

2

020

0

2

02

22

0

22

0

















R

 

5- Dans le cas des faibles amortissements 0  la pulsation de résonance 

0 R .  

22

0

2

R

RArctg








  tel que 0R  

2


  Arctg  

22

0

2









 Arctg  

00  
 

2
0


  R  


 

L’allure de   en fonction de  (voir courbe (3-1))
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6- Sur les deux graphes, on voit clairement  la bande de coupure passante par  

 212 b où 2  et 1  sont les pulsations de coupure. 

Solution 3.2: 

Dans la figure (3-2), la masse m est soudée à l’extrémité de la tige de longueur 

l de masse négligeable. 
 

 

Figure : 3-2 

1- La force généralisée )(tF  puis l’équation différentielle du mouvement: 

La relation entre )(tF  et )(tF
 
s’écrit :  




d

rd
tFtF



 )()(  



 ilixr 
   




 il
d

rd

  

tFltFltF  sin.)(.)( 0  

 

L’énergie cinétique : 

22

2

1
mlT 

 

L’énergie potentielle: 

mkk UUUU  21  

2

11 )(
2

1
lxkU k   et 2

22 )(
2

1
lxkU k   avec sin

2

l
x   

)cos1(  mglUm  



 

 

 

69 

Pour des faibles amplitudes  sin  et 
2

1cos
2

   

2

11 )
2

(
2

1
l

l
kU k    et 2

22 )
2

(
2

1
l

l
kU k    

2

2
mglU m   

L’énergie potentielle s’écrit : 

2
)

2
)((

2

1 2
2

21


 mgll

l
kkU   

D’après la condition d’équilibre, on obtient 0l . 

L’énergie potentielle devient : 

2
2

21
4

)(
2

1








 mgl

l
kkU  

Fonction de dissipation : 

22

42

1


 lD  

L’équation différentielle : 

(t)F.)( l
dt

d
















 
DLL

 

(t)

2

21

22 F.
4

)(
4

lmgl
l

kklml 







 


   

mll

g

m

kk

m

(t)21 F

44












 


            

On pose : 
m8


   ; 

l

g

m

kk





4

212

0  

L’équation devient : 

ml

(t)2

0

F
2     

La solution en régime permanant est : 

)()(  tCost 0    

2- L’expression de l’amplitude des oscillations en fonction des données du 

problème.  
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2222
0

0

0

).2()( 



 ml

F

 

3- Déduire la pulsation de résonance 
R . 

 22

0 2 R  

Solution 3.3 : 

 Le système ci-dessous (Figure 3.3), est constitué de deux tiges 

perpendiculaires et de masses négligeables. m1, m2, et m3 sont des masses 

ponctuelles, m1 est reliée à m2 par la tige de langueur L, m3 est fixée à l’une des 

extrémités de la tige de langueur ℓ. Tout le système peut osciller (faibles 

oscillations) sans frottement  autour d’un axe fixe passant par O. Un ressort de 

constante de raideur k est attaché à la masse m1. À l’équilibre θ=0, le ressort 

est déformé par Δℓ.  

On applique une force )()( 0 tCosFtF   à la masse m3 perpendiculaire à la tige. 

 

 Figure : 3-3 

 

1- Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité à partir de 

l’énergie potentielle.  

L’énergie potentielle :
  

2

321321 )(
2

1

22
lxkglCosmSin

L
gmSin

L
gmUUUUU kmmm  

 

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour l’énergie potentielle. 
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2
1

2
  CosetSin  

glml
L

kglm
L

gm
L

gmU 3

2
2

321 )
2

(
2

1

222
 


  

  teCgLmlkLgLmglm
L

kU 







  12

2

3

2

2

1

42

1
 

- Condition d’équilibre 00 120 



 gLmlkLgLm

U




  

- Condition de stabilité 0
4

0 3

2

02

2





 glm

L
k

U


  

2- L’expression simplifiée de l’énergie potentielle s’écrit:
  

teCglm
L

kU 







 2

3

2

42

1
  

3- L’énergie cinétique du système : 

22

3

22

2

22

1321
2

1
)

2
(

2

1
)

2
(

2

1
  lm

L
m

L
mTTTT mmm 

 

22

3

2

2

2

1 )
2

()
2

(
2

1








 lm

L
m

L
mT

 

4- La force généralisée : 




d

rd
tFtF



 )()(  



 ilixr 
   




 il
d

rd

  

tCosFltFltF  0.)(.)(  

5- L’équation différentielle du mouvement : 

(t)F.)( l
dt

d
















 
DLL

 

2

3

2

2

2

1

0

2

3

2

2

2

1

3

2
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.
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4

lm
L

m
L

m

tCosFl

lm
L

m
L

m

glm
kL






























































       
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Solution 3.4 : 

Un disque homogène de masse M et de rayon R, peut osciller (faibles 

oscillations) autour d’un axe fixe passant par son centre O. Une tige de 

langueur ℓ et de masse négligeable est solidaire du disque, portant une masse 

ponctuelle m. Un ressort de constante de raideur k et un amortisseur α sont 

reliés au disque comme l’indique la figure (3-4). La position d’équilibre 

correspond à θ=0. 

 

Figure : 3-4 

Ι. Oscillations libres amorties F=0 

1- Les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de dissipation : 

222 )
2

1
(

2

1
mlMRTTT mM 

 

2)(
2

1
)(  RkmglCosU 

 

Pour des faibles oscillations 
2

1)(
2

 Cos  

teCkRmglU  22 )(
2

1


 

22

2

1
 RD  
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2- L’équation différentielle du mouvement. 

0)( 














 
DLL

dt

d
0

2

1

2

1 22

2

22

2










 




mlMR

mglkR

mlMR

R   

On pose : 
22

2

2

1
2

mlMR

R






  ; 
22

2
2

0

2

1
mlMR

mglkR




  

L’équation devient : 

02 2

0     

3- La condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire : 

0' 2

0

2    

4- La solution dans ce cas oscillatoire : 

)'()(     tCosAet t   avec 22

0'    

ΙΙ. Oscillations forcées )()( 0 tCosFtF   

On applique à la masse m une force sinusoïdale )()( 0 tCosFtF   

perpendiculaire à la tige. 

1- La force généralisée : 




d

rd
tFtF



 )()(  
tCosFltFltF  0.)(.)(  

2- L’équation différentielle du mouvement. 

)()( tF
dt

d




















DLL
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
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






 
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La solution: 

)()( 0   tCost  avec 
22222
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0
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2

1

.
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


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
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  et )
2

(
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0 







 Arct  
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Chapitre IV 

Oscillations des systèmes mécaniques à deux degrés 

de liberté 
 

Partie I : Oscillations libres 

IV-I-a Introduction : 

 Les phénomènes étudiés dans ce cours sur les vibrations à deux 

dimensions concernent tous les domaines de la physique et de l’ingénierie 

(mécanique, d’acoustique, d’optique, d’électromagnétisme,…).  

 On définit un système à deux degrés de liberté par le système qui 

nécessite deux coordonnées indépendantes pour spécifier leurs positions sont 

appelés systèmes à deux degrés de liberté 1x  , 2x  ou  1y  , 2y  ou 1  , 2 . Soit T 

et U respectivement l’énergie cinétique et l’énergie potentielle :
 

Le lagrangien du système s’écrit alors : 





2

1

2

1 i

i

i

i UTL                                                  (IV-1) 

IV-I-b Couplage entre les différents systèmes :  

 On peut définir le couplage entre deux systèmes à travers un ressort en 

mécanique (Fig.IV.1.a ) et un condensateur en électricité (Fig.IV.1.b )  ce 

qu’on appelle couplage par élasticité : 

  

Fig.IV.1.a : Systèmes mécaniques couplés par un ressort 
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Fig.IV.1.b : Systèmes électriques couplés par un condensateur 

 

 Il y a aussi le couplage entre deux systèmes à travers une masse en 

mécanique (Fig.IV.2.a) et une inductance mutuelle en électricité (Fig.IV.2.b ) 

ce qu’on appelle couplage par inertie: 

 

Fig.IV.2.a : Systèmes mécaniques couplés par une masse 

 

Fig.IV.2.b : Systèmes mécaniques couplés par une bobine 
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 Le dernier couplage est la liaison par un frottement visqueux à travers un 

amortisseur en mécanique (Fig.IV.3.a ) et une résistance en électricité 

(Fig.IV.3.b ) ce qu’on appelle couplage par viscosité : 

 

Fig.IV.3.a : Systèmes mécaniques couplés par un amortisseur 

 

 

Fig.IV.3.b : Systèmes mécaniques couplés par une résistance 

IV-I-c Equation du mouvement : 

 Pour l’étude des systèmes à deux degrés de liberté, il est nécessaire 

d’écrire deux équations différentielles du mouvement que l’on peut obtenir à 

partir des équations de Lagrange 
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
                                            (IV-2) 

Partie II : Oscillations forcées 

IV-II-a Introduction : 

 On définit une oscillation forcées à deux degrés de liberté par le système 

qui nécessite deux coordonnées indépendantes pour spécifier leurs positions 

sont appelés systèmes à deux degrés de liberté 1x  , 2x  ou  1y  , 2y  ou 1  , 2 , et 
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soumis à des forces qui dérivent d’un potentiel, à des forces de frottement de 

viscosité et à des forces extérieures. Soit T et U respectivement l’énergie 

cinétique et l’énergie potentielle. Le lagrangien du système s’écrit alors : 





2

1

2

1 i

i

i

i UTL                                                  (IV-3) 

IV-II-b Equation du mouvement : 

 Pour l’étude des oscillations forcées à deux degrés de liberté, il est 

nécessaire d’écrire deux équations différentielles du mouvement que l’on peut 

obtenir à partir des équations de Lagrange:
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                                    (IV-4) 

Dans cette expression 
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
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1q et 

02

012

2






q
qq

W





(t)F

2q  sont les forces 

généralisées conjuguées des coordonnées généralisées respectives 1q  et 2q  

avec 1
W  représente le travail des forces extérieures pour une variation 1

q  de 

la coordonnée 
1

q , lorsque  0
2
q  et 2

W  représente le travail des forces 

extérieures pour une variation 2
q  de la coordonnée 

2
q , lorsque  0

1
q . 

IV-II-c Impédance mécanique 

 Considérons un système mécanique soumis à une force sinusoïdale 

t)Cos(FF(t) 0  . En régime permanent, le point d’application de cette force se 

déplace avec une vitesse )tCos(VV(t) 0  . On appelle impédance 

mécanique d’entrée du système mécanique, le rapport des amplitudes 

complexes de la force F  et de la vitesse V . 

V

F
Ze                                                            (IV-5) 
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Exercice 4.1: 

Considérons le système ci-dessous figure (4-1), constitué de deux masses 1m  et 

2m  reliées respectivement par deux ressorts de raideur 1k  et 2k . On suppose 

qu’il n’y a pas d’autres frottements. On écarte la masse 1m  de sa position 

d’équilibre puis on la lâche sans vitesse initiale. 

 

Figure : 4-1 

 

1- Etablir le système d’équations différentielles du mouvement.  

2- Déterminer les solutions )(1 tx  et )(2 tx  de ce système.  

Exercice 4.2: 

La figure (4-2) représente deux pendules couplés effectuant des oscillations de 

faibles amplitudes. Chaque pendule est constitué par un disque de masse M = 1 

kg accroché à une tige de longueur l = 80 cm et de masse m = 0.1 kg. Ces 

pendules sont reliées par un ressort de constante de raideur k. 

1- Déterminer les équations différentielles que doit vérifier ce système en 

fonction 

des angles 1  et 2 . 

2- Déterminer l’équation caractéristique, puis déduire les pulsations propres. 

3- Quelles conditions initiales doit-on imposer pour observer : 

 a. Le premier mode d’oscillation : 
I

gl
m

M )
2

(
2

1



 . 

 b. Le deuxième mode d’oscillation : 
I

klgl
m

M 2

2

2

2)
2

( 

 . 

Où I est le moment d’inertie total d’un pendule (tige+disque) et g= 10m/s² 
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4- Le graphe ci-dessous représente la variation de l’amplitude x de l’une des 

masses en fonction du temps t. 

a. Quelles conditions initiales ont été choisies pour obtenir le phénomène de 

battement. 

b. Déterminer à partir du graphe la période d’oscillation osT  et la période de 

battement bT . 

c. Ecrire les pulsations d’oscillation os  et de battement b  en fonction des 

pulsations propres 1  et 2 . 

5- Déduire la valeur numérique du moment d’inertie I et de la constante de 

raideur k. 

 

                    Figure : 4-2  

Exercice 4.3: 

On considère deux pendules simples couplés par un ressort 3k  et reliés aux 

murs par les ressorts 1k  et 2k  comme indiqué par la figure(4-3). Les tiges de 

longueurs l  ont des masses négligeables et les masses 1m  et 2m  portées à leurs 

extrémités sont ponctuelles 

On donne : l = 0.4m, a = l /4, mNkkk /421  , 4/3 kk  , 2/10 smg   et 

kgmmm 1.021   
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Figure : 4-3 

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système en fonction de 1  

et 2 .  

2- Ecrire les équations différentielles de  1  et 2 .  

3- Déterminer l’équation caractéristique, puis déduire les pulsations propres et 

calculer leurs valeurs.  

4- Donner la forme générale des solutions en fonction des pulsations propres.   

Exercice 4.4: 

Considérons le système ci-dessous figure (4-4), constitué de deux masses 1m  et 

2m  reliées respectivement par deux ressorts de raideur 1k  et 2k . On suppose 

qu’il n’y a pas d’autres frottements. On applique sur la première masse 1m  du 

système une force sinusoïdale )(tF  d’amplitude 0F  de pulsation Ω.  

 

 

Figure : 4-4 

1- Etablir le système d’équations différentielles du mouvement.  

2- Déterminer les solutions )(1 tx  et )(2 tx  de ce système.  



 

 

 

81 

3- Déduire l’impédance mécanique d’entré du système. 

Exercice 4.5: 

Considérons le système ci- dessous figure (4-5), constitué de deux masses 1m  

et 2m  reliées respectivement par deux ressorts de raideur 1k  et 3k à deux bâtis 

fixes. Les deux masses sont reliées par un ressort de raideur 2k . Ce ressort est 

appelé ressort de couplage. On suppose qu’il n’y a pas d’autres frottements. On 

applique sur la première masse 1m  du système une force sinusoïdale )(tF  

d’amplitude 0F  de pulsation Ω.  

 

Figure : 4-5 

1- Déterminer les énergies cinétique T et potentielle U du système. 

2- Etablir les équations différentielles du mouvement pour 1x  et 2x . 

3- Résoudre ce système d’équation et trouver les solutions )(1 tx  et )(2 tx . (on 

prend : mmm  21  et kkk  31 ). 
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Solutions des Exercices du Chapitre IV 
 

 

Partie I : Oscillations libres 

Solution 4.1: 

Considérons le système ci-dessous figure (4-1), constitué de deux masses 1m  et 

2m  reliées respectivement par deux ressorts de raideur 1k  et 2k . On suppose 

qu’il n’y a pas d’autres frottements. On écarte la masse 1m  de sa position 

d’équilibre puis on la lâche sans vitesse initiale.
  

 

Figure : 4-1 

1- Les équations du mouvement pour ce système à deux degrés : 

2
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Le lagrangien UT L  s’écrit alors : 
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Les équations de Lagrange s’écrivent : 
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2- Les solutions )(1 tx  et )(2 tx  de ce système : 

Recherchons une solution particulière de la forme :  






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)()(
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Où 1A , 2A  et   sont des constantes et   l’une des pulsations propres du 

système. La substitution de )(1 tx  et )(2 tx  dans le système d’équations 

différentielles donne : 
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On peut écrire ces dernières équations sous forme matricielle : 
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Ce système admet une solution non identiquement nulle seulement si le 

déterminant )( des coefficients de 1A  et 2A  est égal à zéro : 
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Le déterminant� )(  est appelé déterminant caractéristique. L’équation 

0)(    est appelée l’équation caractéristique ou équation aux pulsations 

propres. Elle s’écrit : 
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Cette équation est une équation quadratique en   qui admet deux solutions 

réelles positives 1  et 2  appelées les pulsations propres du système. Pour 

résoudre cette équation, on pose : 
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L’équation devient : 
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La forme générale des solutions en fonction des pulsations propres 1  et 2 : 
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Solution 4.2: 

La figure (4-2) représente deux pendules couplés effectuant des oscillations de 

faibles amplitudes. Chaque pendule est constitué par un disque de masse M = 1 
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kg accroché à une tige de longueur l = 80 cm et de masse m = 0.1 kg. Ces 

pendules sont reliées par un ressort de constante de raideur k. 

 

                    Figure : 4-2  

1- Les équations différentielles que doit vérifier ce système en fonction des 

angles 1  et 2 . 

2

2

2

1
2

1

2

1
  IIT 

 

2

212

121

)(
2

1
)1(

2

1

)1(
2

1
)1()1(





lSinlSinkCosmgl

CosmglCosMglCosMglU





 

Pour des faibles oscillations : 
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2- a L’équation caractéristique : 

Les solutions de l’équation (*) sont : 
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Le système d’équations (*) devient : 
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On peut écrire ces dernières équations sous forme matricielle : 
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Le déterminant  )(MDet  ou )(  est appelé déterminant caractéristique. 

L’équation   0)( MDet  est appelée l’équation caractéristique ou équation 

aux pulsations propres. Elle s’écrit : 
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2-b Les pulsations propres sont : 
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3- D’après l’équation (*) : 

3- a. Pour avoir le premier mode d’oscillation : 
I
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m

M )
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(
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3- b. Pour avoir le deuxième mode d’oscillation : 
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pose 21    

4- Le graphe ci-dessus représente la variation de l’amplitude x de l’une des 

masses en fonction du temps t. 

4- a. Pour obtenir le phénomène de battement, il faut choisir conditions initiales 

suivantes : 01    et 02   

4- b. A partir du graphe la période d’oscillation osT  : 
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 La période de battement bT . 
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4- c. La pulsations d’oscillation os  : 
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La pulsations de battement b : 
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5- La valeur numérique du moment d’inertie I :  
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La constante de raideur k : 
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Solution 4.3: 

 On considère deux pendules simples couplés par un ressort 3k  et reliés aux 

murs par les ressorts 1k  et 2k  comme indiqué par la figure(4-3). Les tiges de 

longueurs l  ont des masses négligeables et les masses 1m  et 2m  portées à leurs 

extrémités sont ponctuelles 

On donne : l = 0.4m, a = l /4, mNkkk /421  , 4/3 kk  , 2/10 smg   et 

kgmmm 1.021   
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Figure : 4-3 

1- Les énergies cinétique et potentielle du système en fonction de 1  et 2 .  
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2- Les équations différentielles de  1  et 2 .  
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3- L’équation caractéristique : 

On pose : 
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, le système d’équations précédent devient: 
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On peut écrire ces dernières équations sous forme matricielle : 
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Le déterminant  )(MDet  ou )(  est appelé déterminant caractéristique. 

L’équation   0)( MDet  est appelée l’équation caractéristique ou équation 

aux pulsations propres. Elle s’écrit : 
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Les pulsations propres sont : 
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4- La forme générale des solutions en fonction des pulsations propres : 
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Partie II : Oscillations forcées 

Solution 4.4: 

Considérons le système ci-dessous figure (4-4), constitué de deux masses 1m  et 

2m  reliées respectivement par deux ressorts de raideur 1k  et 2k . On suppose 
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qu’il n’y a pas d’autres frottements. On applique sur la première masse 1m  du 

système une force sinusoïdale )(tF  d’amplitude 0F  de pulsation Ω.  

 

 

Figure : 4-4 

 

1- Le système d’équations différentielles du mouvement/ 
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Les équations de Lagrange s’écrivent : 
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2- Les équations différentielles du mouvement pour 1x  et 2x  : 

On prend tj

0 .eF)( tF , en régime forcé, les solutions sont du type sinusoïdal: 
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On injecte  les solutions )(1 tx  et )(2 tx   dans l’équation (4-1) on obtient : 



 

 

 

92 











0)(

)(

22

2

212

022121

2

1

AkmAk

FAkAkkm























2

221

2

12

2

2

2

2

20

2

221

2

12

2

2

20

))((

)(

))((

kkkmkm

kmF
B

kkkmkm

kF
A

 

  La forme générale des solutions )(1 tx  et )(2 tx  s'écrit: 
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3- Impédance mécanique d’entrée du système : 
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Solution 4.5: 

Considérons le système ci- dessous figure (4-5), constitué de deux masses 1m  

et 2m  reliées respectivement par deux ressorts de raideur 1k  et 3k  à deux bâtis 

fixes. Les deux masses sont reliées par un ressort de raideur 2k . Ce ressort est 

appelé ressort de couplage. On suppose qu’il n’y a pas d’autres frottements. On 

applique sur la première masse 1m  du système une force sinusoïdale )(tF  

d’amplitude 0F  de pulsation Ω.  

 

 

Figure : 4-5 

 

1- Les énergies cinétique T et potentielle U du système : 
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2- Les équations différentielles du mouvement pour 1x  et 2x . 

Le lagrangien UT L  s’écrit alors : 
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Les équations de Lagrange s’écrivent : 
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Avec : 

t).Cos(F)( 0 tF  ou t).Sin(F)( 0 tF  ou tj

0 .eF)( tF
 

3- Pour résoudre cette dernière équation : 

On pose tj

1 .e  Ax  et tj

2 .e  Bx  avec mmm  21  et kkk  21 . 

Le système d’équations devient : 
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La forme générale des solutions )(1 tx  et )(2 tx  s'écrit: 
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