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Préface

Ce cours s’adresse aux étudiants de 2™ Année Licence Sciences de la matiére
(SM) et Sciences de Technologie (ST). Ce cours présenté dans ce manuscrit est
une contribution a I’étude des phénomeénes des vibrations et des ondes
mécaniques réparties en quatre chapitres. Aprés un rappel sur notions de Base
sur les oscillations des systéemes physiques dans le premier chapitre, nous
décrirons dans le second chapitre les oscillations libres des systémes a un degré
de liberté. Dans le troisiéme chapitre, nous avons présenté les oscillations

forcées des systemes a un degré de liberté. Finalement, le chapitre quatre est

consacré a I’étude des oscillations des systémes mécaniques Q & degrés de
liberté.
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Chapitre |
Notions de Base sur les oscillations

1.1 Généralités sur les oscillations

Un systeme mécanique oscillant est un systtme mécanique qui a un
mouvement périodique autour de sa position d’équilibre stable. La vibration
d'un systeme peut étre libre ou forcée. Un oscillateur est dit libre, s’il oscille
sans interventions extérieures pendant son mouvement, et il est dit forcé, s’il
oscille avec interventions extérieures (forces exterieures).

On peut classer les phénoménes physiques en deux grandes catégories:
mécanique et électrique. Dans le cas mécanique, les phénomenes sont régis par
les lois de la gravitation et de I’inertie. Dans le cas électrique, c’est le champ
électromagnétique lié a la propriété de charge électrique de certaines particules

constituant la matiere.

1.2 Degrés de liberte

Le nombre de degrés de liberté d’un systéme physique est égal au
nombre de coordonnées linéairement indépendantes qui représentent la position
de m.

Pour simplifie les choses concernant «le nombre de coordonnées
linéairement indépendantes » on va décrire le mouvement d’un pendule
simple on peut utiliser les coordonnées x et y mais ils ne sont pas linéairement

indépendants vu qu’on a une relation qui les relie X2 + y2 = |2, tel que | la

longueur du fil, donc le systéme a un seul degre de liberté. Il sera dans ce cas
plus judicieux d’utiliser & comme coordonnee géneralisée au lieu de x ou de y.

Concernant les masses ponctuelles, le nombre de degrés de liberté est

egal 3 fois le nombre de particules N, moins le nombre de contraintes :

Ng =3N, —N, . (1.1)
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Une contrainte est toute relation mathématique qui diminue le nombre
de coordonnées nécessaires a la description du systeme.

Le nombre 3 dans la relation (I.1) est celui des translations linéairement
indépendantes possible dans un espace a trois dimensions.

Pour un pendule simple oscille dans le plan xOy donc il est sujet a deux
contraintes :

- La premiére contrainte devient de la relation X2 1 y2 ~12,

- La deuxiéme devient de z=c® =0.

Ce qui donne le nombre de contraintesNy =31-2=1.

berté  est

(1.2)

2
d“x dx
— 420+ wfx=At) , 1.3

d2x Lo dx
tel que : —-=Xet—=X.
d dt

t?
1.4 Nombres complexes :

On définit un nombre complexe Z eC, tel que le couple (a,b) e R? est

unique et Z prend la forme Z=a+ jb. Ou a + jb est la forme algébriquedu




nombre complexe Z,a est la partie réelle de Z, notée Re(Z), b est la partie
imaginairede Z, notée Im(Z).

On rappel qu’un nombre complexe Z peut €tre €crit sous trois formes :

Z=a+|b (|4)
=|Z|(COSH+ JSin ) (|5)
= |Z|ej9 (|6)

Avec |Z|=+a’+b* est le module de Z, et ¢ leur argument, tel que Tan(6?)—2

. b .
ce qui donne 0= Arctan(g) en radian.
Propriété :
a- Forme trigonométrique d’un complexe non nul ¢
Pour tout nombre complexe non nul Z, o avec p=|Z| et

0= Arg(Z)[27]

b- Z=2,7, alors |Z| =(z,|z,

z-4 —Lalors|Z|=
Z

repos otde mouvement rectiligne uniforme en I’absence de force agissant sur
lui ». Le moment d’inertie par rapport au centre de rotation 1, «théoreme de
Huygens », est le produit de la masse par la distance au carre entre le centre du

gravité et I’axe de rotation, et a pour dimension MsL?,

2
Iy =1p+md

(1.8)

I, : est le moment d’inertiec d’un corps solide par rapport a un axe de rotation
passant par de son centre de gravité (CG).

| 4 : est le moment d’inertie d’un corps solide par rapport a un axe de rotation

(4).




a- Moment d’inertie par rapport au centre de gravité (CG):

Le moment d’inertie d’un corps solide par rapport a un axe de rotation

passant par de son centre de gravité (CG) s’écrit en générale sous la forme :

= j r2dm (1.9)
L'intégrale (1.9) dépend de la distribution de la masse dans le solide. Selon que
le solide est linéique, surfacique ou volumique, dmsera Adl, ods et pdV . Les

termes dl, ds et dvV sont respectivement les éléments de longueur, de surface

et de volume et 1, oet p des densités linéique, surfacique ou volumique de

masse. Lorsque le solide est homogeéne, la distribution de la mas e unlforme

et ces densités sont constantes.

X\ \y ()
|0:jr2dm:o , (dm=0)
|y =ml* &
Une masse
(\(\@s ponctuelle (M)
I, = ; R*ARdO |, |
L =

(R%F1)? Un anneau (M,R)

+1/
Iy = L/%de , (r=x et dm= Adx) ?/‘ (A)
RV

12

| ﬂlMV+Md¥:1MF
2" 3

(4)
12 Une tige (M,I)
I0=I0Rr2(ardrd9), (r=Retdm=crdrdd) (4)
_ R 27 3
—GL jo rdrde

=3|\/|R2
2

CG

1 Un disque plain

| :EMR2+M(R+I)Z (M,R)

(4)
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m

m
p=c=p=

v RT3 (r =Rsing etdm = pR?singdRd&dg) (A)
T (T I
|0:£fﬁ [ pR*sin® paRdodg CG<E§///%

= p[ R'dR["d0[ sin’ gdg
_2\R?
5

2
| o) :EMR2+M(R+I)2

Une sphere (M,R)

1.6 Energie cinétique et potentielle : %
a. Energie cinétique :

Par définition I’énergie cinétique est ¢gd

(1.10)

Ty
=mv? : énergie cinétique

%Ioé2 : énergie.cinétiqueds .
b. Energie po @:

le t D’énergie potentielle U ne dépend que des positions
ini f

dle, ainsi que ne dépend pas de la vitesse.

b.1. Energie potentielle élastique :

L’énergie potentielle élastique prend la forme :

Ukzék% (1.10)

RS |

b.2. Energie potentielle pesanteur:

L’énergie potentielle pesanteur prend la forme :

U, =mgh (1.12)




Cette énergie due au champ gravitationnel, et dépond d’un choix arbitraire du
niveau zéro de 1’énergie potentielle (dans ce cas le centre de gravité est au-
dessus du niveau V=0) .

V=0

Pour h=0, nous avons choisi V=0.

Si le centre de gravité est au-dessous du niveau V=0 :

V=0

b

L’énergie potentielle pesa 1 f(&;&o
(1.13)

ot

W

forme Q
% E=E +E, (1.14)
Tel q b\ est €gale D’énergie potentielle  ¢lastique U, plus I’énergie

potentielle pesanteury .

c. Energie mécaniqu

L’énergig’\méca e reste toujours conservatrice et prend la

La figure (Fig.l.1) représente 1’énergie mécanique totale en fonction du temps.

E(J)

Epp

Ec

o1 02 03 04 05 06 07 08 08
bz

Fig.l.1 : En rouge 1’énergie mécanique totale, en bleu I’énergie cinetique, en

vert |’énergie potentielle.




Exercice 1.1:
Déterminer le nombre de degrés de liberté des systemes suivants :
1- une particule (point matériel) qui se déplace :
a- librement dans 1’espace
b - sur le plan xoy
C - sur la surface d’une sphere de rayon R
d - sur un cercle de rayon R (exemple : pendule simple)
e - sur une droite
2- deux particules se déplagant librement dans 1’espace :
a- elles ne sont pas reliées I’'une a 1’autre

b - elles sont reliées I’'une a 1’autre par une tige rigide

desctdeur K

C - elles sont reliées 1’une a 1’autre par un ressort

3- une bille de rayon R qui se déplace :
a - librement dans I’espace
b - sur le plan xoy (roule sans glisg

C - sur une droite (roule sg

Exercice 1.2 :

Qt

3- aX+bhx= f.ei

4- aX+bx+cx=0
5- aX+bx+cx= f.Sin(Qt)

t

6- aX+hbx+cx= f.eiQ

Exercice 1.3 :

Exprimer les nombres complexes suivants sous la forme

exponentielle Z =(Ze!? ou j2=-1:




3+4] 3 4]

1- 2, =142, 2, =j. Z,=1 Z,= =— 7. =
1 1y £,=1, &3 4 5 1+ 2] 6 = 1+21

Z,=@1+2))(3+4j)), Z, =(A+2j)*, Z, =(1+2j)(1-2])
Exercice 1.4 :
1- Déterminer le module et I’argument des nombres complexes suivants puis

les exprimer sous leur forme trigonométrique (sachant que j* =-1).

1+j\/§
N3+

Z,=3+3j, Z,=-1-j3, 23:‘731', Z,=\3+j, Z,=

il
12

Zs=1+el?, @elx+x[, pour ce dernier factoriser par e

z,=1-¢¥,  9e0,+2x], pour ce dernier factoriser p

2- Justifier les deux formules Cos@ = e’9 +eo

Vérifier que :

a. Sin%0+Cos?0=1 %
b.Cos?d — Sin?@ = Cos26 @

C. 2Sin&Cosé = Sin26 &

Exercice 1
Dete<rf{r\?&\ e cmethue et potentielle des systémes mécanique suivants :
X
1 i1 o *
E M, £ E M, ¢
E_j M
8 m 0
 J v “M’, R
¥ Y
Une tige (M,]) portant une masse Une tige (M,l) portant
ponctuelle m. un disque(M’,]).
—! A =2
X

1
1
1
1
i
L
L]
1
1
1
I




Un disque sur une droite

Pendule oscillant a deux ressorts

Un disque sur une demi-cercle

de rayon L

<



Solution 1.1 :

1- une particule (point matériel) qui se déplace N, =1:

N, =1
a - librement dans 1’espace :{N. =0
Ny =3
N, =1
b-surleplanxoy:{N,=1{z=C" }
Ny =2

C - sur la surface d’une sphere de rayon R :

d - sur un cercle de rayon R (pend

2- De rt @)ints matériels) se déplagant librement dans 1’espace
1

N, =2
p
a - elles ne sont pas reliées I’'une a I’autre : {N, =0

e - sur une droite (I’a

b- elles sont reliées 1’une a I’autre par une tige rigide :

N, =2
Nc =1 { (Xl—X2)2+(y1—y2)2+(Zl—22)2 =|2 =C* }
N, =5

c - elles sont reliées I'une a I’autre par un ressort de constante de raideur

N, =2
K:iN, =0




3- une bille de rayon R qui se déplace N, =1:

N, =1
a - librement dans 1’espace :{N, =0
N, =1
b - sur le plan xoy (roule sans glisser) :{N, =2 { z=C" et 6, = f(6..6,) }
Ny =4

C - sur une droite (roule sans glisser) :

N, =1
N:=5{y=cte,z=c:te,¢9xzc:te,ez:c:te et x=RO, | %
N, =1
Solution 1.2 : &

Résoudre les équations différentielles suivantes @
1- aX+bx=0 oll abeR’ ‘

2

-si ab>0: ¥+w°x=0 ou

fonctions suivantes :
X(t) = A.Cos(at + @) OU wt + @) ou x(t) = Ae'“*) avec j2 =-1.
-si ab<0: 2%: f o = Ib/c| dans ce cas la solution est ’'une des

OBt + @) ou x(t) = A Sinh(wt + @) ou x(t) = A e

7 - - *
Pour les équations suivantes on prend a,b,c e Rt et f eR

2- aX +bx = f.Cos(Qt) la solution est :

X(t) = A.Cos(at + @) +B.Cos(€t)

3- ax+bx=f.e/“ lasolution est :

x(t) = Ael) 4 B.gl

4- ax +bx + cx = Ocette équation réécrit sous la forme (1.3):
X+ 2X+wix=0005=b/2aetw; =c/a

-Si 0 < w la solution est :

X(t) = Ae *Cos(at + @) ou x(t) = A e ?Sin(wt + @) ou x(t) = A e *el




-Si 0 = w la solution est :

x(t) = Ae ® (At +B)

-Si & > w la solution est :

x(t) = A.e *Cosh(at + )

5- ax+bx+cx = f.Sin(Qt) la solution est :
x(t) = Ae *Sin(at + ) + B.Sin(Qt + ¥)
6- aX+bx+cx = f.e"la solution est :
x(t) = Ae el 4 B gl

Solution 1.3 :

Exprimer les nombres complexes suivants sous la forme %
exponentielleZ =|Ze!? ou j?=-1: @

Z, =1+2j =i ®

Z=j=1.ejg (Avec Arctanco = ) %

Z,=1=1.e" ainsi que, si

3+4] ~jo.18
Z, = =+/58/
RETEY i&&
SO

Z, =(1+2j)(3+4]) =552,

Z, =(1+2j)* =5e**,
Zy=(1+2j)1-2j)=5"
Solution 1.4 :

1- Le module et ’argument des nombres complexes suivants puis les exprimer

sousleur forme trigonométrique :

|zl| =18, 6, :% =27 :\/E(Cos%+ jSin%).




Z,|=2, 6, =

w |

—Z,= —2(Cos%+ jSin%) .

NN

3 3 T en T
|Z3|:Z 93: :>Z3:Z(COSE_JS"]E)

Z,|=2, 6, =% - Z, =2(Cos%+ jSin%).

T T e T
Z:|=1,0.=— =272 =(Cos—+ jJSin—).
| 5| 57 % 5 =( 5 J 6)
Zg=1+el?

9 jo io

On factoriseZ, =1+e'? =e2(e2 +e 2)

| io
ZG=1+e‘9:ZCos§e2, Oeln +x @
i 0
io| _
_Lanorme: e ‘_ZCOSE @

i@e}ﬂﬁﬂL

- L’argument : S

Z,=1-el

On factorise Z

- La norwpé :

oy 0 0
- L’argument : Sige]o’“LZ”[’ Arg(1-e’ )=E_E[27T]

2- Justifier les deux formules Cosé = %(e” +e%)et Sing = %(e” —e 17y,
1 io —i@ 1 R -
Coseza(e’ +e! )=E(C056’+ jSin@ + Cos@ — jSin 0)
=Cosé@

Sing = %(eje —e )= %(C056’+ jSin@ — Cosé — (- jSin 8))
J

=Sing




Vérifier que :

a Sin29+Cosz<9=1:>_Tl(ej‘9 —gi0y? +%(e"9 +e1%)? =1

b. Cos?6-Sin’8 = Cos26 :%(e“’ +ei7y? —_Tl(e“) —e )2 =2Cos%0 -1

=Co0s26

C. 2Sin@Cosé = Sin(26)
Sin@Cosé = %(Sin(e +60) + Sin(6 - 0))

1
=5 Sin(29) . 25in@Cosd = Sin 20

Solution 1.5 :

1- Le premier systeme nous avons une tige (M, I) poft

OO

a- Masse ponctuelle :

Le vecteur de position I :

? x—Ism(H) % X=
(y——l cos(e) y

C N\ M, ¢
7

v
Y

Une tige (M,]) portant une masse

ponctuelle m.

111y 0%, U, :—Mgl(:os¢9+Cte
23 2

c- Masse ponctuelle + Tige :

T =3m|249'2 1 1|v|| 209%
2 3

U, =-mglcos&— MgIEcosé?+Cte

2- Le deuxiéme systéme nous avons une tige (M, 1) portant un disque (M’, 1) :

<



a- Un fil portant un disque attaché au
centre :

T =1[1M'R2 +M'1219?
2°2

U =-M'glcosd+C"*

b- Disque + Tige :
Une tige (M,l) portant

1 1 D2 1 2 l 2112
T=="[-=M'R“+M'l“ +=MI .
2[2 * +3 10, un disque(M’,1).

U, =-gl(M '+%) cosf+C*

3- Le troisieme systéeme nous avons un disque (M, R
a- Un disque (M, R) tournant sur son centre
de gravité : &
1.1
T =-[=MR?]¢®,U_=C"
2[2 lo®, U, %
b- Un disque (M, R) qui gliss :
1 —\\'
T=-Mx* U, ~C" e X
2 TN VNN e -
c- Un disque @@i ule sans glisser : : e

2¢2:%2MR2¢2,Um :Cte

LR
2

Un disque (M, R) sur une droite
4- Le quatrieme systeme nous avons un disque (M, R) sur une demi-cercle de

rayon L.:
T=ime+iivrig? A —\
2 22 :
%= (L-R)a ': -
“=¢-0 —
(L—R)0=Rg

Un disque sur une demi-cercle de




5- Le cinquieme systéme nous avons un disque (M, R) sur une demi-cercle de

rayon L.:

a- Pendule oscillant :
_1 .2 _1 2 te
T _Emy .U _Ek(y+AI) -mgy+C

Avec la condition

W —0=al="9

—y-1 ky? +C*
d’équilibre : dY |, k 2

Pendule oscillant a deux ressorts :

T=2mp, U =7 (K +k,)(y+Al)? - mgy+C

2 2 illant & deux
Avec la condition d’équilibre : ressorts
du

—1 =0=

dy |, k +k @

6- Le sixieme systeme ¢8ns\\re Tige homogene (M, L) + un ressort (k):
s%

:lk(asm 0+ Al)? ——mgLsm6?+Cte

Avec la condition d’équilibre :

du mgL

_0= A=t Ly Lyazer s
dy 2ka 2

y=0 Tige plus un ressort

<



Chapitre 11
Oscillations libres des systemes a un degré de liberté

I1.1- Méthode de Lagrange :
11.1.1- Définition d’une oscillation :

Dans cette partie, nous étudierons deux phénomeénes physiques, 1’un
d’équilibre et 1’autre de stabilit¢. Pour qu’une solution d’équilibre soit
physiquement réalisable, il faut qu’elle soit stable. En effet, si I’on déplace
légerement la particule relativement a sa position d’équilibre et que 1’on

regarde son évolution, divers scénario peuvent se présenter. Premiérement, la

O
c\e Nibre est
qistbre et cet

particule s’¢éloigne encore plus du point d’équilibre. Le po
donc instable. Deuxiémement, la particule retourne

équilibre est donc stable et physiquement accegtab

a- Condition d’équilibre —*

ou
q ‘
b- Condition de stabj R\ \\: 0

Pans S yisetvatif, la force appliquée au systéme dérive d’un
potenti t
oU
E - 1.1

Dans ce cas, 1I’équation du mouvement pour un systéme conservatif peut
étre déterminée par les méthodes suivantes :

1- Meéthode de la conservation d’énergie totale :
E; =T+U =Constante:T=0 (1.2)

Tel que E; I’énergie totale du systéme.

2- Méthode de Newton :
> F=mg (11.3)

i>1

Tel que & I’accélération des composantes du systéme.




3- Méthode de Lagrange :
L =T, —U,, = Constante (11.4)

Tel que L le Lagrangien du systéme. Dans ce cas les forces dérivent d’un
potentiel et le mouvement du systéme est conservatif.

Dans les phénomenes vibratoires traités dans ce manuscrit, nous nous
sommes intéressés a la méthode de Lagrange, ou la fonction de Lagrange est la

différence de I’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle.

11.1.3- Formalisme lagrangien (1 degré de liberté)
Utot ZZ(Umi +Uki)

(I1.5)
a- Energie gravitationnelle U, =mgAh
1
2

(11.7)

11-2 Oscillations libres non amorties F (t)=0 et 9=0 :

Un systeme oscillant a un degré de liberté est habituellement repéré a
I’aide d’une coordonnée généralisée q qui est I’écart par rapport a la position
d’équilibre stable.
L’¢équation du mouvement pour un systeme libre non amortie peut étre
déterminée comme suit :
d 8L) e

—(=

=0 1.8
dt 'oq° oq (18)




11-3 Oscillations libres amorties F_ (t)=0 et 9+0:

Dans cette partie, nous considérons des pertes d’énergie mécanique du
systéme dues a des frottements visqueux pour lesquels les forces de frottement,

qui s’opposent au mouvement, sont proportionnelles a la vitesse.

Sous I’effet d’une force de frottement fluide f =hV , I’équation du

mouvement de ’oscillateur est i(a—L,) +6—@.—8—L =0, ce qui donne:
dt 69~ o9 oq
X+ 20 X+wix=0 (11-9)
h o, w, iy .
avec 2a=5=6, ng est le facteur de qualité de 1’osci{lateyr et B la

largeur de bande.

L’équation (I1-9) est une équation différentiell la solution de
cette équation dépend de la valeur de A an\(apport & o,, avec 4
facteur d’amortissement.
-Si A>0=1>0, (Régime
La solution de 1’équatig

(11-10)

@t d’intégration définies par les conditions initiales. La

résente q en fonction du temps dans le cas particulier ou

oscillation) vers zéro. Dans ce cas on dit que le systtme a un mouvement
apériodique.

f_'l D r =

(t)
A

temps

Fig.ll.1 : Régime fortement amorti (Régime apériodique).




-Si A =0= 1=, ( Régime critique ).
La solution de 1’équation différentielle s’écrit dans ce cas :
q(t) =e*'(at+b) (11-11)
a et b sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales. La
figure ci-dessous représente g en fonction du temps dans le cas particulier ou
q(0)=q, et g0)=0. q(t) est une fonction qui tend exponentiellement (sans

oscillation) vers zéro. Dans ce cas on dit que le systtme a un mouvement

critique.

x(t) = Ae *'Cos(@'t + ) (11-12)
Avec le pseudo-période T, _2% etla pseudo-pulsation o'=af -2 . A et ¢ sont
[0

deux constantes d’intégration déterminées a partir des conditions initiales. Dans

le cas particulier ou q(0)=q, et ¢§(0)=0, on obtient :
A:a)—olqO et go:—Arctan&I) (1n-13)
w w

La figure ci-dessous représente g en fonction du temps :




q(t)
-
T —
) ; e
—F - |I

| \ .-"I \ '_ A g t_e-mps

Fig.l1.3 : Régime faiblement amorti ( Régime pseudo périodique ).

I1-4 Analogies entre les systéemes électriques et mécaniques(Oscillations

libres) :

Dans cette partie, on donne une analogie entre S
masse-ressort et le systeme électrique RLC. La fi QUS
circuit RLC:

f

B
P

D’apre o1 de Kirchhoff':
D V=0V +Ve +Vg =0

Alors :

 di) |

pm C_[l(t)dtJrRl 0= Lq+Rq+éq:0

Ce qui donne :
g+ Eq + 1 g=0
C LC
On peut donc établir I’analogie ¢électromécanique:

G+21G+wi q=0

o€ sascanique

pprésente le

(11-14)

(11-15)

(11-16)

(11-17)

0



Le tableau ci-dessous résume les analogies électromécaniques masse-ressort et

le systeme électrique RLC :

Mécanique Electricité
Déplacement : x Charge : q
Vitesse : x Courant : i
Accélération ; ¥ Variation de courant : ¢
Force: F Différence de Potentiel ; v
Masse : m Inductance : L
Amortisseur : a Résistance : R (\KO\\
Constante de raideur : k Inverse de la Cefé&?\\%x
Energie potentiel : U ==kx? Energ e I UE :—q
Energie Cinétique : T e <\We\@@ tique : U, ==

’ N
/\

A- Oscillation ‘%ms F,()=0et D=0:

Exercice 2.1 1
-de S represente un systéme mécanique constitu¢ d’une tige

masse M et de longueur L qui oscille dans le plan xOy. A une

distance OA = a de la tige on attache un ressort de constante de raideur k.
A 1’équilibre la tige est & la verticale (6 =0). On donne les caractéristiques de
vibration : g = 10m/s?, k = 100N/m, M = 0.2Kg, L = 60cm et a = 10cm.




I
yv
Figure : 2-1-a

1- Déterminer I’énergie cinétique du systéme.

2- Déterminer I'énergie potentielle du systeme et vérifier

d’équilibre et de stabilité.
3- Déduire 1’équation différentielle du mouvement gix

T,.

figures (2-1-b) et (2
k=100N/m, M=\ Kg,

% O

Figure : 2-1-b Figure : 2-1-c

Exercice 2.2:

Un métronome est schématisé sur la figure (2-2). La masse M est soudée a
I'extrémité de la tige. La position de la masse m sur la tige peut étre réglee. La
tige est supposeée de masse négligeable; elle est mobile sans frottements autour

de O. La masse M étant en bas.

F



1- Quelle condition doit satisfaire le systéme pour qu'il puisse osciller ?

2- Déterminer l'expression de la période pour des oscillations de faibles
amplitudes.

3- Sachant que M= 80g, m = 20g et L=4cm, g = 10m/s2, déterminer la distance
| pour que la période du métronome soit égale a 2s.

4- On veut augmenter la période d'oscillation du métronome. Faut-il rapprocher

ou eloigner la masse m du point O ?

Exercice 2.3 :

N

g rigide, de longueur I, de masse

2- Sachant-(Q

s

verticale.

Figure : 2-3




Exercice 2.4:
On considere deux masses ponctuelles m; et m, suspendues par un fil

inextensible et de masse négligeable, de part et d’autre d’une poulie (M, R) de
moment d’inertie |, =%MR2. Un ressort de constante de raideur k est relié a la

masse my. Tout le systeme peut osciller (faibles oscillations) sans frottement
autour d’un axe passant par 0. On suppose que le fil ne glisse pas par rapport a
la poulie, et a I’équilibre 6=0 le ressort est déforme par AL.

1- Déterminer I’énergie cinétique du systeme.

2- Trouver 1’allongement du ressort A{ a partir de la condition déquNibre.

3- Donner 1I’énergie potentielle du systéme.
4- Trouver 1’équation différentielle du mouvement, expression de la

solution générale.

(M,R)/
AAAAAAAAAAAAAAAAAA o
C RN/
\\, -~
k s o
i————: aé q uilibre
m4 T T
g =3 & Iﬁmz
Alb=E
=K
77/77/7:;7;77/77}
Wz
Figure : 2-4

B- Oscillations libres amorties F (t)=0 et 9+0:

Exercice 2.5:
On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur
de coefficient de frottement o (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur
k=3.75 N/m, régi par I’équation différentielle suivante : 0.6X+2.4Xx+15x=0.
1- Calculer la période propre du mouvement T.
2- Trouver la valeur du facteur d’amortissement A.

3- Calculer la pseudo-période du mouvement T

N1



4- Montrer que la masse m est animée d’un mouvement oscillatoire amorti,
puis résoudre I’équation différentielle pour les conditions initiales

suivantes :

stz 1@ =0
= {X(O)zv(O):O.ZSm/s

5- Calculer les valeurs de m et a.

Exercice 2.6:

2- Etablir I’équation du mouvement, en déduire sa fréquence.

k
e (.?‘?‘Y.Y‘T.) "
N AMAAA

Figure : 2-6




Exercice 2.7:

Une masse m posée sur une table horizontale est reliée a un bati fixe par
I’intermédiaire d’un ressort de constante de raideur k et un amortisseur de
coefficient de frottement visqueux «. On suppose qu’il n’y a pas d’autres
frottements. On écarte la masse de sa position d’équilibre puis on la lache sans
vitesse initiale.

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de
dissipation du systéme.

2- Ecrire I’équation différentielle du mouvement.

3- Quelle condition doit-on imposer a « pour avoir des oscillatio
4- Quelle est dans ce cas la forme de la solution x(t) ?
k ! \

0NN
AT k
m )

\g\&\%“
gure : 2-7
Exercice 2.

i <>constitué d’une tige de longueur | de masse negligeable

puint fixe O et & son extrémité libre on y accroche une masse

m. On lui accroche ensuite un ressort (OA=a) et un amortisseur
(figure 2-8).

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction

dedissipation du systeme.

2- Ecrire I’équation différentielle du mouvement

3- Quelle est la valeur critique de « ? Dans quel cas le systeme oscille ?

4- Lorsque la tige est ecartée de sa position d'équilibre d'un angle 8, puis lachée
sans vitesse initiale, elle prend un mouvement oscillatoire amorti de pseudo

période 1s. On constate qu'au bout de 5 pseudo-périodes, I'amplitude est égale a

5]



20 % de I'amplitude initiale. En déduire la valeur numérique de « puis celle de
k. On donne m= 0.5 Kg, I=50 cm et a=10 cm.

5- Donner dans ce cas I’expression de 6(t).

)
OO0

Exercice 2.9:

2- Donner les exRressi
résistance R.

3- Tea li ent I’allure de q(t) pour R=10Q2 et R=1kQ.

Figure : 2-9

Exercice 2.10:

Un cylindre de masse M et de rayon R roule sans glisser sur une table
horizontale. En relie & son centre de gravité de part et d’autre un amortisseur et
un ressort (figure 2-10).

1- Ecrire I’équation différentielle du mouvement.




2- Déduire la pseudo période du systéme.

3- Sachant que la période des oscillations amorties est de 1 s et que I’amplitude
des oscillations chute de moitié aprés 10 oscillations, calculer « et k. On donne
M= 1 Kg.

e Sttt

Exercice 2.11:

¢riode d’oscillation du systéme

m,| e M,R

\}
(X

j

IR

——

N’

Figure : 2-11

Sl



Exercice 2.12:

On etudie les oscillations de faibles amplitudes du systéeme representé par la
figure (2-12), deux pendules simples constitué chacun par une tige de masse
négligeable portant une masse ponctuelle. Les deux tiges sont soudées 1’une a
’autre et tournent autour de 1’axe (A) d’un méme angle 6. On attache ensuite a
la masse M un ressort de constante de raideur k et & la masse m un amortisseur
de coefficient de frottement a. On donne : £= 0,5 m, g = 10m/s? , m=0,1Kg,
L=2¢, et M=2m.

1- Déterminer les énergies cinétique, potentielle ainsi que la fonction de

dissipation du systéme en fonction de 6, sachant qu’a I’équilibre § &0,
2- Déterminer 1’équation différentielle du mouvement et e NOXPLEs
la solution oscillatoire.

3- Déterminer 1’expression de la pseudo pulsat o\\ N a valeur.

T IS

Figure : 2-12




Solutions des Exercices du Chapitre 11

A- Oscillations libres non amorties F,(t)=0 et D=0:

Solution 2.1 :

La figure ci-dessous représente un systéme mécanique constitué¢ d’une tige

homogéne de masse M et de longueur L qui oscille dans le plan xOy.
Avec : g =10m/s, k = 100N/m, M = 0.2Kg, L =60cm et a = 10cm.

Fig
9

A I’équilibre la tige est vertica &

1- L’énergie cinétique du

T:ile'z:l( 24+ M ML26% =L A6? avec A=1mL2
2 2 6 2 3

2- L'énergie p I@d systéeme :

—%Cos&) =—-Mg %Cos@ +Ck

U, :%k(xk +Al)? ol x, =aSing

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour I’énergie potentielle.

2

Cosé?zl—e— Sin@=~0
2 e

t

1 L 1 L
U ==(ka? + Mg —=)8? + (kaAl@ + = kAl*> — Mg —
2( 92) (kaal) 5 95

- Condition d’équilibre 88U_;| o0o=0=>kaAl =0= Al =0

<



2
. I L
- Condition de stabilité (27% 90> 0= ka’ + Mg 5 >0 est toujours vérifiée.

L’énergie potentielle devient:
U :E(ka2 + Mgk)é?2 +C" :1892 +C"
2 2 2
L
— ka2 L
ol B =ka® + Mg 5

3- Déduire 1’équation différentielle du mouvement ainsi que la période propre
T,.

e-T-U=1pap_-lpp
2 2

i(é_s)—aﬁzo:AmBe:o %
dt ‘06" 06
§+20-0 &

A

On pose :

1

4- Résoudre cette équation 6+ w20 =0 :

o(t) =C.Cos(aw,t + @)

les conditions initiales &(0) = 6,, 6(0) =4, .

7 0>
6(0) =6, =C.Cos(p) =>C =—— :>COSZ(¢)):C—02 (1)

Cos(p)

p— p— ] 2

3O — . — : _ 0 Loy —6
0(0) =6, = Ca)O.Sln((o):>C—w0.Sin((p):>S|n ((0)—020)5 (2

(1) et(2) =c= |2+
20




L’argument ¢ :

Tan(p) =— % = ¢ =—Arctan %
6, @, 6, @,

5- Vérifier que 1’énergie totale du systéme est constante :

ETot=T+U=%A¢9'2+%B¢92 avec 6O(t) =C.Cos(a,t +¢) (On néglige la

constante dans 1’énergie potentielle).
. 1 22 Qin2 1 2 2 2 B
Erot = 2 AwyC*.Sin"(w,t + @) + 2 BC“.Cos“(w,t +¢) avec wy =—

:%BCZ.Sinz(a)ot + @) +%BC2.C052(a)Ot + @)

1

A
=-BC”’ %
2
— Cte
Donc I’énergie totale est constante.

Solution 2.2:
Un métronome est schématisé ?Q@\@Q% :
‘/\ \ A

WY

&@

1- La condition d’oscillation pour un systéme libre non amortie : c’est la
condition de stabilité.

U =mglCos® —MgLCos® , Tel que la reférence de ’énergie potentielle U, =0
sur 1’axe OX.

2
Pour des faibles oscillations : Cosé zl—%

L’¢énergie potentielle devient :




2 2
U= mgl(l—%) - MgL(l—%)

. = U =%B€2+C““avecB=(ML—ml)g

=§(|\/|L—m|)g¢92 +C"
U

- Condition d’équilibre £|920: 0=6=0

2
- Condition de stabilité ﬂ|9:0>O:> ML-ml >0
892 .

2- L'expression de la période pour des oscillations de faibles amplitudes :

T=T_ +T, =%m|292 Jr%MLZH'2

1 .
=E(m|2+ML2)t92 avec A=ml? + ML? %
_Lag @
2
L’équation différentielle du mouvement : &

1 1

£=T-U==A0*-ZB§*
2 2
1(5_$)_5£:03Ag B
dt ‘06" 06
X 0

La période propre T, :

2 2
T :2_”:2;; ml“ + ML
@ (ML-ml)g

3- Sachant que M= 80g, m = 20g et L=4cm, déterminer la distance | pour que

la période du métronome soit égale a 2s.

0.02*1% +0.08(0.04)?
(0.08*0.04—0.02*1)*10

T,=2s=>2s= 2*3.14\/

= 0.0122952-0.081-0.07887681%> =0
= | =-1.149m (refuser) ou | =0.135m

<



4- On veut augmenter la période d'oscillation du métronome. Faut-il rapprocher

ou eloigner la masse m du point O ?

OS|<BECDZﬁJESTO<w
m g

Donc la valeur de | augmente = La valeur de T, augmente.

Solution 2.3 :
Un disque homogene de masse M et de rayon R est attaché par son axe a
I'extrémité d'un ressort de raideur k. Une tige rigide, de longueur |, de masse

négligeable, est solidaire du disque qui peut rouler sans glisser sur un plan

horizontal.

: \

{3580 >y

X v
\)/\) Figure : 2-3

u systeme

T, ==My? 11 R
2 22
_L13\Reg?
22
T =2

- -

N
om =00+0'm
Lorsque le disque avance d’une distance y=R@ sur la table il balance la boule

en arriere d’une distance Ising.

Pour 1’énergie cinétique on pose cosé ~1 et sin@ ~ @Pour faciliter le calcul.




- [ x=0 - [ x=Ilcos@ - | x=Ilcos@ =
00' eto'm . donc: om )
y y=-lsing y=RO-Isind~RO-10

=T :Em(R—I)Zéz

L’¢énergie cinétique totale :

T=T,+T,

13
:EEMR%?2 m(R 1)26° Avec A—EMRZHT\(R

YV <S§§§
2
L’¢énergie potentielle U :
Uu=uU,+U_ +U,, %
1 2
U, ZEk(y+AI) %
1 2
==k(RO+Al) %
2
=0
@\ co
49+ al
2

Pour des*faibles amplitudes cos & ~ 1—%

02
u,= —mgl(l—?) +mgl

1
=—-mglo?
5 g
1 , 1 9

- Condition d’équilibre %| 0-0=0=KR(RE+Al) + mg|6| 90=0

=Al=0




2
- Condition de stabilité oy > 0=kR* +mgl >0
892 .
L’énergie potentielle U devient:
U = Lkr?p? +£mg|6?2
2 2
= %(kR2 +mgl)#*> Avec B =kR? +mgl

=EB¢
2

L’¢quation différentielle du mouvement :

e-T-U=-1n¢-lpy
2 2

E{@%—§§:O:>Aé+80=0 <<E§>
dt 00"~ 06
. 9 9 B
0+w;0=0 Avec w, Y
Alors, la pulsation est égale : @

B .

A J—

2

0 =0 est une équation différentielle de 2éme ordre la solution

est de laforme : 90 =Ccoslwt +o),

Les conditions initiales : a t=0 #(0)=4,, 6(0)=0.

0(0) = ‘90

: . = C=6, et p=0
0(0) =—Cuaw,.sin(p) =0
L’expression #(t) devient :

O(t) = 6, cos(w,t)

3- L'expression de la vitesse de la masse m quand la tige passe par la verticale :

O(t) = Max = sin(a,t) =1= 0 =—Ca,




Solution 2.4:
On considere deux masses ponctuelles m; et m, suspendues par un fil

inextensible et de masse négligeable, de part et d’autre d’une poulie (M, R) de
moment d’inertie |, =%MR2. Un ressort de constante de raideur k est relié a la

masse m,. Tout le systeme peut osciller (faibles oscillations) sans frottement
autour d’un axe passant par o. On suppose que le fil ne glisse pas par rapport a

la poulie, et a I’équilibre 6=0 le ressort est déforme par AL.

h

ml ml

bt

position d équilibre

——————>

\ Q \J Figure : 2-4
¥i¢ cingfwque du systéme :

3T =1m R292+1m R2<9'2+1 EMR2 02 :lAe‘2
2 M 1 2
2 2 22 2

avec
1 \R2
A=[ml+m2+EM]R

2- L’allongement du ressort AL a partir de la condition d’équilibre :
V=V, +V,, +V, +V,
Vi =—mg(h,, —RO) =m,gRO+C,

V., =-m,g(h,,+RO)=-m,gRO+C,

V, :%k(x+AI)2 =%k(R6’+AI)2




V= mlgRé‘—mZgR¢9+O+%k(R6?+AI)2 +C

\Y; :%kRZQZ +[m,gR —m,gR +kRAI|@ +C

Condition d’équilibre :

aU—9| =0=kR?¢+[m,gR—m,gR +kRAl],_,=0
20 10~ 19 2O+ ]|9:o—

Al = (m2 _ml)g
k

3- L’énergie potentielle :

V=%Bé’2+cte avec B=kR? %
4- L’équation différentielle du mouvement : @
£=T-U =%A¢92—3862 &
i(%) ——=0=A0+BO=
dt 06

B
0+ A@ 0=0+wl0 %

S\ \ W

%% +—-M
L’ expre;smn de la solution générale :

o(t) =6, Cos(apt + @)

B- Oscillations libres amorties F (t)=0 et 9#0:

Solution 2.5:
On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur
de coefficient de frottement a (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur

k= 3.75 N/m, régi par I’équation différentielle suivante : 0.6X+2.4x+15x=0.

Sl



Figure : 2-5
Rappel :

T =1m>'<2, U :lkxz, @:Eaxz
2 2 2

L’équation différentielle s’écrit

$+Zx+ 5520 on pose 24=2, a)gzi @%

m m m m
Notre équation devient : X+21%+?x=0. @
La solution de cette équation :
A=X -y} %
-Si A>0= >0 +Be ") (Régime apériodique).

[ @, ‘(at+Db) ( Régime critique ).

({? < w, = X(t) = Ae"'Cos(w't+¢) ( Régime pseudo

D’apres ’équation 0.6X+2.4x+15x=0 on obtient 1’équation compatible

X+EX+£X=03X+4X+25X=O
06 0.6
2 2 2r
T=""avec o’ =25=> @, =25 =T =——=1.256 s
w, J25
2- Facteur d’amortissement A.
2L=4=> =2

3- La pseudo-période du mouvement T

s

@




27 2

0= -V =>0=y o, -V =T =———eT'=v
’ ’ wf — 72 J25-4

=1.37s

4- La masse m est animée d’un mouvement oscillatoire amorti :
A< o, = Régime pseudo périodique.

La solution est :
X(t) = Ae *'Cos(w't + ) = X(t) = —1Ae *'Cos(w't + p) — Aw'e *'Sin(a't + @)

ACos(p) =0

. {X(O) =0 {
at=0: < . = .
%(0) =v(0)=0.25m/s |- AAC0s(¢p) — Aw'Sin(¢) =0.25
— 2
A= —% =-0.05m @
4,58 \

5- Les valeurs de m et a.

wg:ibm:%=%=015k @
m @, 25

24=% = a=2mi=0g8
m
Solution 2.6;
On considére qge de rayon R=10cm et de masse M=10kg, roulant sans

st attaehé en son centre un amortisseur de coefficient a=480N s/m.

son centre de circonférence est relié un ressort de constante de
raideur K= 2.10* N/m. A Dlinstant t=0, le disque passe par sa position

d’équilibre a la vitesse de 2m/s.

k
(N
ASAAA

Figure : 2-6




1- Les énergies cinétique, potentielle et la fonction de dissipation du systéme :
L’¢énergie cinétique :

1 1 mR?, X 1,3m
T="mx?+ 2) == ()X
> ( )(R) 2( 2)

L’énergie potentielle :
1 1
U=U, ==k(2x)* == (4k)x?
=5 k(@2x)" =2 (4K)
Fonction de dissipation :

@:10{)'(2
2

2- L’¢équation du mouvement :

(37m)5<+0”'<+(4k)X:O:>X'+25>'(+a)§x=0 ®
En déduire sa fréquence : ( ;@

3m

On pose : A_—etB 4k @
\/7 \/Bm

coefficient de frottement visqueux«a. On suppose qu’il n’y a pas d’autres

frottements.

Figure : 2-7

<




On écarte la masse de sa position d’équilibre puis on la lache sans vitesse
initiale.

1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du
systéme :

L’¢énergie cinétique :
1 1. .,
T=—mx"=T=-Ax" Avec A=m
2 2
L’énergie potentielle :

U-u, =%k(x+AI)Z

- Condition déquilibre %U| =0=Al=0
1,2 1,2

Uzukzzkx =U =§Bx Avec B=k
Fonction de dissipation : &

1 ., 1_..,
D==—aXx"=D==Cx" Avec Cx

2 2
2- L’équation différentigll t:
e=T-U=2p e

2
% AX+Cx+Bx=0

d 0L Qg

g %

dt &

X+ 28X+ gt X =0 Avec a)§:E et 5=

A 2A

. 1
o : Facteur d’amortissement [—]
s
3- La condition imposer a « pour avoir des oscillations :

= Le régime pseudo-périodique A'<0

L’amortissement est caractérisé par J < @, :

a k

S<wy = ——<,|—
2m m
= a <2/km

Dans ce cas on définit la pseudo pulsation w, :




4- La solution de I’équation du mouvement ( X+25 X+a;x=0) est de la forme :
X(t) = Ae~* cos(aw,t + @)
x(t) est une fonction periodique de pulsationw,, de phase initiale ¢@et

d’amplitude Ae™*, oU A et ¢ dépendent des condition initiales.

. o° o
Ou: A=aw, |1+— et p=—Arctan(—)
a)a a)a

Solution 2.8 :
Un pendule simple est constitué d’une tige de longueur | de
accroché a un point fixe O et a son extrémité libre on

ponctuelle m. On lui accroche ensuite un ressor

(figure 2-8). . “\

Figure : 2-8

1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du
systéme :
L’énergie cinétique :

T :llé2 :lml2 :EAEI2 avec A = ml?
2 2 2

L'énergie potentielle :
U=U,+U,
U, =mgl(1-Coséd)




u, =%k(xk +Al)2 0%, =asSing

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour 1’énergie potentielle.

2

Cosezl—e— Sin@~0
2 €

t
U =%mgh92 +%k(aé’+Al)2

- Condition d’équilibre %| po=0=>Al=0

2

L’énergie potentielle devient:
U :%(mgl +ka?)6? :%BQZ

Ou B=mgl +ka*.

La fonction de dissipation :

p=lox=ta06)? =
2% 73

Ou C=al’.
3- L’ équatio g&ie § du mouvement ainsi que la période propre T,,.
£= = Bo”
2
i(a—L. AL 9D 0 AG+BO+CH=0
dt 06" 060 00

é+%9+%0=0:>5+259+w§(9=0

Ou 523 et a)oz\/E.
2A A

3- La valeur critique de « -

C (B _al*> [B Imgl +ak®
52600:_: — = = —:>0£=2m — 7
2A A 2A A ml

Le systeme oscille dans le cas ou :




2
5<a)0:>a<2m1/mgl%ak
m

4- Lorsque la tige est écartée de sa position d'équilibre d'un angle &, puis lachée
sans vitesse initiale, elle prend un mouvement oscillatoire amorti de pseudo
période 1s. On constate qu'au bout de 5 pseudo-périodes, I'amplitude est égale a
20 % de I'amplitude initiale.

En déduire la valeur numérique de «. On donne m= 0.5 Kg, I=50 cm et a=10

cm.
On définit le décrément logarithmique D,, comme suit:
D, = 1 Ln& 1 Ln(5) =0.32
n 6, 5
D, =T.0=6= D, _032_ 5 032
T, 1
C al?

O=—-= ~=>a=2mé=a=0.
2A  2ml
En déduire la valeur numé@

0 =@} —6° ~w} paréd
K
o =} _B
. mg+ﬁ A(4mlz? —mg)
coO:_I_ 2 = pov =2r=k= I

a

AN: k=9.89IN/m

5- L’expression de 4(t) :

6 < wm, régime pseudo-périodique:
O(t) = AeCos(aw,t + @)

Solution 2.9:
La figure ci-dessous représente un circuit RLC en série. Initialement, le

condensateur était chargé, puis on ferme 1’interrupteur S.




Figure : 2-9
Pour décrire I’équation différenticlle de ce systeme, i
1- En utilisant la loi des mailles, 1’équation différentielle qui décrit le circuit en

fonction de la charge q(t).

Lq+Rq+lq:O
c

Par analogies entre les systémes électriques et mécanigqges

R 1 \
q+26q+a)§q=0 avec 25:t et C!)(?:L— et la pSeubR M Isat
c

2- Les expressions de q(t) dans |
résistance R.
L=0.01HetC=1pF

La résistance critique :

a-R

0=,
q(t) =e*'(at+b)

b- Régime apériodique :
0>wy=>R>R,

q(t) =e " (Ae™' +Be ")

c- Régime pseudo périodique :
o0<wy,=>R<R,

q(t) = Ae'Cos(w,t + @)

3- Tracer qualitativement ’allure de q(t) :

pour R=10Q <R, :




_III T
N A
E\ _II ||II II|I e
v - || |II II| I|lll \I"II T TEe—l
I| [ I'| / IIl |'ll NS - -=- - T
A |'I \ \ /.- NL - temps
I II| |II I“"bi"’ _
pour R=1kQ >R, :
Qo=
N
\
AN
._\\ >
5\
\\_.
temps

Solution 2.1

M et de rayon R roule sans glisser sur une table

1c a son centre de gravité de part et d’autre un amortisseur et

Figure : 2-10

1- L’équation différentielle du mouvement.

L’énergie cinétique :




T =1|\/|>'<2+1|06>2=1A9'2 avec x=R@, I, “L1vr? et A= 2MR?
2 2 2 2 2

L'énergie potentielle :
Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour I’énergie potentielle.

Sind~ 6
1 2 _1 2
U ==k(x+Al)* ==k(RE+Al)
2 2
. e e OUy
- Condition d’équilibre %| po=0=>Al=0

L’énergie potentielle devient:

U :EkRzé’2 :EBHZ avec B = kR?

2 2 %
La fonction de dissipation :
p=Loax=1c® avec c=aR?

2 2
L’¢équation différentielle du mouverien %
e=T-U=1pe_Llpe

2 2

i(a_lf)_&jLa:o D Co=0

dt 00" 06

2- La pseudo période du systeme :

Ta:2—7[ et w, =& -6°

W,

3- Sachant que la période des oscillations amorties est de T,=1s et que
I’amplitude des oscillations chute de moitié¢ apres 10 oscillations, calculer o et
k. On donne M= 1 Kg.

Le décrement logarithmique :

o, =in% L nty—o07
n 6 10 05

n




D, O.
D, =T,0= 5=~ =0—f7:>5=0.07

a

2
s=X g‘R = a=3M5 = o =0.21kg/s

En déduire la valeur numérique de k :

2 2

o’ =w! -6 =~} parce que 5° << o’
A 3M
2

L SPU: 3.

T, 2

2

AN: k=337 _g915N/m.
Solution 2.11:

Figure : 2-11
1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du
systéme.

L’énergie cinétique :




T =1(1mL2)¢9'2 +1(3|\/|R2)9'2 ~ 1067 avec A=Lm2+ivr?
2°3 2°2 2 3 2

L'énergie potentielle :
U :IEmgCos(9+%kx2, ol x=RSing

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour 1’énergie potentielle.

92
Sin@~ 6 et Cosé :1—7

L’¢énergie potentielle devient :

0>, 1 11
U=-mgl-—)+=k(RO+Al)? == (-
5 g( 2)+2( +Al) 2(

Emg)92+%k(R202+2R9 )+—mg

1,1
== (-=mg+kR*)&* +k
5 (=5 Mg )

- Condition d’équilibre %| 90=

2
_ Condition de stabilité 2
20

L’énergie potentiglle de % k

U=2Be? av %mg+kR2

avec B positif

Lafo %) dissipation :
@:%a)'(z :%og(RH')2 :@:%CQZ ol C=aR’.

2- L’¢équation différentielle du mouvement :
e=T-U=1pap_lpp
2 2

dly &, P o AG+BO+CH=0
dt 06" 06 06

é+%9+%9:0:>9+259+w029:0

Ou 523 et w, :\/E
2A A




3- Déterminer la période d’oscillation du systéme

Ta:2—7[ et w, =& -6°

W,

Solution 2.12:

On étudie les oscillations de faibles amplitudes du systéme représenté par la
figure (2-12), deux pendules simples constitué chacun par une tige de masse
négligeable portant une masse ponctuelle. Les deux tiges sont soudées ’'une a
’autre et tournent autour de 1’axe (A) d’un méme angle 6. On attache ensuite a
la masse M un ressort de constante de raideur k et & la masse m un amortisseur

de coefficient de frottement a. On donne : {= 0,5 m, g = 10m/ O = 0,1Kq,

L=2 M= 2m.
L, et m /\Q \

TS

N

Figure : 2-12

1- Les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation du

systéme.
L’énergie cinétique :
1 292 1 292 1 12 2 2
T==ml"0°+=ML9° == A" avec A=ml° + ML
2 2 2
L'énergie potentielle :

U =%k(xl +Al)? + MgL(L—-Cosd) —mgl(L—Cos®) ol X, = LSing

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour 1’énergie potentielle.




02
Sin@~0 et Cosé = 1—7

U :%k(L9+AI)2 +%(MgL—mgI)6’2 :%[kLZ + MgL —mgl}p? +KLAIG + AI?
. e e OU,
- Condition d’équilibre %| po=0=>Al=0

U :%892 avec B =4kl* +3mgl tel que L=2¢ et M= 2m

2
- Condition de stabilité < |, ,>0=B>0
00

La fonction de dissipation :
@:laxzz Lo = 9-1co? avec x,=10 et C=

2 2 2
2- L’équation différentielle du mouvement
e=T-U=1pe_lpe

2 2

i(ﬁ)_% a_@:o: Ad
dt 00" 00 06

9+C9+ 0= 0:9+@
@—-(:6»2 ous=2 et 0, = ‘/B
2A A

3- La pseudo pulsation o,

_ 2 2
W, =0 =0

Pour le systéme oscille, il faut que les conditions d’équilibre et de stabilité soit

verifiées en plus de la condition 6 < w,.




Chapitre 111
Oscillations forcées des systemes a un degré de liberté

I11-1 Introduction :
Une oscillation forcée des systemes a un degré de liberté est soumis a

une force excitatrice s’appelle « la force généralisée F, ¢ », d'ou 1’équation

différentielle s’écrit sous la forme générale de 1’équation de Lagrange pour les
systémes a un degré de liberté :
d 0£, 02 D

— (=) ——+——=Fo

, : (11-1)
dt 'oqg° oq oq

Ou F,o est la force généralisée et 9 la fonction dissipai

I11-2 Oscillations forcées des systémes a u

D=0 :

particuliere ave¢ second

O

tio mogene :

e X, (t) tel que:
X() =X, (1) + X, (1) (11-2)

solution homogene x,, (t), on résoudre 1’équation différentielle

d’un systéme libre amorti :

X+2AX+wix=0 (111-3)

On utilise le cas des oscillations faiblement amorties 4 < @,. La solution
s’écrit :

Xy (1) = Ae™ Sin(w,t + @) (111-4)

Avec o, =&} - X




I11-2-a Solution particuliére :
>'<+2/1>'<+a)§x=%.3in(a)t) (111-5)
La solution x,(t) prend la méme forme que la force extérieure, donc :
X, (1) = A.Sin(wt + @) (111-6)

Pour des raisons pratiques, il est commode d’utiliser la notation complexe. La

grandeur complexe associé a xq s’écrit :

x, (1) = Al T9) g Fp(t)zF—n:ejwt (111-7)

Pour déterminer A et ¢ on peut utiliser les grandeurs comple esoasociées a
Xp(t) et Fo.
L’équation différentielle devient :

;Q@ (111-8)

Ce qui donne :
o) 4 o2 peletre) = Do gin (111-9)
° m
2n] i i 2 Anlo FO
e + 21 Aae'’ + v, Ae'? =— (111-10)
m
g i 2 : 2 I:o
pef- 0 + j2A0+ 0= 2 (111-12)
m
2 2 : I:0 -j
= Al(w? -0+ jZﬂ,w]:Fe ’ (111-12)
Le conjugue de cette derniére équation est donnée par :
[ 2 2y i Fo i
Ao - )—sz]:ﬁe (111-13)

La multiplication des deux dernieres équations membre a membre permet

d’écrire :
A2 [ - 0%)? + (240)7]= (F—WOJ (111-14)

On obtient :




(Foj
m
A= 11-15
V(@ - 0*)? +(210)? | ( )

D’apres 1’équation (111-12), on peut écrire
Al - o) = %COS(({J) et A2dw = —% Sin(p)  (111-16)

Ce qui donne :

Tg(p) = wzzzwz = ¢ =—Arctan( ‘22’7""2) (111-17)

0 0

I11-3 Pulsation de résonnance :

Pour calculer la pulsation de résonnance, il
I’amplitude A (ou ¢,) de I’équation (I11-15) de telle

I’amplitude est obtenu pour la valeur de » qui an

dA _,
dao
Ce qui donne : @

N =24

(111-18)

(111-19)

Avec : @, la pulsation geye ce.

ulsation w, =+/@; —24* seulement si

%ﬁnt st suffisamment faible pour que 1 < % A cette pulsation,

appelée pulsation de résonance, on dit que le systéeme entre en résonance et

I’amplitude A,,,, est maximale, ainsi le déphasage ¢ (voir Fig.I11.1). En

remplagant @, dans I’amplitude, on obtient :

o)
AMax = A(a)R) = L

(111-20)
24 a)oz—&2
Pour les faibles amortissements :
(Foj
m
Alw.) = 11-21
() =~ (1n1-21)

-



I11-4- Bande Passante :
On définit bande passante, la bande de pulsation pour le quelle

A : :
I’amplitude est égale a E/C%R) . Elle est donnée a partir de 1’équation (I1I-19)

comme:
B=w, -0 =21 (11-22)
I11-5- Coefficient de Qualité :

Il est définit par le rapport de la pulsation propre @, a la largeur de la

W,

bande passante B. Ona 24 = E =—2_ onobtient Q = Do _ Do
m Q B
A 4 @

p(t)Y

Fig.111.1 : Amplitude A et le déphasage en fonction de ¢ .

<



Exercice 3.1:
Dans le systeme représenté sur la figure (3-1) le ressort et 1’amortisseur sont
attachés a un disque (M, R) aux points A et A’ respectivement tel que

OA=0A’=a. On applique une force F(t)=F,Cos(Qt)agissant horizontalement

sur le point O (le centre du disque).
1- Montrer que le Lagrangien £ et la fonction de dissipation 9 du systeme

s’écrivent : £=T -U =%MR292 —%k(RJra)Z&Z et @:%Q(R—a)zézl

2- Déterminer la force généralisee F,(t) puis écrire 1’équation différentielle du
mouvement.

3- Montrer, en utilisant la représentation complexe

solution en régime permanant esto(t) = 6,Cos( t" W sont des

fonctions dépendant de la pulsation Q

4- Tracer I’allure de la valeur abso nplifude 6, en fonction de Q et
déterminer la pulsation de résgng le condition doit-on imposer a o

pour avoir un phénoma

5- Dans le cascdes faibles Qmortissements & << w,la pulsation de résonance

wg = @,. Det @a S ce casla valeur de la phasey a la resonance puis

re fonction de Q)

Figure : 3-1




Exercice 3.2 :
Dans la figure (3-2), la masse m est soudée a I’extrémité de la tige de longueur

| de masse négligeable. Cette masse est soumise a une force F(t)=F,sin(Qt)

perpendiculaire a la tige. L autre extrémité de la tige est articulée au point fixe

O. Latige est reliée au point A tel que OA=I1/2.

S
20 \

e
sciype Iéquation différentielle du

et de maSses négligeables. my, m,, et mz sont des masses ponctuelles, m, est
reliée @ m, par la tige de langueur L, ms est fixée a 1’'une des extrémités de la
tige de langueur £. Tout le systéeme peut osciller (faibles oscillations) sans
frottement autour d’un axe fixe passant par O. Un ressort de constante de
raideur k est attaché a la masse m;. A 1’équilibre §=0, le ressort est déformé par
AL.

On applique une force F(t) = F,Cos(Qt) a la masse m; perpendiculaire a la tige.

N



Figure : 3-3

1- Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stakiNt® 4 partir de
I’énergie potentielle.
2- Utiliser la condition d’équilibre pour donngr ¢ eS8 simplifiée de

I’énergie potentielle.

3- Donner I’expression de I’énergie du
4- Déterminer la force génér. %

5- Etablir I’équation dif ouvement.

Exercice 3.4 :

masse M et de rayon R, peut osciller (faibles

@un axe fixe passant par son centre O. Une tige de

ponctueMé m. Un ressort de constante de raideur k et un amortisseur o sont
reliés au disque comme I’indique la figure (3-4). La position d’équilibre

correspond a 6=0.




Figure : 3-4

I. Oscillations libres amorties F=0

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle, aipsf e
dissipation, @

\

2- Etablir I’équation différentielle du mouveme
3- Quelle est la condition pour qu’i %ou
4- Donner la solution dans%

ment oscillatoire.

I1. Oscillations forcée t)
On applique ¢ sse

la force généralisée.

ghe force sinusoidale F(t) = F,Cos(Qt)

2- Dédukt 1’équation différentielle du mouvement.




Solutions des Exercices du Chapitre 111

Solution 3.1:

Considérons 1’exemple mécanique de la figure ci-dessous soumis & une force

exterieure F(t) = F,Cos(Qxt)appliquée horizontalement sur le centre du disque.

o
&
8
&
&
&
B
&
8
&
&
&
B
8
&
&
8

1- Montrer que le Lagranglen Letl & (g i :
s’écrivent : £=T -U == R) A’ et @z%a(R—a)zézl
» L’énergie cinéti

T:%MV2+ (MR g2 =3

‘ @ 4

ergie potentielle:

MR?9? = > Aézavec

1 2 52 1
U :Uk :Ek(X'i'AI)Z =U —Ek(R"i‘a) 0-°=U ==B¢

Xx=R@ et Al =

» Le Lagrangien £ s’écrit alors :

©=T—-U = MR —1|<(R+a)2<92
4 2
» La fonction de dissipation 9 s’écrit :

@:%aXZ :%a(R—a)zéz :@:%sz avec C=a(R-a)?

avec B =k(R+a)?

.



2- La force généralisée F, (t):

La relation entre F,(t) et F(t) s’écrit :

F () = F(t)j—;

- -2 dr 2
i = i

r=xi=ROi =9'_R

F,(t) = RF (t) = RF, cos Qt

L’équation différentielle du mouvement :
d o, 0 09D

__.——+—.:F

it 58 20 g = o

% _p = i(8—‘5?)=Aé
00 dt 00

%% _ gy

00

ngcé

Y

L’¢équation s’écrit :

é+99+E9=EF(t)
A A A

On pose : 26 6

L’¢équation devient :

a2 2
5, 20R f)0+2uR+9
3MR 3MR

2
0=rF® (*)
3- Montrer, en utilisant la représentation complexe F(t)=F,e!, que la
solution en régime permanant esto(t) = 6,Cos(Qt+Y¥) ou 6, et ¥ sont des
fonctions dépendant de la pulsation Q
F(t) = F,e* = F,Cos(Qt)
et O(t) = 6,Cos(Qt + ) = G,e/

ot) = jQa,e/ @)




6(t) = —Q?0,e 1

On remplace 4(t), O(t) et 4(t) dans 1’équation (*)

@2 -02y0.eV 12500 je ¥ =R
v @Z/ %’_J

3 o4
On cherche : 9, = f(Q) et w = f(Q)
90,8 + jog, jel” =
9[Cos(y) + jSin(¥)16, + joUCos(y) + jSin(w)], =
[9Cos(y) —2Sin(y)]6, + j[3Sin(y) +9tCos(w)]6, = A
Par identification :

[3Cos(y) - 2Sin(y)]6, = et [3Sin(y) + 2Cos(w)]14 §§
o
) y

9Sin(y) + 9Cos(y) =0 = tPg(¥)=—=> ¥

Ce qui donne W =—Arctg( 359
Wy —,
L’amplitude : %
96
o
w&
MQ) :

"~ 9Cos(y) ~ 9§in(

- On cherche !

Cos 2(

Cos?( Slnz(l//): 1 _ 1

Sin*(y) Sin*(y) Sin*(y) t9°Ww)

- t9°*(v) : tg(w) -/

S = S - -

") 1+t912(w):> nw J1+19%(p) \/“@zg
92

Sin(y) = ———

- On cherche : Cos(y) = f(QQ) :

Cos® () + Sin*(y) =1




Cos®(w) . Sin(y) 1
Cos’(y) Cos’(y) Cos’(y)

1”92(‘”):ﬁ@/>:’ C‘”("”):ﬁ
v
3
Cos(y) = ———
V92 +or

M M M

0, = 2 =72 s :
VA _9U=99 9° + 9 192 +or’
J9E o J9trer gt iart

Finalement :
2F,
g, = 3MR
V&) +(af -7)
4-1 L’allure de la valeur absolue de I’am 'tud onde Q : 6,(Q)
Q=0= 6,0)= = %
2
Q== 6" () = 2 @
N

Gy(0) =0 “i\

N
L

ONNY )\ 51 5 9 1 91 1 91

Xl




Z0M

Courbe : 3-1

O

4-2 Lad n de résonance Q. :

Le maximum de I’amplitude est obtenu pour la valeur de Q qui annule

40 _,

dQ
de,
——==0 pour (2=Q
o =0 pour (2=9,)

<




4% _ g 4
dQ dQ

-1/2

(@] - Q%)% +(25Q)?]

20y ~0?) +857 Q)
— o 2

(0: -0 + @50y N -0+ @5
(2Q)(w: —Q?*)-4567Q =>{

(0 -0 + (25 0)?]"
(2Q)(w: -Q* -267%)

(@ -0 +(250)["

=9I

=9I

=0

Il existe un maximum a la pulsation Q =Q, = /& — 257

4-3 La condition qu’elle doit étre imposer a o pour aveir \|g \PReRO
résonance est :
Q,>0=>w!-25°>0
2
=52 <
2
@,
=0<—=
V2
5- Dans le cas«des fai k»s :

g = .

2
v = A6 tel que Q, ~ ®

v = —Arctgoo = —%

Mortissements & << w,la pulsation de résonance

1//=—Arctg%
-
Q=0->y=0

Q=w, =Q, —>1//:—%

Qo>wo—>y

L’allure de v en fonction deQ (voir courbe (3-1))




6- Sur les deux graphes, on voit clairement la bande de coupure passante par
b=w,—m, =250Uw, et o, sont les pulsations de coupure.
Solution 3.2:

Dans la figure (3-2), la masse m est soudée a I’extrémité de la tige de longueur

| de masse négligeable.

K ‘ X k,
(OO0 | - ()
- 0

m

N
F() \

iffgyentielle du mouvement:

1- La force géneéralisée F, (t) puis{égd

La relation entre F,(t) et E(

—

F () = F(t)‘j'j—r

Q=|T

?: — =
F,(t) (k)= |.F, sin Ot

L’énergie cinétique :
T =Lz
2

L’énergie potentielle:

u=U,+U,,+U_
1 2 1 2 I .
Uklzgkl(x+Al) etUkzzzkz(x+Al) avec x=§sm9

U, =mgl(l—cos )




2
Pour des faibles amplitudes sin@ ~ 6 et cosd = 1—%

1. .1 1 |
Ukl ZEkl(EQ+AI)2 et UkZ :§k2(§0+A|)2

02
U, =mgl—
g2

L’énergie potentielle s’€écrit :
2

1 | 0
U =2 (ks +k,) G0+ Al)? + mgl =

D’apres la condition d’équilibre, on obtient Al =0.

L’énergie potentielle devient :

ol %
U :E|:(k1+k2)Z+mgl:|92 @
Fonction de dissipation : &
L’équation différentielle
doe o 02
dt 00" 06
miZg + 2120 —+mg| 0 =1Fo

4m 4m I T ml

a
Onpose: 6=—; o ==
p am 0

L’équation devient :

b+250+020="2
m

La solution en régime permanant est :
o(t) = 6,Cos(Qxt + P)

2- L’expression de I’amplitude des oscillations en fonction des données du

probléme.

S]



R
0. == ml
V(@ —Q%) +(250)

3- Deduire la pulsation de résonance wy .

0 = @F —25°
Solution 3.3 :

Le systeme ci-dessous (Figure 3.3), est constitué de deux tiges
perpendiculaires et de masses négligeables. m;, m,, et m; sont des masses
ponctuelles, m; est reliée a m, par la tige de langueur L, m3 est fixée a I’une des

extrémités de la tige de langueur £. Tout le systeme peut o ¢r (faibles

oscillations) sans frottement autour d’un axe fixe passan aessort de

constante de raideur k est attaché & la masse m;. A \ O le ressort

est déformé par AL.

On applique une force F(t) = FoCOS(Qt)Wa % endiculaire a la tige.
N\ Q\
¥
N

A
v
I
1
[
|
i
1
]
|
I

Figure : 3-3

1- Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité a partir de

I’énergie potentielle.

L’énergie potentielle :
L. L .. 1 2
u=U_,+U_,+U_,+U, :—mlgES|m9+ngESm0+magICos¢9+§k(x+Al)

Approximation des faibles amplitudes d’oscillations pour 1’énergie potentielle.




62
Sin@~ @ et Cosé :1—7

2
A k(%0+AI)2 +m,gl

L L
U=-mg—0+m,g—60-mgl—+=
195 2975 2955

2
U ::%{k%— me,gl}e2 +%[ngL +kLAl -m,gL]g+C"

- Condition d’équilibre 88U_;| p-o=0=>m, gL+ kLAl —-m,gL =0

2

? L
9:0>O:>k7—mggl >0

_ Condition de stabilité ‘27%

2- L’expression simplifiée de 1’énergie potentielle s’écrit: ®
1), L2
===/ k—-m,gl |#* +C"
ik mal
3- L’énergie cinétique du systéme :
1 L., - 1 )
T:Tml +Tm2 +Tm3:Eml(E)202 ‘2m3|202

1 L
T=2Im ) +m, (=
2[ 1(2) 2(2

L
)
4- La force g%é@:
‘

F, () = .F(t) = |.F,CosQxt

5- L’équation différentielle du mouvement :

d 02, 0£ 09D
—(—=)——+—==I1Fo
dt 06~ 06 06
—kLZ m,gl
.. s
PR 4 0 |.F,Cosat

L) L) , L L) )
mlE +m2§ +m,l mlE +m25 +m,l




Solution 3.4 :

Un disque homogene de masse M et de rayon R, peut osciller (faibles
oscillations) autour d’un axe fixe passant par son centre O. Une tige de
langueur € et de masse négligeable est solidaire du disque, portant une masse
ponctuelle m. Un ressort de constante de raideur k et un amortisseur o sont
reliés au disque comme 1’indique la figure (3-4). La position d’équilibre

correspond a 6=0.

U ==-mglCos(0) +%k(R6’)2

2
Pour des faibles oscillations Cos(6) =~ 1—%

U =:%(mgl +kR*)@* +C"*

@:laRZQZ
2




2- L’¢équation différentielle du mouvement.

2 2
i(a_"?)_aﬁﬁ_@:o:ml oR 0+1kR smgl
2 2
On pose : 7Y S wé:lmﬂ

EMR2+mI2 E|\/||:gz+rn|2

L’¢équation devient :

0+210+w?0=0

3- La condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire :

AN=2—a? <0 %
4- La solution dans ce cas oscillatoire : &

On applique a la masse m u

perpendiculaire a la tigg

) = LF(t) =1.F,CosQt

ifférentielle du mouvement.

. ? - 2 |.F,CosQt
4O 2D )= ii—R 9+1kR +mgl o=
dt 00" 00 90 SMRZ4mIZ MRZ4+ml2 = MR?+ml?
2 2 2

La solution:

_1.R,CosQt

1MR2 +ml? 210
o(t) = 6,Cos(Qt + ) avec 6, = et w =-Arct(———)

V(@2 Q%)% + 4220 wy — A




Chapitre IV

Oscillations des systemes mécaniques a deux degrés
de liberte

Partie | : Oscillations libres
IV-1-a Introduction :

Les phénomenes étudiés dans ce cours sur les vibrations a deux
dimensions concernent tous les domaines de la physique et de 1’ingénierie
(mécanique, d’acoustique, d’optique, d’électromagnétisme,...).

On définit un systéme a deux degrés de liberté par

nécessite deux coordonnées indépendantes pour spécifiege

et U respectivement 1’énergie cinétique et I’énafii

Le lagrangien du systéme s’écrit alors :

(IV-1)

RN

Fig.IV.1.a : Systéemes mécaniques couplés par un ressort

<




A
—n

Fig.IV.1.b : Systemes électriques couplés par un condensateur

Il y a aussi le couplage entre deux systémes a travers masse en

0.1V.2.b)

mécanique (Fig.IV.2.a) et une inductance mutuelle en électitit&

ce qu’on appelle couplage par inertie:

O

Ig.1V.2.a : Systemes mécaniques couplés par une masse

[
i) ‘ |
Ll % L L:

Fig.IV.2.b : Systemes mécaniques couplés par une bobine




Le dernier couplage est la liaison par un frottement visqueux a travers un
amortisseur en mecanique (Fig.IV.3.a) et une résistance en électricité

(Fig.1V.3.b ) ce qu’on appelle couplage par viscosité :

R

X

Fig.IV.3.a : Systemes mécaniques couplés par un amortisseur

L

: YNV . -
Fig . Syst mecaniques couples par une resistance

%xouvement :

¢ des systémes a deux degrés de liberté, il est nécessaire

partir des équations de Lagrange

d oe, 0f
e V-2
a8, o0 (V2
dt o9, oaaq,

Partie Il ;: Oscillations forcées

IV-11-a Introduction :
On définit une oscillation forcées a deux degrés de liberté par le systeme
qui nécessite deux coordonnées indépendantes pour spécifier leurs positions

sont appelés systémes a deux degrés de liberté x, , x, ou vy, , y, ou @, , 6,, et




soumis a des forces qui dérivent d’un potentiel, a des forces de frottement de
viscosité et a des forces extérieures. Soit T et U respectivement 1’énergie

cinétique et 1’énergie potentielle. Le lagrangien du systéme s’€crit alors :
2 2
L=>T-DU, (IV-3)
i=1 i=1

IV-11-b Equation du mouvement :
Pour I’étude des oscillations forcées a deux degrés de liberté, il est

nécessaire d’écrire deux équations différentielles du mouvement que 1’on peut

obtenir a partir des équations de Lagrange:

sont les forces

&1=0

2 154920

avec oW, reprégéqte le travs S forces extérieures pour une variation o, de

la coordonné «@q e &, =0 et oW, représente le travail des forces
exté ur € variation &9, de la coordonnee q,, lorsque &g, =0.
IV-11- pedance mécanique

Considérons un systéeme mécanique soumis a une force sinusoidale
F(t)=F,Cos(€2t). En régime permanent, le point d’application de cette force se

déplace avec une vitesse WV(t)=V,Cos(Qt+¢). On appelle impédance

mécanique d’entrée du systeme mécanique, le rapport des amplitudes

complexes de la force F et de la vitesse V.

Z, =— (IV-5)




Exercice 4.1:

Considérons le systeme ci-dessous figure (4-1), constitué de deux masses m, et
m, reliées respectivement par deux ressorts de raideur k, et k,. On suppose
qu’il n’y a pas d’autres frottements. On écarte la masse m, de sa position

d’équilibre puis on la lache sans vitesse initiale.

l'l.;'l ml I\z

I Xy I Xz
Figure : 4-1 § §§

m;

1- Etablir le systéme d’équations différentiellegdu

2- Déterminer les solutions x, (t) et x,(

Exercice 4.2:

La figure (4-2) représente dg

2- Déterminer 1’équation caractéristique, puis déduire les pulsations propres.

3- Quelles conditions initiales doit-on imposer pour observer :

m
M +E)g|

a. Le premier mode d’oscillation : @} = I

(M +r;)gl+2klz

b. Le deuxiéme mode d’oscillation : @’ = I

Ou | est le moment d’inertie total d’un pendule (tige+disque) et g= 10m/s?




4- Le graphe ci-dessous représente la variation de I’amplitude x de I’une des
masses en fonction du temps t.

a. Quelles conditions initiales ont été choisies pour obtenir le phénomeéne de
battement.

b. Déterminer a partir du graphe la période d’oscillation T, et la période de
battement T, .
c. Ecrire les pulsations d’oscillation @, et de battement @, en fonction des

pulsations propres , et o, .

5- Déduire la valeur numérique du moment d’inertie | et de la copstagte de

SO

raideur k.

murs par les ressorts k, et k, comme indique par la figure(4-3). Les tiges de

longueurs 7 ont des masses négligeables et les masses m, et m, portées a leurs
extrémites sont ponctuelles
On donne : 7= 0.4m, a = 7/4, k, =k, =k=4N/m, k, =k/4, g=10m/s’ et

m, =m, =m=0.1kg

&



\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\"".\\\\\\\\\\\\\ N

|F A

P aF T v v F v F 7 v

Figure : 4-3
1- Determiner les énergies cinétique et potentielle du systeme en fonction de 6,
et 6,.

2- Ecrire les équations différentielles de 6, et 6, .

3- Déterminer 1’équation caractéristique, puis déd %
calculer leurs valeurs.
4- Donner la forme générale des s on yon des pulsations propres.

gns propres et

Exercice 4.4:

Considérons le systéma ure (4-4), constitue de deux masses m, et

Figure : 4-4

1- Etablir le systéme d’équations différentielles du mouvement.

2- Déterminer les solutions x, (t) et x,(t) de ce systéme.




3- Déduire I’'impédance mécanique d’entré du systéme.
Exercice 4.5:

Considérons le systéme ci- dessous figure (4-5), constitué de deux masses m,
et m, reliées respectivement par deux ressorts de raideur k, et k,a deux batis
fixes. Les deux masses sont reliées par un ressort de raideur k,. Ce ressort est

appelé ressort de couplage. On suppose qu’il n’y a pas d’autres frottements. On

applique sur la premiére masse m, du systeme une force sinusoidale F(t)

d’amplitude F, de pulsation Q.




Partie | ;: Oscillations libres
Solution 4.1:

Considérons le systéme ci-dessous figure (4-1), constitué de deux masses m, et
m, reliées respectivement par deux ressorts de raideur k, et k,. On suppose
qu’il n’y a pas d’autres frottements. On écarte la masse m, de sa position

d’équilibre puis on la lache sans vitesse initiale.

—»
| X2

%
Figd \}&W
1- Les équations du mouveme m e a deux degrés :
T =%mle+%m2>'<§ %
U=U,+U, @
. M

Le lagrangien £=T —U s’écrit alors :

‘S:%mlxlz +%m2).(22 _%klxlz _%kz(xl_xz)z

Les équations de Lagrange s’écrivent :

d o2, 02
—(C)--—=0
dt ox,~ ox,
d o2, 0f
— () -——=0
dt ox,” oX,




I ¢ k Lo kK k
Ko+ =X +—2(X —X,) =0 [X +(==+-2)x ——2X%,=0
1 1 1 ml 1
A - K
X, +—2=(X, — %) =0 X, +—2X%X, ——2x%, =0
m2 2 m2

2- Les solutions x, (t) et x,(t) de ce systéme :

Recherchons une solution particuliere de la forme :

X, (t) = A Cos(at + @)
{xz (t) = A,Cos(at + @)

Ou A, A, et ¢ sont des constantes et @ 1’'une des pulsations propres du

systétme. La substitution dex(t) et x,(t) dans le systénfed\équations
différentielles donne :

X'l+(£+k_2)xl_k_2x2:0 @
ml ml ml
= k K
X, +—2X, 0 &

- @
m2 m2
Ki+k, o, ko
{ m, ? }Al M N @
2 2:|A2

ieres équations sous forme matricielle :

A 0
= = M(w).A=0

LT S
m, m, A, 0

Ce systeme admet une solution non identiquement nulle seulement si le

déterminant A(w)des coefficients de A et A, est égal a zéro :

Ktk . ke
_ ml ml
Mad=l Tk,
-—= —~—w
m2 m2




Le déterminant A(w) est appelé déterminant caractéristique. L’équation
A(w) =0 est appelée 1’équation caractéristique ou équation aux pulsations

propres. Elle s’€crit :

kivke elke o] [Keke ]| g
m m, m, A M,

Ou encore

o+ Ckitk, Ky a)2+k2(k1+k2)_ k? 0
m, m, m,m, m,m,

Cette équation est une équation quadratique en o qui admet deux solutions

réelles positives w, et ®, appelées les pulsations propres ygtegme. Pour
résoudre cette équation, on pose :

k,+k, Kk, %
o Ktk k.
ml m2
PELACET N @%
mlmZ ml
—a —A(Y)
2
—a++A(Y)
2

La forme génerale des solutions en fonction des pulsations propres o, et w,:

0,(t) = A,Cos(at + @) + A,Cos(w,t + @,)
0, (t) = A,,Cos(at +¢,) + A,,Cos(w,t + @,)

Solution 4.2:
La figure (4-2) represente deux pendules couplés effectuant des oscillations de

faibles amplitudes. Chaque pendule est constitué par un disque de masse M =1

<



kg accroché a une tige de longueur /= 80 cm et de masse m = 0.1 kg. Ces

pendules sont reliées par un ressort de constante de raideur k.

==
A |l I
i NW i

fﬂ }»%

H‘\(lwl f iy ‘
H}Mi‘ H«'M
fﬂ W 1 ,,,e{ il u

& !
t(s)

i

g 1}! e

Figure : 4-2

1- Les équations différentielles que doit vérifier ce fon des
angles 6, et 6, .
T =3|¢9'12 +3|9'22
2 2
U =-Mgl(1-Cosd,) — Mgl
1 1
—Emgl(l—Cosez)
Pour des faib 'k@u S: Cosezl—e— et Sind~6

2
m 1 m 1
Uu=2 )02 + = gl(M +—)8% + =KkI* (0, — 6,)?
> gz)l 29( 2)2 > 6,-6,)

16, + gl(M +%)6’1 +KI2(6,-6,)=0

408 o8
dt 08~ 00 16, + gl(M +g)02+k|2(92—61)=0
m
. 9|(M+§) k12 kl?
O +——F—0,+—0,=—0,
= ! m ! !
*
AT e e v
A

&



2- a L’équation caractéristique :

Les solutions de 1’équation (*) sont :

6, (t) = A,Cos(at + @)
0, (t) = A,Cos(at + @)

Le systéme d’équations (*) devient :

KIZ - gI(M + )
2
|

2
—w? Al_%A2 =0

KIZ + gI(M + ™)

—TA1+ I 2 _ 2 |A, =0

Le déterminant Det[M(w)] ou A(w) est appelé déterminant caractéristique.
L’équation Det[M(w)]=0 est appelée 1’équation caractéristique ou équation

aux pulsations propres. Elle s’écrit :

2

KIZ + gI(M + ™) 2
D))




2-b Les pulsations propres sont :

KIZ + gI(M +r:) kI2+gI(M+m)

2
- _kE —w*+—|=0
I I I I

2 m m
I I I

KIZ+gl(M + 1) PRI + My L oki?
0, - 2] kI _ 2
| | |

3- D’aprés I’équation (*) :

3- a. Pour avoir le premier mode d’oscillation %‘%‘
6,=06,=06,

(M+ )gl+2k|2
n : | , on

gsente la variation de ’amplitude x de 1’une des

, 0N pose

3- b. Pour avoir le deuxié

pose 6, =6,
4- Le graphe ¢{-dessus
masses en fon @e ps t.

ten phénomeéne de battement, il faut choisir conditions initiales

V=0, et 6,=0

4- b. A partir du graphe la période d’oscillation T,

lcm — 2s

T,.=T =0.
0.4cm —> T = 0.8s

La période de battement T, .

lcm — 2s

T, = 2165
108m T, °

4- c. La pulsations d’oscillation o,

—_ o tw
— =1 2

a,. =
0s
2




La pulsations de battement o, :

5- La valeur numérique du moment d’inertie | :

27z

- m
w = . _

T La sommation T T gl(M + 2) T 9

2z T T, | T T,

w, =—

Tb

gl(M + )
=1 = 2_ _2.06kgm?

T Ty,
:+7
(T Tb)

La constante de raideur k : ®
2

— m
@ _'|'T La Soustraction (M + )gl {2&

=0, = — =
27[ ______ 2 -r T \&
w, =—
Tb
@% )2 -3 (M +—) 16.43N /m
Solution 4.3:
On consideéx pendgtes ‘simples couplés par un ressort k, et reliés aux

~ r Qi et k, comme indiqué par la figure(4-3). Les tiges de

A\Qnt des masses negligeables et les masses m, et m, portées a leurs
extrémités sont ponctuelles
On donne : 7= 0.4m, a = 7/4, k, =k, =k=4N/m, k, =k/4, g=10m/s’ et

m, =m, =m=0.1kg
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Figure : 4-3
1- Les énergies cinétique et potentielle du systeme en fonction d

Tzémﬁﬁ+%mﬂ¥=%uﬁ+ﬂboﬁl=mp

U :%mglef +%mg|6’22 +%kla26?12 +%k26126?22 + c* avec :

2

U :%(mgl +ka? +k,l?

1

1
—Em$+

—Kkl
4

ns differentielles de 6, et 6,.

. B kl?
16 +—-6 -9, =0
LN S A R TR
dt ‘08’ 00 . 2
o0 |@+$@—%%@=o

3- L’équation caractéristique :

6, (t) = A Cos(at + p)

, le systéme d’équations précédent devient:
0,(t) = ACos(at +¢) = > 4 P

On pose : {




B, kizZYA) (O

__a) —_——
I 41 — A—0
W B, = M(w).A=0
-—— ——o
T A, ) (0
A=0 = amplitudenulle = pasd'oscillations
= 2 9\2
Det[M (w)]=0 :(TB—a)Zj - —& %
Le déterminant Det[M ()] ou A(w) est appglé aractéristique.
L’¢équation Det[M (co) 0 est appelée ’égquaty stique ou équation

aux pulsations propres. Elle s’€crit
B 2 kIZ i
__a) [— __
Les pulsations ptopres
2
) —1/8 Ll =5.24rad /s
kI |41
2
o, —JB K — =6.89rad /s
| 41

4- La forme générale des solutions en fonction des pulsations propres :

0,(t) = A,Cos(ant + @) + A ,Cos(w,t + @,)
0, (t) = A,,Cos(at +¢,) + A,,Cos(w,t + ¢,)

Partie Il : Oscillations forcées

Solution 4.4:
Considérons le systeme ci-dessous figure (4-4), constitué de deux masses m, et

m, reliées respectivement par deux ressorts de raideur k, et k,. On suppose

N



qu’il n’y a pas d’autres frottements. On applique sur la premiére masse m, du

systeme une force sinusoidale F(t) d’amplitude F, de pulsation Q.

F(t)

T :%mle+%m2>'<§ &
U:%kle+%k2(xl—x2)2 @

1, 1 \

2 2 ; ‘

(4-1)

2

2- Les équations différentielles du mouvement pour x, et x, :

On prend F(t) = F,.e**, en régime forcé, les solutions sont du type sinusoidal:

{x1<x) = A

X, (x) = A,e

On injecte les solutions x,(t) et x,(t) dans I’équation (4-1) on obtient :




A= Fokz
{(—mlfzz vkt k)A kA =Fy | (M2 ko) (MmO +k +k,) k]
—k,A + (M, Q% +k,)A, =0 8 Fo (-m,Q* +k,)
(-m, Q% +k,)(-m,Q* +k, +k,)—k;

La forme générale des solutions x, (t) et x,(t) s'écrit:

X; (X) = ACos(Qt + ¢,)
{xz (x) =BCos(Qt + ¢,)

3- Impédance mécanique d’entrée du systéme :

_F®) _ Re™ - R

X (X)) jQAE™ T QA < ;{

Solution 4.5:

Considérons le systéeme ci- dessous figure (4-5), ¢ asses m,
et m, reliées respectivement par deux ressorts{ds k, a deux batis

fixes. Les deux masses sont reliées p \ a\efdeur k,. Ce ressort est

d’amplitude F, de pul A
W

Figure : 4-5

1- Les énergies cinétique T et potentielle U du systéme :
T :%mle +%m2>'(§

U =%k1x12 +%k2(x1 —X,)? +%k3x22

&



2- Les équations différentielles du mouvement pour x, et x,.
Le lagrangien £=T —U s’écrit alors :

S:%mle +%m2>'<22 —%kle —%kz(x1 —X,)? —%k3x

2
2

Les équations de Lagrange s’écrivent :

d o0, of
—()--—=0
dt "ox,” ox,
d oe, 0f
—()-——=0
dt ox,” oX,

.k k ., k, +k k
X1+_1X1+_2(X1_X2):F(t) X1+( - 2)X1__2X2:
ml ml ml ml
1 kx, k = K, +k
X, + ——2 +—2(X, — %) =0 X, + (——2)x
m m m,

2 2

Avec :

F(t) =F,.Cos(Qt) ou F(t)=F,.Sin(Qt)g

B-=F, _ T (Kt k, —mQ?)? —K?
QQ)BZO B= k2Fo
(k+k, - mQ?)? —k?

La forme générale des solutions x, (t) et x,(t) s'écrit:

X; (X) = ACos(Qt + ¢,)
{xz (x) =BCos(Qt + ¢,)
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