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RESUME

Soit G = (V, E) un graphe, et soit k un entier tel que k£ > 1. Un sous ensemble S de V' est
un [1, k]-ensemble de G si pour tout sommet v de V' — S, 1 < |[N(v)N S| < k, c-a-d que chaque
sommet de V' — S est adjacent & au moins 1 sommet, mais pas plus que k£ sommets dans S. L’ordre
minimum d’un [1, k]-ensemble d’un graphe G est appelé le nombre de [1, k]-domination et noté

1,5 (G). Un [1, k]-ensemble dont le cardinal est v}, 4(G) est appelé un yp ) (G)-ensemble.

D’abord, nous donnons quelques propriétés des [1, k|-ensembles, particuliérement lorsque ces en-
sembles sont disjoints, en second lieu nous donnons principalement quelques conditions suffisantes
pour que Y 5 (G) < n pour tout graphes GG d’ordre n. puis nous présentons un exemple de graphe
scindé avec 714 (G) = n. En suite, nous donnons une borne sur vy 4 (G) en fonction de n, 6
et k, et des bornes sur 714 en fonction de I'ordre n de G, pour k € {A, A —1}. En plus, nous
caractérisons les graphes G atteignant ces bornes. Finalement, nous donnons des relations de type

nordhaus-gaddum sur yp ) (G).



ABSTRACT

Let G = (V, F) be a graph, and let k£ be an integer such that k£ > 1. A subset S of V' is a
[1, k]-set of G if for any vertex v of V — 5, 1 < |[N(v)NS| <k, i.e. each vertex of V' — S is adjacent
at least 1 vertex, but no more than & vertices in S. The minimum order of a [1, k]-set of a graph G
is called the [1, k]-domination number and denoted 7y 4 (G). A [1, k]-set with cardinality v i (G)
is called a 7y 5 (G)-set.
First, we give some properties of [1, k]-sets, especially when these sets are disjoint, secondly we
mainly give some sufficient conditions for 714 (G) < n for any graphs G, of order n. Then we
present an example of a split graph with vy 4 (G) = n. Next, we give a bound on 7} 4 (G) in term
of n, 0 and k, and bounds on v 4 (G) in term of the order n of G, for k € {A, A —1}. In addition,

we characterize the graphs G reaching these bounds. Finally, we give nordhaus-gaddum relations

type on vk (G).
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INTRODUCTION

L’histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec les travaux d’Euler au XVIIle siécle
et trouve son origine dans I’étude de certains problémes, tels que celui des ponts de Konigsberg.
En effet les habitants de Konigsberg se demandaient s’il etait possible, en partant d’un quartier
quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par le méme et de revenir a
leur point de départ. Par exemple la marche du cavalier sur I’échiquier, les problemes de coloriage
de la carte géographie. La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines
telles que la chimie, la biologie, les sciences sociales,réseau de communication, réseaux routiers,

interaction de diverses espéces animales,circuits electriques, ...

La théorie des graphes représente une classe treés importante de la recherche opérationnelle, elle
est devenue aujourd’hui une des branche les plus florissantes de ’algébre moderne. Elle regroupe
généralement des problémes assez variés qui ont tous comme caractéristique commune de pouvoir
étre représenté par un schéma. Ce schéma appelé graphe est constitué par un ensemble de points
(sommets) noté par V' représentant des individus, des objets, des situations, etc,... et qui sont
relies par des lignes (arétes) noté par G = (V, E) (ou E représente ’ensemble des arétes de G )

symbolisant les relations existant entre eux.

Parmi les problémes dans la théorie des graphes, le probléme de [1, k]-domination dans les
graphes.

L’idée générale de la [1, k]-domination est de trouver dans un graphe G un sous ensemble D
de V' (appelé [1, k]-dominant) tel que tout sommet extérieur au sous ensembles D ait au moins un

voisins dans D, mais ne pas plus que k£ sommets dans D.

Ce Mémoire est une contribution a ’étude de la [1, k]-domination dans les graphes. Le probléme
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qui se pose d’une maniére naturelle est la détermination de la valeur de ce parameétre, mais comme
en général ce probléme est AP-complet, nous nous penchons vers ou bien la détermination de
bornes qui I'’encadrent le plus étroitement possible, ou bien les déterminer exactement dans des
classes particuliéres de graphes. Aussi nous intéressons aux graphes extrémaux pour les bornes

¢élaborées.
Ce document est composé de trois chapitres :

1. Notions générales sur les graphes : Nous rappelons d’abord les déffinitions de base liés
a la théorie des graphes et nécessaires a la compréhension de ce méoire. Ensuite nous rappelons

brievement la notion de la domination dans les graphes.

2. Quelques résultats sur les [1, 2]-ensembles : Nous abordons le théme étudié et nous donnons
un apergu sur les [1, 2]-ensembles. Nous donnons un recueil des principaux résultats de la littérature

liés & ces notions.

3. Quelques résultats sur les [1, k]-ensembles : Dans ce chapitre nous présentons, d’abord,
quelques propriétés des [1, k|-ensembles, puit nous donnons principalement quelques conditions
suffisantes pour que vy 4 (G) < n. Ensuite nous donnons des conditions nécessaires pour qu'un
graphe G vérifie 7)1 4(G) = n, en plus un exemple de graphe scindé tel que vp; 4)(G) = n. Enfin

nous donnons des bornes suryj; ;) (G), aussi des relations de type Nordhaus-Gaddum sur vy 4 (G).



Chapitre 1

Notions générales sur les graphes

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et la terminologie utilisées dans ’ensemble de ce
document. Dans la premiére partie, nous rappelons quelques définitions de base de la théorie des
graphes, et nous donnons un petit apercu sur les parametres structurels d’un graphe, ensuite nous
citons quelques invariants de graphes, les notions propres a un chapitre seront données et définies
dans le chapitre en question. Enfin, nous rappelons briévement la notion de la domination dans les

graphes.

Pour plus de détails sur la terminologie utilisée dans ce mémoire, nous invitons le lecteur & se référer
aux ouvrages de Berge [1l/, Haynes, Hedetniemi et Slater [72] et de Chellali, Favaron, Hansberg et

Volkmann [2].

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Définitions

Graphe

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles finis, un ensemble de sommets V' et un
ensemble d’arétes E. Le cardinal de V' est appelé I'ordre de G, noté par n (G). Une aréte e € E est

une paire de sommets (u,v) notée par e = uv, ou u et v sont les extrémités de e. On dira dans ce
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cas que u et v sont adjacent et que e est incidente a u et v. Une boucle est une aréte dont les deux
extrémités sont confondues. Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes multiples.

Tous les graphes considérés dans ce mémoire sont simples et finis.

Voisinage
Le voisinage ouvert d’un sommet v est Ng(v) = {u € V : uwv € E} et le voisinage fermé de v est

Nglv] = Ng(v) U {v}. Pour un sous-ensemble S C V| le voisinage ouvert est Ng(S) = |, .4V (v)

ves
et le voisinage fermé N¢ [S] = (J,cqV(v) U S.

Degré

Le degré d’'un sommet = € S, noté dg(z) est égal au cardinal de son voisinage ouvert c-a-d
ds(z) = |Ns(x)|. On notera par A(G) et 6(G), respectivement, le degré mazimum et le degré
minimum dans G.

Sommets particuliers

Un sommet de degré nul sera dit un sommet isolé et, un sommet de degré égal a un sera dit

sommet pendant et un sommet adjacent & un sommet pendant sera dit sommet support.

1.1.2 Quelques graphes particuliers

Sous-graphe et sous-graphe induit

Le graphe H est dit sous-graphe d’un graphe G lorsque V(H) C V(G) et E(H) C E(G).

Un sous-graphe H de G est dit induit si E(H) contient toutes les arétes de G dont les deux
extrémités sont dans V' (H). Pour définir un sous-graphe induit de G il suffit de considérer un
sous-ensemble A de V, le sous-graphe induit sera désigné par G[A] (voir Figure 1.1). Soit v un

sommet de V. On notera G — v le sous-graphe G[V — {v}].

Graphe partiel
On appelle graphe partiel de G = (V, E) tout graphe H = (V| E’) tel que E' C E. Un sous-graphe

d’un graphe partiel de G est appelé sous-graphe partiel de G (voir Figure 1.2).
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i

G=(V,E) H=(V(H),E(H))
Fi1G. 1.1 — H est sous-graphe induit de G.

Z

°
= (V. E(H))
FicG. 1.2 — H est un graphe partiel de G.

Graphe complémentaire d’un graphe

Le graphe complémentaire du graphe G noté G est un graphe ayant le méme ensemble de sommets

que G et une aréte est dans G si elle n’est pas dans G (voir Figure 1.3).

1K

FiG. 1.3 — Un graphe G et son complémentaire G

Graphe complet

Un graphe complet est un graphe ou chaque sommet est adjacent a tous les autres sommets. Le
graphe complet d’ordre n est noté K,. Dans ce graphe chaque sommet est de degré n — 1 (voir

Figure 1.4).
Graphe discret

On dit qu’'un graphe G est discret ou nul s’il ne contient aucune aréte, c’est- a-dire que £ = @& et
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noté Kn (voir Figure 1.4).

F1G. 1.4 — Le graphe complet (K4) et le graphe discret (Kj).

Graphe biparti

Un graphe biparti G est un graphe d’ordre n > 2, dont I’ensemble des sommets est partitionné
en deux stables X et Y. Un graphe biparti complet est un graphe biparti maximal en terme de

nombre d’arétes, alors |E| = | X|.|Y[, et il est noté K, , avec p = | X| et ¢ = |Y| (voir Figure 1.5).

o =

e et
F1G. 1.5 — Le graphe biparti complet Ky 3

Graphe biparti k-semi-régulier

Un graphe biparti k-semi-régulier est un graphe G d’ordre n > 2, dont ’ensemble des sommets est

partitionné en deux stables X et Y , avec chaque sommet de I'une de deux parties est de degré k

(voir Figure 1.6).

/.y

N N,

Fic. 1.6 — Un graphe biparti 2-semi-régulier.
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Chaines

Une chaine est une suite alternée des sommets et d’arétes de la forme (v, vy, ..., v;) ol k est un

entier positif. L’entier £ — 1 est la longueur de la chaine (voir Figure 1.7).

Fi1c. 1.7 — la chaine P;

Arbres

Un arbre est un graphe connexe ayant exactement n — 1 arétes (voir Figure 1.8).

Fic. 1.8 — Un exemple d’un arbre T’

Etoiles
On appelle étoile, et on note par K, ,, I'arbre d’ordre n + 1 ayant n sommets pondants.

le sommet de degré n est appelé centre (voir Figure 1.9).

Fi1G. 1.9 - L’¢toile K,

Double étoile

Une double étoile est un graphe obtenu par deux étoiles K , et K ; en ajoutant une aréte reliant

les deux centres, notée S,  (voir Figure 1.10).
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F1G. 1.10 — Double étoile S,

Chenille

Une chenille est un arbre dont la supression de ses sommets pendants produit une chaine qui est
appelé la colonne vertébrale de la chenille. Elle est noté C(ty,ts, ..., t5) tel que la séquence des
entiers positifs (¢, s, ..., ts) est le nombre de sommets pondants adjacents a chaque sommet de la

colonne vertébrale (voir Figure 1.11).

A

Fia. 1.11 — La chenille ¢(2,0,1)

Graphes r-régulier
Un graphe dont tous les sommets sont de méme degré r est appelé un graphe r-régulier, c-a-d

dg(x) = r pour tout x € V (voir Figure 1.12).

Fi1G. 1.12 — Un graphe 3-régulier d’ordre 6.

Cycles
Le cycle de longueur n, noté C,,, est le seul graphe 2-régulier connexe a n sommets. On peut
désigner le cycle par la suite de ses sommets (v, v, vs, ..., Uy,), Ses arétes étant v;v;11 € E(C,,) pour

tout 1 < i <n—1 et laréte v,v; € E(C,) (voir Figure 1.13).
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Fi1G. 1.13 — Le cycle Cy

Graphe scindé
Un graphe G est un graphe scindé si son ensemble de sommets peut étre partitionné en deux

ensembles, dont 'un est un ensemble indépendant S et I'autre est une clique K (voir Figure 1.14).

S

K

Fic. 1.14 — Un graphe scindé

1.1.3 Quelques opérations sur les graphes

Couronne d’un graphe

Etant donné deux graphes G = (V, E) et H = (V',E') avec VNV’ = ().
La H-couronne de G, c’est le graphe G o H obtenu d’une copie de G et |V| copies de H ou le i*™¢
sommet de G est adjacent & tous les sommets de la 7™ copie de H. Lorsque H est la clique K7,

G o K; est appelé la couronne du graphe G. Il est a noter que 'ordre de G o K est 2|V| (voir

Figure 1.15).

F1G. 1.15 — La couronne d’'un Cy
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Union de deux graphes

L’union des graphes G et Gs est le graphe G; U Gy = (V1 U Vy, By U Ey).

Joint de deux graphes

Le joint des graphes G et G est le graphe Gy + Gy = (V1 U Vo, By U Es U By o) ot By o = {2y :

z € V1,y € Va}(voir Figure 1.16).

X

Fic. 1.16 — Le graphe joint de G, et Gs.

Produit cartésien de deux graphes

Le produit cartésien des graphes G et Gy est le graphe G = (V) E), noté G10G; tel que V =
{(u,v) :u €V et v eV} et deux sommets (u1,us) et (vy,vy) sont adjacents si u; = vy et ugvy €
E(G3) ou upy = vy et uyv, € E(Gy).

Grille

Soient P, et P. deux chaines d’ordre, respectivement, r et c. Le produit cartésien de P, et P, est

appelé grille, noté P. [0 P. (voir Figure 1.17).

Fi1G. 1.17 — La grille

Subdivision
Une subdivision S(G) d’un graphe G est le graphe obtenu en remplacant chaque aréte uv de G par

un sommet w et les deux arétes uw et wv (voir Figure 1.18).

10
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F1G. 1.18 — L’é¢toile subdivisée S 4.
1.1.4 Connexité

La relation ~ entre les sommets d’un graphe G est définie comme suit : u ~ v si et seulement
s’il existe dans G une chaine reliant u a v. La relation ~ est une relation d’équivalence. Les sous-
graphes induits par les classes d’équivalence de ~ sont appelés composantes connexes de G. Le

graphe G est dit connexe s’il possede une seule composante connexe.

Si G est connexe, alors G est dit co-connexe. Les complémentaires des composantes connexes de
G sont appelées composantes co-connexes de G. II est bien connu que pour tout graphe G, I'un de

G ou G est connexe (voir Figure 1.19).

VANEVA N

G H

FiG. 1.19 — Exemple d’un graphe connexe et d'un graphe non connexe

1.1.5 Quelques parameétres structurels d’un graphe

On dit qu'un sous-ensemble A de V' est minimal (resp. mazimal) par rapport & une propriété P
s’il n’existe pas un sous-ensemble B C A (respectivement, B D A) tel que le sous graphe G [B]
induit par B vérifie propriété P.

On dit qu’'un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale (respectivement, maximum
ou de taille maximale) par rapport a une propriété P s’il n’existe pas un sous-ensemble B C V' tel

que le sous graphe G [B] induit par B vérifie propriété P et |B| < |A| (respectivement, |A| < |B|)

11
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ou |A| est le cardinal de I’ensemble A, c’est-a-dire le nombre de ses éléments.

1.1.6 Invariants de graphes

Soit G = (V,E) un graphe simple d’ordre n. Nous définissons ci-aprés quelques invariants de

graphes intervenant dans ce mémoire.

Un couplage dans un graphe G est un sous-ensemble d’arétes non-adjacentes deux & deux. On
notera par ag(G) la taille maximale d’un couplage dans G. Le couplage est dit parfait dans G si
ao(G) = 5. Il est & noter que ag(G) peut étre déterminé en un temps polynomial pour tout graphe

G.

Un stable de G, noté S, est un ensemble de sommets deux-a-deux non-adjacents. La taille d'un
stable est égale au nombre de ses sommets. Un stable de G est maximum s’il est de taille maximale

dans G.

Une cliqgue de G, est un ensemble de sommets adjacents deux-a-deux. La taille d’une clique est

égale au nombre de ses sommets. Une clique de G est maximum si elle est de taille maximale dans

G.

Deux graphes sont dits isomorphes s’il existe une fonction bijective entre les ensembles des sommets
des deux graphes telle que deux sommets sont adjacents dans I'un des graphes si et seulement
si leurs sommets correspondants par la fonction bijective sont adjacents dans I'autre graphe. Si
deux graphes sont isomorphes alors ils ont des propriétés communes. Ces propriétés communes
sont appelées invariants de graphes, en d’autres termes un invariant est une propriéte stable par

isomorphsime. Le nombre de sommets et d’arétes sont deux invariants de base d’un graphe.

1.2 Appercu sur la domination

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d’échec. Le principe est de couvrir (do-
miner) ensemble des cases par certaines pieces du jeu. L’idée semble remonter au 16" siecle

en Inde (Voir [77)). En 1862 De Jaenisch [15] posa le probléme suivant : Déterminer le nombre

12
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minimum de reines a placer sur I’échiquier de telle maniére que chaque case soit occupée par une
reine ou bien peut étre occupée en un seul mouvement par 'une des reines. Pour un échiquier
5 x 5 le nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8 x 8 le nombre minimum est 5. Le nombre

minimum dans un échiquier n x n reste indéterminé jusqu’a présent. Pour plus de détails voir [77)].

F1G. 1.20 — un échiquier 5 x 5 et un échiquier 8 x 8

En 1958, Claude Berge [1/ donna une formulation de la domination dans les graphes orientés. Le

nombre de domination s’appelait coefficient de stabilité externe.

L’appelation actuelle du nombre de domination est due & Ore [79] en 1962. La domination n’a
connue sa veritable expansion qu’aprés la parution de l'article de Cockayne et Hedetniemi [6/ en

1977.

Depuis, I’étude de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a donné
naissance a plusieurs parameétres de domination dont la résolution est NP-Complet (Voir [3, [14,
[77)). Ainsi beaucoup de voies de recherche sont a explorer, par exemple : la recherche d’algorithmes

polynomiaux, détermination des bornes supérieures et inférieures, etc....

Pour un apergu détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres remarquables de Haynes, Hedet-

niemi et Slater ([12, [13)).

Commengons par donner la définition des ensembles dominants dans les graphes.
Définitions : Soit G = (V, E') un graphe simple.
— Un sous ensemble de sommets D C V de G est dit ensemble dominant si tout sommet v € V —D

est adjacent a au moins un sommet u € D.
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— Un ensemble dominant D est dit dominant minimal si aucun sous ensemble propre de D n’est
un ensemble dominant.

— le nombre de domination inférieur ( appelé nombre de domination), noté y(G), d'un graphe G
représente la cardinalité minimum d’un ensemble dominant de G.

— Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé v(G)-ensemble, on note

qu'un graphe G peut avoir plusieurs (G )-ensembles.

Dans la litérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants dans les

graphes. En voici des exemples :
— Un ensemble D C V' est un dominant si pour tout v € V, |[N[v] N D| > 1,
— Un ensemble D C V est un dominant si pour tout v € V. — D, |N (v) N D| > 1,

— Un ensemble D C V est un dominant si N[D] = V.

Par exemple dans le graphe Ks 3 de la Figure 1.21, v(G) = 2, et {u,v}, {u,z} et {v, 2z} sont des

7(G)-ensembles.

R

e
>.y
et

N

F1a. 1.21 — Exemple d’un graphe G tel que v (G) = 2
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Chapitre 2

Quelques résultats sur les |1, 2|-ensembles

En 2013, Chellali et al. ont introduit une généralisation de la notion de domination dans les
graphes; la [j, k]-ensemble. Le papier contient des définitions, des propriétés et des résultats sur le
[1,2]-ensemble. A notré qu'il y a quelques papiers qui sont apparus sur [1, k]-ensemble [, [8, (20,

[, 11, 18] [9].

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 Soit G = (V, E) un graphe, et soit j et k des entiers positifs tels que 1 < j < k.
Un sous ensemble S de V est un [j, k|-ensemble de G si pour tout sommet v de V — S, j <
IN(v) NS| <k, c-a-d que chaque sommet de V — S est adjacent & au moins j sommets, mais pas
plus que k sommets dans S.

L’ordre minimum d’un [j, k]-ensemble d’un graphe G est appelé le nombre de [j, k]-domination et
noté vk (G).

Un [j, k]-ensemble dont le cardinal est vy 5 (G) est appelé un vy 5 (G)-ensemble.

Pour k = A, on retrouve le nombre de domination v(G) = vyu,a)(G), et pour k = 1, on retrouve le

nombre de domination parfaite v,(G) = v1,11(G).

De ce qui précéde, nous avons les propriétés suivantes.
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1. Tout [j, k]-ensemble contient au moins j sommets, d’ott 7} 5 (G) > j pour tout graphe G.
2. Tout [j, k|-ensemble contient tout les sommets de degré inférieures ou égale & j — 1.

3. Tout [j + 1, k]-ensemble et aussi un [j, k]-ensemble, et donc
Yk (G) € Y2, (G) < o S Ypm1) (G) < Aot (G) = Yy (G) -
4. Tout [j, k|-ensemble et aussi un [j, k + 1]-ensemble, et donc
75 (@) = 5.4 (G) < Va1 (G) < o <41 (G) <551 (G) = 7 (G)

Il est & noter que les inégalités des séquences précédentes peuvent étre strictes. Pour ce la, Il
suffit de prendre la clique K, pour la premiére séquence, tel que 7}y (Ky,) = j pour tous j et
k avec 1 < j < k. Pour la deuxiéme séquence pour tous j et k avec 2 < j < ket k = 25 — 2,
considérons le graphe biparti G = (X UY, E), tel que X = {z1, 29, ....,z;-1}, Y = {v1, 92, ..., yi} €t
E={ny :ie{l,2,  k}}U{xoy; i€ {l,2,..,k—1}}U..U{z;qy;:i € {1,2,....k — j+ 2}}.
Alors k = 7,41 (G) < Yj.a-1 (G) < oo < a1 (G) < gy (G) =n — L.

Dans [§], les auteurs ont montré que la détermination du nombre 7 5 est NP-complet pour un
graphe biparti. Plus tard Bishnu et al. dans [// ont montré que la détermination du nombre 7}
est N'P-complet pour un graphe triangulé, et ont donné des algorithmes linéaires dans les arbres

et dans les graphes scindés.

I est remarquable que I’étude de [j, k]-ensembles dans le cas général reste ouverte, et seulement
quelques cas particuliers ont été étudiés. Pour [1, 2]-ensembles voir par exemple [3, 8, [20)]. En plus,

la version de [j, k]-ensemble indépendant a été étudié dans , [/, [77], [78/ [9/ pour j = 1.

2.2 Les [1, k]-ensembles dans les graphes

On commence cette section par la présentation des [1, 2]-ensembles dans les graphes, qui peut étre
relier de nombreux d’autre concepts de domination, comme suit : [0, 1]-ensembles, [1, 1]-ensembles,

0, 2]-ensembles, [1,2]-ensembles, Donnés dans [8/.
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Tableau 1

Types d’ensembles [0, 1] et d’ensembles [1, 1].

Quels sommets Bornes Type d’ensemble

YoeV —-S |0<|Nw)NS| <1 Presque parfait

YoeV —-S | 1<|N(v)nS|<1| Domination parfaite

Tableau 2

Types d’ensembles [1, 2] et d’ensembles [0, 2.

Quels sommets Bornes Type d’ensemble

YVoeV =8 1<|N(@w)NS| <2 [1, 2]-ensemble

)
S indépendant et Vo € V — S | 1 < |N(v)NS| <2 | indépendant [1,2]-ensemble
)

YoeV - 8§ 0<|N(@w)NS| <2 Presque 2-parfait

S indépendant et Yo € V — S | 0 < |N[v] N S| <2 | Indépendant presque 2-parfait

1. Tout graphe G admet un [1, 2]-ensemble.

2. Puisque tout [1,2]-ensemble est un ensemble dominant, et V' satisfait les conditions de la
définition d'un [1, 2]-ensemble, alors pour tout graphe G d’ordre n, v (G) < v (G) < n,

avec égalité pour la borne superieure si et seulement st G = K,,.

Notons que 7y (G) < i (G) pour tout graphe G, en général, les parametres ¢(G) et yp g (G) ne sont
pas comparables.

Par exemple, considérons ’arbre 1" construit a partir d’'un sommet u de degré p > 3, tel que chaque

voisin de u a exactement deux sommets pendants.

F1G. 2.1 — Exemple d'un arbre T tel que v (T) =i (T') < v, (T)

Alors 7 (G) =i (G) =p <9 (G) =p+ 1L
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Tandis que, pour la double étoile S, s avec r < s,

F1G. 2.2 — Exemple d’un arbre T tel que v (T") = yp,9 (1) < i (T
T(T) =2 (T) =2 <i(T)=r+1
Observation 2.2.1 [§] Siv (G) <2, alors v(G) = vz (G).
Exemple 2.2.1 Pour le graphe complet K, v (K,) = 9 (i) = 1.
Théoréme 2.2.1 [§] Si G est un graphe sans K3 (sans griffe), alors v (G) = i(G) = v, (G).

Corollaire 2.2.1 [§] Si G est un graphe de degré mazimum A (G) < 2, alors v (G) = v,z (G).

En particulier si G est une chaine P, ou un cycle Cy,alors v (G) = Y9 (G).

Proposition 2.2.1 [§] Si chaque sommet v d’un graphe G d’ordre n > 2 est un support ou de

degré au plus 2, alors v (G) = yn,9 (G). En particulier si est une chenille ou une coronne H o K7,

alors v (G) = 9 (G).

Théoréme 2.2.2 [§] Si G est sans Py, alors v (G) = v, (G).

Proposition 2.2.2 [8] Si G est un graphe non-trivial avec A (G) > n—3, alors v (G) = v,9 (G).
Théoréme 2.2.3 [§] Pour tout grille G, v(G) = v1,5/(G).

Définition 2.2.1 La maille d’un graphe G, notée g, est égale a la longueur minimale d’un cycle

induit dans G.

Exemple 2.2.2 un graphe G et La maille g.
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Fi1G. 2.3 — Exemple d’une maille tel que g = 3

Observation 2.2.2 [§]

1. Si G est un graphe 3-régulier d’ordre n et de maille g, alors vy 9 (G) <n —g.

2. Si G est un graphe 4-régulier d’ordre n et de maille g, alors v 9 (G) < n —g.

2.2.1 Bornes sur le parameétre 7| 5 (G)

On a montionné dans la section précédente que 'ensemble de sommets V' de tout graphe G = (V, E)
admet un [1,2]-ensemble, donc pour tout graphe G' d’ordre n, 71,9 (G) < n. L’égalité est atteinte
pour le graphe trivial K,,. Ceci nous améne & poser la question suivante : “Existe-t-il des graphes
G d’ordre n > 2 avec 11,9 (G) = n?” Tels graphes semble-t-il difficile a caractériser. Dans [§/, les
auteurs ont construit un graphe scindé G' avec n sommet, vérifiant VL.2] (G) =n.

Soit G, un graphe obtenu d’un graphe complet K, avec p > 5, comme suite. Pour chaque sous-
ensemble de trois sommets S de V(K,), on ajoute un nouveau sommet xg et les arétes xgu pour
tout u € S. Notons que le nombre total de sommet ajoutés est C’;’ et le nombre total d’arétes

ajoutées est 303. Par exemple, le graphe G5 est illustré dans la Figure 2.4.

Ts

Nt

A
= B

L=<\

Fi1G. 2.4 — Le graphe G5
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Théoréme 2.2.4 [8 Pour tout graphe G, p > 5, d’ordre n, yu 9 (Gp) = n.

Plus tard, dans [/|/, les auteurs ont donné une caractérisation des graphes scindés G' d’ordre n pour

lesquels yp1,4 (G) = n.

Théoréme 2.2.5 [4] Soit G = (V, E) un graphe scindé (défini dans la page 9 )tel que V=K U S

et | K| =mn, |S]| = ng. Alors yu i (G) = n si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées.

(i) Il existe au moins un sommet v dans K tel que dg(v) > ny + k.

(ii) Pour touti € {1,...k — 1]} et pour tout sous clique K; = {vy,...,v;} de K, il existe un sommet
v € K — K; tel que dggus,)(ve) > ny + (k —1), ot S; = S — Na(k;).

(iii) Pour tout sous clique Ky de K, S ¢ Ng(Ky).

(iv) Pour tout sommet u € S, dg(u) > k + 1.

Les conditions (i), (ii) et (iii) forcent tout les sommets de K d’étre dans D et la condition (iv)
force tout les sommets de S d’étre dans D. En utilisant ce type de graphe scindé, les auteurs ont
construit un graphe G' (non scindé) avec vy (G) = n.

Soit G1 = (Vi, E4y),Gy = (Va, E»),...,G, = (V,, E,) des p graphes scindés ayant les partitions
Vi= K US, Vo = KyUS,,...,V, = K,US,. L'ensemble de sommets du graphe construit
G = (V, E) est donné par V = |J/_, V..

et Pensemble d’arétes est donné par E = |J!_,E; U E’, ou E' est un ensemble arbitraire d’arétes

entre les sommets de K, K», ..., K,. On peut facilement vérifier que 7} 4 (G) = n.

2.2.2 Graphes tels que v 9(G) <n

Le théoréeme m donne une famille infinie de graphes, dont le seul [1, 2]-ensemble est 1’ensemble
V (G). D’autre part, les auteurs de [§/ ont pu améliorer la borne supérieure de |V (G)| pour v g (G)
pour plusieurs familles de graphes. Notons que, pour un graphe connexe G, I’ensemble V' — I, ol
I est un ensemble indépendant constitué entiérement de sommets de degré 1 ou 2, est un [1,2]-

ensemble. Donc, on a I'observation suivante.
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Observation 2.2.3 [8|Soit G un graphe conneze d’ordre n > 2.

1. 516 (G) <2, alors y1,9(G) < n.

2. 8i G a un ensemble independent de p > 1 sommets de degré au plus 2, alors yp2(T) <

n—p<n.

Théoréme 2.2.6 [8] Si G est un graphe de degré mazimum A(G) < 4 et au moins a une aréte,

alors Y1,9(G) < n.
Corollaire 2.2.2 [8] Si G est un graphe r-régulier non trivial avec v < 4, alors vy 2)(G) < n.

Le théoréme montre que les graphes G avec un degré maximum petit ont 1 9(G) < n,
mais un degré maximum petit n’implique pas que le nombre de [1,2]-domination est égal a sa
borne inférieure v(G). Par exemple, rappelons 'arbre T" avec A(T') = p construit comme suite :
Soit u de degré p > 3, et que chaque voisin de u a exactement deux feuilles. Alors v(G) = p et

Y1,2/(G) = p + 1. On note que I'arbre T est d’ordre n = 3p+ 1 et v(G) < v1,9(G).

Théoréme 2.2.7 [§ Si G a une clique d’ordre k dont les sommets sont de degré k ou k+1 dans

G, alors yug(G) <n—Fk <n.
Soit o/(G) la cardinalité d’un couplage induit maximum dans G.

Proposition 2.2.3 [8] Si G est un graphe tel que tout sommet est de degré 2 ou 3, alors yp,2)(G) +
o (G) < n.

Corollaire 2.2.3 [§] Si G est un graphe cubique, alors vj1,9(G) + o/ (G) < n.

Rappelons que, pour un graphe cubique G' d’ordre n et de maille g, on a v 9(G) <n—g < n—3.

Chellali et al. dans [§/ ont montré que le seul graphe cubique connexe vérifiant la borne supérieure

n — 3 est le graphe complet Kjy.

Proposition 2.2.4 [8] Soit G un graphe cubique connexe d’ordre n. Alors v 2(G) =n — 3 si et

seulement st G = K.
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2.2.3 Inégalités de type Nordhaus-Gaddum

Théoréme 2.2.8 [20] Pour tout graphe G d’ordre n > 2,

3 <2 (G) + Y[1,2] (a) < 2n,

2 <9 (G)ypg (G) <n?

Les bornes inférieures sont atteintes pour G = Kj,,_1.

Les bornes superieures sont atteintes pour le graphe G défini par la maniére suivante : Soit G = G,
le graphe construit dans Section 2, tel que p > 5. Si ny est 'ordre de G, alors n; = p + C;’. Soit
H = G oG le graphe d’ordre n, Pour un graphe simple G, le lexicographique produit G o GG est un
graphe simple avec I’ensemble de sommets V(G) x V(G), dont le quel (u, v) et (u',v") sont adjacents
siuu’ € E(G)ouu = u' et vv’ € E(G). C’est a dire replacinant chaque sommet v de G par une copie
de G, notée G, et ajoutant toutes les arétes possibles entre les sommets de G, et G, si vw € E(G).
Alors n(H) = (n(®)), g (H) = n(G)? = n(H), yuz (H) = 12 (GoG) =n(G)? = n(H).
D’ou, on conclue que Y19 (H) + 2 (H) = 2n (H) et 9 (H) vz (H) = (n (G))>.
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Chapitre 3

Quelques résultats sur les |1, k|-ensembles

Ce chapitre est composé de cing sections, dans la premiére section, on va présenté quelques proprié-
tés des [1, k]-ensembles, particulierement lorsque ces ensembles sont disjoints. Dans la deuxiéme
section, nous donnons principalement quelques conditions suffisantes pour que 4 (G) < n.
Dans la troisiéme section, nous donnons des conditions nécessaaires pour qu’'un graphe G véri-
fie v, (G) = n, ensuite nous donnons un exemple de graphe scindé tel que vy 4(G) = n. Dans
la quatriéme section, nous donnons des bornes suryp ) (G). Enfin, dans la derniére section, nous

présentons des relations de type Nordhaus-Gaddum sur yp x(G).

3.1 Propriétés des [1, k]-ensembles

Dans cette section on va présenté quelques propriétés des [1, k]-ensembles, particuliérement lorsque

ces ensembles des disjoints.

Proposition 3.1.1 Si G a deux [1, k]-ensembles disjoints Sy et Sy avec |S1| < |Ss|, alors

1. 0(G) > 1.
2. chaque sommet de V' — (S U Sy) est de degré au moins 2.

3. |S5] < k|S4].
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Preuve. 1. Supposons qu’il existe un sommet, disant x, dans V' tel que dg (z) = 0. Alors = € S

et © € Sy, on a une contraduction avec le fait que Siet Sy sont disjoints.

2. Supposons qu'il existe un sommet, disant x, dans V' — (S; U Ss) de degré 1. Alors = est dominé

par S; ou bien S, on a une contraduction avec le fait que Siet S, sont disjoints.

3. Le nombre d’arétes m (S1,53), entre Sy et Sy, vérifiant |Sy| < m (S1,S2) < k|Si| et donc

|So| < k|S1]. m

Les deux resultats suivants donnent des bornes superieures en fonction de la taille de S; et 5.

Proposition 3.1.2 Si G a deux [1, k]-ensembles disjoints Sy et Sy avec |S1| < |Ss, alors

51| <

Y

N3

avec 'égalité si et seulement si V = S1 U Sy et [Sy| = 3.

Preuve. Puisque S et Sy sont disjoints, |S1| + |Sa| < |V| = n, et comme |S;| < [Ss], on a donc

2151 < n.

Maintenant si |Si| = §, alors [Sy] < n —[Si| < n—§ = §, d’autre part [S;| > [Si| = 5. Par

conséquent |Sy| = § et donc [S1] 4 |S2| = n.

Inversement, supposons que V' = 51U S et |Sy| = 5. Puisque S et Sy sont disjoints, S| + |Sa| =
n

VI=n,alors [Si]=n—|S=n—-%2=% =

Proposition 3.1.3 Si G a deux [1, k]-ensembles disjoints Sy et Sy avec |S1| < |Ss, alors

kn
1+ k

|S2| <

en plus, l’égalité est atteinte si et seulement si |S1| = oy etV = S; U Ss.

Preuve. Par la proposition |3.1.1-3, on a |Ss| < k|Si|, et puisque |S;| + |Sa| < n, on trouve
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et donc |Sz| < ﬁ—”k

Maintenant si |Se| = ﬁ—”k, alors |Ss| = k|Sy|, et donc |S;| = |i—2‘ = 05, et par suite |S;| + [Ss| =
kn _

vl e A

Inversement, supposons que V' = S;US; et |S1| = . Puisque S; et Sy sont disjoints, [Sy|+[S2| =

n___ kn
1+k = 1+k° u

|V| =n, alors |Sa| =n —|S;|=n —

Pour le cas particulier £ = 1, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1 Si G a deuzx [1,1]-ensembles disjoints Sy et Sy avec |S1| < |Ss|, alors

|151] = [S2] <

|3

Avec égalité si et seulement si |S1] = 5.

Preuve. Par la proposition [3.1.5, on a |S;| < 7. D’ou [S1| < [S3| < §. D’autre part, par la
proposition et le fait que |S1| < [S3], on a |S1| = |Sa.
Maintenant si [S;| = %, alors [Ss| = [S1] = 5.

Inversement, supposons que |S;| = §. Puisque S; et Sy sont disjoints, |S;| 4 |S2| < n, et comme

|S2| > |S1] = §, on obtient |S| = 5. m

3.2 Graphes G d’ordre n avec 7)) (G) =n

Trivialement, le nombre de [1, k]-domination d’un graphe, G d’ordre n, est majoré par n. De plus,
I’égalité est atteinte pour le graphe K,. Cela nous améne & se demander s'il existe des graphes
nontrivial connexes G tels que 7j;4(G) = n. Cependant, comme la caractérisation des graphes G
pour lesquels 7715 (G) = n semble assez difficile, nous nous limiterons aux graphes scindés. Dans

le reste, on pose X = {v €V :j<dg(v) <k}

On commence par les deux observations suivantes sur les graphes G pour lesquels vy 4(G) €

{n,n —1}.
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Observation 3.2.1 Soit G un graphe d’ordre n, et soit k > 1 un entier. Si v 4(G) = n, alors
X = 0.

Preuve. Supposons que X35 # 0. Alors Xy contient un sommet v tel que 1 < dg(v) <
k, et donc I'ensemble V' — {v} est un [1, k]-ensemble. Par suite 71 4(G) < [V —{v}| = n —1,

contradiction. m

Notons que I'inverse de 1’observation n’est pas vrai. On peut le voir par ’exemple suivant :

Pour la clique [, d’ordre n > 3, on a Xp 5 = 0, mais y15(G) =1# n, pour 1 <k <n—2.

Observation 3.2.2 Soit G un graphe d’ordre n, et soit k > 1 un entier. Siyp g (G) =n—1, alors

Xpp # 0.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n avec v 4)(G) = n — 1, et soit S un vy x(G)-ensemble. Alors
|S| =n—1et V—.S5 contient un unique sommet, disant u. Alors 1 < |Ng(u) N S| < k, et par suite

1 <l|dg(u)| <k, et donc u € X}y ). m

Notons que l'inverse de l'observation n’est pas vrai. On peut le voir par ’exemple suivant :

Pour Iétoile K, d’ordre n > 2, on a Xp 5 # 0, mais y;1,4(G) =1 #n —1, pour 1 < k < n.

Maintenant on donne un exemple d’une famille de graphes scindés tels que vy (G) = n. Soit G,
un graphe obtenu d’un graphe complet K, d’ordre p > 2k + 1, comme suite. Pour chaque sous-
ensemble de k + 1 sommets S de V(K,), on ajoute un nouveau sommet xg et les arétes xgu pour
tout © € S. Notons que le nombre total de sommet ajoutés est C’I’f“ et le nombre total d’arétes

ajoutées est (k+ 1) Chtl.

Théoréme 3.2.1 Pour tout graphe G, avec p > 2k + 1, d’ordre n = C}’,f“ +p. Alors v (Gp) =
V(Gp)| =n.

Preuve. Soit V(K,) = P = {uy, us, ..., u, }, et soit X ensemble de C;,f“ sommets ajoutés, c¢’est-a-
dire X = {xg: S et un (k + 1)-sous-ensemble de V' (K},)}. Soit D un yp j (Gp)-ensemble, |D N P| =

r et P =P — D. Supposons que |D| < |[V(G,)| = n. On distingue cinq cas selon 7 :
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Cas 1. r = p. Alors par notre hypothése que v 4 (Gp) < n, V — D contient au moins un sommet
dans X, disant xg. Mais alors xg est dominé par k+ 1 sommets de P C D, contredisant le fait que
D est un [1, k]-ensemble de G,,.

Cas 2. k+1 <r < p—1. Alors chaque sommet de P — D est dominé par au moins k 4+ 1 sommets
de DN P, ce qui contredit le fait que D est un [1, k|-ensemble de G,,.

Cas 3.7 = 0. Alors X = D, car tous les voisins de chaque sommet de X appartiennent totalement
a P, de plus, puisque p > 2k +1 et tout sommet u de P est dans C;fﬁl > k+ 1 sous-ensembles de P
de cardinalité k+1, il s’ensuit que u a au moins k£ + 1 voisins dans D, on a aussi une contradiction.
Cas 4. 1 < r < k. Soit X’ I’ensemble des sommets de X qui n’ont pas de voisins dans D N P.
Donc X’ C D. De plus, par la minimalité de D, on obtient D N X = X'. Il est facile de voir
que | X'| = C’]];_t} > p —r. On va montrer que P’ contient un sommet avec au moins k — r + 1
voisins dans X’. En effet, supposons au contraire, que chaque sommet de P’ a au plus k — r voisins
dans X'. Alors m(P', X’) < (k—r)|P'| = (k—r)(p —r). De plus, puisque chaque sommet de
X' a exactement k + 1 voisins dans P’, on a m(P', X') = (k+1)|X'| > (k+1)(p —r). Alors
(k+1)(p—r)<(k—r)(p—r) qui conduit & k +1 < k —r, et donc r < —1, contredisant le fait
que r > 1. Par suite P’ a un sommet v avec au moins k — r + 1 voisins dans X', et donc v a
au moins (k — 7+ 1)+ 7 =k + 1 voisins dans D, on a encore une contradiction. Par conséquent

7[1,16] (Gp) =n. A

3.3 Borne sur v ;) (G)
On donne une borne sur vy 4 (G) en fonction de n, § (G) et k.

Théoréme 3.3.1 Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum ¢ (G) > 1. Alors
’7[17@(G) <n+k-46(G) -1,

Preuve. Soit S est un [1, k]-ensemble. Alors pour tout sommet y € V—S,onal < |Ng(y)NS| <k

et |[Ng(y)N(V —5)] < |V — S| — 1. D’autre part on a dg(y) = |Na(y) N S|+ | Na(y) N (V = 9)]
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et 0 (G) < dg(y), et donc 6 (G) < dg(y) < k+|V -S| —-1=Fk+n—|S| -1 Dot 1 ,(G) <
S| <n+k—-90(G)—1. =

Maintenant on donne une condition nécessaire pour qu'un graphe G vérifie vy 4)(G) = n + k —

5(G) — 1.

Proposition 3.3.1 Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum 6 (G) > 1, et soit k un entier
tel que 1 <k <0(G). Siypw(G)=n+k—06(G)—1, alors G est un graphe tel que son ensemble
de sommets V (G) est partitionné en deux sous ensembles A et B, avec B est une clique, chaque

sommet de B est de degré 6 (G), et il a exactement k voisins dans A.

Preuve. Supposont que v14(G) = n+k — 6 (G) — 1, alors d’aprés le théoréme précédent, on a
d(G) =da(y) = |Na(y) N S|+ |Na(y) N (V = 8)| = k+|V — S| —1, pour tout sommet y € V — 5,
et donc |Ng(y) N S| =k et [Ng(y) N (V —S)| = |V =S| — 1, alors il est facile de voir que chaque
sommet de V' — S est de degré  (G), il a exactement k voisins dans S, et il est adjacent a tout les

sommets de V' — S, et donc le sous graphe induit par V — S est une clique. =

Exemple 3.3.1 La borne de la proposition précédente est atteinte pour la clique K, et pour le

cycle Cy pour k = 1.

Maintenant, nous donnons des bornes sur 7, en fonction de I'ordre n de G, pour tout k €

{A, A —1}. Rappelons que X = {v eV :j<dg(v) <k}

Théoréme 3.3.2 Soit G un graphe d’ordre n et de degré mazimum A (G) > 1. Alors
M,a)(G) <n—1,

avec égalité si et seulement si G = (n —2) Ky U K.

Preuve. Puisque A (G) > 1, G contient une aréte, disant zy. Alors V(G) — {y} est un dominant
de cardinalité |V (G) — {y}| =n — 1. Dot yp.4)(G) =v(G) <n — 1.
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Maintenant, supposons que y1,4](G) = n — 1. Supposons que A (G) > 2. Alors G a un sommet
v tel que dg (v) > 2. Donc V — Ng (v) est un [1, Al-ensemble de cardinal |V — Ng (v)] < n — 2,
une contradiction. Finalement, supposons que GG contient deux arétes indépendants, disant uv et
wz. Donc V' — {v, z} est un [1, A]-ensemble de cardinal |V — {v,z}| < n — 2, on a encore une

contradiction. Par conséquent G = (n — 2) Ky U K.

Invesement, si G = (n — 2) K7 U K5, alors il est facile de voir que 73 2)(G) =n—1. m

Corollaire 3.3.1 Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum § (G) > 1. Alors v ) (G) =

n — 1 si et seulement si G = K.

Corollaire 3.3.2 Soit G un graphe d’ordre n et de degré mazimum A (G) > 2. Alors yp,.4)1(G) <

n—2.

Théoréme 3.3.3 Soit G un graphe conneze d’ordre n, et de degré mazimum A (G) > 2. Alors

7[1,A—1](G) <n-—2

Preuve. Soit GG un graphe connexe d’ordre n avec A (G) > 2. On distingue deux cas selon X[ 4] :

Cas 1. Xy 5 est stable. Alors G [Xp,A}] est 'union de t étoiles, noté Hy, Ho, ..., H; d’ordre au
moins 3, de centres w1, s, ..., z;. Donc V = UL_ H; avecn = >_._, |V (H;)|. Alors V — (U'_, N (x;))
est un [1, A — 1]-ensemble de cardinalité au plus n — 2. Dot y3,a-1)(G) < n — 2.

Cas 2. X5 5] contient deux sommets adjacents, disant y et 3. Alors V' — {y, 7'} est un [1,A —1]-

ensemble , et donc Y a-1)(G) < |V —{y, ¥} =n—-2.m

La borne précédente est atteinte pour les graphes Pj, Py, C3, Cy.

3.4 Graphes G d’ordre n avec 75 (G) <n

Dans cette section, nous donnons quelques conditions suffisantes pour que Y1,k (G) < n pour tout
graphes G d’ordre n. Nous commencons par le résultat suivant qui donne une condition nécessaire

et suffisante pour les graphes G d’ordre n avec yp ) (G) < n— p pour tout entier positif p < n — 1.
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Théoréme 3.4.1 Soient k et p des entiers positifs avec p < n — 1. Pour tout graphe G d’ordre n,
Y (G) < n—p si et seulement s’il existe un sous-graphe induit H de G d’ordre au moins p tel

que 1 < dg(v) — dg(v) < k pour tout v € V(H).

Preuve. Soit G graphe d’ordre n tel que vy 4 (G) < n —p, et soit S un 7p 4 (G)-ensemble. Alors
V=S| > p,et 1 < |Ng(v)NS| <k pour tout v € V — S. Puisque |Ng(v)| = |Ng(v) N S|+
INa(v) N (V = 9)|,onal<|Ng(v)| —|Ng(v)n(V—=.5)| <k pour tout v € V — S. Considérons
H le sous-graphe induit par V' — S. Donc 1 < dg(v) — dy(v) < k pour tout v € V (H).
Inversement, supposons que Pour tout graphe GG d’ordre n, il existe un sous-graphe induit H de G
d’ordre au moins p tel que 1 < dg(v) — dg(v) < k pour tout v € V(H). Donc V (G) — V (H) est
un (1, k]-ensemble de cardinal |V (G) =V (H)| <n — P, alors 114 (G) <n—p. =

Corollaire 3.4.1 Soit k un entier positif avec k > 1. Si G admet une clique d’odre p, dont les

sommets sont de degré compris entre p et p+k — 1 dans G, alors Yy (G) <n —p.

Corollaire 3.4.2 Soit k un entier positif avec k > 1. St G a un cycle induit C' d’ordre p dont les

sommets sont de degré compris entre 3 et k + 2 dans G, alors yp ) (G) < n — p.

Exemple 3.4.1 Le graphe G de la figure 3.1 est d’orde 6, admet une clique (un cycle) d’ordre
p=3, alors v (G) =3<6—-3=3.

F1G. 3.1 — Exemple d'un graphe G tel que v (G) =n—p=6—-3=3

Théoréme 3.4.2 Soit G un graphe d’ordre n de degré minimum 0 (G) et de degré maximum

A (Q), et soit k un entier positif tel que k > 2 et 1 <5 (G) < A(G) < k+2. Alors v (G) < n.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n de degré minimum 0 (G) et de degré maximum A (G), et soit

k un entier positif tel que 1 < §(G) < A(G) < k + 2. Supposons que ¢ (G) < k. Alors il existe
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un sommet v de G tel que dg (v) = § (G), et donc V (G) — {v} est un [1, k]-ensemble de cardinal
M4 (G) < [VA(G) = {v}] <n.

Maintenant on suppose que 6 (G) > k+ 1. Alors k +1 < 0 (G) < A(G) < k+ 2. 11 clair que
A (G)=k+1ouk+ 2. On distingue deux cas :

Casl. A(G) = k + 1. Alors G est régulier. D’apres le théoréme G € {C3,C4}, et donc
Y (G) = Ya-y(G) =n -2 <n.

Cas2. A(G) = k + 2. Alors G et semi-régulier. Puisque 0 (G) = k + 1 > 3, G contient un cycle,
disant C', Alors V' (G) =V (C) est un [1, k]-ensemble, et donc vy a—1)(G) <V (G) =V (C) <n—-3 <

n. n

Corollaire 3.4.3 Soit T' un arbre d’ordre n et de degré mazimum A (T), et soit k un entier avec

A(T) < k+2. Alors v (T < n.

Exemple 3.4.2 Arbre T' de la figure 3.2 d’orde 7, de degré maximum A (T) = 3, avec k = 2,

alors A(T) =3 <2+2=4. Donc yp(T) =2 < T.

F1G. 3.2 — Exemple d’un arbre 7' tel que 74 (G) =2<n =7

3.5 Relatios de type Nordhaus—Gaddum

Théoréme 3.5.1 Pour tout graphe G d’ordre n > 2,
3 < yuw(G) +mm(G) < 2n,

avec éqgalité pour la borne inférieure si et seulement si G a un sommet univesel u et G —u a un

sommet univesel.
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Preuve. Les bornes superieures sont trivials, car vy 5(G) < n et 7[17,6]((;) < n.

Montrons la borne inférieure. Soit G' un graphe, et supposons que 1,4 (G) +v,4(G) < 2. Puisque

Y (G) > 1 et y(G) > 1, on obtient v 4(G) = y1,6(G) = 1. Dong, il existe deux distincts

sommets u et v tels que deg,(u) =n — 1 et degg(v) = n — 1, une contradiction. Par conséquent

Yk (G) + 1w (G) > 3.

Maintenant, On suppose que Y14 (G) + Yk (G) = 3. 1l est facile de voir que 1 ,(G) = 1 et

Yk (G) = 2, 0uyp k) (G) = 2 et v 4)(G) = 1. Sans perte de généralité, on suppose que v 4 (G) = 1

et 11,5 (G) = 2. Alors G a un sommet univesel v (degg(u) = n — 1). D’autre part u est isolé dans

G, et donc G — u a un sommet univesel v (degs(v) =n — 2).

L’inverse est immeédiat. m

Exemple 3.5.1 L’étoile Ky,_1 est un exemple de graphe vérifiant la borne inférieure dans le

théoréme précédent.

Y (G) = 1 et yuy(G) = 2, alors 71 (G) + Y11 (G) = 3.

®

w une clique

F1G. 3.3 — Un exemple d’'un graphe G tel que v1(G) + vu1(G) = 3
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a I’étude de la [1, k]-domination. Plus précisément,
nous nous sommes focalisés sur cinq points importants : Etablissement des propriétés des [1, kl-
ensembles, lorsque ces ensembles sont disjoints, puit nous avons étudié les graphes G tels que
1,5 (G) < n. Ensuite nous avons donné des conditions nécessaires pour qu'un graphe G vérifie
1,5 (G) = n, aussi nous avons donné des bornes suryp 5 (G) en fonction de n, § (G) et k. Enfin

nous avons donné des relations de type Nordhaus-Gaddum sur v 4 (G).
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