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Résumé

Lobjet de ce mémoire est d’étudié 'homogénéisation d’'un probleme elliptique clas-
sique dans le cas périodique. Nous illustrons a partir d'un exemple d’equation aux dérivées
partielles elliptique I’homogénéisation périodique dans le cas de dimension 1 et le cas en
dimension supérieure. Nous présentons quelques méthodes asymptotiques d’homogénéi-
sation pour ce type de probleme.
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Introduction générale

L'utilisation des matériaux composites dans I'industrie se développe de jour en jour dans
divers applications. C’est grace a leur microstructure que leur mise en oeuvre permet de
bien illustrer I'etude du comportement mécanique (coefficients de conductivités, élasticité).

L'analyse de telles structures, incluant un parametre de la microstructure, se révele ce-
pendant difficile tant que le degré d’hétérogénéité est assez grand. Cette hétérogénéité
implique que les propriétés physiques du matériau dépendent des variables d’espace et
varient rapidement par rapport a celles-ci. Une maniére naturelle de contourner cette diffi-
culté est d’obtenir un matériau homogeéne équivalent qui, en moyenne, fournit la méme
réponse structurale que le matériau composite tout en tenant compte des caractéristiques
microstructures du matériau hétérogene. Cette technique est dite Homogénéisation et de
nombreuse méthodes et approches mathématiques ont été établis de maniere rigoureuse
(voir N.S. Bachvalov[4], A. Bensoussan, J.-L. Lions et G. Papanicolaou [5], E. Sanchez-Palencia
[13], G. G. Sbordone [14] ) pour obtenir de maniére précise les propriiétés élastiques macro-
scopiquement équivalentes en fonction des caractéristiques géométriques et mécaniques
des constituants. L'idée de base est de considérer les caractéristiques locales oscillantes de
laforme a(3), ol € > 0 est un petit parametre et la fonction a(x) est périodique, autrement le
matériau composite considéré ainsi est constitué d'une répétition périodique a partir d'une
cellule de base a I’échelle microscopique. L'analyse asymptotique de ces oscillations dans
les équations aux dérivées partielles et les fonctionnelles intégrales de calcul des variations
conduit directement au concept mathématique d’homogénéisation.

L'objectif de notre mémoire est d’étudié '’homogénéisation périodique d'un probleme ellip-
tique classique et de donner un apercu sur quelques méthodes d’homogénéisation .

Le contenu de ce mémoire est composé de trois chapitres

Le premier chapitre est consacré a un rappels des outils de base nécessaires qu’on aura
besoin a utiliser par la suite : les espaces fonctionnelles et principalement des résultats
utiles en homogénéisation.

Dans le deuxieme chapitre, on s'intéresse a I’étude du probleme d’homogénéisation ellip-
tique classique suivant
—div(afj(x)VuE):f dans P)
u_=0 dans 052 ‘

X
tels que f est une fonction de L?(Q) et at j(x) = (a,- i (—)) est une matrice carrée
€ JJi.j=1..n

symétrique d’ordre n ot les coefficients a; ; sont des fonctions Y-pérodiques appartenant a
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L°°(Q2) vérifiant la condition d’ellipticité et de coercivité
n
alEP < ayE g < BIER,
i,j=1

pour tout £ € R”. On donnera une formulation faible du probleme pour montrer I’existence
de solution et on abordera '’homogénéisation du probleme posé dans le cas de dimensionl
et le cas de dimension supérieure.

Le troisieme chapitre est dédié a la description de différentes méthodes d’homogénéi-
sation pour le probleme elliptique (P,). On citera les principales méthodes : développement
asymptotique, G-convergence, I'-convergence.



CHAPITRE

Rappels et outils de base

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats néces-
saires pour la suite de ce travail. Nous rappelons quelques définitions, lemmes et théoréemes
sur les espaces fonctionnels, pour plus de détaille voir [6].

1.1 Espace de Lebesgue

Définition 1.1 Soit ) un ouvert deR". On définit l'espace de Lebesgue LP(S2) par

Pour1<p <+oc0, Lp(Q):{u:Q—>R mesurable, f|u(x)|’”dx<+oo},
Q

muni de la norme

[l o) = (f |u(x)|pdx)p .
Q

Pourp=+00, L®Q)={u:Q— R mesurable, supessiu(x)<+oo},
p p

xeN
muni de la norme

Il 24| oo () = sup ess| u(x).
xe

Proposition 1.2 L7(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < o0 et particulierement, c’'est un
espace de Hilbert pour p =2 muni du produit scalaire

(f»g)=ff(X)g(X)dx,
Q

pour f,g € L*(Q).



1.2. ESPACE SOBOLEV CHAPITRE 1. RAPPELS ET OUTILS DE BASE

Proposition 1.3 (Séparabilité, réflexivité et dual de L7 (12))
1. LP(Q) est séparable pour 1 < p <+00 et réflexif pour1 < p <+00.
2. Ledualde LP(Q) pour1 < p < +00 est isomorphe & L” () avec % + % =1.
3. LY(Q) est séparable mais pas réflexif et son dual est L ().

4. L°°(Q2) n'est ni séparable, ni réflexif et son dual contient strictement L'(£2).

Théoreme 1.4 (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q) etg € L' () avec1 < p < +00. Alors fg € L'(Q) et

f |f(x)g(x)ld x < fllLr- 18l e)
Corollaire 1.5 Soit1 <p <q <+00. Si|Q| <+00, alors L1(Q2) C LP(Q).

La convergence forte et faible dans les espaces L?

La notion de convergence forte d'une suite (u,,),-, dans L”(2) est définie comme suit

o Pourl1<p<oco,ona
u, — u fortement dans L?

si

I, —ull — 0
n—oQ

La notion de convergence faible d'une suite (u,,),-, dans L”(2) est donnée par

o Pourl1<p<oo,ona
u, — u faiblement dans L”

siVvelL”

n—oo

J u,(x).v(x)dx — | u(x).v(x)dx
Q

o Pour p=+ocoona
u, — u xfaiblement dans L*°

f u,(x).v(x)dx n_}—(;of u(x).v(x)dx
Q Q

1.2 Espace Sobolev

siVvell

Définition 1.6 On définit l'espace de Sobolev WP (Q) par

WhP(Q) = {u e LP(Q): g”

eL’(Q) ISiSn}
X

est la dérivée au sens de distribution de u .

ol
o x;




1.2. ESPACE SOBOLEV CHAPITRE 1. RAPPELS ET OUTILS DE BASE

Pour p =2, on définit 'espace de Sobolev H! par
du

w3 Q) =HYQ):= {u el}(Q):—el?* ) 1<i< n}
5xl-

Ju
Oou P est la dérivée au sens de distribution.
X;

On muni I'espace H! par les deux normes équivalentes suivantes :

7
el 2+ 200 gl e

”u”Hl(Q):

n

||Vu||iz=(z

i=1

1
(lul2, + IV ul?,,)?
du

2

On rappelle la définition d'un domain régulier souvent utilisé en analyse mathématique
appliquée.

Définition 1.7 Soient 2 un ouvert borné deR" et F un espace de fonctions définies sur R"1.
On dit que 95 est de classe F , si pour tout x, € 0N il existe r > 0 et une fonction ¢ € 7 telle
que pour une transformation de systeme de coordonnée on

QN B(xy, r)={x € B(xy, 1) : x,> p(x1,..., X,_1)},
ot B(xy, r) est la boule de centre x, et derayonr.
Si F est l'ensemble des fonctions continues Lipschizennes, on dit que ) est un domain lip-
schitzien (régulier).
Proposition 1.8 ona
o Lespace H(2) est un espace de Banach réflexif.
° HO1 (Q) désigne la fermeture de 9(2) dans H'(Y). En particulier, dans le cas, o) est un

lipschitzien (régulier), on a
H{Q)={ueH'(Q); u=0 sur 90Q}.

Définition 1.9 (converge faible dans H'(12) )
Soint{u,, u} une famille H'(Q)

U, — U dans L*(Q)
u, — u faiblementdans H'(Q) < | et
Vu,—Vu dans (L*Q))"

Léquivalence entre la norme du gradient dans L? et la norme dans H'(2) est donnée par le
théoreme de Poincaré .

Théoreme 1.10 (Inégalité de Poincaré)
Soit Q) un ouvert borné deR" (ou borné dans une direction). Alors, il existe une constante
C, >0 dite constante de Poincaré, qui dépend de X, telle que

Vue HOI(Q) ol UHLZ(Q) < Cpllvu”LZ(Q)»

Remarque : Une conséquence remarquable de l'inégalité de Poincaré est que la semi-norme

5



1.3. FONCTION PERIODIQUE CHAPITRE 1. RAPPELS ET OUTILS DE BASE

1/2

u—||\Vull 2 = (fQ IVulzdx)
définit une norme sur Hy ().

Théoreme 1.11 (Rellich -Kondrachov)
Soit ) borné a frontiere réguliere .
linjection canonique H' — L*(Q2) est compact relativement a la topologie forte de L*(9)

Remarque 1 Toute suite bornée dans H'(2) admet une sous suite qui converge fortement
dans L*(2) et faiblement dans H(£2).

Corollaire 1.12 De toute suite bornée de H'(2) on peut extraire une suite faiblement conver-
gente dans H'(2) et fortement convergente dans L*() .

Théoréme 1.13 (Formule de Green) On suppose 2 un ouvert régulier. Pour u, v € H'(2) et

1<i<n
ov f du f
u dx=—| v—dx+ volu)yo(v)dx,
JQ dxi Q dxi 20

oy, estlatracedeu.

Par la suite, on aura besoin de I’ inégalité de convexité suivante
Lemme 1.14 Poura;>0,neNetl<j<n,ona

2
n n
2
Zaj <n E aj.
j=1

j=1

Preuve. 1l suffit de résonner par récurrence. m

1.3 Fonction périodique

Définition 1.15 Soit Y un produit de n intervalle dans R" définie par

Y =10, [,[x]0, L,[x...x]0, 1,[ ot 1}, L,, ..., 1,, sont des nombres positifs donnés. On désignera par
Y la période de référence. Soit b une fonction définie p.p sur R". La fonction b est dite Y-
périodique si, et seulement si,

b(x+kle))=b(x) p.pxeR", YkeZ YViel{l,2,..n},
ot {e;} est la base canonique deR".

Exemple 1 on a les fonctions suivantes :

o cos et sin des fonctions périodiques de période 21.

o la fonction tangente est périodique de période T.

Soi b une fonction Y -périodique et € un parametre positif on définit

alors bf est ¢ Y -périodique ou1 €Y =)0, £/,[%...x]0, £l,[ et on ale lemme suivant :

6



1.4. LEMME DE LAX-MILGRAM CHAPITRE 1. RAPPELS ET OUTILS DE BASE

Lemme 1.16 (Riemann-Lebesgue)
Soit1 < p <+00. On considere b € LP(R") Y— périodique et on définit pour e >0

bg(x)zb(g) et My(b):mf b(x)d x
Y

Alors :
b, — My(b) dans LP(Q2) si 1<p <+o00
et
b, = My(b) dans L™®(Q) si p=+00

pour tout ouvert bornée Q) C R".

Preuve. voir [7]. m

P o . s . . 1 ~ . z P
On rappelle la définition des espaces périodiques Hper( Y) tres utiles en homogénéisa-
tion périodiques.

On note par Cp";( Y) al’ensemble des fonctions périodiques infiniment différentiables
inclu dans C°°(R").

Définition 1.17 Lensemble leer( Y) est la fermeture de C;:r( Y) relativement a la topologie
fortde H!

1 r—vos H!
Hper(Y)_ Cper(Y)
cestadire:Yue leer(Y),EIun € C;;’r(Y) telle que:

I, —ullgn — 0
n—oo
On définit l'espace W, ,.(Y) par

Whe (V)= {ulue H), () : My(u)=0}

ot My(u) est la moyenne de u .

1.4 Lemme de Lax-Milgram

Soit H : une espace de Hilbert .
On considere a : H x H — R une forme bilinéaire vérifiant
(1) La continuité :

dM >0 telle que:
a(u, u) < Cllullgllvlly Yu,veH.
(2) La coercivité :
da >0 telle que
a(u,u)=allull?, YueH.

etsoit L: H — R une forme linéaire continue. Autrement dit, L est linéaire et vérifie
dK >0 telle que:
L) <K|lv|ly YveH.

7



1.4. LEMME DE LAX-MILGRAM

Lemme 1.18 Sous les hypotheses ci-dessus, le probleme suivant

Trouverue H
(P)

YveH a(u,v)=L(v)

admet une solution unique faible dans H. De plus, si a est symétrique toute solution de
(P) est solution du probleme variationnel suivant

inf{%a(v, v)—I(v) : UEH}.



CHAPITRE

Homogénéisation d’un probleme elliptique

2.1 Position du probléme

On considere le probléme elliptique classique suivant

—div(AVu)= Q
{ iv(AVu)=f sur P)

ueH} ()
ou:

o QcRY un ouvert borné régulier
o f:une fonction continue dans L?(2)

o A=(a;j)1<i j<n € L°°(R) une matrice carrée d’ordre n symétrique coercive et bornée,
c’est-a-dire qu'il existe deux constantes 0 < a < § < oo telle que

alEP < A(x)EE<BIE, VEER, Vx eR”

autrement dit,

alEP < a;EE < BIEP

i,j=1
on a le lemme suivant
Lemme 2.1 Sous les hypotheses de coercivité et de croissance, on a
la;;| <26,

pourl<i,j<n.



2.1. POSITION DU PROBLEME

Preuve. Ona ¢ e R":

0< > a;;E;E <Pl
i,j=1
(0)

pour £ =| 1 | on prend la positioni®® =1 alors 0<a;; < |&|

\0)
Donc 0<a;; <P pourl<i<n
D’autre part on choisit :

)

pour &= on prend les positions i*™=1 et j®™=1 avec i# j

AEE =(a;;+a;;)+(a;;+aj;)
D’ol1 ,comme A est symétrique :

|AEE|=12a;j+a;;+a;;|<2[

comme :
2|al-j|—|a,-,-+ajj| SZﬁ < |2al-j+a,-,-+ajj| SZﬂ
Alors
20a;;| <2 +la;+ay;l

<2 +la;l+laj;l

<4p
Donc:

la; ;| <2

m Dans le cas de 'homogénéisation périodique :
On considere les hypotheses suivantes

*xYe >0 un petit parameétre représentant la taille de la période.
*»Y =(0; 1)"une cellule de référence(unité) .

*a; ; est un coefficient Y -périodique.

on note :



2.2. FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME

= :le variable d’échelle périodique
1, : une fonction dans H () et c’est la solution du probleme d’homogénéisation périodique.

*Af(x)= (af].(x)) =(a;;(3)): lamatrice d’ordre n x n telle que les coefficients sont £Y -périodiques.

Alors on a le probléme elliptique en homogénéisation périodique suivant

—div(A*Vu,)=f d Q
{ iv( u,)=f dans P

u,=0 dans 90

Autrement (pour A¢(x) = af].(x))

. n du, n ou)
_dw(zjzl “fjazjw-»zj:lafljazj)—f dans
U =0 dans 9Q

2.2 Formulation faible du probleme

Pour I'existence de la solution du probleme, la premiere étape consiste a écrire une
formulation faible du probléme (P,).

Définition 2.2 Soit la fonction de test ¢ € H} (). On dit que la fonction u, € H} est une
solution du probleme (P,), si elle vérifie

J (A*Vu,).Vedx :f fedx.
Q Q

Lemme 2.3 :
Le probleme (P,) admet une solution unique.

Preuve. : Lexistence et I'unicité de la solution u, dans HO1 (2) du probléme (P,) est obtenue
par Le lemme de Lax Milgramme
Il suffit de considérer pour & > 0 fixé :

*b (U, ) [ AV u,).Vedx.

«L(y) = [ fedx

On montre qu'il existe u, € H/(2) telle que
b(u,,p)=L(yp) pour tout ¢ € H /()
On appliquer les condition sur les deux termes
1. b(u,, y) labiliniairité ,la continuité, la coercivité.

2. L(p) :1alinéarité,la continuité.

les conditions deb:



2.2. FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME

1. la biliniarité de b : elle découle directement de la linéarité du gradient et celle de
I'intégrale .

2. la continuité de b : Il suffit montrer que
3C >0 telle que (1, ) < Clltgelly NIl

.Ona

|b(us’ (p)l =

f (A*(x)Vu,).Vedx
Q

< f [(A*(x)Vu,).Voldx
Q

~ ,0u, 0y
SL 2 i 3|

i,j=1

J ja| —‘ 22 dx
i,j=1JQ
D’apres le lemme(2.1) et 'inégalité de Holder.
i,j=1 Xiflp2 19X |l 2
6u£ 6g0
- 5xl = ax] 12

D’apres les normes de H'! on obtient
|b(ue, )l < Clluell Nl @l
3. Lacoercivité de b : Il suffit montrer que :
Ja >0 telle que b(u,,u,)>afl usllfHo1

On a d’apres 'hypothese de coercivité de A® :

b(u,, u,)= f A*(x)Vu,.Vu,dx

Q
aJ |Vu,|*dx
Q

2
= allvub‘H(LZ)n
Donc (d’apres I'inégalité de Poincaré)

bue, ue) 2 allu|lF;,



2.3. PROBLEME HOMOGENEISE

Les conditions de L:
1. Liniarité: L est linéaire grace a la linéarité de l'intégrale .

2. Continuité : Il suffit montrer que :
dM >0 telle que |L(p)| < Ml¢llg

c’est a dire

d’aprés I'inégalité de Holder

([ ([

<N fllz@ll el 2@
<Ml 2@

Donc
L)< Mll¢llgio

Lemme 2.4 (voir[7])
La solution u, vérifie la condition de bornitude suivante

Co
el g < ;”f”LZ(Q) 2.1
out Cy, est la constante de Poincaré et a > 0.
Remarque : D’'apres le théoreme de compacité de Rellich-Kondrashov(1.11), la famille des
solutions (u,) entraine lexistence d'un élément u dans Hy (Q2) tel que a une sous-famille pres,

qu’'on notera (u,),, on a

u, — u faiblementdans H,(Q) et u, — u fortementdans L*(Q)
n—oo n—oo

2.3 Probleme homogénéisé

2.3.1 Casdedimentionn =1

On va décrire 'homogénéisation d'une équation elliptique du probléeme (P,) sur un fil.
On considere les hypotheses suivantes

o 2=(0,1): un ouvert borné régulierde R .

o f:Soit fune fonction de L?(Q).



2.3. PROBLEME HOMOGENEISE

o a®: estune foction définie pour Y :=]0,1[, €Y -périodique, coercive et bornée
tellesque:3 @, avec: 0<a<ff <00

a<a’(x)<p.

o Y =(0;1) une cellule de référence(unité) pour n=1

Le probléme associé est le suivant

{ —Jix(a”f;jj)zf dans Q P
u,(0)=u,(1)=0 f

On pose que :

du,
dx

E.=a’

Alors I'équation de (P}) s’écrit
—d&. _
dx I
En utilisant la périodicité et le lemme (1.14) on obtient

x = 1
bt —b= mf b(x)dx xfaiblement dans L°°(f).
Y

ol b est une moyenne constante et | Y| la mesure de la cellule Y.

Le but est tendre £ — 0 et obtenir 'équation homogénéisée. Par le lemme(2.3) la solution u,
est bornée.ie:

el iy < C avec C>0.

Donc il existe une sous-famille, qu’on notera aussi (u,), telle que

u, — u dans L?(Q
u,—u dans H{( Q< {40 4. ( 2)
= — g dans L*(Q)

On se retrouvera devant un probléme de produit de deux convergences faibles!!!

a‘*—a dans L*°(Q)
et
du, du )
—_— L(Q2
P P dans L*(Q2)

On ne peut obtenir




2.3. PROBLEME HOMOGENEISE

Pour cela, on procéde comme
On pose &, = a”fifj, qui est bornée dans L?(Q2). Puisque (a¢) et (u,) sont bornées dans
L>(Q) et L?(Q2) respectivement, il existe sous-famille, qu’on notera aussi (£,), dans L?(£2)

telle que

&, — & dans L¥(Q)
Donc, pour tout V¢ € L?(£2)

limf §€(x)<pdx:f Epdx.
e—0 Q Q

Pour ¢ € 2(Q2)

dée ___» 4y
dx' PTG

<f,p>=<—

D’ou Yy € 2(2)

£—0 X £—0 X
4
=| &——dx
q dx
dy
=< y T >
¢ dx
43
—Tax?”
c’est-a-dire
d da
f= —d—ie — —d—i = [ au sens de distribution .

Nous cherchons £ en relation avec u et a"°™ : On a

du
— ¢ €
€€ - a dx
Alors . P
ué‘
;ég dx
Comme

I. b*—b=r [, b(x)dx et |Y|=1pourQ=(0,1)alors

1 1
bfz——\f ——dx dans L*(Q)
at y a(x)

2. (&,) est bornée dans H,(Q2) alors:

&, — & dans L*(Q)
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D’oud’aprés 1. et 2. on a

du 1 1 1 du
f=f,——E&— | ——dx=— dans L*Q).
dx ~a T o ), e T s L
i,e:
du, du )
- — L (Q
P p dans L°(Q2)
Donc
du 1
7 _ —d
dx ¢ y a(x) o
i,e:
1 du

c’est a dire le probléme limite est

s —d 1 du
dx  dx fyﬁdxdx

=f
alors
d ( hom du ) N hom 1
— | a"—|=f ou a=+—7—"
Conclusion : d’apreés les étapes précédentes on obtient le résultat suivant
dé, d&
£~ 2 dans L¥Q
dx dx (€

c’est a dire :

d ( Edus) d ( homdu)
dx a dx dx @ dx

L'homogénéisation périodique du probleme elliptique (P,) sur un fil, autrement dit, le
probléme limite est donné par

(Phorn)

2.3.2 Casdedimention n > 1

On va décrire 'homogénéisation d’'une équation elliptique du probléme (P,) sur Q2
avec:

o 2=(0,1)" c R” un ouvert borné régulier.
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» f :une fonction deL?(2).
o U,: une solution dans Hol(Q) du probleme(P,).

o A=(a; j)<i j<n € L°(R)une matrice carrée d’ordre n symétrique (a; ; = a; ;)coercive et bornée,
c’est-a- d1re qu'’il existe deux constantes 0<a < ff < oo telles que:

algl’ < A*(x)EE < BIEP, VEER
On considére le meme probleme elliptique (P,) suivant

—div(A*(x)Vu,)=f dans Q
u,=0 dans 0Q

On pose le vecteur de fonctions suivant :

& du & u
1 n £ £ £ € e
w,)=w,,..,w, )= a. . ) eees a . =A"Vu,
( ) ( & g) (Z 1,]axj JZZI: n,]axj)

.Cestadireona:

—div(w,)=f dans Q

Lemme 2.5 sous les hypothese de la matrice A® et la bornitude de u, (voir lemme(2.4)) :

Preuve. on a

||w8||(L2(Q))nS C”f”LZ(Q) avec: C>0 (2.2)
£ ué‘
E a”_ﬁxi dx

g2 _
l|lw; IILz—f
Q i, j=1
n
&
<[ [
Q\i,j=1

Ju

2
'l d
3x,~ ) x

) "
)d

d’aprés 'hypothese de matrice A® :

lwf |2, < 4p? J(

D’apres l'inégalité de convexité (ref..)

n
ou
2 2 £
w2, <46 ”L(Z e
j=1 J

<4p*nllully,

u,
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d’aprés lemme...||u,|| 1), < Coll £l 12

lwylI7. <4B*CRlIfII7

Alors

" 1/2
1wl = (an;‘niz) <2nB Collf Iz (2.3)

ij=1
Dot
lwellr2n< C(r, DN fll . avec: C(n,$2)>0 (2.4)

m Par conséquent, il existe une sous-suite on notera aussi w, € (L*(2))" telles que :
w, — w, faiblement dans (L*(Q))"

Alors V¢ € L*(2) ona:

limJ w;godx:J wggodx
e—0 0 Q

Pour réaliser 'homogénéisation du probleme (P,),on a:

—u,d L3(Q
u, — u, dans H'(Q) & ZZ u;u ans L 2)
T — ax dans L)
et( par lemme (1.16))
Af S M (A)= ﬁfYAdy * faiblement dans L°°(Q) .

Comme les deux convergences sont faibles, alors on ne peut pas utiliser le produit.
ie:
lim | (A*Vu,)Vedx # J (M, (AVw,)).Vpdx

Q

e—0
Q

Alors on procede d’'une autre maniere.
Pour ¢ € (2(22))" (au sens de distribution )

<f,p>=<—divw,, >
P 3x,~

—i< w! 2 >
_i:I E,axitp

i
w!, o>
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pour la covergence faible we’ — wo’ dans (L?*(Q))" alorsona:

n

(}El})_‘ P ,cp>—11mZ<w€,

i=1 i i

e—0

= hm w,divpdx
Q

:f wydivedx
Q
. 0
:Z< wO, (‘0 >
i=1 d l
3 i< ow, .
& dy ad
=<f,o>
iLe:
f=—divw,——divwy,= f ausens de distribution .
Alors Yy € (2(9)) :

hme wj«pdx:if w,pdx.
p

D’autre part comme on a:
w, — w, dans (L?(Q))" par raportl’equation (2.4)

Alors pour tout @ € L*(2) et i=1..n:
On cherche a trouver une relation explicite entre u, et w, etatrouversi u, satisfait un
probleme du méme type que u, , c’est une des principales question de la théorie d’homo-

généisation. Dans le théoreme suivant on rappelle le résultat classique d’homogénéisation
du probléeme (P,).

Théoréme 2.6 Soit f une fonction de L*(Q) et u, la solution faible du probleme (22). Alors

U, — Uy dans H,(Q)
AV u, — APy dans (L2(Q)"

Ot u, est unique solution du probleme homogéniésation dans H,(Q2) de

—div(A""Vuy)=f dans 9
u =0 dans 99}
ot AMom= (afjom)lg j<n €St une matrice homogénéisée constante donnée par

AL =My (AV 3, —Ay),

pour A€ R" et y, est solution de
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{ —div(AV y;) = —div(AA)
X1 € vaer

Autrement dit, pour A= e; =(0,..,1,..,0) vecteur j éme unitaire, 1< j < n, ona

2L
a,-hj ):MY(Zaik ayk)_MY(aij)

k=1

avec y ., solution de

5 (02
19V ey

X1 € vaer

Ce résultat a été démontré par plusieurs méthodes. On citera par exemple la méthode de
Tartar (voir [15]).



CHAPITRE

Méthodes d’homogénéisation

La littérature sur 'homogénéisation périodique est vaste. Parmi les méthodes d’homo-
généisation les plus utilisées, on citera : la méthode de développement asymptotique, la G-
convergence, la convergence a deux échelles, I'éclatement périodique, la H-convergence,
la I'-convergence et la Mosco-convergence.. Dans cette partie, on va décrire d'une maniére
général les trois méthodes suivantes :

o Développement asymptotique.
» G-convergence.

o I'-convergence.

21



3.1. METHODE DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUE

3.1 Méthode de développements asymptotique

La méthode des développements asymptotiques consiste a proposer un ansatz pour la
solution u, du probleme (P,) sous forme d'un développement en série de puissances de ¢

du type
S x
= E eu;lx,— 3.1
u.(x) 2 U, (x 8) 3.1)
X
ol les u;(x, y) sont des fonctions Y -périodiques en y := e

Les variables x et y supposées indépendantes (séparation d’échelles) sont appelées
respectivement variable lente et variable rapide.

L'équation (3.1) fait intervenir des opérateurs différentiels qui vont agir sur les variables
x et y. Pour différencier ces opérateurs, on notera div,, V ,(respectivement div,,V, ) les
opérateurs divergence et gradient par rapport a x (respectivement par rapporta y). Lorsque
'on applique 'opérateur gradient a des fonctions du type o (x, %) on obtient :

X

)

X x, 1
Vo(x,—)=V,o(x,—)+-V,o(x,—
€ e ¢ €
Pour cette équation, on obtient que :
Soit'opérateur 7, défini par
T, H! - H™!
T.Uu:=—div(A*(x)Vu)

c’est a dire : le probleme (2.1) équivalant

1
{ U, € H\() 52)

t.u.=f dans Q

Alors on obtient que :

x x
Teo(x, )= (67T +e ' T+ T5)o](x, 2)

To0 :=—div,(A(y)V,0)
710 :=—div(A(y)V,o)—div,(A(y)V,0)
1,0 :=—div (A(y)V,0)

Par conséquent, le probleme : (3.2) devient :
u, € H'(Q)
(2o +e 't + 1) u.=f dans Q
On utilise la formule u,(x) pour simplifier :

u, € Hy(Q)
E2ToUy+ e (Touy + T Up) + (Tl + T U+ Toup)+0(8)= f
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En identifiant les termes de méme ordre en ¢ dans I’équation ci-dessus, on obtient les
équations en cascade suivantes :

A lordre e72: Tqu, =0
Alordree™: Tyu, =0
Alordree’: Tou,+7iu +Tuy = f

Cette identification n’est pas justifiée ici mais doit I'étre a posteriori. On obtiendra la forme
explicite du probleme homogénéisé en résolvant les équations associées.

3.2 G-convergence

Définition 3.1 La lettre G vient du nom Green , parce que la G-convergence correspond a la
convergence de fonctions de Green.

Soit Q2 un ouvetrt borné deR et a, B deux constantes strictement positives .

On note M,, : I'ensemble des matrices carrés symétriques d’ordre n . On définit l'ensemble :

Nau(a,,9):={A€ L™(Q,M,)/allE|’ < A(x)E.E < BIIEIP, VE €R" erp.px €0}

Définition 3.2 Soit(A,) une suite dans N,,(a, 3,92).On dit que :

A, G-converge vers A* € N,,(a, B,2) et on note : A, S, A
Si pour tout f € H™(Q), la solution u, du probléme (P,), vérifie :
u, — u dans H,(Q),A,Vu dans L*(Q,R")

ol u est la solution de
—div(A*Vu)=f dans Q
uecH/

A* est appelé la G-limite de la suite A, .

Nous énoncons les propriétés fondamentales de la G-convergence suivantes

Propriétés 3.3
1. La G-limite est unique.

2. La G-limite est indépendante des conditions aux limites.
3. SiA, € N,(a,B,Qet A, — A dans L*(QQ), alors A, 5 A
4. SiA, iA*, alors: Al R (AT,

5 SiA, 5, A , alors
ANVu,— A*Vu

dans L>(Q;R") et

ANVu,Nu,— A*VuVu

au sens des distributions dans ().
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6. La G-limite A* satisfait l'inégalité de Voigt-Reuss :

-1
(lim A;l) < A*< lim A,.

e—0 e—0

Remarque 2 les limites sont au sens de converge faiblement de L*(12).

Théoreme 3.4 (théoreme de compacité) Lensemble N,,(a, B,Q2) est compact au sens de la
G-convergence ,i.e:

pour tout suite A, € N,,(a, 3,2) , on peut obtenir une sous suite qui G-convergence vers
A*eN,(a,B,9Q).

Remarque 3 1. Le théoreme de compacité précédent prouve l'existence d’'une pour une
sous-famille de A, € N,,(a, 3,92) G-convergente vers A*.

2. Siune famille A, dans N,,(a, B,2) converge fortement dans L°°(2; M,,) vers une limite
A, alors A, G-converge aussi vers cette limite A. Mais, la réciproque est fausse.

3.3 [I'-convergence

LaT'-convergence, introduite par E. De Giorgi et T. Franzoni en 1975 dans [9], est une
notion de convergence pour des suites de fonctionnelles. Elle s’est développée en liens avec
les problemes de calcul des variations et en particulier I’analyse limite de fonctionnelles
intégrales. On en trouve une étude plus générale et approfondie de cette notion dans les
ouvrages de H. Attouch [2] et G. Dal Maso [8].C’est I'outil le mieux adapté pour étudier le
comportement asymptotique d'une famille de problemes de minimisation dépendant d’'un
parametre. Plus généralement, la I'-convergence permet de répondre a la question suivante :
étant donnée une suite de problémes de minimisation associés a des fonctionnelles F,,
quelle topologie mettre sur les fonctionnelles pour que la convergence de F, vers F assure
la convergence des minima (ou minimiseurs) de F vers les minima (ou minimiseurs) de F?

On présente ici la définition et la propriété variationnelle de la I'-convergence.

Définition 3.5 On considere X un espace de Banach et {Pn, F:X —]—o00,+00],ne N}
une famille de fonctions.
On dit que la suite { F,} T -converge vers F,, en u € X si, et seulement si, les deux assertions
suivantes sont vérifiées :

(i) Pour toute suite{u,} convergeant vers u dans X,

1im+iann(u,,)Z Foo(u),

(ii) il existe une suite{u,} convergeant vers u dans X, telle que

limsup F, (u,) < Fy (u).

n—+00o

Si cette propriété est vérifiée pour tout u € X, on dit que { F,} I'-converge vers F,, dans X et on
écrit F,, =T(X)- 1i£_n E,.
n—+0oo

Remarque 4
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~

LaT -limite est une fonctionnelle semi-continue inférieurement.

N

On a la méme définition pour une famille de fonctionnelles { F,}, lorsque ¢ tend vers 0.

&8

Les inégalités de (i) et (ii) déterminent laT -limite de facon unique.

=

On peut remplacer l'inégalité de laT -limite supérieure par la condition suivante :
(ii’) il existe une suite u,, telle que:

u,— u dans X et lirnOFE(ug):F(u).
£—

Toute suite vérifiant (ii’) s‘appelle : une suite approximante.

Application en homogénéisation périodique

On considere 2=]0, 1[. Soit la famille de fonctionnelles intégrales {F,} définie sur L*(Q)
par

E = J a,u’(x)dx
Q
ou a.(x)=a(3) avec a >0, périodique et continue sur Q2.
On a le lemme suivant

Lemme 3.6 La famille de fonctionnelles intégrales { F,} T— converge vers F,,,,, relativement
a la topologie faible de L*(0, 1), donnée par

Eyppp = yf u’(x)dx,
Q

oLy = Mé) avec M (%)= fQ ﬁdx.
Preuve. 1l suffit de vérifier (i) et (ii) de la définition 3.5.

Il est facile de vérifier que
1 .1
— — — dans L*(Q)
a v

e Vérifions (i). Soit {u,} dans L%*Q) telleque u, — u faiblementdans L?(2)Ona

F(u,)= f a.(x)u?(x)d x
Q

B u(x) T
—Jgag(x)[ue(x)—rag(x)] +2ru (xX)u(x)—y ——

2 1 2
ZZyLue(x)u(x)dx—y Las(x)u(x)dx.

Par passage a la limite inférieure ,on obtient

limF;(u,) > Kyom(u).
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e Vérifions (ii). Soit u € L?(2) et on pose

u,(x)= e 7(,x) u(x).

Alors u, — u faiblement dans L?(2) etona

limF,(u,) =limy2J u’(x)dx

1
o @s(x)

= yf u*(x)dx
Q
=F(u).
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