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Résumé

Nous nous intéressons a notre travail a détailler article de Comte et Leiberman [19]. Les
auteurs ont étudié la théorie asymptotique d’un processus GARC H multivarié, ont établie
la forte consistance par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance sous les conditions
de Jeauntheau [11] et ils ont utilisé un résultat de Boussama [6], concernant 'existence
d’une solution de processus GARC H multivarié strictement stationnaire et ergodique. La

normalité asymptotique a été établie ou I’état initiale fixé ou stationnaire.
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Abstract

We are interesed in this work to stadie the paper of Comte and Leiberman [19]. The authors
studied the asmptotic theory for the multivariate GARCH process. Strong consistency of
the quasi-maximum likelihood estimator (MLE) is established by appealing to conditions
given by Jeauntheau [11] in conjunction with a result given by Boussama [6], concerning
the existence of a stationary and ergodic solution to the multivariate GARC H (p, q) process.

We proved asymptotic normality of the quasi-MLE when the initial state is stationary or

fixed.

v



Table des matiéeres

Notations et abréviations

1 Outils de base

1.1
1.2
1.3

1.4

1.5

1.6
1.7
1.8

Convergence des variables aléatoires . . . . . . . ... .. ... .. ..
Espérance et Variance . . . . . . . .. ..o L
Espérance conditionnelle . . . . . . ... ... Lo
1.3.1 Propriétés fondamentales de 1'espérance conditionnelle . . . . . . ..
La stationnarité . . . . . . . . . ...
1.4.1 Processus stationnaires univariés . . . . . . . . ... ... ... ...
1.4.2  Processus stationnaires multivariés . . . . . .. ... ... ... ...
Ergodicité . . . . . . ..
1.5.1  Bruit blanc faible . . . . .. .. ...
Produit de Kronecker . . . . . . . . ... .
Lopérateur vec . . . . . . ..

La notion de Martingale . . . . . . . . . .. .. Lo

2 Modeles GARCH univariés

2.1
2.2

2.3

Introduction . . . . . . ... L
Processus GARCH d'ordrepet q . . . . . . . . . . .
2.2.1 Processus GARCH (p,q)fort. . . . . . . . ... ..
Stationnarité d'un modele GARCH (p,q) . . .« « « o v v v v v v v oo o
2.3.1  Stationnarité d'un modele GARCH(1,1) . . . ... ... ... ...
2.3.2  Stationnarité au second ordre du modele GARCH(1,1) . . . . .. ..

© o O B

11
11
12
12
14
14
15
15



TABLE DES MATIERES

2.3.3 Stationnarité stricte du processus GARCH(p,q) fort . . . . . . .. .. 24
2.3.4 Stationnarité stricte d’'un modele GARCH (p,q) . . . . . . . . .. .. 27
2.3.5 Stationnarité au second ordre de modele GARCH (p,q) . . . . . . .. 30

2.4 Estimation des parametres d’'un modeles GARCH univariés . . . . . . . .. 35
2.4.1 Quasi de vraisemblance conditionnelle . . . . . .. .. ... ... .. 35
2.4.2 Propriétés asymptotique de l'estimateur du QMV . . . . . . . . . .. 38

3 Modeles GARCH multivariés 40
3.1 Les différentes spécifications de la matrice de variance-covariance . . . . . . . 41
3.1.1 Modele GARCH vectoriel . . . . . . ... ... ... . ... ..... 41
3.1.2  Modele diagonale-vectoriel . . . . . . .. ... ... ... .. ... .. 41
3.1.3 Modele a corrélation conditionnelle constantes . . . . . . . ... ... 42
3.1.4 Modele a corrélation constant dynamique . . . . . . . .. ... L. 42
3.1.5 Lemodele Tseet Tsui . . .. ... ... ... ... ... ....... 43
3.1.6 La spécification BEKK . . . . . . .. ... 43

3.2 Estimation . . . . . . .. 44
4 Théorie asymptotique des processus GARCH multivariés 46
4.1 La forte consistance . . . . . . . ... ..o 46
4.1.1 Conditions de Jeaunthau . . . . . . .. ... .. ... 47
4.1.2 Vérification des conditions de Jeantheau . . . . . .. . ... ... .. 47

4.2 Normalité asymptotique . . . . . . . . . . . 50
4.2.1 Les conditions de Basawa et al . . . . . ... .. ... ... .. 51

vi



TABLE DES MATIERES

Notations et abréviations

Dans la suite nous présentons les différentes notations et abréviations utilisées dans ce
travail.

ARCH : Autorégressif conditionnellement hétéroscidastique.

GARCH : Autorégressif conditionnellement hétéroscidastique généralisé.

BEKK : Baba, Engle, Kraft et Knoner.

i.i.d(0,1): indépendant et identiquement distribué, centré et de variance unitaire.

o? variance conditionnelle ou volatilité

E(X|Fi—1): L’espérance conditionnelle de X sachant une information précédente F;_;
Var(.) : La variance ; Couv(.,.) : La covariance et o(.) est I’écart type.

P(X) : La probabilité de X

R =] — 00, +00], Rt =[0,400][, R* =R — {0}

N, N* :L’ensemble des nombres naturelles, naturelles sauf le zéro respectivement

Z.,C : L’ensemble des nombres: relatifs respectivement complexes

1; : La matrice d’identité d’ordre d

Soit A et B deux matrices.

A’ tr(A) , p(A) , diag(A) et det(A): La transposé de A, la trace de A, le rayon spectral de
A, le diagonal de A et le déterminant de A, respectivement.

A ® B : Le produit de Kronecor entre A et B.

15(.) ou La fonction indicatrice de 1’ensemble E.



Introduction

Engle [8] en 1982 & introduit le modele Conditionnelle Autorégressive hétéroxidastique
(ARCH) pour analyser les séries financieres. Ce modele a été généralisé en suite par Boller-
slev [5] en 1986 noté GARC H pour rendre compte des propriétés des séries financiere ou leurs
paramétrisation repose essentiellement sur le concept de variance conditionnelle univariée.
Les modeles GARC'H multivarié noté MGARCH ont été introduit pour analyser plusieurs
séries financieres le probleme avec ces modeles le grand nombre de parametres a estimer
pour réduire ce grand nombre de parametre. Plusieurs spécifications pour la matrice de
variance-covariance ont été proposée la litérateure comme la paramétrisation vectoriel, qui
a été introduite par Bollerslev et al [21] le modele diagonale-vectoriel, modele a corrélation
conditionnelle constant proposé par [22], modele a corrélation dynamique [22] le probleme
avec ces paramétrisations ne garantissent pas la définie positivité de la matrice de variance
covariance. La spécification BEK K a été introduite par Engle et Kroner [9] pour assurer
que la matrice de variance-covariance est toujours définie positive, le modele BEK K a été
utilisé par plusieurs chercheurs pour modeliser le modele MGARC H par exemple Comte et
Leiberman [19] ont utilisé la spécification BEK K pour étudier la normalité asymptotique
et le forte consistance d’'un modele GARCH multivarié.

Dans ce travail nous nous intéressons a détailler I'article de Comte et Leiberman [19] les
auteurs ont étudié la théorie asymptotique d’un processus GARC H multivariés, ont établie
la forte consistance par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance sous les conditions
de Jeauntheau [11] ou ils ont utilisé un résultat de Boussama [6], concernant ’existence
d’une solution de processus GARC H multivarié strictement stationnaire et ergodique, et la
normalité asymptotique a été établie ot I’état initiale fixé ou stationnaire.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, dans le premiere chapitre nous présentons les
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modeles GARC'H univarés. Le deuxieme chapitre comporte les modeles GARC H multi-
variés, et dans le derniere chapitre nous étudierons la théorie asymptotique des processus
G ARC H multivariés suivant [19], a la fin nous donnons quelques outils de base sous forme

d’annexe et une bibliographie.



Chapitre 1

Outils de base

1.1 Convergence des variables aléatoires

Soit (X)), est une suite de variables aléatoires réelles, X est une variable aléatoire réelle,

et que toutes ces variables sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, C,P).

Converge presque siire

Définition 1.1.1 On dit que (X,,),, une suite de variables aléatoires converge presque sirement

vers X si:

P lim X, = X) =1
n—o0
Ou de maniere équivalente, s’il existe un sous ensemble P négligeable w C ) tel que :

Vw C Q\N,  X,(w) — X(w).p.s.

n—oo

on note la convergence presque surement:
X, B Xx (1.1.1)

Remarque 1.1.1 La convergence presque sure se réécrit sous la forme :
Ve >0, P(liminf] X, —X|<¢e) =1
ou encore

Ve >0, P(limsup| X, — X |>¢€)=0



1.1. Convergence des variables aléatoires

Théoreme 1.1.1 La convergence presque sure entraine la convergence en probabilité.
Remarque 1.1.2 La convergence en probabilité n’entraine pas la convergence presque sure.

Lemme 1.1.1 (Lemme de Fatou)
Soit (Q, 7, 1) un espace mesuré. pour tout suite (f,), € Nde fonction mesurables sur w a

valeurs dans [0, +00l,la limite inférieure de la suite est mesurable et l'on a
/liminffndu gliminf/fnd,u
n—oo n—oo
Uégalité n'est en général pas vérifiée. (V

Preuve. par lemme de Fatou on montre la théoreme précédente, on a pour tout € > 0

liminf P(] X,, — X |<€) > P(liminf | X,, — X |<¢) =1
]

Lemme 1.1.2 (Lemme fondamental pour la convergence presque sure) Une suite de v.a

(X,),> converge presque sturement vers 0 si et seulement si :

X, 5 ol.

n—oo

Y,, = sup
k>n

Propriété(A.1.a): On donne deux critéres pour la convergence presque stre des v.a

(Xn),en €St une v.a on a donc: 1 Critere:

Ve>0,> P(IX,— X|>e) < 400 = X, X
n=1

2¢me Critere: Si pour @ > 0 on a
E[| X, — X|] < +o0
alors

n—o0

Y E[IXy - X[ < 400 = X, 3 X.
n=1
Lemme 1.1.3 Soit (Xj), une suite de v.a.r .Si

ZIP’(]X;C\ > €) < 400, Pour tout € > 0, alors X 50

n—00
k=1

Wsoit (), une suite (x, : N — [~o0, +0c]),liminf,, est un limite d'une sous suite.



1.2. Espérance et Variance

Convergence en probabilité

Définition 1.1.2 Suite de v.a.r. (X,),~,; converge en probabilité vers la v.a.r X si, pour
tout e >0, on a :

P(IX,—X|>¢) = 0

n—oo

X, 5 Xx

n—oo

Proposition 1.1.1 La suite (X,,),5, converge en probabilité vers X si et seulement si :
Ve>0)IN>1),n>N=P(|X,—X|>¢)<e

Proposition 1.1.2 Soient (X,),>, et (Yy),>, deur suites convergent en probabilité vers

X etY respectivement, i.e.St

X, 5 X etY, 5 V.

n—oo n—o0

Alors
XY, & XV

n—o0

Proposition 1.1.3 Supposons que (Xn)nzo converge en probabilités vers la v.a.r X et qu’il

existe K > 0 tel que | X,| < K pour tout n et | X| < K. Alors

E(X,) > E(X).

n—oo

1.2 Espérance et Variance

Définition 1.2.1 (Espérance)

On dit que la variable X = (x1, z,...) admet une espérance si et seulement si la sérié > z;IP;
i€l

est absolument convergente c-a-d

iel
on appelle espérance de X et on note E[X] la quantité :

el el



1.2. Espérance et Variance

Propriété(A.1.1): Soit X et Y deux variables aléatoires admettant une espérance, a et b

deux réels, alors :

(i) E[laX +bY] = aE[X] + bE[Y] (la linéarité).
(ii) X <Y < EX) <E(Y)

(iii) X >0« EX) >0

(iv) E[X] < E[X]].

Définition 1.2.2 (Variance et l’écart-type)
Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance E[X]. La variance de X est
définie par :

var(X) = Bl(x - E[X])] = ) (i — E[X])*p,

iel
sous réserve de convergence de cette série. On appelle alors écart-type, noté o(X), la racine
de la /var(X)
Puisque la série > (xi —E[X])?p; est a termes positifs, la convergence absolue équivaut a la
convergence. !

A nouveau, lorsque X ne prend qu’un nombre fini de valeurs, la variance est toujours définie.

Propriété(A.1.2): Soit X une variable aléatoire discrete, alors sous réserve d’existence de

sa variance on a :

(i) Var(X) = E[X?] — E[X]%

(ii) Si a et b sont deux réels, Var(aX +b) = a*Var(X).
(iii) Var(X) = 0 si et seulement si X est constante.

Définition 1.2.3 (Covariance)
Soit X et'Y wariables aléatoires discretes admettant des moments d’ordre 2. La covariance

entre X et'Y est définie par :

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].



1.3. Espérance conditionnelle

Propriété(A.1.2): Soit X et Y variables aléatoires discretes admettant des moments d’ordre

2. Alors :

(i) Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

(ii) Cov(X,X) = Var(X).

(iii) pour tous réels a,b,c,d : Cov(aX +b,cY +d) = acCov(XY).

(iv) Var(X +Y) =Var(X) 4+ 2Cou(X,Y) + Var(Y).

1.3 Espérance conditionnelle

Soit (€2,C,P) un espace de probabilité et (A1, ..., A,) une partition de Q. Soit X : 2 — R
une variable aléatoire constituée d’événements de probabilité non nulle. On note par C la

tribu engendrée par cette partition et B C F une sous-tribu de F .

C= UAi,I ={1,..,n} et X =14
iel
I est une partie dénombrable. L’espérance conditionnelle de X sachant C données par la

relation:

E[X/C] = S E[X/A] Ly

Définition 1.3.1 X € L2 (Q,C,P) une variable aléatoire et B une sous-tribu . On appelle

espérance conditionnelle de X sachant B, que 'on note E[X/B]|, la projection orthogonale

de X sur L2 (Q,C,P).

Théoréme 1.3.1 Soit X une variable aléatoire intégrable (ou positive) sur (2,C,P). Soit B
une sous-tribu de C. Alors, il existe une variable aléatoire Y, B -mesurable et Pg-intégrable
(ou positive) vérifiant:
VAEB,/XdIP’:/YdIP’.
A

A
Cette variable aléatoire Y est définie Pg p.s de maniére unique.



1.3. Espérance conditionnelle

Définition 1.3.2 Soit X € L' (Q,C,P), Il existe une unique Y € B, telle que YA € B :

E[1,X] = E[1,Y]

Y est appelée espérance conditionnelle de X sachant B.

1.3.1 Propriétés fondamentales de ’espérance conditionnelle
Propriété(A.1.1): X € L' (Q,C,P) une v.a.r et By, By des sous tribus.

(i) Si By C B,
E[E[X|Bi][Bo] = E[E[X[By] |Bi] = E[X[Bi] p.s.
En particulier,
E[E[X|Bi]]=EX p.s

(ii) Si X et B sont indépendantes de Ba,

(iii) Soient ¢ : R — R convexe, X € L'(Q, F,P) une variable aléatoire et B une sous-
tribu.Si
E e (X)| < oo,

alors
v (EX|B]) <E[p(X)[B] ps.
Propriété(A.1.2): Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables et B une sous-tribu.
(i) Si X est B—mesurable,
X =E[X|B] p.s.
(ii) Va,b e R :

E[aX + bY|B] = aE [X|B] + bE[Y|B] p.s.

(iii) Si X <Y p.s,
E[X|B] <E[Y|B] p.s.



1.3. Espérance conditionnelle

(iv) Si X est indépendante de B,
E[X|Bl =EX p.s.

(v) SIE|XY]| < oo et si X est B—mesurable,

E[XY|B] = XE[X|B] p.s.

Proposition 1.3.1 Pourtout X,Y € L' (F) et tout sous-tribu B, H C F on a les propriétés

suvantes:

(i) Linéarité:

EX +Y|Bl|=E[X|B]+E[Y|B];

(ii) Positivité:
X > 0p.s. = E[X|B] > 0p.s.

(iii) Convergence monotone:

0< X, "X ps.
(iv) Inégalité de Jensen: si ¢ est conneze et ¢ (X) € L' :
Elp (X)[B] < ¢ (E[X]B])

(v) Contractivité dans ILP

I [X1B]Il, < 11, -
(vi) Emboitement : si H est une sous— tribu de B, alors

E[E[X|BI\H] = E[X[H] = E[E[X|#]|B].

(vii) Si
z€BE|X]| <o
et
E||ZX]| < 40
alors

E[ZX|B] = ZE[X|B].

10



1.4. La stationnarité

1.4 La stationnarité
1.4.1 Processus stationnaires univariés
Un processus aléatoire (X;), est stationnaire s’il est d’espérance constante
E|X| := p, Vt
et si les covariances sont stables par translation dans le temps, c’est-a-dire, pour tout h
cov (Xy, Xeyn) =0 (h) V.

On appelle fonction d’auto-covariance du processus stationnaire la suite o (h), et fonction

d’auto-corrélation du processus stationnaire la suite

Remarque 1.4.1 o (h) = o (—h), pour tout h

Proposition 1.4.1 Si (X, t € N) est un processus stationnaire, et si (a;,1 € N)est une suite

de réels absolument convergente,

Z la;| < +oo,

1€EN

Y =3 aXi,

1€Z

alors, le processus (Y;) défini par

pour tout t € N,est un processus stationnaire.

Corollaire 1.4.1 En particulier, si (a;,1 € N) est une suite de réels finie, la suite Y; est

stationnaire. Par exemple, si ag = ay = 1/2, et a; =0 pouri ¢ {0,1} :
}/; - 1/2 (Xt +Xt71)7
est stationnaire des lors que (X;) est stationnaire. De méme pour

Yi=Xi — Xi

11



1.5. Ergodicité

Définition 1.4.1 (Stationnarité stricte) Le processus (X;) est dit strictement station-
naire si les vecteurs (Xq, ..., Xk), et (Xiqn, - Xk+h), ont méme loi jointe, pour tout k € N

et tout h € Z.

Définition 1.4.2 (Stationnarité au second-ordre) Le processus (X;) est dit station-
naire au second-ordre si

1)EX2 =00, t€Z

2)EX, =m,teZ

3) Cov (X, Xeyn) =72 (h),t,h € Z.

1.4.2 Processus stationnaires multivariés

Soit (X¢),cn un processus vectoriel de dimension m, tel que
X = (X, ---,th)/-

La définition de la stationnarité stricte est reste valable en multivarié, donc la notion de

stationnarité au second ordre est définit comme suit .

Définition 1.4.3 (Stationnarité au second-ordre) Le processus (X;) est dit station-
naire au second-ordre si

1)EX2 <ooteN;ji=1,..m,

2)EXy =, t €Z,

3) Cov (Xy, Xeon) = E [(Xt ) (X — ) | =T (h), vt h e N

La fonction T (.), a valeur dans l’espace des matrices mxm est appelée fonction d’autocovariance
de (X,). Il est évident que Ty, (h) = Ty (—h) . En particulier T, (0) = Var (X,) est une ma-

trice symétrique.

1.5 Ergodicité

Définition 1.5.1 (Processus stationnaire ergodique)

Un processus strictement stationnaire (X),cy, @ valeurs réelles, est dit ergodique si et seule-

12



1.5. Ergodicité

ment si, pour tout borélien B et tout entier k,
n Y 1 (Xp, Xigr, oo Xigr) = P{(X4, .., X144) € B}
t=1

avec probabilité 1

Théoreme 1.5.1 Si (Xy),. est une suite strictement stationnaire ergodique et si (Y3),cn
est définie par
th = f ("'7Xt—17Xt7 Xt+17 ) )

ot f est une fonction mesurable de R™ dans R, alors (Y;),.y est également une suite stricte-

ment stationnaire ergodique.

En particulier, si (X;),.y est la solution stationnaire non anticipative d'un modele auto

régressive linéaire d’ordre 1 noté AR (1)
Xt = CZXt,1 + Mt ’CL| < 1777t iid (070'2) .

Alors on peut dire que les suites stationnaires (Xy),cz, (Xi—1m),en €6 (X7 1) ey Sont er-

godiques.

Théoréme 1.5.2 (Le théoréme de l’ergodicité pour les suites stationnaires)

Si (Xy),ey est strictement stationnaire et ergodique, si f est mesurable et si
E |f (a Xt—17 Xt7 Xt+17 )| <00

Alors

n

Y o X, Xi X, ) = BF (0 X, Xi, X, ) pes.

t=1

[— mélangeant

On dit que le processus (X;) est f—mélangeant si

lim B3, (k) = 0

k—o00

13



1.6. Produit de Kronecker

ou f, (k) sont les coefficients de S— mélange d'un processus stationnaire X sont définie
par
B.(k) = E sup [P(Bfo(Xys<0)—P(B)

Beo(Xs,s>k)
J

I
1
= §SUPZZ [P (A; N B;) — P (Ai) P (B;)]
i=1 j=1
ou dans la derniere égalité le sup est pris sur tout les paires de partition {Ay,..., A} et
{B1,...,B;} de Q telles que A; € o (X,,s <0) pour tout i, B; € o (X,,s > k) pour
tout J.

1.5.1 Bruit blanc faible

Définition 1.5.2 (bruit blanc faible) Le processus (g;) est appelé bruit blanc faible s’il
vérifie, pour une constante positive o2 :

1) Ee, =0, Vt € Z,

2) Be? = o, Vt € Z,

3) cov (€, €4p) = 0 VE,h € Z, h # 0.

1.6 Produit de Kronecker

Définition 1.6.1 soient A un matrice de taille m X n et B une matrice de taille p X q.
Leur produit de Kronecker (tensoriel) est la matrice A® B de taille m.p X n.q, définie par
blocs successifs de taille p x g, le bloc d’indice i,j valant (a);; - B

En d’autres termes

A®B =

propriété(A.8.1)
le produit de Kronecker est bilinéaire et associatif: sous réserve de compatibilité des tailles

pour A, BetC', pour A € R* on a les axiomes suivantes :
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1.7. L’opérateur vec

WA® (B+AC) = (A®B) + \NA® C)
(i) (A + AB)C = (A® C) + NB & C)
(i) A® (B® C) = (A® B)® C

1.7 L’opérateur vec

Définition 1.7.1 Soit A une matrice de taille m X n et a; est jome colone .Avec vec(A)
est un vecteur de taille mn x 1
donc l'opération vec transforme une matrice en vecteur en empilant les colonne de la matrice

sous l'autre. On le note vec(A) est définie pour n’importe quelle matrice.
a1

ag
vecA =

an

Notez également que

vec(A) = vec(B)

N’implique pas A = B ,sauf si A et B sont des matrices de meme ordre.

propriété(A.9.1)

l)veca’ = veca = a pour n’importe quel vecteur de colonne a.

1.8 La notion de Martingale

Définition 1.8.1 (Martingale)(voir[18])
Soit (Y;)ien une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r) et (C¢)ien une suite de tribus. La

suite (Y, Cy)ien est une martingale si et seulement si
(l) Ct C Ct+1
(ii) Y; est Ci-mesurable

(iii) E|Y| < oo

15



1.8. La notion de Martingale

(iv) E(Yiy1/C) =Y,

Quand on dit que (Y;)ien est une martingale, on prend implicitement C;, = o(Y,,u < t),

c’est-a-dire la tribu engendrée par les valeurs passées et pressentes.

Définition 1.8.2 (Différence de martingale)(voir [18])
Soit (Yi)ien une suite de (v.a.r). et (Cy)ien une suite de tribus. La suite (1;,Cy)ien est une

différence de martingale si:
(i) C CcCina

(ii) n; est Ci-mesurable
(iii) Eln| < oo

(iv) E(ne1/C) = 0.

Définition 1.8.3 (carré sommable ou carré intégrable) On dit que une fonction
définie sur un espace mesuré ) et a valeur dans R ou C est de carré sommable ou de

carré intégrable si elle appartient a l'aspace L*(Q)

15 e <

Théoréme 1.8.1 (de Chung Fuches) Si Xy, ..., Xy est une suite tid telle que E(X;) =0
et E(| X1 ]) > 0 alors limsup )\ | X; = +oo et liminf )" | X, = —o0
n— o0

n—oo
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Chapitre 2
Modeles GARC H univariés

2.1 Introduction

Les modeles Autorégressifs Conditionnelement Hétéroscidastiques notés ARC'H ont été in-
troduit par Engle [8] en 1982. Ces modeles aptent a capter le comportement de la volatilité
dans le temps. Une généralisation a été suggérée par Bolerslev [4] en 1986 pour rendre
compte des propriétés des séries financieres ou leur caractérisation repose essentiellement
sur le concept de variance conditionnelle univarié qui consiste a décrire la variance condi-
tionnelle du processus en fonction de son passé.

Ce chapitre est composé de trois sections. Dans la premiere section nous définissons le
modele GARC H univarié et rappelons quelques propriétés de ce modele. L’étude de la
stationnarité de ce modele est le but de la deuxieme section, ou nous étudions d’abord la
stationnarité d'un modele GARCH(1,1). Enfin, dans la derniere section nous estimons
les parametres d’'un modele GARC H univarié par la méthode de quasi-maximum vraisem-

blance.

2.2 Processus GARCH d’ordre p et q

Définition 2.2.1 On dit qu’un processus (€;)icz est un GARCH d’ordre p et ¢ noté GARCH (p, q)

si ses deux premiers moments conditionnels existent et vérifiant les deux équations suivantes
E(e;/Fiq1) =0,t € Z, (2.2.1)
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2.2. Processus GARCH d’ordre p et q

avec F;_1 est la tribu engendrée par le passé du processus
q p
ol =ap+ Z i€l + Z ﬁjaf_j, (2.2.2)
i=1 j=1

ot ayg>0,a; >0,1=1..4¢, ﬁj >0,j=1.p,teZ.
n: est un suite de variables aléatoires iid tel que E(n;) = 0 et E(n?) = 1.

2.2.1 Processus GARCH (p,q)fort

Définition 2.2.2 Soit (1,),., une suite de variable i.i.d d’espérance nulle et de variance

unité, (€;)wez est un processus GARCH (p,q) au sens fort relativement a (), $’il vérifié

€ = /0t M, (2.2.3)

q p
O't2 = Q) + Z OC@f?,Z' + Z Bjaffju (224)
i=1 7=1

ot g >0, a; > 0 pouri=1,..,q, ; >0 pour j =1,..,p.

Dans (2.2.4) en subtituant €,_; par oy_;n,—; on obtient:
q p
O't2 = g + Z Oéi(O'tfintfiy + Zﬁja?fj’ (225)
i=1 j=1
Soit r = max(p, q), l'équation (2.2.5) s’écrit comme suit :
o] = a0+ ol + Y Biot,
i=1 i=1

= oo+ Z (s + Bi) o7

i=1
Supposons que
ai(ne_i) = amp_, + B (2.2.6)
alors
of = ao+ Y & (m—i)oi (2.2.7)
i=1
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

2.3 Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

L’étude de stationnarité d’'un modele GARCH (p, q) est difficile, donc on commence par
I’étude de stationnarité d’'un modele GARCH d’ordre p = ¢ = 1, c¢’est a dire d’un modele
GARCH(1,1).

2.3.1 Stationnarité d’un modele GARCH (1,1)
Avant d’étudier la stationnarité de GARCH(1,1), on va d’abord introduire sa définition

Définition 2.3.1 Un modele GARCH(1,1) est défini par (2.2.4) pour p = q = 1 et est

donné par

0l = ag+ae |+ Bor,, avecapg >0, a >0 et 3> 0. (2.3.1)

La stationnarité stricte du modele GARCH (1, 1) fort, est établie par Bollerslev [4] et elle

est basée sur l'utilisation du ceofficient de lyaponouv défini par

v :=Elog {an; | + 8} (2.3.2)

Théoréme 2.3.1 [5/
La stationnarité stricte du modéle GARCH (1,1) fort donné par (2.3.1) est établie, siy <0

avec y est donné par (2.3.2) Alors la série

oy = {1 + Z a(m-q)...a (nt_i)} ap (2.3.3)
i=1
converge presque surement et l’équation (2.2.3) donne l'unique solution strictement station-
naire du modele (2.3.1). Cette solution est non anticipative et est ergodique.

Preuve.

Dans (2.2.6) pour ¢ = 1 on a: a(n,_1) = an?_, + [ et comme

v = E(log(a(1))) = E(log(ani_, + 8)) (2.3.4)

Le coefficient v = Elog {a ()} existe dans [—o0, +-00| car

Elog* {a(n)} < E{a(n)}

< E(Cmf_l + 5)
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

comme l'espérance est linéaire alors

E(ani_, + B) = aE(n;_,) + B
et E(n? ;) =1 alors E(an? , +8) =a+

Donc

Elog" {a(n)} < E{a(m)}=a+p
En utilisant la recrusivité du modele (2.2.7) avec ¢ = 1, en éerit a(n,—1) = ae’ | + 3 pour
N > 1, En itérant (N + 1) fois on obtient

Ut2 = @0‘1‘&(%71)@2—1

= ap+ a(m-1) [Oéo +a(ni—2) 03_2}

= ag+am_1)(a+am_g)..(cg+am_ny-1)) ot n_;

N
of = o |1+ Y a(nor) .8 (mi)| +a M) 0 m-na)op y .y (2.35)

i=1
Suppose que:
ol(N) = ag + a(m-1)or-1(N — 1)

alors (2.3.5) s’écrit

O't2 =0 (N) -+ o (T]tfl) .. (7715,]\[,1> 0-152—N—1' (236)

tlim 0y (N) = 0, existe dans [0, +00]. et quand N — oo on a
—00

g = (Y + 62 (7]15,1) O¢_1.-

Dans la suite on va montrer que o, est presque stirement finie si et seulement si v < 0.

Supposons que v < 0. D’apres la regle de Cauchy pour les séries & termes positifs(!), on a

3=

[ (1—1) ... (—n)] ™ = exp [% Zlog{&(m_i)}] 25 e (2.3.7)

(MSoit > ay, une série des termes positives,et A = lim sup a}/", si A < 1 la série converge, si A > 1 la série

n—oo
diverge, et si A = 1 on ne peut rien dire.
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

quand N — oo la suite [a (1) ...& (nt,n)]% — 1, donc la série (2.3.3) converge presque
surement dans R.

Le processus (¢;),.,, est strictement stationnaire et ergodique et non anticipative. () vérifie
le modele (2.2.3). Reste a montrer I'unicité, soit € = oy1; solution strictement stationnaire
de (2.3.1).

En utilisant Uexpression de o7 donné par (2.3.6) pour calculer o7 — o, et donc

Utz —or={0(N) — o}y +a(me-1)...a(mn-1) O-z?fol

quand N — oo, alors o; (V) — 0y — 0 avec probabilité 1, ceci amplique que o, converge
presque strement.

a (1) ...a(n—n) = 0, quand n — oo

Laloi 07 5_, est indépendante de N, lorsque N — oo la suite & (1;_1) ...& (_ny—_1) converge
vers zéro, donc o? — oy 4 0 ce terme est indépendant de N, alors o? = o; pour tout ¢, p.s.

Siy > 0 d’apres (2.3.7) et d’apres la regle de Cauchy

N
Z&(m_l) @ (y—p) = 00 p.s quand N — oo

n=1
donc si ag > 0, oy = +00 p.s, alors 62 = +00 p.s. donc I’équation (2.3.1) n’admet pas
de solution presque strement.
Si v = 0 on suppose qu’il n’existe pas une solution strictement stationnaire de (2.3.1) Pour

N >0

Quand t — oo

a(me—1) ...a(nn) o 2500,

Ou de maniere équivalente quand N — oo

Zlog&(m) +log g 2% —o0. (2.3.8)
i=1

et d’apres le théoreme de Chung Fuches (voir 1.8.1 ), nous avons

lim sup Z loga (n;) = 400
i=1

avec probabilité 1, contradiction avec (2.3.8). m
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

2.3.2 Stationnarité au second ordre du modéle GARCH(1,1)

Théoréme 2.3.2 [5]

Supposons que ag > 0.

1) Si o+ B > 1, il n'existe pas de solution non anticipative et stationnaire au second ordre
du modéle GARCH (1,1).

2) St a+ B < 1, le processus (€),e, défini par (2.2.3), est stationnaire au second ordre.

tez
Plus précisément, (€;),c est un bruit blanc faible. De plus, il n’eviste pas d’autre solution

stationnaire au second ordre et non anticipative.

Preuve.
Si (€),ez est un processus GARCH(1,1), au sens de la définition (2.2.2), stationnaire au

second-ordre et non anticipative, on a

E(q) = E{E(c/Fi)}
= E(o7)

E(g) = ar+(a+B)E (6 ,)

C’est a dire
(1—(a+PB)E () = ag (2.3.9)

L’équation (2.3.9) a un sens sauf si o+ 8 < 1 et ceci car on a g > 0 et 07 = E(e7) > 0.
Inversement, Si a+ 8 < 1, la seule solution strictement stationnaire de ce modele est ¢, = 0.
Il suffit donc de montrer que la solution strictement stationnaire définie par (2.2.1) admet

une variance finie, o; est une limite croissante des variables aléatoires positives, on peut

écrire

E(¢f) =E(07) (2.3.10)
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

d’apres (2.3.5) on a

E (63) = |1+ ZE(a(m—l) Oz(m_n)] %
— |1+ Y E@mo) ] %
= Ozo—l—oz()Z(oz—l—ﬁ)”

—+00
n=1

- (k)

Ceci montre la stationnarité au second ordre. De plus, cette solution est un bruit blanc car

comme « + < 1 donc la somme de la série ( (v + B)™ ) converge, alors.

E(e;) = E[E(e;/Fi-1)] =0

et pour tout h > 0,
cov(e, €—p) = Bey_pE(e;/Fi—1) =0

Soit €; = oym; une autre solution stationnaire au second ordre et non anticipative, on a

| oy — 0y |: &(nt—l)---&(nt—n) | Ot—n—1 — Ot—n—1 |
et par suite

E | Oy — 5t | = E[&(nt_l)a(nt_n)]]E | Ot—p—1 — 5t—n—1 |
= E[&(nt—l)]]E[&(nt—n)]E | Ot—n—1 — 5t—n—1 |

= (a+B)..(a+B)E|0t—n1—Ttrn-1 |

[ S
-~

nfois

= (a+B)"E | 04—pn-1 — Ot—n_1 |

| otn1—0rn1 |<SE| 04| +E| 01 | est finie et (o + §)" tendant vers 0 quand

n — +oo. Donc on obtient E | 0y — 7, |= 0 et donc o, = g, pour tout ¢, p.s. =
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

2.3.3 Stationnarité stricte du processus GARCH(p,q) fort

2

Considérons le vecteur S; tel que S; = (€2, €2 ,...)" on s'intéresse dans la suite a I'écriture

vectorielle de notre modele

6? = (\/Et 7716)2

2
= 0O

q p
= (ao +) e+ ﬁjUt—j> ;
i=1 j=1

= aon? + (alef_l + g€l 5+ .+ aqef_q) n + (Broi1 + BaOi—a + .. + Bpoi_p) 07

= 04077t2 + ale?—ﬁﬁ + 04263—2773 + ..t quE?_qnf + 51015—1773 + 620'15—277152 + ...+ 5p0t—p77t2

e
2
€1
2
€
. t—g+1
Soit S; = 1
O¢—1
Ot—2
Ot—p+1
2
€
2
€1
2
€
t—q+1
Ot—1
Ot—2
Ot—p+1

_ (.2 2
donc Sy = (€7, .-, € 4115 Tts s Ot—pr1)

040773 + ale?—lnf ot qu‘f?—qm? + Blo-t—lnf + ..t Bpo-t—’pn?

2 2 2 2 2 2 2
QoTi_y + Q€ oMy + o+ Qg€ My + Brov—om_q + ... + BpOi—pr1m;i_y

2 2 2 2 2 2 2
Ty + Q1€ M+ e Qg€ g 11y + P11l + o+ BpOi—apia;
Ot—1

0¢—2

Ot—p+1
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

Alors
0Ny an; e agn; B e Byni €1
aon? 1 0 ... 0 0 . 0 e,
: 0 1 . 0 0 . 0 :
o 0 | 0 0 ... 0 0 e
Sy = ’ + t—q+1
0 aq Q4 ﬁl ﬁp Ot—1
0 . 0 1 0o ... 0 Ot_9
0 0 0 1 0 :
0
0 0 ... 0 0 0 U | 0 Ot—pt1
04077371
0507%2—2
Q
Rt = Rt(nt) = 0 € Rp-i-q
0
0
0
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

supposons que

04177,52 aqng 51771:2 ﬁpﬁf
1 0o ... 0 0 0
0 1 ... 0 0 0
0 ... 1 0 0 ... 0 0
A = (2.3.11)
(675} Oy 51 ﬂp
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 ... 0 0 0 ... 1 0

S; pour écriture matricielle

St - Rt + AtSt,1 (2312)

(2.3.12) constitue un modele vectoriel autorégressif d’ordre 1(!) de coefficients positifs. En

itérant (2.3.12) k fois on obtient

S, = Ri+ASi
= R+ A(Rioy + A1 S,0)
= R+ AR + AA 1S,
= R+ AR+ AAy Reo + Ay ArsSiy

= R+ Z AA A Ry
k=1

donc

St — Rt + Z AtAtfl"'AtfkhklRtfk (2313)

k=1

(M Un modele vectoriel autorégressif noté VAR d’ordre 1 se définit comme la représentation autorégressif
vectorielle de variable aléatoire Y; d’ordre 1 donné par Y; = Ag + A1Y;_1 + b; ou Ap, A sont des matrices

et b; est vecteur
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

La série existe au sens presque sture, reste donc a retrouver les conditions justifiant ’existence
de cette série.

R+ AA 1. A1 Ricy > 0. (2.3.14)

k=1
2.3.4 Stationnarité stricte d’un modele GARCH (p, q)

Définition 2.3.2 Soit (A;)iez une suite strictement stationnaire et ergodique de matrices
aléatoires, tel que Elog || A || est fini o A = Ay, || . || est la norme euclidienne, nous

définissons le plus grand exposant de Lyaponouv noté v(A) par
o1 .1
v(A) = %gg n (Elog || AiAi—1... A1 ]]) = tlir}loo n E(log || AtAi—1...A1 ) (2.3.15)

Théoréme 2.3.3 /5]
Une condition nécessaire et suffisante pour lexistence d’une solution strictement station-
naire du modeéle (2.2.4) est que v < 0. Quand une solution strictement stationnaire existe,

elle est unique mon anticipative et ergodique.

Lemme 2.3.1 [5]
Soit (At)iez une suite ergodique et strictement stationnaire de matrices aléatoires telle que

Elog™ || A || est finie et v défini comme précédement alors
tlim | Ap...A_¢ ||=0,p.s = v <0. (2.3.16)
—00

Preuve. (2.3.3)
Remarque que 7; est une suite de variables aléatoires, tous les termes de la matrice A; sont
intégrables

Elog" [| A; [[SE || A¢ [|< o0

suppose que v < 0 et calculons la limite de (2.3.13) on obtient

o) N
}H&St = }H?o[Rf + Z AA AR ] =0+ Z AA . ARy = Si(N)

k=0 n=0
converge presque sure,quand N tend oo, a une certaine limite S;(NV).

En utilisant (2.3.16) on obtient

ISeNY I Re [l 4> 1 AcArreeAv 1] Reeps |

n=0
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

en utilisant la regle de Cauchy pour les séries a termes positif
1 1
| AcAy 1 A |V Recn |V7= exp[glog | AcAi1. A || —|—Elog | Ri—n—1 ||| — €"p.s

car

nlog || Ri—n_1 ||— Op.s

et %log | AyAy_q... Ay, || car
E[log || Ri—n [I€|logag | +Elog™ | Rip |<] logag | +E || Ry [[< 00

La régle de Cauchy assure que S, est bien défini dans (R*t)P*4. Soit Sy41 les (¢ + 1)
composantes de S,. Soit ¢ = \/@ n; est une solution de modele (2.2.3) cette solution
est non anticipative et par (2.3.13) (& )iz peut étre exprimé comme fonction mesurable de
N, Me—1.-- par la preuve de 1'unicité de solution est parallele aux cas ou p = ¢ = 1.

Soit (€ )sez une solution strictement stationnaire du modele (2.2.4), et S, est solution positive

et strictement stationnaire de (2.3.2) pour tout N > 0,
St - gt(N) + At-'-At—NSt—N—l

alors

1S Il Se(N) |+ 1 AveeeAve 1] S |

Sy — Op.s
t—ro0
On a || A¢...A;_n ||— 0 avec probabilité 1 ou t — oco. Laloi de || S;—n—1 || est indépendante
de N par stationnarité. || Asp...Ai—n ||| St—n-1 HN—> 0.
—00
et on a donc S; — S} N—> 0. Ce terme étant indépendant de N donc forcement Z; = Z,
— 00
presque strement Vt.
Pour établir (2.3.16) il suffit de montrer que 1 < i < p+ g, ou ¢; est le i-eme élément de la

base canonique de RPTY

lim Ag...A_;e; = 0,p.s (2.3.17)

t—o00

Soit (€)iez une solution stationnaire de (2.2.4) vérifiant (2.2.1) et soit (S;) défini par (2.2.1).

On a pour t > 0,
So = Ro+ ApS_1

t—1 t—1
- RO + Z Ao...A,kR,k,1 + Ao...A,tS,t,1 2 Z Ao...A,kR,k,1
k=0 k=0
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

car les coefficients des matrices A;, Ry et S; sont positifs). La série 22;10 Ag.. A_LR_;
converge et donc Ag...A_,R_j_1 tend presque strement vers 0 quand k — co. Or R_p_ =

Qo€+ apeq+1. Donc Ag...A_;R_j;_1 se décompose en deux termes positifs et on a

tlilglvo...A_kaonzk_lel, tlgloloAO"'A_k&On‘?“e“l (2.3.18)
car ap # 0,(2.3.17) est vraie pour i = ¢ + 1. On utilise la relation

A_eqri = Bin*wer + Biegsr + €qrivi=1,..,p (2.3.19)
Par convention ey, 411 = 0. pour 72 = 1 cette relation donne

0< tliglvo...A,kHeqH < tli}rglvo...A,keqH =0

Donc (2.3.17) est vraie pour i = g+2, et par récurrence, pour i = g+75,j = 1,..., p en utilisant
(2.3.19). On remarque que A_ge, = ayn* €1+ qye,11 ce qui permet de voir, d’apres (2.3.18)
et (2.3.19) est vérifiée pour i = q.

On conclut pour les autres valeurs de ¢ en utilisant
2 B
Ak = ain_per + g1 + eyt =1, — 1
et une récurrence ascendante. Donc le théoreme est démontré. m

Exemple 2.3.1 Pour GARCH(1,1) la matrice A, s’écrit

2 2
ang - B
At: (773,1)/(0475) = ' '
a p
Alors
t—1
AAiy Ay = [ (en? oy + B)A,
k=1
par suite
t—1
log || AyAir.. Ay ||=) log(am; . + B) +log || A, ||
k=1

(WSoit z et y deux vecteurs on dit que x > y si toutes les composantes de z sont supérieures ou égales a

celles du vecteur y tels que = et y de méme dimension.
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

et d’aprés (2.3.15) et

v = Elog(an; + )
log E(an; + 3)
log(aE(n7) + B)

log(a + )

VANVA

IA

alors si a4+ 8 <1 donc log(a+ ) < 0 donc la condition nécessaire et suffisante est vérifie

pour l'existence d’une solution strictement stationnaire de ce modéle.

2.3.5 Stationnarité au second ordre de modele GARCH (p, q)

Pour montrer la stationnarité au second ordre du modele GARC H (p, ¢) en utilise le théoréme

de Bollerslev [5] (1995).

Théoréme 2.3.4 (Bollerslev [5])
FEtant donné la stationnaire au second-ordre et non anticipative d’un processus GARCH (p, q)

est établi, et st ag > 0 et
q p
dai+) Bi<1 (2.3.20)
i=1 j=1

Inversement, si (2.3.23) est vérifiée, l'unique solution strictement stationnaire du modele(2.2.4)
est un bruit blanc faible (donc est stationnaire au second ordre). Il n’eziste pas d’autre so-

lution stationnaire au second ordre.

Preuve.
Montrons la condition nécessaire (2.3.23)

Soit (€;)ezun processus GARCH (p, q), stationnaire au second ordre et non anticipatif. Alors

E(e;) = E{E(e;/Fi1)} = E(07)
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

est un réel positif, indépendant de t. En prenant I'espérance des deux membres de 1’égalité

(2.2.2) , on obtient

car E(ag) = ag et B(e7_;) = E(o7_;) = E(€])

E(e}) = a0+ Y oiB(ef) + > BE(e})
i1 =1

donc

(1— Z o — Y BE(§) = ag (2.3.21)

comme g > 0 donc

1— (ZOQ“I‘Zﬁj) >0 (ZaﬂrZ@-) <1
i=1 j=1 i=1 j=1

alors (2.3.23) est établie.
Supposons que (2.3.23) est vérifieé et cherchons une solution du GARCH au sens fort qui

soit stationnaire. Pour ¢,k € Z soient les vecteurs suivants dans R?

0 sik <0
Z(t) =

bt + AtZk_l(t — 1) si k Z 0

On a
0 stk <0

Z(t) — Z—(t) = b, sik=0

AtZk—l(t - 1) - Zt—l si k>0
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

En itérant ces relations on obtient, pour k£ > 0
Zk(t> - Zk_l(t) == AtAt—l--'At—k—l-lbt—k (2322)

On utilisons cette norme

1C =) lel

pour toute matrice C' a coefficient positifs on a
Ellc|=E> ley|=E> o
i,J

Donc pour k£ > 0 on prend I'espérance de (2.3.25) on obtient
E | Zi(t) = Zi1(t) [|[=[ E(Ar A1 Ar—psrbe—i) ||

Comme A;A; 1...As_p11bi1x est positif. Tous les termes du produit A; Ay ... A; 1104 sont
indépendants (car 7, est un processus iid ) on prend A = E(A;), b = E(b;) est indépendant
t, Vk > 0,

E || Zu(t) = Zya(8) =I] A% = (1, .., 1) 4%

car les termes du vecteur A% B sont positifs.
De (2.3.23) implique on remarque que les valeurs propres de A sont de module strictement

inférieur a 1 donc on a

det(A,y, — A) = XPFI(1 Zaz)\ i Z@A J
Donc si| A |[> 1 on utilise I'inégalité | a | — | b |<| a — b |, on obtient
P
0< Z Z ) <| 1-20@ Z Z@A 7) <] det(Mpyq — A) |
=1 : ] 1

d’ott p(A) < 1, en utilisant la décomposition de Jordan, ou (2.3.15)on a A*¥ — 0 quand
k — oo m Pour montrer la stationnarité au second ordre de modele GARCH (p,q) en

utilisant le théoreme de Bollerslev [5] (1995).

Théoréme 2.3.5 (Bollerslev [5])
FEtant donné la stationnaire au second-ordre et non anticipative d’un processus GARCH (p, q)

est établie , et st ag > 0 et

i=1 j=1
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

Inversement, si (2.3.23) est vérifiée, l'unique solution strictement stationnaire du modele(2.2.4)
est un bruit blanc faible (donc est stationnaire au second ordre). Il n’eziste pas d’autre so-

lution stationnaire au second ordre.

Preuve.
Montrons que la condition nécessaire (2.3.23)

Soit (€)iezun processus GARCH (p, q), stationnaire au second ordre et non anticipatif.Alors
E(e;) = E{E(et/Fi-1)} = E(o7)

est un réel positif, indépendant de t. En prenant I’espérance des deux membres de 1’égalité

(2.2.2) , on obtient

car E(ag) = ag et E(e7_;) = E(o7 ;) = E(¢])

E(ef) = a0+ Y _ oiB(ef) + > BiE(e})
i1 =1

donc

(1— Z o — Y BE(g) = ag (2.3.24)

comme «g > 0 donc

1-— (iOZZ—sz:ﬁJ) >0& <ial+zp:5]> <1
i=1 j=1 i=1 j=1

alors (2.3.23) est établie.
Supposons que (2.3.23) est vérifie et cherchons une solution du GARCH au sens fort qui
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2.3. Stationnarité d’un modele GARCH (p, q)

soit stationnaire. Pour ¢,k € Z soient les vecteurs suivants dans R?

0 st k<0
Zi(t) =

bt + AtZk—l(t — 1) si k Z 0

0 stk <0
Zi(t) = Ze1(t) =q b, sik=0
AZk 1t —1)— Z4 4 stk >0
En itérant ces relations on obtient, pour k£ > 0

Zk(t) - Zk_l(t) - AtAt—l'”At—k—l-lbt—k (2325)

En utilisons cette norme

1Cl=)leyl

pour toute matrice C' a coefficient positifs on a
Ellc|=EY |cy|=E> c;
.3

Donc pour k > 0 on prend l'espérance de (2.3.25) on obtient
E | Zi(t) = Zi—1 (1) =] E(ArAr—1-. Ar—prabei) ||

Comme Ay A; 1... Ay _gi1biyy est positif. Tous les termes du produit A; Ay 1...A; 110,k sont
indépendants (car 7, est un processus iid ) on prend A = E(A;), b = E(b;) est indépendant
t, Vk > 0,

E || Zp(t) — Zr_1(t) ||[=|| A% ||= (1,...,1) A%

car les termes du vecteur A% B sont positifs.
De (2.3.23) on remarque que les valeurs propres de A sont de module sont strictement

inférieurs a 1 donc on a

q p
det(ALpyg — A) = WL =D oA =) A7)
i=1 j=1
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2.4. Estimation des paramétres d’'un modeles GARC H univariés

Donc si | A |> 1, on utilise I'inégalité | a | — | b |<| a — b |, on obtient:
q p q 4 p '
0< (-3 0= 38) < (1Y 0™ = 3 4A7) <] det(Myg — A)|
=1 7=1 =1 j=1

d’ott p(A) < 1, en utilisant la décomposition de Jordan, ou (2.3.15)on a A*¥ — 0 quand

k—oco m

2.4 Estimation des parametres d’un modeles GARCH
univariés
Dans cette section, la méthode du quasi-maximum de vraisemblance noté (QMV) sera

utilisée pour estimer les parametres du modele GARC H univarié.

2.4.1 Quasi de vraisemblance conditionnelle

Soit (€q, ..., €,) constituant une réalisation d’un processus GARC H (p, q), solution stricte-
ment stationnaire non anticipative du modele, ou (€ )z vérifie (2.2.1) et (2.2.2), et sup-
posons que les ordres p et ¢ sont connue.

Soit # vecteur des parametres de modele GARCH (p, q)

0= (91, ---70p+q71)/ = (Oéo,Oél, ...,Oép,ﬁl, ...76(])/

ol o les coefficient de ARCH, 3; les coefficient d'une GARCH vérifient ag > 0, oy; > 0,

Bj > Soit © 'espace des parametres tel que
O € [0, +00] x ]0, +oo [P
Soit 0y La vraie valeur elle est inconnue on a
0o = (v, o1, -, Qo Pots -+ Bog)’

On considere la quasi-vraisemblance Gaussienne pour écrire la vraisemblance du modele,

les vraisemblances de (ey, ..., €,) conditionnelles. La vraisemblance conditionnelle Gaussien
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2.4. Estimation des paramétres d’'un modeles GARC H univariés

donné par

L | —e?
L,(0) =L,(0,€1,....€,) = H \/Tgtzexp <25t2) (2.4.1)

t=1

ott les 2 sont défini récursivement, pour ¢ > 1, par

o =0:(0) = ag + Z i€ + Zﬁjat - (2.4.2)

Franc et Zokain [18] ont donné a la page (185) le choix des valeurs initiale ou

2o 2 2
€= =€_q=0)= .01,
et comme
q P
2 2 2 : 2 :
€ = Qp -+ € a; + Bj
i=1 j=1
Donc
q P
_ 2 } : 2 :
i=1 j=1
Alors
«Q
2_ 2 _ 2 _ 2 0
€= =€_4=05=..0;_ (2.4.3)

T (Z?Zl i+ 5]‘)

Pour certaines valeurs de 6 1’équation (2.4.3) prendre des valeurs négatives, alors la station-
narité au second ordre n’est pas vérifiée.

On prend comme valeurs initiales

2_  _ 2 _~2_ ~2 _
€= =€_4=03=..0,, = Qp (2.4.4)
ou
2 _ 2 _=2_ ~2 _ 2
0= =€ =00 = .0, =€ (2.4.5)

QAn est la valeur estimée 8 ou 6 est définie comme toute solution mesurable (9An de

0, = arg maxL,(0)
)
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2.4. Estimation des paramétres d’'un modeles GARC H univariés

ou L, (0) est donnée par (2.4.1)
En prend le logarithme de (2.4.1) on obtient

log(Ln(0)) = log [ﬁ 2177~26xp(;;§ ) ]

L = <0t
i 2 - 6?
= — —10g(27TUt)+ZF
L = <0t
Soit
€
b = — + log ( )

olt o7 est donnée par (2.4.2), donc la solution mesurable est une estimation de QMV de

I’équation

~

0, = argminlL, () (2.4.6)
0cO
notons par o2(6y) = hy
I'équation de vraisemblance est donnée par les dérivé de log(L ) par rapport a 6
Olog L, (0) 0 [1
Zhemm\) 2| 2 1
o0 50 \ n ; 57 18 ()
1 (zn: —? (9at 10 f)
- =i 35 t o2 90
n\< o 00 o 90
1 zn: oot — 520 >
- ~4
n\ = o, 00

donc

dans cette égalité, le terme gauche précédentés comme

~2

_Z 7) ae
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2.4. Estimation des paramétres d’'un modeles GARC H univariés

I'orsque n — oo les valeurs initiales sont nulle et pour la vrai valeur du parametre, I'innovation

de €2 est v; = €2 — h?. Donc I'espérance conditionnelle est existe, on a €2 = v; + h? et comme

o2(6y) = hy alors
2
EQO <'Ut 1 00-25 (00)) =0

vi(6o) 00
car
1 80'?(90)
vk (6,) 00

est une fonction mesurable des ¢;_; ,o > 0.

2.4.2 Propriétés asymptotique de I’estimateur du QMV

Soit A une matrice des éléments A = (a;;) quelconque, la norme || A [|= > | a; |
On note p(A) rayon spectrale de la matrice A; et soit A désignéra la convergence en loi.
Convergence forte Le modele (2.2.3) et (2.2.4) peut étre admet une solution strictement

stationnaire si et seulement si la suite de la matrice Ay = (Ag;), ot Ay définie comme suit

o N A P
1 0o ... 0 0 0
0 1 ... 0 0 0
0 ... 1 0 0 ... 0 0
o1 (qu 601 /Bop
0 0 1 0o ... 0
0 0 0 1 ... 0
0 ... 0 0 0 ... 1 0

admet un coefficient de Lyapounov strictement négatif,
(A0) = inf = E (| Aodu 1At |)
o) = A ; 0t410t—1---4101
.1
= lim — lOg H AOtAOtfl-'-AOI H
teoco t
On note Ag(2) = D27, a2’ et By(z) = 0, ;27

donc si ¢ =0 (resp p = 0), alors Ag(2) = 0 (resp By(z) = 1). 1l ya qautres hypothéses, pour
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2.4. Estimation des paramétres d’'un modeles GARC H univariés

que montrer la convergence forte:
A1) L’espace du parametre O est compacte et 6§y € O.
A2) V0 € ©, 1(Ag) < 0, S, §;.
A3) n? a une loi non dégénérée et En? =1 .
)

A4) sip >0, Ag,(2) et By, (2) n'est pas de racine commune,

Ago(l) # 0et Qg + ﬁOp 7é 0.

donc A2 implique que les racines de By(z) sont exterieures au disque unité. Ainsi la suite

(02); est strictement stationnaire ergodique et non anticipative dans (2.2.4) On définie

1 n
1(0) = 1 (0, €, €1, ) = > b (2.4.8)
=1

et
2

0 = 0,(0) = % + logo? (2.4.9)

t

La convergence fort de 6,, est établir dans ce théoreme.

Théoréme 2.4.1 (convergence forte de l’estimareur du QMV)

Soit (0,,) une suite d’estimateurs du QMV satisfaisant (2.4.6); avec les conditions initiales
(2.4.4) et (2.4.5).

Sous les hypotheses A1-A4; presque sturement 6 — 6, quand n — oo

Remarque 2.4.1 1) Cette théoréme est traiter que les coefficient oy ot ; sont nuls.
2) L’hypothése que En, = 0 n'est pas nécessaire pour les propriétés asymptotiques de l’estimateur

de QMYV d’un GARCH.

Normalité asymptotique On consédere les hypotheses suivantes: A5) ) € O, ot O est
I'interieur de ©.

A6) & = En? < co.

Théoréme 2.4.2 (Normalité asymptotique de l.estimateur du QMV)
Sous les hypothéses A1-A6 /n(6, — 0) =2 N, (B—1)J71) ou

S (PL)) g 1 90;™ 9o;™
%\ 9006’ “\oil) 00 06

est une matrice définie positive.
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Chapitre 3

Modeles GARC H multivariés

Introduction

Pour analyser les volatilités et les corrélations entre plusieurs séries financieres, on utilise des
processus GARC H vectoriele ou multivariée, noté MGARCH. Plusieurs spécifications du
modele MGARCH pour la matrice de variance-covariance ont été proposées pour estimer
les parametres.

Ce chapitre est composé de deux sections. Dans la premiere section, nous introduisons le
modele GARC' H multivarié, la deuxieme section nous rappelons les différentes spécifications
de la matrice de variance-covariance, et dans la troisieme section nous estimons les parametres

de modele BEKK .

Définition 3.0.1 On dit que (X})iez est un processus GARCH multivarié de dimension d
et d’ordre p et g noté MGARCH (p,q) ,ie Xy = (X14,..., Xay)', si

E(X,/Fi_1) = Ogn (3.0.1)
H, = E(X,X!/F_1) (3.0.2)

ou H; est une matrice symétrique appelée matrice de variance-covariance conditionnelle du

processus (Xy),eq-
Définition 3.0.2 Soit (X;)iez est une suite de variables aléatoire, €; vérifiant la propriété

e ~ 1id(0, I,) (3.0.3)
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3.1. Les différentes spécifications de la matrice de variance-covariance

le modéle GARCH (p, q) multivarié noté MGARCH (p,q) s’exprime
X, = H'Y?¢ (3.0.4)

ou HY*HY? = H,.

3.1 Les différentes spécifications de la matrice de variance-
covariance

Plusieurs spécifications d'un modele MG ARC H ont été proposées pour la matrice H;. Dans
cette section nous présentons quelques spécifications de H;, on commence par le modele
vectoriel noté vec puis au modele vectoriel diagonale noté Dwvec, modele a corrélation con-
ditionnelle canstantes noté C'C'C', modele a corrélations constants dynamiques noté DCC

et on termine par le modele BEK K.

3.1.1 Modele GARCH vectoriel

Bollerslev et al [21] ont introduit le modele vec(1,1) et est donné par
ht = C+A€t_1 +Bht—1 (311)

ou hy = vech(H;), ¢, = vech(X;X]) et A, B sont les matrices des parametres d’ordre 2. Le
modele vectoriel donné par (3.1.1) possede un grand nombre de parametres a estimer une
formulation est proposé par Bollerslev et al [21] (1988) pour réduire le nombre de parameétres,
ou ils ont supposé que les matrices de parametres A, B sont diagonales.

On passe le modele diagonale car les systemes a grande parametres est difficiles a estimer

en pratique

3.1.2 Modele diagonale-vectoriel

Le modele diagonale-vectoriel noté (Dvec) introduit par Bollerslev et al [21]. Dant le quel
A et B sont supposées des matrices diagonales, ceci reduit le nombre de parametres, en

réécrire le modele en termes de produit Hadamard (noté ® ), en particulier, on définie les
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3.1. Les différentes spécifications de la matrice de variance-covariance

matrices A°, B° et C° sont symétrique comme suit A° = diag[vech(A)|, B® = diag[vech(B)]

et C° = diag[vech(C')] le modele s’écrit ce la forme :

Ht = CO + AO @ (thlXt/—1> + BO @ Ht,1 (312)

On passe au modele a corrélation conditionnelle constantes car cette spécification est dimunue
grandement le nombre de parametre a estimer, et cette spécification réduit le nombre de
parametres inconnus et donc une estimation simplifie. On passe a le modele a corrélation
conditionnelle constantes car en réalité on peut pas prend toujours les matrices A et B des

matrices diagonale.

3.1.3 Modeéle a corrélation conditionnelle constantes

Bollerslev (1990) [22] & introduit le modele a corrélation conditionnelle constantes noté CCC'

est donné par

Ht - DtRDt

Dy = diag(\/Ti1e, \/hazts - A/ Paart) (3.1.3)

R = p;; avecpij = 1
ou Dy est une matrice diagonale. R la matrice de corrélation d’ordre d et elle est constante.
On passe au modele a corrélation constant dynamique car le modele a corrélation condi-

tionnelle constant n’est pas réaliste.

3.1.4 Modele a corrélation constant dynamique

Engle (2002) [23] a introduit le modele a corrélation conditionnelle dynamique noté DCC'

(Dynamic Constant Correlation). est donné par
Ht - DthDt

Dy = diag(\/hlu, \/hzz,n e \/hdd,t) (3.1.4)
R, = (diagQ,)~?Qy(diagQ,)~/?

ol () est une matrice symétrique d’ordre d définie positive avec

Qr=(1-0,—60)Q + bruy_1u;, | + 6:Q; 4
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3.1. Les différentes spécifications de la matrice de variance-covariance

ou ) est la matrice de variance-covariance inconditionnelle d’ordre d symétrique définie

o, / . .
positive, et u; = (uy, Uy, ..., Ug) vecteur colonne uy; = \;%,z =1,....d
11t

3.1.5 Le modele Tse et Tsui
Le modele Tse et Tsui proposé par Engle [23] (2002)
Définition 3.1.1 Le modéle DCC' de tse et Tsui ou DCCp(M) est définie par

Hy = DyRy D,
Dt = d’lag(h}{i, ) htlifl?t)
Ri=(1—-60,—60)R+6,V,_1+6:R

ot 0, et Oy sont des paramétres nom négative 01 + 0y < 1, R est symétrique d’ordre d,¥;_,

est une matrice de corrélation d’ordre d.

3.1.6 La spécification BEKK

Engle et Kroner [9]) ont introduit le modeéle BEK K pour assurer la définie positivité de
H,. Soit €; une suite de variables i.i.d de R?, telle que E(¢;) = 0 et de matrice de variance

covariance E(ee,) = 1.

Définition 3.1.2 le modele BEK K (p,q) défini par

q k p k
Hy=C+> Y A XX, A +> ) BiH, ;B (3.1.5)
i=1 j=1 i=1 j=1
ou C est un matrice constante d’ordre d, A;; et B;j sont des matrice carrée d’ordre d pour

i=1,..,q,j=1, ..k

On applique 'opérateur vec (voir (1.7.1)) sur (3.1.5) on obtient

k k
vec(Hy) = wec <C - i Z A X i XA+ i Z Bint¢B£j>

i=1 j=1 i=1 j=1
9 k p k

= wvec(C) + Z Z vec(Ay X X| jAy) + Z Z vec(Bi;Hy_;Bj;)
i=1 j=1 i=1 j=1

(U Le terme BEKK est un acronyme formé par les initiales des noms Baba, Engle, Kraft et Kroner
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3.2. Estimation

on utilisant la relation suivante vec(ABC) = (C" ® A)vecB on obtient

q

vec(H;) = wec(C) + Z Z(A,-j ® Ajj)vec( X X, ;) + Z Z B;; ® Bjj)vec(H{3).6)

k k
Soit A* =) A;; ®Ajj,et B =Y B;j®By;,i=1,..,p, j =1,...,¢q, alors (3.1.6) s’écrit
j=1 j=1

q p
vec(H;) = wec(C) + Z Afvec( X i X[ ) + Z Blvec(H,;—;) (3.1.7)

i=1 i=1

L’opérateur vech transforme une matrice de dimension d? & un vecteur colonne de dimension
d(d+1)/2, ﬁz = LdA;*K;, EZ = LdB;‘K;l et les matrices Ly, K4 sont des matrices unique de
dimension d(d + 1) ® d* et LdK;l = I4(a+1)/2, on obtient

q p
vech(H;) = wech(C)+ Z Awec( X1 X[_;) + Z Bjvech(H;_;)

=1 =1

3.2 Estimation

Dans cette section on va estimer les parametres d'un modele BEKK donné (3.1.5) en
utilisant la méthode du quasi-maximum de vraisemblance (QMV).

Soit

/

0 = (‘917 -~-79d) = (C/aally "'aa;aﬁia "'76;/;7p,)/ - (C/7a/aﬂ/ap,),

I’espace des parametres est un sous-espace O de
10, +oo[* x [0, +oo[PFD 5 |1, 1[H4- /2
la vraie valeur du parametre est notée
0 = (ct, 1, -+ Qg Bons -+ By ) = (¢, 0%, B, )

Propriétés asymptotiques de ’estimation pour la formulation CCC d’un GARCH

Soit (€q, ..., €,) I'unique solution strictement stationnaire non anticipative du modele (3.1.5).

conditionnellement a des valeurs initiales Xy, ..., Xi_4, ho, ..., hi—, positives non nulle. Le
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3.2. Estimation

quasi-vraisemblance gaussienne s’écrit

n

Lo(0) = Ln(6, X1, ... X,) = [ |

t=1

1
<2H)n/2 | Ht |1/2

1
exp(—§X£H;1Xt) (3.2.1)

Un estimateur de QMYV de # est défini comme toute solution mesurable 0, de

0, = argmaxL,(#) = arg maxI,(6) (3.2.2)
0o 6o
ou .
L(0) =n"") ¢
t=1
et

Convergence forte de l’estimation du QMV Pour montrer la convergence forte de
lLestimation du QMYV, nons fairons des hypotheses suivants: Al) 6y, € © et © est un
compact .

A2) v(Ap) <0et VO € O, detB(z) =0 =] z |> 1.

A3) les composantes de 7; sont indépendantes et les lois de leurs carrés de plein de rang m.
A4) Sip > 0, Ay, (2) et By,(z) comprimes a gauche et M;(Ay,, By,) est plein de rang m.
A5) R est une matrice de corrélation définie positive pour tout § € © en peut générer la
condition de I’hypothese A4 comme

Adsip >0, Ay, (2) et By, (z) comprimes a gauche et M(Ag,(2), By,(z)) est plein de rang
m. L’hypothése A2 implique que pour tout 6 € ©; les racines de By, (2)) sont a I’éxterieurs
du disque d’'unité quand on utilise ’approximation de (E(Q), donc la solution strictement

stationnaire ergodique et non anticipative est donne par
q p )
he=C+> A+ B

i=1 j=1

en suite, on pose que D; = diag(ht)l/2 et H, = DyRD;, alors on peut définir [,(0) =
L0, €n, €1, ...) =010 by elly = £,(0) = e, H 'e, + log det(H)
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Chapitre 4

Théorie asymptotique des processus

GARC H multivariés

Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a présenter les propriétés asymptotique des processus
GARC H multivariés et ceci en détaillant P'article de comte et Lieberman 2000 [19]. D’une
part les auteurs [19] ont étudié les propriétés asymptotiques des modele GARC'H multi-
variés, ou ils ont établi la forte consistance par la méthode du quasi-maximum de vraissem-
blance (QMV') sous les conditions de Jeauntheau [11] en utilisant un résultat de Boussama
[6], concernant la solution de processus GARCH multivarié strictement stationnaire et er-
godique (voir Boussama [6]). D’autre part ils ont prouvé la normalité asymptotique du
processus ou ’état initiale est fixé ou stationnaire.

Ce chapitre est composé de deux section. Dans la premiere nous avons établons la forte

consistance et la deuxieme section la normalité a asymptotique.

4.1 La forte consistance

Comte et Lieberman [19] ont établi la forte consistance du modele GARC H multivarié, en

utilisant la méthode de quasi-QMV sous les conditions de Jeantheau [12].
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4.1. La forte consistance

Soit © C R" un espace de parametre et 6y € ©.

Dans ce qui suit nous rappellons les conditions de Jeaunthau [12]:

4.1.1 Conditions de Jeaunthau

(A0) O est compact.

(A1) VO, € © le modele admet une unique solution strictement stationnaire et ergodique,

loi stationnaire Py, .
(A2) II existe une constante c, telle que V¢,V0 € ©,det(Hyq,) > c.
(A3) YOy € ©,Ey, (| (det(Hip,)) |) < 0.
(A4) Le modele est identifiable

(A5) H,yg, est une fonction de 6 continue.

4.1.2 Vérification des conditions de Jeantheau

Dans cette section nous vérifions les conditions (A0)-(A5):
(AO) est toujours vérifie

La condition (A1) est vérifiée par le théoreme suivant de Boussama [6]

Théoréme 4.1.1 /6]
Pour le modéle donné par (3.0.3),(3.0.4) et (3.1.5) supposons que ¢, admet une densité ab-
solument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, positive en un voisinage de [’origine,

SUPPOSONS que :

ol ;L et él est définies dont

q p
p(ZAi—i—ZBZ-)) <1 (4.1.1)
et Y définie par

Y = (vech(Hy)',vech(Hy)', ... ,vech(Hy o), X3, Xy s X1 ) (4.1.2)
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4.1. La forte consistance

alors les relations aux récurrences stochastiques donnés par (3.0.3),(3.0.4) et (3.1.5) pour
Y admet presque stirement une solution unique et strictement stationnaire et la chaine de

Markov est positivement Harris recurrente et géométrique ergodique et f — maxing

La démonstration du théoreme basé sur I'utilisation des résultats de Meyn et Tweedie [15]
sur les chaines de Markov, de plus Boussama [6] a généralisé les résultats de mokkadem
[16] ou ces résultats sont basée sur 'utilisation de la topologie algébrique. Pour vérifier la
condition (A2) rappelons que pour tout W matrice définie positive(!) et D matrice semi-
définie positive On a

det(W + D) > det(W) + det(D) (4.1.3)

On appliquer (4.1.3) a (3.1.5) on obtient:

q k p k
det (Hyg) = det (C + Z Z Aint—iXt—iA;j + Z Z Bint—iB;j)

i=1 j=1 i=1 j=1
q k p k

det (Ht’g) Z det (C) + det (Z Z Aint—iXt—iA;j> + det (Z Z Bint—iB;j>
i=1 j=1 i=1 j=1

det(Hyp) > det(C(0))
Etant © est compact, donc soit

= infdet(C(0
¢ := infdet(C(0))
ou C'(#) un fonction continue de 6, on supposer que ¢ > 0.
Pour vérifier A3 soit H,y est un matrice carrée d’ordre d admet d valeurs propres distinctes
et positives notés x;(#) pour un ¢ fixe, H; g = Pt”el Dy g P, ¢ telle que D, p une matrice diagonale
et d’éléments de diagonaux les valeurs propres
det(Hyp) = det(P, ;' DigP.y)

= det(Ptjel)det(Dtjg)det(jog)

= (det(Pyp)) 'det(P.g)det(Dyg)

= det(Dtﬂ)

= H ;(0)

(DSiot A une matrice et X € R” ot X # 0. On dit que A est définie positive si X’AX > 0, et elle est

semi-définie positive si X’AX > 0.
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4.1. La forte consistance

donc
d
det(Hy ) = H ;(6) (4.1.4)
alors
d
log(det(Hyp)) = log(H z5(0))
= > log(ail0)
d
< Z 2:(0) = tr(Hyp)
on prend 'espérance
d
E(log(det(Hyp))) < E(tr(Hpo)) = ZE ([Huolii)

par l'intégrable carré () de X, ,on a
E (vech(Hp)) < +00

Ainsi E (log(det(Hy)))" < 400 et E (log(det(H,4)))~ < sup(—log(c),0) < oo
Donc

E | log(detH,p) |< 400

La condition A4 est vérifie par la proposition suivante d’Engle et Kroner [9]

Proposition 4.1.1 /9]
pour le modele
k k
H, = CoCly+ Y A X1 X[ Ay + Y BiH, 1By (4.1.5)
i=1 j=1
supposons que les éléments diagonaux de Cy sont finie et positifs, et supposons que A ,avec
Ks=d(s—1)+1,...,ds et s =1,...,d est le matrice obtient par le premiére s — 1 colonne

et le premiere Kg = d(s — 1) + 1 lignes a zéro .et supposons aussi [Aigs|laa > 0,Vks, et que

(D Carré sommable ot carré intégrable on dit que une fonction définie sur un espace mesuré Q et &
valeur dans R ou C est de carré intégrable(otl sommable) si elle appartient & l’espace L2(Q2) c’est & dire

Jo | f(x) | de < oo
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4.2. Normalité asymptotique

des restrictions similiaires sont fixées sur la matrice B ;.

Puis un tout modeéle générale BEK K est obtenu qui n’a aucune autre représentation équivalente
dans cette classe.

Des conditions similiares pour l'identification peuvent étre définies pour les processus BEK K
d’ordre supérieur (voir [9]).Cette définition est conforme a Jeauntheau [18,p.72] définition
identification a savoir V8 € ©,V0, € O,

Hyp=Hp, = 0 =0y,p.s
A5 est établi.

Théoréme 4.1.2 Pour le modele GARCH (p,q) défini par les équations (3.0.3),(53.0.4) et

(3.1.5), et pour 6, définie comme suite
0 = arg max_L, (6)
6o

SUPpPosSons que:

1) © est compact C’,;f, et B des fonctions continue de 6, et existe ¢ > 0 telle que
infdetC'(6) > ¢ >0
0cO

2) le modele est identifiable .

3) les erreurs € admettant une densité absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesque et positive dans le voisinage de l’origine.

W0, p( L A0)+ L Bi(9) < 1.

car 0, est fortement compatible, alors 0, — 0o, p.s
n—-+0o

Boussama [6] a donné ce résultat sans preuve. le Théoréme 4.1.2 est valide seulement

dans I'état initiale est aléatoire (pour plus voir [12].

4.2 Normalité asymptotique

Dans cette section, nous établissons la normalité asymptotique de la QMYV'.

suppose les conditions initiales pour H; sont dans la loi stationnaire,Basawa et al [2] ont
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4.2. Normalité asymptotique

données les conditions de la normalité asymptotique du QMV pour les processus stochas-

tiques généraux. Ces conditions sont ont été utilisé par Weiss [28,p.130] et Lumsdaine

[21,p.594]

4.2.1 Les conditions de Basawa et al

. P . o .
i) 7{ ;‘F 1 dgeée, — (', quand T" — +oo pour C; matrice des constantes définie positive.

i) - Nii ST aét 90 A = N(0,Cy), quand T' — +oo pour Cj un constante.
iii) pour tout ¢, j, k,

23,(0
E (supue foll<6 | Wz(a)ek ’)

est bornée pour tout 6 > 0,

Pour montrer la normalité asymptotique de QM V avec la fonction de vraisemblance est

n

]_ ]_ / _1
L.(0) =] )T det (I (—§Xth Xt) (4.2.1)
=1

Il suffit de vérifier les conditions suivantes

_ 94:(0o)
B1Cy =E <( ot

> ) est finie et positive.
1<i,j<r

. 9(00) D44 (0y) .
B2Cy=E <<%T’O> Liger est finie.

B.3 la condition (iii) Amemiy;[l,_théoréme 4.1.3] est des conditions similaires, par le théoreme
(4.1.1) et sous les hypotheses du théoreme (4.1.2), aaea%' est ergodique, et donc le condition
(1) sera satisfaite si C est fini et définie positive

pour simplifier on noté H, g par H,

6,(9) = log [det (H,)] + X, H, X,

o, D o

70 = 57 <log[det(Ht)]+Xth Xt>
_ a 1
= % [det(Ht)] 7 9 (XH- Xt)

i @
d’apres la relation (11) de( Magnus et Neudecker [20] la page 171)
Soit F' un matrice

dlog | F |= TrF~'dF (4.2.2)
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4.2. Normalité asymptotique

on calcule (1) = g—ﬁi(log [det (Hy)]) = TTHtag(gl

et pour établir (2) en utilisant les propriétés de la trace
X/H'X, = Tr(X/H'X;)
= Tr(H'X;X])
= Tr(X:X/H ")

la relation (1) de (Magnus et Neudecker [20] la page 171) est
dF ' = —F'(dF)F™! (4.2.3)

ou I un matrice donc

aHtil -1 aHt -1
— =-—-H H
00; oot

Donc (2) = Tr(—X, X/H; "20tH )

ol _,0H ! . OH,
aez ) = Tr {Ht ! 892 — X, X!H, 1(97;}@ 1}
ol : -1 rrr—17 -1
o (0) =T [Ht,th — X, X(H'H,,H; } (4.2.4)
donc (4.2.9) est démontre
¢ . _
g (6)=Tr [Ht,iﬂgl . thgHﬂHt,iH;ﬂ
ov OH,g . _ , o OHig
(992:- (9) =Tr <8—92Ht,01 - XtXt t,ela—eth,(al)

tel que

ol
Eg, [802 (6o) |-7:t—1] =0p.s

Ainsi, la fonction score est une différence de martingale d’apres le théoreme (4.1.1) et sous les

9L (0)

condition du théoreme (4.1.2). =5,

est un processus strictement stationnaire et ergodique,
car est une fonction mesurable d’un processus strictement stationnaire et ergodique donc on
applique le théoreme centrale limite pour les martingale (Billingsley [3] p789 ) pour obtenir

la condition (ii).
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4.2. Normalité asymptotique

Théoréeme 4.2.1 [19]

sous les hypotheses

(i) (1)-(4) de théoréme (4.1.2) [19] et C(0), A;(0) et Bi(A) admet des dérivées continues
d’ordre 3 dans ©.

(i) les composants du €; est indépendantes.
(111) X; admet des moments d’ordre 8 finis.

() la valeur initiale (de H) est dessiné pour la loi ergodique stationnaire,

Vi, —80) > N(0,C7CCY

n—0o0

sur la loi Py,

si de plus ¢, ~ N(0,1), si Cy = 2C; et la loi asymptotique réduit a A'(0,207")
Preuve. (Théoreme 4.2.1)
Premiérement on trouve une borne de || H;, ' || supposons que H; = C + D

Soit C' une matrice définie positive et D matrice semi définie positive, on a

0<Tr[(C+D)? = | CV2(I+C V2D o122
< Ty (CE (14 cEpe) )

IN

[Tr (0_4)T7‘ (] + C_I/QDC_I/Q)—4)] 1/2

on prend les valeurs propres de

(I+C~*DC™17?)

sont tous plus grands que 'unité, et sont inverse nécessairement en (0, 1], ainsi toute puis-
sance de l'inverse on a

Tr (I+C 2D " < d
en utilisant les inégalités suivantes (voir Magnus et Neudecker [14] )la relation
I AB [[< N(A) || B ||| AB [[<[| A | N(B), N(A+ B) < N(A) + N(B) (4.2.5)
et

N(A) <]l A||< VAN(A) (4.2.6)
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4.2. Normalité asymptotique

alors
N(Hg)® < || Hyg |P< VaN(H )
< VA7) |I< K (4.2.7)
[
Lemme 4.2.1 [19]
On noté par H = @ et pap = E(ef,) alors
0l ., \ Ol - ~1/2g g1/ ~1/2g g1/
E, {aet (90)6; (90)] - ;(u4,p ~3) [Ht V2, H QL,,, [Ht V2pg,  H Q]W (4.2.8)
+ 2Tr(H, Hy ' Hy jHY)
et
E oty 00)| = Tr(H, ;H;"H, jH; " 4.2.9
t—1 89 89 ( 0) - T( tidde t,jit ) ( il )
Preuve.
Pour simplifie on noté H; par H;p on a
0:(0) = logdet(H;) + X, H; ' X, (4.2.10)
tel que | H; | le determinant de H;
ol 0 _
26, 0) = 20, (log | H, | +X/H, 1Xt)
0l 0l
= l H X, H Ix
3.9 | 1)+ G5 XU X

N

-

i) (2)
d’apres la relation suivante de ((11) Magnus et Neudecker [20] la page 171)

soit F' un matrice

dlog | F |= TrF~'dF (4.2.11)

SH !
on calculons (1) = ggt (log | Hip |) = TTHt%
on calculer et pour établir (2) en utilisant les propriétés de la trace
X/H'X, = Tr(X/H'X,)
= Tr(H'X: X))

= X, X[Tr(H ™)
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4.2. Normalité asymptotique

la relation (1) de (Magnus et Neudecker [20] la page 171) est

dF ' = —F '(dF)F™! (4.2.12)
alors .
OH; )
= —H'Z'H
0, tooe;
Donc (2) = Tr(—X,X/H, "%t H, )
8& - _16Ht_ _ aHt
5. (0) = Tr[Ht 7 X/H! . ——tpt
ot ‘ -1 rrr—17 -1
o (0) =T [Ht,th — X, X!HH,,H; } (4.2.13)
donc (4.2.9) est démontre
¢ : .
g H(00) = Tr | Hyo ' — XX H HyHy|

on calculons I'expression

E (XtXt' /]-"t_1> — H,y (4.2.14)

donc on passe a calculer

( ol
ol ol

o005 6) = Tr [Ht,th—l - XthHt‘lHt,th‘l} Tr [Ht,th—l - XtX{Ht‘lHtijt‘l]
i J

) - E <Tr [HmHjl - XtXt’HﬂHt,in] /J—"H) (4.2.15)

= Tr(H,H' — HH 'H H") (4.2.16)

= Tr (X, X/HVH,H XIHTVH,  H; )

( )1 (x
- Tr(XXH VL H, ) (H )
_ Tr(XtXH LF, H; )TT(HM )
+ Ty (FH ) Tr ()

on prend l'espérance I'équation précédente on obtient

o, oL i e1gr e
E, {aet(eo) aet(eo)} = oy (Tr (X X{H HH) Tr (XX(H ) )



4.2. Normalité asymptotique

alors

E, {a—ei(eo)a—gj(eo)} = E_, (Tr (X, X/H H,,H; )Tr (XtXH H, Hy ))

(7 (x

— By (Tr (HH; gl ) Tr ()
(Tr (H SUH, ) Tr (Ht,th—l))
<T7‘ (Hm ) Tr <HtJH )}

donc

E, . [22(90)2—;;(90)} - E._, <T7" (XtXH A, H; )Tr (XtXH VB, H ))

— B (Tr (Bl ) Tr (FosH; )

car E(X;X/) = Hy, i et j joue le méme role.
Soit H, /2 \ime racine symétrique de H; et M; = H, I/QH“ “12 Alors

(Z Z Et,ret,u[Mi]k:,p> <Z Z €t,s€tv [Mj]l,q)]

r=1 u=1 =1

d d
- g E § (Et r€tu€t,s€t v)
u=1 r=1 s=1 v=1
d

Eey (Tr (i, M;) T (e46,M;)) =

d

- Z[Mi]r,r[Mi]r,r(uzl,r — _|_

M=

r=1 r=1 s=1
d d d d
+ > M wt DD (Mg (Ml
r=1 u=1 r=1 u=1
d
= Y Moo [Mj)rp (g — 3) + Tr(M;)Tr(M;) + 2Tr(M; M;)
r=1
d . .
= ) (ap—3) [Ht_l/QHt,th_l/Q] [Ht_l/thJHt_l/z
= pp pp
+ oTr (Ht,inHt,jH;l)
nous avons utilisons
fha,r sSir=s8s=u=v
Ei 1 (€rr€rucrscin) = Blerr€rucrscin) = 1 sir=uets=vetr#u (4.2.17)

0 sinon
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4.2. Normalité asymptotique

En suite en montrer (4.2.9)

or
96:00;

0 = Tr

= Tr

= Tr

+ Tr

. o
55, (HMH L X X/H;VH, G H; 1)}

): . . OH;* OH; ! B L OH,; - OHi!
89”H + Hy ot 5, — X X = 5, H,H ' — X, X/H* ae”H — X, X/H; 1Hm789€ ]

[Hm,jH{ — Hy H; "Hy jHy '+ X, X(H; Hy H  Hy G H Y —XtXéHflﬁm,jH{l]

XOX{H L T H

on prend ’espérance on obtient

o2
i [aoiaej (9)}

- E,_, {Tr [I{rm,jﬂgl — Hy HVH,GHT 4 X X H7VH,  Hy VH, H Y — X X H VH,  H
n XtXt’H;IHt,th—lHt,jH,;lﬂ

= E._, {Tr [I':'Tm,jH{l—Ht’iH VA, HY + HoHVH,  H7VH, H Y — HyHVH,  H

n Hth‘leH;lHt,jH;l”

= Tr [HmHt—lHt,jH;l}

m Preuve. De B.1, de la normalité asymptotique

— w> ~ "
B1.C1=E << 20,50, 19'7]'@) est fini et positive.

020, (6 . 17 _
Ei( 1 (#}Mi)) = | TT(Ht,th 1Ht,th 1) |

comme H,; g est symétrique et en utilisant la propriété de la trace

0%0:(00)
e (Gt ) = TrC e

et d’apres la relation suivante

donc

520, (6,)
Be-1 < 80,00, )

| Tr(AB) [<|| A Il B ] (4.2.18)

=| Tr(HyHy  Hog ') |<IVH P HHey | = T || (Heg)* HugHeg ||

et en utilisant la relation (4.2.7) on obtient

donc C1 est fini.

B Spag ) IS BBV Hys |IDEY(| Hy IP) (42.19)
iUYj

et on utilise le lemme suivant m
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4.2. Normalité asymptotique

Lemme 4.2.2 [19] On suppose que le modéle est tel que X est finis d’ordre 4 et en partic-
ulier la condition initiale sur Hyg est donnée (dépend seulement de 0y) et est rainé faiblement

stationnaire alors on a: pour tout 1 < k<l <deti=1,..,r

E {sup [%(e)rl} < 00 (4.2.20)

0cO k
Preuve. (4.2.2)
soit X; et ‘H,; définie par

!

X = (vech(X,X])', ..., vech(Xi—mi1 X|_mi1)) s (4.2.21)

I\’

H, = (vech(H,) , ...,vech(Hi_mi1) ), (4.2.22)

ou m = max(p, q) et soit le vecteur C; définie par

’

Cy = (vech(C)',0, ..., 0) (4.2.23)
de dimension md(d +1)/2 x 1. (4.2.22) donne
H, = C+ Em: AXii X, + Em: BiHy_;
i=1 =1
vech(Hy) = wvech(C) + iﬁwech(xt_ixg_i) + iéwech(%t_i)
vech(Hy) = wvech(C) + Ellvech(Xt_lXt’_l) + ZQ;:ih(Xt_QX;_Q) + ot Apvech(Xe—m X, )

+ Ewech(?—ltq) + Egvech(HFg) + .+ Emvech(ﬂtfm)

’

Hitr = (vech(HH_l)’, ...,vech(Ht_m_‘_z)/) ,

vech(HtH)/
vech(Hy)'
Ht+1 = UGCh(Ht_l)/

’

vech(Hi—m+2)

vech(C) + Ayvech(X, X,) + . + gmvech(Xt,ergXLmH) + Byvech(Hi—1) + . + Bmvech(Hi—m2)
vech(Hy)'

= vech(Hy_1)'

’

vech(Hi—m+2)
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4.2. Normalité asymptotique

Soient

vech(C)

Alors (4.2.25) s’écrit

0 Ay 0 - An vech(X,X,)
0 0 0 vech(Xi1X, 1)
0 + ) (4.2.24)
0
. 0 0 0 vech(Xi—mr2X;_ i)
B, 0 --- B, vech(Hy)
I 0 0 vech(Hi_1)
) (4.2.25)
0
0 I 0 vech(Hi—pm+2)
;{1 0 ce A'm él 0 e Em
0 0 0 I 0 0
A= ,et B =
0 0
0 0 0 0 I 0
Hip1 = C1+ BHy + AX, (4.2.26)

ou fL =0sii>qet EZ =0 si ¢ > p. En utilisant 'opérateur de retard LX; = X;_4 (L’~C = X;_1) et donc

Péquation (4.2.26) etant

He = Ci(0)+AX; 1+ BHi

en utilisant la recrussivité de (4.2.27) on obtient

Hy

C1(0) + AX;,_1 + B(C1(0) + AX;_2 + BH,;_»]
C1(0) + AX,_1 + BC1(0) + BAX,_ + B*H;

t—1

Hy = z_: B*(0)C1(0) + BY(0)Ho + Z B (0)A*(0)LF X, _1(60)
k=0

k=0

m Boussama [6] a prouvé le résultat suivant

Proposition 4.2.1 [6]

p(iﬁmtiéi) < 1:>p(i§i> < 1etp<i3i> <l=p(B)<l (4227

i=1 i=1

29

C1(0) + B(0)C1(0) + ... + B71(0)C1(0) + B (0)Ho + A(0)X; + B(O)A(0) X5 + ... + B 1H(0) X,



4.2. Normalité asymptotique

Ainsi, U'hypotheése 4 de théoréme 22 implique que Y0 € ©,p(B(0)) := p1(0) < 1. Nous
indiquons par py = supp1(0) et p1 est continue, nous avons que py < 1 (voir [?] pour la
0O

continuité des valeurs propres ) cela permet de prouver ce qui suit

Lemme 4.2.3 [l existe une constante ¥V indépendant de 0, tel que
N(B*) < Wk%pk Vk > 1, dy = md(d+1)/2 (4.2.28)

Remarque 4.2.1 Pour la démonstration de la lemme précédent en utilisant

0 0
g7 Ho+ 55X =0 (4.2.29)

car Hy est constante et X dépend de 6y mais n’est pas une fonction de 0, on a

87‘[15 . a =1 i a . a t—1 -
20; 00 (k:1 BO)¢ ) + D6, (BY)Ho + 00, kZ:oB(G) LPA(0) | X (4.2.30)

comme 1
A
aag => B 25(9) + B (4.2.31)

en utilisant (4.2.18) on obtient

0B , 0B ,
BB < N(BY) || -~ N(B
| BIGr B < N(B) || g N(B |
en utilisant (4.2.18) on obtient
., 0B , ., 0B ,
N(B)) || ==N(B* "7 || < N(B N(B* '
(B) Il 5.V I = NB) | g5 I NC )
et donc d’apres (4.2.32) et (4.2.32) on a
0B . , B .
[ BJ%B’“‘I‘J I< N(B) | 39, | N(B¥'79), j=0,...k—1, (4.2.32)
en utilisant lemme 4.2.3 on obtient
0B A 0B
B/ — B || < WPkl pit 4.2.
| BB < Wk | | (42:33)

nous notons que les normes des dérivées N (%), N (%) et N (8805_) sont uniformément

fini en © car ces sont fonctions tous continue de parameétres 6.

Notation:on note par
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4.2. Normalité asymptotique

S = supN( > S = supN( > S = supN(
0€0 0€O 0cO
dérivations donné par (4.2.30) implique trois termes est bornes

o [ oC
2, <23k51> I = ZBk 1
v\ k=0

). et de plus soit Sy = supN (A) les
0cO

en utilisant la relation (4.2.18) on obtient

8 t—1
| 55 2B OGO || <
' k=0

en utilisant le lemme 4.2.3 on aura

a t—1
" (ZB’“@) I szdo e o szdo

k=0
\If(do—l)! (\P OB acl >
po(1 — po)® 00,

avee Y4t kdopk < S0 kB pk = (dy — 1)/(1 — po)%, bien sur, avec py # 0

Mais si c’est le cas, les termes sont fini car B est nilpotente et toutes les sommes sont finies.

60
|I+||ZB'“ (0|

IN

en utilisant

N(A) <|| A< Vd(A) (4.2.34)
on obtient
o [, acl
<
pco 00, (;B Cl) I < ( 89 >
oCy

< 9 7

( 0 1 \/_ ’ "

US; +S;
Po(l - Po) ( )
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4.2. Normalité asymptotique

de la méme maniere,

0 ig, OB
e, o) = g, Mo
0 dg —1)! 0B
< 7
I 55 (B0 | < s ¥l gl Ho |

finilement

t—1 t—1

9 krk S kk krk 9
<
| 56 (§ BLA)Xt < 3 BL ;:()BL TR

supposons que Ty =|| [ o <%BkLkA>] Xiq || et Ty =|| [ I BFLF <(%A)} Xiq ||
donc linégalité (4.2.36) s’écrit

X ||+ X |l

t—1

0 [ 0 0
| 20 (ZB‘“L‘CA) K| < Z(ae BkL’“A> Xy |+l ZB’“L‘“ (69 A) @x2.39)
k=0 k=0
< I+ 1T (4.2.36)
donc
t—1 i—1
0 0A
1Tl |8 ()| de | = 1 (B0
k=0 v k=0 v
en utilisant les formules (4.2.18) et (4.2.34) on obtient
t—1 i—1
0 0A
172l |84 (a) | Al = 1B
k=0 ¢ k=0

t—1
(9
SZN ((BL)* o) X |
=0

alors en utilisant le lemme (4.2.1) on obtient

t—1

T2 < ‘IJZdeoﬂo

89
et

(SUP |
0cO

Z BFLF ( a?a A)

k,k'=0

t—1 2
v (Z EOREN? (| Yoy IP))

[y~ DI
L= o

X u?) < (Z K (o gl (thmtk))

IN

IN

E (| % [?)
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4.2. Normalité asymptotique

pour la premiere terme on a

t—1
parallel [ ( BkLkA)

— OB
Xt—l || S \112 <Z ]{;do—l-lplg_lN(A) || Xt—k—l ||> N <agz)

k=0 k=1
t—1
0B
< v KO o= | X || ] N(AN
< (Z il tkln) v (%)

alors

t—1
(sup [ [ ( B*LFA )
oco |

IN

X1 ||2)

t—1 2
V2S53(S;)°E (Z RO pE | Xy ||)
k=1
t—

1
< UESHS)E [ D (RO pf (k) pf E | X N A,
k' =1

(do!WSyS;)? E (| & |2
Too(L— po) T2 (I X %)

comme E(|| Xy ||?) < oo

Preuve. 4.2.3 Si on peut trouver une matrice unitaire complexe P qui vérifie que P* = P!,
P* est la conjuguée de la matrice P, tel que B = P*DP, D la matrice diagonale, on a

N(A) = p!/2(A’ A) donc
N(P*DFP) = pi/? ((P*D’“P)'(P*D’“P))
= N (P*D"P)
= P2 ((PrDtp)
V2 ((P*DEP)" (P'D"P))
2 (P D**PP*D"P)

(P'D"P))

— 2 <(D*D)k>

p
P
p
p

car P*P = PP* = I le résultat est vraie pour ¥ = 1. on générale
B ne peut pas étre diagonalisé, dans ce cas nous pouvons encore trouver une matrice unitaire

complexe P, et un complexe triangulaire inférieur les termes diagonaux de 7" sont les valeurs
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4.2. Normalité asymptotique

propres de B voir [22, théoreme 12] tel que B = P*T'P, en écrire T = D + L (ou D
matrice diagonale et L matrice triangulaire inférieur avec les éléments diagonaux nulle, L

est nilpotente avec L% = 0) donc on a N(B*) = N(T*), en utilisant les formules on obtient
N(T*) = N((D+L)")

alors en utilisant Binome de Newton on aura le résultat

d
N(TF) < NDO+> [ | NLyYN(D)
j=1 J
k [k j k=i
< i+ | | NI
=1 J

pour tout k > dy. soit k = dy + n en remplace dans 1’équation suivant en obtient

do
k . .
N(T*) < pb (o +> [ | Ny
j=1 J

k do o 1
. - . H (1 7 )
J J p=1 do+p

mais pour tout x, 0 <z < %, —log(1l —x) < (do/(1 4+ dy))z alors

1 - J
log _ = — log <1 — )
LH 1_610]-1-17)] pgl d0+p

=1

et

3
VR

< T
1+d0p:1do+p
i o~ 1
<
- 1+d0;1+p/do
jdo n
< log 1+ —
— 1+d, Og( +d0)
< dolog<1+3>
do
on a j < dp alors
k d
< ™ | @+1/dy)®
J J
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4.2. Normalité asymptotique

et
do
V() < (14 7))+ g
0
donc .
1+ N 0
do
pour cela

N(L) = N(T = D) < N(T) + N(D) < po + N(B)

m cn suite on prouvé que C1 est définie positive A; = H~Y2H; H~'/2 ot ¢ indice négligable et

H~1/2 est symétrique de H~'. en utilisant pour tout matricesA, B, Tr(AB) = vec(A') vec(B),

on prend )
]E(angO)) = 2WW
ou W = (vec(Ay) | vec(Ay) | ... | vec(A,)) alors en utilisant
vec(ABC) = (C" @ A)vec(B)
on a

vec(A;) = (H™Y? @ H Y?)vec(H;)

et en utilisant

(A® B)(C'® D) = (AC ® BD)

on a
020;(6y)
E(———Z
(o)

= 2WW
= 2(vec(A;) vec(A;))i<ij<r
= 2(1}60<Ht)/(H_1/2 (039 H_1/2>(H—1/2 (029 H_1/2)U60(Hj))1§i7jgr
= 2(U€C<Hi)l(H71 X Hil)vec(Hj))lgmg
= 2P (H '@ H Y)P

ol

P = (vec(H,) | vec(Hy) | ... | vec(H,))
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4.2. Normalité asymptotique

donc H™' @ H™! est définie positive, les valeurs propres de A ® B sont A  si A; les valeurs
propres de A et u; les valeurs propres de B. Ce implique que les valeurs propres de H '@ H ~*
est positive, donc H~! est définie positive, alors C} est semi-définie positive, donc il existe

un vecteur z indépendant de ¢, alors
dE(guTﬂ®frUR>x:o
fE(RKH‘W@H‘HB)mzzE(U%@%H*%@H‘HBx):0

donc P,x est non négative, est nécessairement 0 et H ' ® H~! est définie positive, donc en
déduit que Px = 0,p.s Vt € N

Ce implique que il existe un vecteur y alors

Ohy  x~ Oht
t:Zyi =0,psVteN
i=1

Y00 90;
En noté % par le vecteur
o [ Ovech(C) < 04, " OB,
creen ) . b | =0,
Y ( o9 LT 2 ) 0

ou

»Ovech(C) [ 0A; " (0B,
5y ) T —it hi—; =0,
Cela permettant de trouver une autre représentation de h; et du modele et qui'implique une
contradiction avec les conditions d’identification assurant I'unicité de la représentation (voir

[8]) et donc on a montrer que C.1 est fini et définie positive.

Théoréme 4.2.2 [19]

Les hypothéses du théoreme (4.2.1) et en particulier si la condition initiale x € RledH)ﬂ
du processus H est fixé, alors éxn est fortement consistent et par Jeauntheau [17, pp 19-41]
et d’apres le théoréme 2.2 de Elie et Jeauntheau [7], la forte consistance est obtenue sous
les mémes condition sug | 0:(0) — £,(0,x) | = 0.p, s et alors la normalité asymptotique est

oe
une sequence de ce résultat et le théoréme (4.2.1)

V(0 — 00) B N(0,CCoCr ) sous Py, (4.2.37)

n—o0
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4.2. Normalité asymptotique

Preuve. premicrement, 6, est la fortement consistante (voir [15, p..19,41]) si pour tout

T e Rmd(d—H) ’

n

sup | =3 [l 0) — 4(6)] |— 0 (4.2.38)

n
00 P

pour montrer B.1 il suffit de retrouver que

E {Sup | 6(0) — Cy(x,0)] I}

0cO

est bornée par un carré sommable en ¢, en deduit

ZIP’ (sup | 04(0) — Cy(z,0)] |> £> < 400 (4.2.39)

0cO

pour tout £ > 0

0(0,2) — £,(0) = logldet(Htqp)] + XthMXt log[det(H;p)] + XtH_lXt

_ log(det (I +H‘1/2(Hm9—Htg)H‘1/2>)+XHt9 (Hyp — Hypo) Hily

X¢

-

(1) @)
pour (2) on écrit
| X, Hy ) (Hyp — Hiwo) HijoXo | = | Tr (X;H{el (Hip — Hizp) HtxeXt> |
= | TT( 10 ) (Hyg — Hip) Ht:}cOXtX> |
En utilisant (4.2.18) on obtient

| T (Hig (Huo = Hiwo) H 2o XoX0) | S0 XX, || NCGHGON(HZL) | Hog = Hio |

D’apres on utilisant (4.2.7) donc

| X X0 | N(H g )N(Hy ) | Heo = Hewo | < K | X0 2]l Hig — Heao |

En utilisant (4.2.27) on a
Hi — Hay = B'(Ho — Hap)

ou H, est le condition initiale de H associe a z, ce implique que

| He—Haop | < N(B) || Ho— Hayo |l
< Wtpl || Ho — Hap ||

67



4.2. Normalité asymptotique

En utilisant lemme 4.2.3
| Xy (Hypg = Hig )Xo |< K20 || Ho — Hao [l X 1”275,
Alors
sup | X, +(H th Htj91>Xt | = O(tdopf)) (4.2.40)

SiE (]| X; [|*) < 400 est de (4.2.40) est intégrable. pour le premiere terme, soit A; (¢, z,6) les
valeurs propres de la matrice symétrique H;91/2(Ht7$79 — Ht,thT91/2)7 1=1,...,d. Alors pour
log (det(H¢p)) — log (det(H,p)) d’apres le théoreme spectrale en dimension finie en déduit
que toute matrice symétrique réelles est diagonalisable Exemple Aun matrice symétrique

d’ordre n a pour les valeurs propres \;

n

det(I+A) = det ((1+M)(1+Aa)o.(1+ ) 1+ JJ(1+ M)

i=1

Supposons maintenant A = ngl/Q(thx o — H, Q)H 1/2

log(I+A) = log (ﬁ(l + )\Z)>

=1

supposons que A = Htjgl/z(Ht,w — Ht,gHtjal/z) alors

log {det [[ + H,, 1/2(Ht,m79 — Ht,gngl/Q)] } = i log(1+ X\i(t,x,0))
i=1
On a
| \i(t,7,0) |< p( V2, e — HooH, ;/2> < N(H; "’ N(Hyp — Hyp)
et donc, en utilisant (4.2.40) , alors il existe un constante k indépendant de 6 donc

| Xi(t, 2, 0) |< kt®pl

pour t fixé par ty alors pour t > to, | \i(t,2,0) |< 1/2, et | log(l +u) |[< 2 | u | pour
| u < 1/2, pour t > t.

d
| log(det(I, + Hyy*(Hyup — HioH, ")) | < Z log(1 + Ni(t, 2, 0)) |

< 22 | Xi(t, z,0) |< 2dkt™ g
t=1
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4.2. Normalité asymptotique

alors

sup | log [det(Hyg Hizo)] |= O(%0) (4.2.41)
S

et borné de (4.2.41) est sommable (pour tout ¢). © pour la normalité asymptotique on écrit
V2L (2,05 V1 (0nn — 00) — V Lo(2,00)) + V2L (62)v/1(0),, — 6) (4.2.42)

olt | 05, — 0y |<]6),,, — 0o | et | 05— 0y |-

d
1
% | tEI Vét 90 V&(w,@o)) | (4243)
et
1 n
sup | — § V3, . — 4.2.44
668\ n & 1( t, ¢ ( )

en utilisant l'inégalité de Markov P(| X |> a) < E(] X |?)/a?, pour tout p > 0, on a (77)

pour tout i,
Z 8

est borné on prend 6y pour snnphﬁe

0 0

\ 20, —,(6p) — 5 —ly(x,00) | = | X,(H"Hy,H' — Hy H, . ;Hy DX, — Tr(H )
— Tr(H, Hyyy) | (4.2.46)
alors
| Tr(H; "Hyi) — Tr(Hy {Hio) | < | Tr(H;7 (Hy — Hywy)) |+ | Tr((H7 = H ) Hyoy) |
< | Tr(H;Y(Hyy — Heo)) |+ | Tr((H ' = Hyp)Hyoy) |
< | HU ||| Hey — Hews |l + || Hi ' = Heo ||| Hepa |
OH 87—[ = _ 87—[
< lelft— S| N (H YN (HD || Hy — th”” L H
< VK | % - aH” | +K2 || H, — aHt (4.2.47)

par le lemme (4.2.2), E(|| 5 aHt 1?) < co.BV2(|| Hy — Hy || ) est intégrable. pour un notre de terme de
(4.2.47) a voir que

oMy  OHiw, B
96, ~ 6, 0= g, Mo~ Hoa), (4.2.48)
alors en utilisant lemme (4.2.3)
OH:  OHix

9B
R ol S 1N< )H Ho = Mo |

69



1]
2]

Bibliographie

T. Amemiya, Advanced Econometrics, Blackwell, Oxford, 1985.

I.V. Basawa, P.D. Feigin, C.C. Heyde, Asymptotic properties of maximum likelihood
estimators for stochastic processes, Sankhya Ser. A 38(1976)259 — 270.

P. Billingsley, The Lindeberg-Levy theorem for martingales, Proc. Amer. Math.
Soc.12(1961)788 — 792.

T. Bollerslev, Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity, J. Economet-

rics 31(1986) 307 — 327.

T. Bollerslev, Modelling the coherence in short run nominal exchange rates: a mul-
tivariate generalized ARCH model, in: R.F. Engle (Ed.), ARCH Selected Readings,
Oxford University Press, Oxford,1995, pp.300 — 313.

F. Boussama, Ergodicity, mixing and estimation in GARCH models, Ph.D. Disserta-
tion, University of Paris 7,1998.

L. Elie, T. Jeantheau, Estimation in conditionally heteroskedastic models, C.R. Acad.
Sci. Paris Sér. T 320(1995)1255 — 1258.

R.F. Engle, Autoregressive conditional heteroskedasticity with estimates of the variance

of United Kingdom inflation, Econometrica 50(1982)987 — 1007.

R.F. Engle, K.F. Kroner, Multivariate simultaneous generalized ARCH, Econometrics

Theory 11(1995)122 — 150.

70



BIBLIOGRAPHIE

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

E. Hansen, A. Rahbek, Stationarity and asymptotics of multivariate ARCH time series
with an application to robustness of cointegration analysis, preprint, University of

Copenhagen, December 1998.

T. Jeantheau, Modeles autorégressifs a erreurs conditionnellement heteroscedastiques,

Ph.D. Thesis, University of Paris 7,1993.

T. Jeantheau, Strong consistency of estimators for multivariate ARCH models, Econo-

metrics Theory 14(1998)70 — 86.

R.L. Lumsdaine, Consistency and asymptotic normality of the quasi-maximum like-
lihood estimator in IGARCH(1,1) and covariance stationary GARCH(1,1) models,
Econometric Theory 64(1996)575 — 596.

J.R. Magnus, H. Neudecker, Matrix Differential Calculus with Applications in Statistics
and Econometrics, Wiley, New York, 1988.

S.P. Meyn, R.L. Tweedie, Markov Chains and Stochastic Stability, Springer, London,
1993.

A. Mokkadem, Propiétés de mélange des processus autorégressifs polynomiaux, Ann.

Inst. Henri

A.A. Weiss, Asymptotic theory for ARCH models: Estimation and testing, Econometric
Theory 2(1986)107 — 131.

C. Francq and J.M. Zakonian, GARCH Models: Structure, Statistical Inference and

Financial Applications, Wiley-Interscience, Wiley-Interscience,2010.

F.Comte et O.Lieberman, Asymptotic theory for multivariate GARC H processes, jour-
nal of multivariate Analysis 84(2003)61 — 84.

JR.Magnus ;H.Neudecker. Matrux differential calculs with applications in statictics and

econometrics,ISBNO — 471 — 98632 — 1 (alk.paper)

Bollerslev T, Engle RF, Woolridge JM. 1988. A capital pricing model with time varying
covariances. JOURNAL OF POLITICAL ECONOMY 96: 116 — 131

71



BIBLIOGRAPHIE

[22] Bollerslev. 1990 . Modeling the coherence in short-run nominal exchange rates: A

multivariate generalized ARCH model. Review of Economics and Statistics 72 : 498505

23] Engle RF .2002. Dynamic conditional correlation - a simple class of multivariate

GARCH models. Journal of Business and Economic Statistics 20 : 339350.

72



