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Résumé 

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au problème de minimisation de la 

variance des dates de fin d’exécution des tâches dans les problèmes  d’ordonnan-

cement à une seule machine (CTV). Ce problème est classé NP-difficile (Kubiak, 

1993) [23], et il est formulé comme un programme quadratique en nombres binaires 

(0/1). Pour le résoudre, un modèle approximatif est proposé en élaborant un code de 

calcul en langage AMPL permettant la modélisation et la résolution de programmes 

d’optimisation en temps réel. Nous reportons aussi des résultats numériques qui sont 

obtenus en testant notre code de calcul sur des exemples type de la littérature. 

Ces résultats confirment l’efficacité de notre approche de résolution. 

 
 

Mots–clés : ordonnancement; minimisation de la variance; modèle approximatif. 
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Abstract 

In this report, we are interested in the problem of minimizing the completion 

time variance (CTV) in single machine scheduling problems. This problem is NP-

difficult (Kubiak, 1993) [23], and it is formulated as a quadratic program in binary 

numbers (0/1). To solve it, an approximate model is proposed by developing a 

computer code in AMPL language allowing the modeling and resolution of 

optimization programs in real time. We report numerical results which are obtained 

by testing our computer code on standard examples from the literature. These results 

confirm the effectiveness of our resolution approach. 

 
 
 

Keywords : scheduling; variance minimization; approximate model. 
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Introduction générale 

L’ordonnancement occupe une place importante dans l’industrie et les services. 

Il s’attache à l’allocation des ressources aux tâches sur des périodes données de 

temps, et dont l’objectif est d’optimiser un ou plusieurs critères. Les ressources et les 

tâches peuvent prendre différentes formes en pratique. Les ressources peuvent être 

des machines, des ouvriers ou tout simplement des outils de fabrication dans un 

atelier de production, elles peuvent être des unités de calcul ou des serveurs dans un 

environnement informatique. Les tâches sont des opérations sur des produits à 

fabriquer sur les machines dans un système de production, elles peuvent être des 

programmes à exécuter ou simplement des requêtes à transmettre sur des serveurs 

dans un environnement informatique. L’ordonnancement contribue à l’élaboration de 

meilleures stratégies à adopter pour l’optimisation et l’utilisation des ressources. 

L’ordonnancement d’atelier consiste à organiser dans le temps le fonctionnement 

d’un atelier pour utiliser au mieux les ressources humaines et matérielles disponibles 

dans le but de produire les quantités désirées dans le temps imparti. Le problème 

d’ordonnancement à une seule machine consiste à rechercher la séquence optimale 

de n tâches sur une seule machine. Une solution est décrite par l’ordre de passage des 

tâches sur la machine. 

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au problème de la minimisation de la 

variance des temps de fin d’exécution des tâches sur une seule machine. Ce problème 

est classé NP-difficile, et il se formule comme un programme quadratique en nombres 

binaires (0/1). Pour le résoudre, nous proposons un modèle approximatif en élaborant 

un code de calcul en langage AMPL permettant à la fois la modélisation et la 

résolution de programmes d’optimisation en temps réel. 
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Ce mémoire est composé de quatre chapitres, et d’une conclusion générale. 
 

Le premier chapitre introduit les principales notions et notations qui sont 

communes à tous les problèmes d’ordonnancement d’atelier à une seule machine que 

l’on retrouve dans la littérature scientifique. Les principaux concepts et définitions 

sont rappelés ainsi que leur développement mathématique qui va nous être utile tout 

au long de ce mémoire. 

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons tout d’abord, des notions de base en 

matière de la complexité des problèmes combinatoire de manière générale. Ensuite, 

nous exposons les méthodes de résolution exactes et approchées les plus populaires 

pour la résolution des problèmes d’ordonnancent classés NP-difficile. 

Dans le troisième chapitre, nous exposons d’abord, le problème de la 

minimisation de CTV, puis nous évoquons l’importance pratique du problème dans 

différents secteurs de la vie quotidienne. Ensuite, les propriétés de dominance les 

plus pertinentes qui permettent de réduire l’espace de recherche et de localiser la 

séquence optimale, sont rappelées. Au final, nous présentons un programme 

quadratique à contraintes linéaires en nombres bivalents (0/1), découlant de la 

littérature. Sa résolution exacte est difficile et les tailles solvables sont  assez réduites.  

Le quatrième chapitre est consacré à l’exposition de notre contribution à la 

résolution du problème   1 ∥ CTV, et à l’implémentation de notre approche de 

 résolution. Nous comparons aussi des résultats numériques obtenus en testant notre 

 programme AMPL sur des exemples du problème tirés de la littérature scientifique 

en utilisant le solver CPLEX.  

Au final, le manuscrit se termine par une conclusion générale, et des perspectives 

de recherche envisagées. 
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1 

Notions de base sur l’ordonnancement 

d’atelier 

1.1 Introduction 

Ce chapitre introduit les principales notions et notations qui sont communes à 

tous les problèmes d’ordonnancement d’atelier à une seule machine que l’on retrouve 

dans la littérature scientifique. Les principaux concepts et définitions sont rappelés 

ainsi que leur développement mathématique qui va nous être utile tout au long de ce 

mémoire. 

 
1.2 Généralités et définitions 

L’ordonnancement est un processus de décision qui apparait dans la plupart des 

systèmes de production et de transport ainsi que dans la gestion et le suivi de projet. 

Nous tirons de la littérature les deux définitions ci-dessous de l’ordonnancement : 

Définition  1.1. Ordonnancer, c’est programmer l’exécution d’une réalisation en 

attribuant des ressources aux tâches et en fixant leurs dates d’exécution. 

Définition  1.2. Une tâche est un travail élémentaire nécessitant un certain nombre 

d’unités de temps et de ressources. Ordonnancer un ensemble de tâches, c’est 

programmer leur exécution en leur allouant les ressources requises et en fixant leur 

date de début. 

Ces deux définitions nous permettent de déterminer les éléments caractérisant 

un problème d’ordonnancement.  
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Un problème d’ordonnancement est composé de façon générale d’un ensemble 

de tâches soumises à certaines contraintes, et dont l’exécution nécessite des 

ressources. Résoudre un problème d’ordonnancement, consiste à organiser ces 

tâches, c’est à dire à déterminer leur dates de démarrage et à leur attribuer des 

ressources, de telles sorte que les contraintes soient respectées. 

Une tâche est un travail (ou job) dont la réalisation nécessite un nombre 

d’opérations élémentaires. Chaque opération élémentaire nécessite un certain nombre 

d’unités de temps (sa durée) et d’unités de ressources. 

Une ressource est un moyen, technique ou humain, permettant la réalisation 

des tâches et dont la disponibilité limitée ou non est connue à priori. On distingue 

deux types de ressources : les ressources renouvelables et les ressources consommables. 

Une ressource est renouvelable si après avoir été allouée à une tâche, elle redevient 

disponible pour les autres. Une ressource est consommable si après avoir été allouée 

à une tâche, elle n’est plus disponible pour les tâches restant à exécuter. 

Une contrainte exprime des restrictions sur les valeurs que peuvent prendre 

conjointement les variables représentant les relations reliant les tâches et les ressources. 

On distingue les contraintes temporelles et les contraintes de ressources. 

Les contraintes temporelles intègrent : 

• Les contraintes de temps alloué, issues généralement d’impératifs de gestion 

et relatives aux dates limites des tâches (délais de livraison, disponibilité des 

approvisionnements) ou à la durée totale d’un projet ; 

• Les contraintes d’antériorité et plus généralement les contraintes de cohérence 

technologique, qui décrivent le positionnement relatif de certaines tâches par 

rapport à d’autres ; 

• Les contraintes de calendrier liées au respect d’horaires de travail … etc. 

 

Les contraintes de ressources traduisent le fait que les ressources sont 

disponibles en quantité limitée. On distingue deux types de contraintes de ressources, 

liées à la nature disjonctive ou cumulative des ressources. Une ressource disjonctive 
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ne peut être utilisée que par une tâche à la fois. Par contre dans une ressource cumulative 

les ensembles de tâches non réalisables simultanément sont de cardinalité quelconque. 

D’une manière générale, trois types d’objectifs sont essentiels dans la résolution 

des problèmes d’ordonnancement : l’utilisation efficace des ressources, un délai 

d’exécution des tâches aussi faible que possible et le respect des dates d’achèvement 

prescrites à l’avance. 

 

Les problèmes d’ordonnancement sont classés par familles de problèmes selon 

la structure de l’atelier, on distingue : 

• Atelier à une machine : l’atelier est composé soit d’une seule machine (un 

bloc/outil de production) ou l’essentiel de l’atelier peut être représenté par 

une seule machine (machine goulot par exemple). Pour ce modèle chaque 

tâche est constituée d’une seule opération qui doit être effectuée sur cette 

machine. 

• Atelier à plusieurs machines parallèles : chaque tâche est constituée d’une 

seule opération qui peut être effectuée par plusieurs machines. Les machines 

peuvent être identiques ou différentes. Pour ce type d’ateliers, en plus du 

problème de succession des tâches sur les machines, il faut aussi décider de 

leur affectation sur les ressources. 

• Atelier FlowShop : les machines sont disposées en ligne et toutes les tâches 

ont la même gamme opératoire, c’est-à-dire, chaque tâche doit passer sur 

chaque machine et cela dans le même ordre pour toutes les tâches. 

• Atelier JobShop : les machines sont disposées en ligne, mais chaque tâche à 

sa propre gamme opératoire, c’est-à-dire, chaque tâche dispose de son propre 

ordre de passage sur les machines. 

• Atelier OpenShop : ici la numérotation des machines est immatérielle. La 

gamme de fabrication des tâches n’est pas fixée à l’avance, elle est 

déterminée lors du traitement des tâches. 

• Atelier Flexible : l’atelier peut être de type FlowShop ou JobShop, mais 

chaque étage est composé de plusieurs machines parallèles identiques ou 

différentes. 
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1.3 Description d’un problème d’ordonnancement 

Les données d’un problème d’ordonnancement sont les tâches et leurs 

caractéristiques, les contraintes potentielles, les ressources et le(s) critère(s) 

d’optimisation. Une tâche ��  ne peut commencer son exécution avant une date de 

disponibilité �� et doit être achevée avant une date échue ��. L’intervalle [��, ��] est 

appelé la fenêtre de temps d’exécution de la tâche ��. Les tâches sont souvent liées 

entre elles par des relations d’antériorité, sinon, on dit qu’elles sont indépendantes. 

 
1.3.1 Notations 

Nous utilisons les notations présentées dans la plupart des ouvrages et articles 

sur le sujet. 

� = {1,2, … , �}  L’ensemble des tâches ou (jobs)  

��   Temps opératoire (Processing time)  

��   Date de disponibilité (Release date)  

��   Date d’échue (Due date)  

��   Début d’exécution (Start time)  

�� = �� − ��   Temps d’attente (Waiting time)  

�� = �� + ��   Temps de fin (Completion time)  

�� = �� − ��   Temps du flot (Flow time)  

�� = �� − ��   Retard algébrique (Lateness)  

�� = max(�� − �� , 0)  Retard (Tardiness)  

 � = max(�� − �� , 0)  Avance (Earliness)  

!� = { 1, �� > ��0,  sinon
�  indicatrice (Unit penality)  

 
 
1.3.2 Représentation d’une tâche 

Nous représentons une tâche par un rectangle dont la longueur représente la 

durée ou le temps de traitement. L’axe horizontal représente le temps, et l’axe 

vertical représente les machines.  
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Figure  1.1 – Caractéristiques de la tâche �. 

La résolution des problèmes d’ordonnancement nécessite le calcul ou l’évaluation 

de critères de performance. Ces critères seront décrits dans la section suivante. 

 
1.3.3 Critères d’optimisation 

Le choix d’un ordonnancement se fait en fonction d’un ou plusieurs critères 

que l’on cherche à optimiser. Généralement, le critère considéré est une fonction des 

dates de fin d’exécution : 

 &(�1, �2, … , ��)  ( 1.1)

Les mesures les plus considérées, dans la littérature, sont données dans le 

tableau ci-dessous. 

Tableau  1.1 – Critères d’optimisation. 

Critères Maximum Moyenne Moyenne pondérée

Fin de traitement �max = max1≤�≤�(��) �̅ = 1
� ∑ ���

�=1  �*̅ = ∑ *����
�=1  

Décalage �max = max1≤�≤�(��) �̅ = 1
� ∑ ���

�=1  �̅* = ∑ *����
�=1  

Retard �max = max1≤�≤�(��) �̅ = 1
� ∑ ���

�=1  �*̅ = ∑ *����
�=1  

Avance  max = max1≤�≤�( �)  ̅ = 1
� ∑  ��

�=1   ̅* = ∑ *� ��
�=1  

Nombre de retards  !̅ = 1
� ∑ !��

�=1  !̅* = ∑ *�!��
�=1  

 

Une caractéristique intéressante pour un critère est sa régularité. Tous les 

critères vus précédemment, sont des fonctions monotones croissantes en fonction des 

dates de fin d’exécution ��  ,(� ∈ �) elles vérifient : 

 ∀ � ∈ � ∶ �� ≤ ��′ ⟹  &(�1, �2, … , ��)  ≤  & (�1′, �2′, … , ��′)  ( 1.2)

Machine 

Temps 

��  ��  
2 = 0 ��  ��  ��  ��  

��  
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1.3.4 Classification des problèmes d’ordonnancement 

Les classes de problèmes d’ordonnancement sont souvent spécifiées en termes 

de classification à trois champs   3| 5 | 6  introduite par (Graham, 1979) [15]. La 

première entrée 3 spécifie l’environnement du processeur,  5 précise les caractéristiques 

des tâches (contraintes) et 6  désigne le critère d’optimalité (fonction objective).  

 
1.3.5 Représentation des ordonnancements 

Le diagramme de Gantt, du nom de son développeur Henry Gantt (1861-1919), 

est le moyen le plus simple et le plus utilisé pour représenter un ordonnancement, a 

la fois dans la littérature et dans les entreprises. Dans le cas de problèmes d’atelier, ce 

diagramme se compose de plusieurs lignes horizontales, chacune d’entre elles 

désignant une machine. Les opérations exécutées sur une machine donnée sont 

représentées sous forme de barres ayant des longueurs proportionnelles à leurs temps 

opératoires. L’axe des abscisses représente le temps, les barres sont positionnées aux 

dates de début d’exécution des opérations. Ainsi, le diagramme de Gantt permet de 

montrer l’occupation des machines dans le temps, les séquences de traitement sur 

chaque machine et les dates de fin des travaux. 

Les problèmes d’ordonnancement d’ateliers sont des problèmes combinatoires 

extrêmement difficiles et il n’existe pas de méthodes universelles permettant de les 

résoudre efficacement. Une classification de ces problèmes selon leur difficulté est 

donnée par exemple, dans [4, 5, 12, 34]. 

 
1.4 Modèle mathématique  

Il existe deux types de modélisation d’un problème d’ordonnancement. La 

modélisation graphique sous forme de graphe caractérisant la précédence, priorité 

conflit…, et la représentation analytique sous forme de programme mathématique 

que nous allons le présenter dans cette section. 

La variable de décision : 

7�� = { 1, si la tâche � occupe la position �
0, sinon

� 
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Programme mathématique en nombres entiers : 

Minimiser & (�1, �2, … , ��) ( 1.3)

 �� ≥ ∑ ��7��
�

�=1
(� = 1, … , �) ( 1.4)

 ��+1 ≥ �� (� = 1, … , � − 1) ( 1.5)

 �� ≥ �� + ∑ ��7��
�

�=1
(� = 1, … , �) ( 1.6)

 �� −  � ≥ �� − ∑ ��7��
�

�=1
(� = 1, … , �) ( 1.7)

  �� ≥ 0 ,  et   � ≥ 0 (� = 1, … , �) ( 1.8)

 ∑ 7��
�

�=1
= 1 (� = 1, … , �) ( 1.9)

 ∑ 7��
�

�=1
= 1 (� = 1, … , �) ( 1.10)

 7�� ∈ {0 , 1} (�, � = 1, … , �) ( 1.11)

 

Il s’agit d’un programme quadratique en nombres bivalents (0/1). La taille de 

l’espace de recherche engendré par la variable de décision est de l’ordre 2�2
 . 

 

Remarque  1.1. La résolution exacte de ce programme est difficile et les tailles 

solvables exactement sont assez réduites. 

 
 
1.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons introduit les principales notions et notations qui 

sont communes à tous les problèmes d’ordonnancement d’atelier à une seule machine 

que l’on retrouve dans la littérature scientifique. Les principaux concepts et définitions 

sont rappelés ainsi que leur développement mathématique qui va nous être utile tout 

au long de ce mémoire. 
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2 

Méthodes de résolution d’un problème 

d’ordonnancement d’atelier 

2.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord, des notions de base en matière 

de la complexité des problèmes combinatoire de manière générale. Ensuite, nous 

exposons les méthodes de résolution exactes et approchées les plus connues pour la 

résolution des problèmes d’ordonnancent classés NP-difficile. 

 
2.2 Complexité des problèmes 

La théorie de la complexité (Cook, 1971) [10] a pour but d’analyser les coûts 

de résolution, en termes de temps de calcul, des problèmes d’optimisation 

combinatoire. Elle permet d’établir une classification des problèmes en plusieurs 

niveaux de difficulté. Parmi les classes de problèmes combinatoires, on distingue les 

problèmes de décision et les problèmes d’optimisation. 

 

• Un problème d’optimisation est un problème pour lequel on doit chercher une 

solution admissible optimisant au mieux une fonction objective. 

• Un problème de décision est un énoncé auquel la réponse peut être 

uniquement OUI ou NON. Chaque problème d’optimisation possède un 

problème de décision correspondant. 

 

Par la suite, nous avons besoin de ces deux définitions : 



   

  20 

Définition  2.1. (Algorithme polynômial). Un algorithme est dit polynômial si le 

nombre d’opérations élémentaires, nécessaires pour atteindre le résultat, est majoré 

par un polynôme de la taille des données �, par exemple :(�3) avec 3 est une 

constante positive indépendante de �. 

Définition  2.2. (Algorithme exponentiel). Un algorithme est dit exponentiel si le 

nombre d’opérations élémentaires est minoré par une forme exponentielle de la taille 

des données �, par exemple :(;�) avec (; > 1) est une constante indépendante de �. 

La classe des problèmes NP (pour Non déterministe Polynomial) est la classe 

des problèmes de décision pouvant être résolus par un algorithme polynomial sur une 

machine de Turing non déterministe (Garey, 1979) [14]. C’est-à-dire, les problèmes 

de décision pour lesquels il existe un algorithme tel que si on lui fournit une solution 

dont la réponse est OUI, il est capable de la vérifier en temps polynomial. 

Parmi la classe NP, on distingue deux grandes sous-classes : la classe des 

problèmes polynomiaux (la classe P) et la classe des problèmes NP-Complet (la 

classe NPC). 

La classe P est la classe des problèmes de décision solvables par un algorithme 

polynomial déterministe, c’est-à-dire, les problèmes de décision pour lesquels il 

existe un algorithme polynomial permettant de répondre à la question par un OUI. 

C’est la classe des problèmes les plus « faciles » de NP. 

La classe NPC est la classe des problèmes dont il n’existe aucun algorithme 

polynomial pour les résoudre, sous l’hypothèse (P ≠ NP). Cependant, si on peut 

résoudre un problème de NPC en un temps polynomial, on obtient par transformation 

des algorithmes polynomiaux pour tous les problèmes de NPC. 

 

Figure  2.1 – Classification des problèmes combinatoires. 

NP-difficile NP-complet NP P 

Sens de difficulté 
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Quand un problème est NP-Complet, il n’est pas possible, à l’heure actuelle, de 

construire un algorithme polynomial le résolvant. Cependant, dans certains cas, on 

peut construire un algorithme efficace appelé schéma d’approximation polynomial 

(PTAS) ou schéma d’approximation totalement polynomial (FPTAS), le problème 

étudié est alors dit NP-Complet au sens faible. Dans le cas contraire, il est dit NP-

Complet au sens fort. 

 

Un problème d’optimisation est dit NP-Difficile si le problème de décision qui 

lui correspond est NP-Complet. 

 

Pour résoudre un problème d’ordonnancement de manière efficace, il faut 

prendre en compte la particularité de chaque problème. C’est pourquoi il y a autant 

d’approches que de problèmes d’ordonnancement. Toutefois, il existe des approches 

qui fournissent des solutions approchées de bonne qualité pour un certain nombre de 

problèmes. 

 
2.3 Méthodes de résolution 

Dans cette section, nous passons en revue différentes approches exactes et 

approchées pour la résolution des problèmes d’ordonnancement. 

Les méthodes de résolution des problèmes d’ordonnancement puisent dans 

toutes les techniques de l’optimisation combinatoire (programmation mathématique 

en nombres entiers, programmation dynamique, procédure par séparation et 

évaluation, théorie des graphes,…). Ces méthodes garantissent en général l’optimalité 

de la solution fournie. Mais les algorithmes dont la complexité n’est pas polynomiale 

ne peuvent pas être utilisés pour résoudre des problèmes de grandes tailles, d’où la 

nécessité de construire des méthodes de résolution approchées, qu’on appelle 

méthodes heuristiques ou méta-heuristique pour ces problèmes NP-difficiles [25]. 

Dans la suite, nous présentons les méthodes de résolution les plus connues. 

Nous commençons par les méthodes exactes, ensuite on présentera les méthodes 

approchées. 
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Nous présentons ci-dessus, un schéma général des méthodes de résolution d’un 

problème d’ordonnancement. 

 

 

Figure  2.2 – Schéma récapitulatif des méthodes de résolution des problèmes 

d’ordonnancement d’atelier. 

 
  

Séparation  
et évaluation 

Méthodes de 
résolution 
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approchées 
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Heuristique 
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Métaheuristique 

Méthode à population  
de solutions 

Algorithmes Génétiques 
Colonies de Fourmis 
Essaims Particulaires 

Recherche Tabou 
Recuit Simulé 
Hill-Climbing 

Constructive 
Amélioratrice 

Méthode à base  
de solution unique 
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2.3.1 Méthodes exactes 

Généralement, il n’est pas possible de construire un algorithme polynomial 

résolvant un problème d’optimisation NP-difficile. Toutefois, on peut mettre au point 

des méthodes efficaces pour une grande partie des énoncés. Pour certains problèmes, 

on appliquera une Procédure par Séparation et Évaluation (PSE), pour d’autres, la 

programmation dynamique (PD) ou encore la programmation linéaire en nombres 

entiers (PLNE). Une référence dans le domaine est celle développée par [5]. 

 
2.3.2 Méthodes approchées 

Il existe deux types de méthodes approchées, à savoir les heuristiques et méta-

heuristiques. 

 

2.3.2.1 Heuristique 

Le principe général d’une méthode heuristique est de trouver en un temps 

polynomial une solution réalisable la meilleure possible. Elle dépende de la nature du 

problème étudié.  

2.3.2.2 Les méthodes constructives 

Le principe de ces méthodes est de construire une solution à partir des données 

initiales. Ce sont des méthodes itératives, où à chaque itération, on complète une 

solution partielle.  

Les méthodes constructives se distinguent par leur rapidité et leur grande 

simplicité. Le principal défaut de ces méthodes réside dans la qualité mauvaise des 

solutions obtenues. Le fait de vouloir opérer à tout prix le meilleur choix à chaque 

étape est une stratégie dont les effets peuvent être catastrophiques à long terme. 

2.3.2.3 Méthodes amélioratrices 

Le principe de ces méthodes n’est plus de construire un ordonnancement a 

partir des données initiales du problème, mais de modifier le résultat d’une solution 

admissible en vue d’améliorer la valeur de la fonction objective. La plupart de ces 

méthodes utilisent la notion de voisinage de solution, on parle aussi de méthodes par 

voisinage. 
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À partir d’une solution initiale générée aléatoirement ou avec une heuristique, 

une méthode par voisinage ou encore méthode de recherche locale réalise un 

processus itératif qui consiste à remplacer la solution courante par l’un de ses voisins 

en tenant compte de la fonction objectif. La méthode s’arrête et retourne la meilleure 

solution trouvée. Le critère d’arrêt peut être un nombre d’itérations atteint ou une 

valeur de la fonction objective atteinte. Ces méthodes diffèrent essentiellement par le 

système de voisinage utilisé et la stratégie de parcours du système de voisinage. 

 

2.3.2.4 Métaheuristique 

Une métaheuristique est un ensemble de concepts universels, applicables à une 

large classe de problèmes d’optimisation combinatoire. On distingue deux types : les 

méthodes à base d’individu, telles que le Recuit Simulé (Simulated Annealing SA)  et 

la Recherche Tabou (Tabu Search, TS), et les méthodes à population telles que 

l’Algorithme Génétique (Genetic Algorithm, GA) et la Colonie de fourmis (Ant 

Colony Optimisation, ACO).  Pour le plus amples d'informations sur ce sujet ,le 

lecteur peut consulter [1, 13, 28, 29, 31]. 

 

Remarque  2.1. Les méthodes exactes ne sont efficaces que pour les instances de 

problèmes de petite taille. 

 
2.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons rappelé tout d’abord, des notions de base en 

matière de la complexité des problèmes combinatoire de manière générale. Ensuite 

nous avons présenté des méthodes de résolution exactes et approchées les plus 

utilisées dans la littérature. Une adaptation de ces outils pour la résolution des 

problèmes d’ordonnancement d’atelier classés NP-difficile est indispensable. 
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3 

Présentation du problème de CTV 

3.1 Introduction 

Le problème de CTV a été proposé pour la première fois par Merten et  Muller 

en 1972 [30], il consiste à minimiser la variance des dates de fin d’exécution des 

 tâches dans un ordonnancement à une seule machine. Il a fait l’objet depuis quelques 

années  d’une attention croissante pour deux raisons, outre son intérêt théorique, il a 

de nombreuses  applications dans le domaine de la production industrielle, de la 

logistique et de l’informatique. Ce problème NP-difficile (Kubiak, 1993) [23] a été 

largement étudié et résolu par un grand nombre de  chercheurs dans le cas général par 

des heuristiques constructives et amélioratrices, ainsi que par  des méta-heuristiques 

qui vont des méthodes à solution unique jusqu’aux méthodes à population de 

 solutions. 

Dans ce chapitre, nous exposons d’abord, le problème de la minimisation de 

CTV, puis nous évoquons l’importance pratique du problème dans différents secteurs 

de la vie quotidienne. Ensuite, les propriétés de dominance les plus pertinentes qui 

permettent de réduire l’espace de recherche et de localiser la séquence optimale, sont 

rappelées. Au final, nous présentons un programme quadratique à contraintes 

linéaires en nombres bivalents (0/1), découlant de la littérature. Sa résolution exacte 

est difficile et les tailles solvables sont  assez réduites.  

 
3.2 Problème de CTV  

Dans cette section, nous présentons la position du problème étudié. 
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3.2.1 Notations  

Dans ce qui suit, nous allons adopter les notations suivantes : 

 

� = {1,2, … , �}  L’ensemble des tâches indépendantes ou (jobs)  

��   Temps opératoire de la tâche �.  

?  Séquence arbitraire  

?∗  Séquence optimale  

Π  L’ensemble de toutes les séquences,|Π| = �!  

��(?) = ∑ ��(?)�
�=1   Date de fin d’exécution de la tache j dans la séquence ?.  

D = ∑ ����=1   Makespan  

 
 
3.2.2 Hypothèses 

En plus, nous adoptons les hypothèses suivantes : 

1. Les temps d’exécution des tâches sont connus et déterministes, et tous les 

tâches sont disponibles à  l’instant (2 =  0).   
2. La machine peut traiter au plus une tâche à la fois, et les temps d’inactivité et 

la préemption des tâches  ne sont pas autorisés.   

3. Les temps d’installation sont inclus dans les temps d’exécution.   

4. Il n'y a pas de relations de précédence entre les tâches, alors le  problème est 

classé 1 ∥ CTV selon la  notation introduite par Graham en 1979, voir [15].  

 
 
3.2.3 Critère de performance 

Nous séquençons � tâches indépendantes de temps d’exécution �1, �2, … , ��, 

sur une seule  machine. L’objectif est de trouver la séquence des tâches ?∗ qui 

minimise la variance des dates de fin  d’exécution, définie par :  

 CTV(?) = 1
� ∑ (��(?) − �̅(?))2�

�=1
  ( 3.1)

où, �̅(?) est la moyenne des dates de fin d’exécution dans la séquence ?. 
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La variance des dates de fin d’exécution est un critère quadratique  irrégulier c’est-à-

dire, sa valeur peut diminuer lorsqu’un ou plusieurs temps  d’exécution augmente. la 

valeur du critère CTV peut s’écrire ainsi : 

 CTV(?) = 1
� ∑ ��2(?) +  �2(?)

�

�=1
  ( 3.2)

où, 

��(?) ≔ max(��(?) − �̅(?), 0) représente le retard de la tâche �. 

 �(?) ≔ max(�̅(?) − ��(?), 0) représente l’avance de la tâche �. 

 
 

Ce critère pénalise à la fois, les tâches qui se terminent en retard et  en avance 

de manière symétrique. En d’autre terme, elles ont la même pondération,  comme 

l’indique l’équation (3.2). 

 
3.3 Importance pratique 

Le problème est spécialement important pour tout système industriel où toutes 

les tâches  nécessitent un traitement uniforme, c’est-à-dire les tâches se terminent 

presque en même temps dans le  système.  nous retrouvons le problème dans la 

planification de production, la gestion des fichiers, les systèmes de calcul sur les 

grandes bases de données, et la transmission de groupes des données dans le réseau 

internet. La minimisation du critère de performance CTV pénalise à la  fois le retard 

et l’avance des tâches de manière symétrique, ce qui se concorde avec la philosophie 

de production baptisée  Juste-à-Temps (JIT) adoptée actuellement par la plupart des 

institutions industrielles afin d’assurer et de stabiliser la Qualité de Service (QoS) 

dans leur système de production. 

 

Maintenant, Nous établissons quelques propriétés importantes de solutions 

optimales au problème formulé ci-dessus. Le concept de séquences V-shaped a été 

introduit pour la première fois par  (Eilon and Chowdhury, 1977)  [11] dans le contexte 

du problème de minimisation de la variance des temps d’attente WTV (Waiting time 

variance), voir [43]. 
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3.4 Propriétés de dominance 

Dans cette section, nous abordons une propriété importante qui va jouer un rôle 

fondamental dans la résolution des problèmes d’ordonnancement NP-difficile. Avant 

ça, nous rappelons les deux définitions suivantes : 

Définition  3.1 (Propriété de dominance) Toute propriété ou une condition nécessaire 

d’optimalité qui permet de réduire énormément l’espace de recherche en localisant la 

solution optimale dans un sous-ensemble inclus dans l’espace de recherche de départ. 

Définition  3.2 (Ordonnancement V-shape) Un ordonnancement est dit V-shape si les 

tâches qui précèdent la tâche minimale sont ordonnées LPT, et les tâches qui succèdent 

la tâche minimale sont ordonnées SPT. 

Du fait de sa complexité, le problème CTV a suscité  beaucoup d’intérêt de la 

part de la communauté scientifique. De nombreux résultats théoriques ont été  obtenus. 

Dans cette section, on ne cite que les plus intéressants. 

 
3.4.1 Conditions nécessaires d’optimalité 

Nous présentons des résultats classiques permettant de caractériser la solution 

optimale pour le probleme   1 ∥ CTV . Sans perte de généralité, nous supposons que 

�1 ≤ �2 ≤ ⋯ ≤ ��.  

Théorème  3.1 (Shrage, 1975) [36] In an optimal sequence, the  first longest job is 

scheduled first.  

Théorème  3.2 (Eilon and Chowdhury, 1977) [11] The optimal solution  that 

minimizes completion time variance is V-shaped.   

 

Figure  3.1 – Une première séquence V-shaped. 

 

Théorème  3.3 (Hall and Kubiak, 1991) [19] In an optimal sequence, the  first longest 

job is scheduled first, the second longest is last, and the  third longest is second. 

L� ? ? ? ? L1 

LPT SPT 
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Figure  3.2 – Une deuxième séquence V-shaped. 
 
 
3.4.2 Réduction de l’espace de recherche 

• Il y a 2�−1 façons pour construire une séquence V-shape.   

• Les conditions nécessaires précédentes, réduisent énormément,  la taille de 

l’espace de recherche de  �! à 2�−1.  

Cette propriété de dominance réduit considérablement l’espace de recherche et sert 

de base au développement d’algorithmes efficaces. 

 
 
3.5 Modèle mathématique 

Dans cette section, nous exposons un programme quadratique en nombres 

binaires qui est bien connu dans la littérature, procurant des solutions exactes. 

3.5.1 Modèle exacte (ME) 

Sans perte de généralité, nous supposons que les temps d’exécution sont 

arrangés comme suit : �1 ≤ �2 ≤ ⋯ ≤ ��, le problème peut se formuler ainsi : 

Minimiser CTV = 1
� ∑(�� − �̅)2�

�=1
 ( 3.3)

 �1 = �� ( 3.4)

 �� = ��−1 + ∑ ��7��
�

�=1
(� = 2, … , �) ( 3.5)

 ∑ 7��
�

�=1
= 1 (� = 1, … , �) ( 3.6)

 ∑ 7��
�

�=1
= 1 (� = 1, … , �) ( 3.7)

 7�� ∈ {0 , 1} (�, � = 1, … , �) ( 3.8)

 

L� L�−1 L�−2 ? ? L1 

Séquence duale 

LPT SPT 
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Il s’agit d’un programme quadratique en nombres bivalents (0/1). La taille de 

l’espace de recherche engendré par la variable de décision est de l’ordre 2�2
 . 

La résolution exacte de ce programme est difficile et les tailles solvables 

exactement sont assez réduites. 

 
3.5.2 Réécriture de la variance 

La valeur du critère de performance (3.3) du modèle exacte (ME) n’est pas 

entière en générale. Dans la pratique, il est fortement recommandé que la valeur du 

critère à minimiser soit entière.  

Formule classique de la variance (avec la moyenne).  

 � CTV = ∑(�� − �̅)2�

�=1
 ( 3.9)

 

Dans la pratique nous minimisons la quantité entière suivante, en utilisant une 

formule alternative de la variance (sans la moyenne).  

 2�2CTV = ∑ ∑(�� − ��)2�

�=1

�

�=1
 ( 3.10)

 
 
3.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons exposé le problème de la minimisation de CTV, 

puis nous avons évoqué l’importance pratique du problème dans différents secteurs 

de la vie quotidienne. Ensuite, les propriétés de dominance les plus pertinentes qui 

permettent de réduire l’espace de recherche et de localiser la séquence optimale, sont 

rappelées. Au final, nous avons présenté un programme quadratique à contraintes 

linéaires en nombres bivalents (0/1) découlant de la littérature. Sa résolution exacte 

est difficile et les tailles solvables sont  assez réduites. 
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4 

Contribution à la résolution du problème 

4.1  Introduction 

Dans ce chapitre, nous exposons notre contribution à la résolution du problème 

  1 ∥ CTV, et l’implémentation de notre approche de  résolution. Nous comparons 

aussi des résultats numériques obtenus en testant notre  programme AMPL sur des 

exemples du problème tirés de la littérature scientifique en utilisant le solver CPLEX.  

 
4.2  Quelques mots sur le langage AMPL 

Dans cette section, nous présentons brièvement, le langage de modélisation 

pour  la programmation mathématique baptisé AMPL.  

AMPL est l’abréviation de «A Mathematical Programming Language». C’est 

un  langage de modélisation et de résolution de programmes d’optimisation. Son 

atout,  est qu’il permet la séparation d’un problème d’optimisation en modèle 

 mathématique, données et processus de résolution.  

En pratique, un projet d’optimisation en vrai grandeur, se décompose en trois 

 fichiers principaux :  

• Fichier.mod : pour la description du modèle mathématique.  

• Fichier.dat : pour la représentation et l’alimentation des paramètres du  modèle 

(création d’une instance du problème).  

• Fichier.run : pour l’exécution d’un script de résolution, et l’affichage des 

 résultats obtenus sur un exemple de problème.  
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Il existe toute une batterie d’algorithmes appelés solvers qui sont implémentés 

 sous le langage AMPL, on cite à titre d’exemple, CPLEX, GUROBI,  LPSOLVE,…, 

etc. Les solvers se sont des algorithmes conçus pour la  résolution d’une classe de 

problèmes d’optimisation donnée, à savoir la  programmation linéaire et non linéaire, 

ainsi que la programmation linéaire et  quadratique en nombres entiers.  

 
4.3  Procédure de résolution 

Dans cette section, nous présentons notre approche de résolution qui se résume 

en deux points suivant :  

• Générer une séquence V-shape en appliquant l’heuristique E&C1.1 

dévelopée par Eillon et Chowdhary en 1977, voir [11].  

• Améliorer la séquence obtenue en permutant les tâches dans les positions 

(�, �) telles que  � < �, et � + � = � + 2.   

Cette procédure est équivalente à chercher la séquence minimisant la variance, 

dans un sous  ensemble V-shape de taille 2�/2 plutôt que 2�−1.  

 
4.3.1 Construction d’une séquence V-shape 

Dans la littérature, il existe beaucoup d’heuristiques qui permettent de procurer 

une séquence V-shape, dans cette section, nous présentons l’heuristique constructive 

E&C1.1, voir [11]. 

 

Algorithme  4.1 – Création d’une séquence V-shape par l’heuristique E&C1.1. 

Etape  1. Supprimer la tâche dont le temps d’exécution est le plus long du pool des 

tâches et placer-le avant la fin de la séquence de tâches, et la fin de la 

séquence de tâches contient une autre tâche , 

Etape  2. Retirer la tâche dont le temps d’exécution est le plus long du pool de 

travaux, placer-le après le début de la séquence de tâches, et l’entête de la 

séquence de tâches contient une tâche supplémentaire, 

Etape  3. Répéter les étapes : 1 et 2 jusqu’à ce que le pool de tâches soit vide. 
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L’ensemble de toutes les positions (permutations), est caractérisé  par :  

 ≔ {(�, �) ∈ {1,2, … , �}2 ∶ � ≤ �, et � + � = � + 2} 
 
 
4.3.2   Modèle Approximatif (MA) 

Nous permutons les deux tâches qui se trouvent dans les positions � et � telles 

que � + � = � + 2.  

 

  

 

donc, la variable de décision peut s’écrire ainsi : 

 7�� ≔ { 1 si le couple des tâches (L�,  L�) est permuté  
0 sinon � (�, �) ∈  

 

Le nombre de permutations est de l’ordre : | | ∼ �
2 . 

 

Notre modèle approximatif peut s’écrire ainsi : 

L�  L� 

i j 

7�� ≔ 1 7�� ≔ 0 

L� L�  

i j 

SPT LPT 

L� 
L�−2 L�−1 

L1 L2 L3 
L� L�  

� + � = � + 2 
1 2 3 n n-1 k 
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Minimiser 2�2CTV ≔ ∑ ∑(�� − ��)2�

�=1

�

�=1
 ( 4.1) 

 �1 = �1  ( 4.2) 

 �� = ��−1 + �� + 7��(�� − ��) (�, �) ∈   ( 4.3) 

 �� = ��−1 + �� − 7��(�� − ��) (�, �) ∈   ( 4.4) 

 7�� ∈ {0 , 1} (�, �) ∈   ( 4.5) 

où,  ≔ {(�, �) ∈ {1,2, … , �}2 ∶ � ≤ �,et � + � = � + 2}  

Il s’agit d’un programme quadratique en nombres bivalents (0/1). La taille de 

l’espace de recherche engendré par la variable de décision est de l’ordre 2�/2 ≈
1.414�.  

 
4.4 Comparaison des résultats numériques 

Les résultats numériques illustrés dans le tableau 4.1, le tableau 4.2, et le 

tableau 4.3 présentent la comparaison entre les deux valeurs de CTV, obtenues du 

modèle approximatif (MA), et du modèle exacte (ME), en testons les jeux des 

données qui sont tirés de la littérature scientifique à savoir : 

• Eilon et Chowdhury en 1977, voir [11]. 

• Gupta et al. en 1990, voir [16].  

• Srirangacharyulu and Srinivasan en 2010, voir [38]. 

 

Durant notre étude, nous constatons les points suivant : 

1. La séquence trouvée en résolvant le modèle approximatif (MA), n’est pas 

exacte que dans les 2 cas suivant :  

Cas Exemple Taille Erreur absolue Erreur relative 

1 N°2 7 5.14 0.560% 

2 N°6 10 0.09 0.003% 

2. Le modèle exacte (ME) n’arrive pas à calculer des séquences optimale dont la 

taille (� ≥ 20). En revanche, avec le modèle approximatif (MA) on peut aller 

jusqu’à (� = 115). 
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Tableau  4.1 – Résultats de la comparaison des instances dans (Eilon et Chowdhury, 

1977).  

N° n Temps d’exécution 
CTV 

VME VMA 

1 6 2 6 9 12 19 21 218.47 218.47 

2 7 2 3 6 9 21 65 82 918.29 *923.43 

3 8 2 4 6 7 8 9 10 16 187.23 187.23 

4 8 1 2 8 9 10 12 13 16 308.17 308.17 

5 10 1 2 5 8  9  10 13 16 18  19 486.40 486.40 

6 10 2 3 6 9 21 23 34 65 82  92 3584.00 *3584.09 

7 10 5 7 8 9 10 13 21 25 41 100 1336.24 1336.24 

 
 

Tableau  4.2 – Résultats de la comparaison des instances dans (Gupta et al., 1990).  

N° n Temps d’exécution 
CTV 

VME VMA 

8 10  6  12 17 22 33 40 52 61 70 88 7027.96 7027.96 

9 10 12 14 22 26 37 50 78 79 98 99 12269.76 12269.76 

10 10 11 34 37 48 68 72 73 79 82 94 20903.36 20903.36 

11 10 10 34 39 41 46 48 52 70 76 96 14094.01 14094.01 

12 10 10 42 44 48 52 62 65 75 77 98 18884.80 18884.80 

13 15 3 11 14 20 24 25 26 29 32 39 47 80 83 90 98 16052.20 16052.20 

14 15 6 16 20 24 27 35 41 45 59 63 64 72 77 91 97 27082.79 27082.79 

15 15 5 13 18 26 40 43 50 55 57 58 62 63 77 91 97 29805.39 29805.39 

16 15 7 15 30 42 61 64 68 73 79 82 83 92 95 97 98 57713.76 57713.76 

17 15 7 16 26 32 40 42 51 52 59 67 77 82 84 85 96 36005.18 36005.18 

18 20 8  9 17 26 32 44 46 49 57 58 59 61 71 73 75 77 86 88 
97 99 

/ 70843.39 

19 20 2  9 13 21 30 36 43 47 56 70 74 77 75 77 83 87 88 90 
92 97 

/ 75113.55 

20 20 7  9 20 27 28 29 38 40 46 48 53 63 69 71 74 77 79 89 
94 97 

/ 58912.75 

21 20 2  4 14 22 25 35 44 46 47 55 56 60 63 66 69 72 73 74 
77 82 

/ 54589.11 

22 20 6 10 14 24 27 31 36 37 40 41 47 48 63 65 70 78 83 89 
92 94 

/ 50015.18 

 
VMA : Valeur optimale du modèle approximatif. 
VME : Valeur optimale du modèle exacte classique. 
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Tableau  4.3 – Résultats de la comparaison des instances dans (Srirangacharyulu and 

Srinivasan, 2010). 

N° n Temps d’exécution 
CTV 

VME VMA 

23 15 5 18 19 40 46 55 59 62 63 65 65 73 76 77 83 38922.65 38922.65 

24 15 7 12 14 16 17 29 38 44 51 56 61 63 65 86 86 20102.38 20102.38 

25 15 8 11 29 36 37 38 47 49 51 52 61 65 69 92 93 29217.09 29217.09 

26 15 7 20 21 21 33 40 41 48 53 67 83 87 92 96 99 32551.32 32551.32 

27 20 1 9 13 22 36 38 40 43 45 51 56 61 70 79 85 86 91 91 
91 97 

/ 64341.23 

28 20 1 8 12 12 13 19 38 40 45 52 55 60 65 71 80 81 93 95 
96 97 

/ 51736.99 

29 25 5 10 11 21 29 32 33 37 38 44 47 53 57 64 69 74 78 
79 86 86 88 88 91 92 95 

/ 
107559.4

0 
30 25 7 12 14 16 16 17 17 22 29 38 44 44 50 51 56 56 58 

61 63 65 74 85 86 86 94 
/ 67358.88 

31 25 1  9  9 10 21 30 32 33 40 49 49 52 53 61 62 68 68 70 
74 80 81 81 85 98 100 

/ 91018.40 

 
VMA : Valeur optimale du modèle approximatif. 
VME : Valeur optimale du modèle exacte classique. 
 
 
4.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’implémentation de notre approche de 

résolution. Nous avons reporté et comparé aussi des résultats numériques obtenus en 

testant notre programme AMPL, en utilisant le solver CPLEX sur des exemples du 

problème, tirés de la littérature scientifique. Durant notre étude, nous avons constaté 

que de nombreux tests numériques effectués, ont permis d’avérer les avantages de 

l’utilisation du modèle approximatif sur le modèle classique pour la résolution des 

exemples du problème de grande taille (� ≥ 20). Les résultats numériques obtenus 

affirment l’efficacité de cette approche. 
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Conclusion générale 

L’optimisation combinatoire occupe une place très importante dans la vie 

quotidienne. Son importance se justifie d’une part, par la grande difficulté des 

problèmes d’optimisation et d’autre part, par de nombreuses applications pratiques 

pouvant être formulées sous la forme d’un problème d’optimisation combinatoire. 

Les problèmes d’optimisation sont utilisés pour modéliser de nombreux problèmes 

dans différents secteurs de l’industrie telle que la logistique, la gestion,…., etc. 

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au problème de la minimisation 

de la variance des dates de fin d’exécution des tâches sur une seule machine. Ce 

problème est classé NP-difficile, et il est formulé comme un programme quadratique 

en nombres binaires (0/1). Pour le résoudre, nous avons proposé un modèle 

approximatif en élaborant un code de calcul en langage AMPL permettant à la fois de 

modéliser et de résoudre de programmes d’optimisation en temps réel. 

Durant notre étude, nous avons constaté que de nombreux tests numériques 

effectués pour la  résolution des exemples du problème, ont permis d’avérer les 

avantages  de l’utilisation du modèle approximatif. Les résultats obtenus affirment 

l’efficacité de cette  approche de résolution.  

Ces résultats nous conduisent à envisager quelques perspectives. Ces idées 

s’articulent autour les  points suivant :  

• Implémenter une méta-heuristique permettant de résoudre les exemples du 

problème de taille moyenne, et de comparer les résultats obtenus avec ceux 

qui sont obtenus par le Modèle Approximatif (MA). 

• Expliquer, pourquoi dans le cas des exemples de grande taille (� ≥ 20), les 

solutions optimales de (MA) coïncident avec celles de (ME) ? 
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Nous espérons que notre but est atteint, et le travail que nous avons réalisé dans 

ce mémoire, nous a  permis d’approfondir nos connaissances théoriques et pratiques 

dans le domaine de l’optimisation et  d’acquérir des connaissances dans le domaine 

de l’ordonnancement d’atelier et de l’informatique.  
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Notations et abréviations 

Symboles : 
 

7  Vecteur de taille � : ( 71, 72, … , 7�). 
7 ≥ 0  Vecteur positif : 7 ∈ ℝ+�  

∑ 7���=1   La somme : 71 + 72 + ⋯ + 7�. 

∑ ∑ 7����=1g�=1   La somme double : (711 + ⋯ + 71�) + (721 + ⋯ + 72�) + ⋯ + (7g1 + ⋯ + 7g�)  
7′  Le vecteur transposé de 7. 

∑ 7���=1 h�  Le produit scalaire du vecteur x et y. 

max i ; min i  Maximiser la valeur z ; Minimiser la valeur z. 

 m 

 

 

Abréviations : 

 

PTAS Schéma d’approximation polynomial 

FPTAS Schéma d’approximation totalement polynomial 

SPT Shortest Processing Time 

LPT Longest Processing Time 

CTM La moyenne des temps de fin d’exécution 

CTV La variance des temps de fin d’exécution 

MA Modèle approximatif 

ME Modèle exacte 
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