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RÉSUMÉ

Soit G = (V,E) un graphe simple d’ordre n et de taille m où V (G) est l’ensemble de sommets

et E(G) l’ensemble d’arêtes, une fonction de domination romaine (FDR) sur G est une fonction

f : V −→ {0, 1, 2} tel que chaque sommet u avec f(u) = 0 est adjacent à au moins un sommet v

avec f(v) = 2. Le poids de f est la valeur f(V ) =
∑

u∈V f(u), et le poids minimum de f sur G est

le nombre de domination romaine de G, noté par γR(G). Le nombre de domination romaine a été

beaucoup étudié dans les graphes modifiés par des opérations élémentaires sur les sommets ou les

arêtes (ajout d’arête ou d’une chaîne).

Dans ce mémoire, nous etudions l’effet de l’ajout d’une arête e ou d’une chaîne Pk entre deux

sommets quelconques d’un cycle Cn et d’une chaîne Pn, en donnant la valeur exacte de γR (G+ e)

et γR (Gu,v,k), tels que le graphe Gu,v,k est obtenu à partir de G en ajoutant d’une chaîne Pk entre

les deux sommets u et v , G ∈ {Pn, Cn}.
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ABSTRACT

Let G = (V,E) be a simple graph of order n and of size m, we denote by V (G) the set of

vertices and E (G) the set of edges, a function of Roman domination (FRD) on G is a function

f : V −→ {0, 1, 2} such that each vertex u with f(u) = 0 is adjacent to at least one vertex v with

f(v) = 2. The weight of f is the value f(V ) =
∑

u∈V f(u), and the minimum weight of f on G is

the number of Roman domination of G, denoted by γR(G).The number of Roman domination has

been much studied in graphs modified by elementery operations on vertices or edges (add edge or

path).

In this dissertation research, we study the effect of adding an edge e or a path Pk between any

two vertices of a cycle Cn and a path Pn, we giving the exact value of γR (G+ e) and γR (Gu,v,k),

such that Gu,v,k a graph is obtained from G by adding a path Pk between two edge u and v,

G ∈ {Pn, Cn}.
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 : ملخص
مجموعة الحواف،    E(G)مجموعة الرؤوس و  V(G)حيث    mو قياسه     n  رتبته  رسم بياني بسيط    G=(V,E)لتكن  

:𝑓هي الدالة    Gعلى الرسم البياني    (FDR)الرومانية    ةدالة الهيمن 𝑉 →    f(u)=0مع  uبحيث يكون أي رأس  {0.1.2}
   قيم المخصصة للرؤوسال مجموع هو fة الدالوزن  ، f(v)=2  عمv مجاورا لرأس على الأقل 
 𝑓(𝑣) = ∑ 𝑓(𝑢)𝑢∈𝑣.    عدد الهيمنة الرومانية في الرسم البيانيG    والمشار اليه  𝛾𝑅 (G) هو أصغر وزن ل(FDR) 

البيانية المعدلة من خلال عمليات أولية على    G.للبيان تمت دراسة عدد الهيمنة الرومانية على نطاق واسع في الرسوم 
 .أو سلسلة( افةحة الحواف )أضافالرؤوس أو  

  بإعطاء ، 𝑃𝑛 سلسلة وا 𝐶𝑛بين أي رأسين لدورة  𝑃𝑘  أو سلسلة e في هذه المذكرة، ندرس تأثير إضافة حافة 
 𝑃𝑘 سلسلة   إضافةتم الحصول عليه من خلال  𝐺𝑢,𝑣,𝑘   حيث الرسم البياني𝛾𝑅 (𝐺𝑢,𝑣,𝑘 )    و𝛾𝑅(G+e)   ةالقيمة الدقي

𝑣 ، .𝐺و  𝑢بين الراسين   ∈ {𝑃𝑛 , 𝐶𝑛} 
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INTRODUCTION

La Théorie des Graphes est une branche des mathématiques discrètes, en forte croissance grâce à

son rôle essentiel dans les sciences appliquées. Généralement, les problèmes pratiques modélisables

par les graphes sont de nature combinatoire où il est souvent question de recherche de structures

optimales particulières, telles que clique maximum, stable maximum, coloration minimum ou do-

minant minimum. Ce dernier problème dont l’origine remonte au 16eme siecle en Inde dans le jeu

d’échec [22]. Le principe est de couvrir l’ensemble des cases par certaines pièces du jeu. Au début

des années 1850 [23], les amateurs d’échecs étaient intéressés à trouver le nombre minimum de

reines nécessaires à placer sur un échiquier de telle manière que chaque case soit occupée par une

reine ou bien peut être occupée en un seul mouvement par l’une des reines.

Plus d’un siècle plus tard, en 1962, Ore [29] a été le premier à publier sur la domination dans

les graphes et donna l’appelation actuelle du nombre de domination. La domination a connue sa

véritable expansion après les travaux de Cockayne et Hedetniemi en 1977 [9]. Les deux livres de

Haynes, et Hedetniemi Slater [19, 20] témoignent de la pertinence et de l’intérêt accru de ce sujet

dans les dernières années.

Le coté pratique et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance d’autres

et nouveaux paramètres de domination, en effet beaucoup de paramètres de domination ont vu le

jour lorsqu’on impose à la domination une condition supplémentaire dans le graphe considéré.

Nous nous sommes intéressés ici à la domination romaine dans les graphes, introduite par

Cockayne et al [7] et motivée par un article de Ian Steward dans Scientific American, intitulé

"Defend the Roman Empire !" [31].

Cependant, il y a encore beaucoup à faire dans ce domaine, ce mémoire est une contribution à

1



Introduction

l’étude de la domination romaine dans les graphes.

Le problème qui se pose d’une manière naturelle est la détermination de la valeur de ces

paramètres, mais comme en général ce problème est NP-complet, nous nous penchons vers ou

bien la détermination de bornes à ces paramètres qui les encadrent le plus étroitement possible,

et recherche des graphes extrémaux pour ces bornes, ou bien les déterminer exactement dans des

classes particulières de graphes.

Ce document est composé de trois chapitres dont voici une description rapide.

1. Notions générales sur les graphes : Nous rappelons d’abord les définitions de base liés à la théorie

des graphes et nécessaires à la compréhension de ce mémoire. Ensuite nous rappelons brièvement la

notion de la domination dans les graphes et nous définissons quelques paramètres de dominations.

Enfin nous rappelons l’effet de l’ajout d’une arête et d’une chaîne sur le nombre de domination.

2. La domination romaine : Nous abordons le thème étudié et nous donnons quelques résultats

sur la domination romaine.

3. Nobmre de domination romaine dans quelques graphes : Nous étudions l’effet de l’ajout d’une

arête e ou d’une chaîne Pk entre deux sommets quelconques d’un cycle Cn et d’une chaîne Pn, en

donnant la valeur exacte de γR (G+ e) et γR (Gu,v,k), tel que G ∈ {Pn, Cn}.

2



Chapitre 1

Notions générales sur les graphes

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et terminologie utilisées dans l’ensemble de

ce mémoire. Dans la premiére partie, on rappelle quelques définitions de base de la théorie des

graphes, on donne un aperçu sur les paramètres structurels d’un graphe, ensuite on cite quelques

invariants de graphes ; les notions propres à un chapitre donné sont définies dans le chapitre en

question. Enfin, on rappelle brièvement la notion de la domination dans les graphes, et on rappelle

aussi l’effet de l’ajout d’une arête et d’une chaîne sur le nombre de domination.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Définition d’un Graphe

Un graphe G = (V,E) est la donnée de deux ensembles finis, un ensemble de sommets V et un

ensemble d’arêtes E. Le cardinal de V est appelé l’ordre de G ; noté par n (G) et le cardinal de

E est appelé la taille de G ; noté par m (G). Une arête e ∈ E est une paire de sommets u et v

notée par e = uv, où u et v sont les extrémités de e. On dira dans ce cas que u et v sont adjacents

et que e est incidente à u et v. Une boucle est une arête dont les deux extrémités sont confondues.

Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arêtes multiples. Tous les graphes considérés

dans ce mémoire sont simples et finis.

3



Chapitre 1. Notions générales sur les graphes

1.1.2 Définition de voisinage et de degré

Le voisinage ouvert d’un sommet v est l’ensemble des sommets u ∈ V tels que uv ∈ E noté

NG(v), et le voisinage fermé de v est NG[v] = NG(v) ∪ {v}. Pour un sous-ensemble S ⊆ V ; le

voisinage ouvert est NG(S) =
⋃
v∈SN(v) et le voisinage fermé NG [S] =

⋃
v∈SN(v) ∪ S.

Le degré d’un sommet v ∈ V noté dG(v) est égal au cardinal de son voisinage ouvert c-à-d

dG(x) = |NG(x)|. On notera par ∆(G) et δ(G), respectivement, le degré maximum et le degré

minimum dans G. Un sommet de degré nul sera dit un sommet isolé et un sommet de degré égal

à un sera dit sommet pendant et un sommet adjacent à un sommet pendant sera dit sommet

support.

Exemple 1.1.1 Un graphe G = (V,E) avec V (G) = {a, b, c, d, e, f, g}, E(G) = {ab, be, ef, cd,

dg, de, bc, bd, ce}, n = 7 et m = 10. Le voisinage ouvert du sommet c est NG(c) = {d, b, e}

et son voisinage fermé est NG[c] = {c, b, d, e}. Le voisinage ouvert de l’ensemble S = {b, f} est

NG(S) = {a, c, d, e}, et son voisinage fermé est NG[S] = {a, b, c, d, e, f}. Le graphe G n’a pas de

sommets isolés, et a, g sont des sommets pendants. Le degré minimum du G est δ(G) = 1 et le

degré maximum est ∆(G) = 5 (voir la Figure 1.1).

a b

c d

e f

g

s s s s
s s s

@
@

@
@

�
�
�
�

@
@
@
@

Fig. 1.1 —Un graphe G

1.1.3 Quelques graphes particuliers

Soit G = (V,E) un graphe simple.

Pour un sous-ensemble S ⊆ V , le sous graphe induit par S noté par G[S] est le graphe ayant S

pour ensemble de sommets et dont les arêtes sont celles de E ayant leurs deux extrémités dans S.

4



Chapitre 1. Notions générales sur les graphes

Pour un sous-ensemble U ⊆ E, le graphe partiel de G défini par U noté GU est le graphe dont

les ensembles de sommets et d’arêtes sont respectivement V et U .

Exemple 1.1.2 Le sous graphe de G induit par {b, c, d, e}(voir la Figure 1.2-(a)), et le graphe

partiel de G induit par {bc, cd, be, de, dg, ef} (voir la Figure 1.2-(b)).

a b e f

c d g

b e

c d

(a) (b)

s s
s s

s s s s
s s s

�
�
�
�

@
@
@
@

Fig. 1.2 —Un sous graphe et un graphe partiel de G

Le graphe complémentaire de G noté G est un graphe ayant le même ensemble de sommets que

G et une arête est dans G si elle n’est pas dans G (voir la Figure 1.3).

s s
s s

s
A
A
AA

�
�
��

�
�
��

@
@

@@

s s
s s

s
C
C
C
C
C
C
C

�
�
�
�
�
�
�

Q
Q
Q
Q
QQ

�
�

�
�

��

Fig. 1.3 —Un graphe G et son complémentaire G

Un graphe est dit r-parti si l’on peut partitionner l’ensemble de ses sommets en r sous-ensembles

X1, X2, ..., Xr tels que les sous graphes G [X1] , G [X2] , ..., G [Xr] ne contiennent aucune arête.

En particulier, pour r = 2, le graphe G est appelé biparti. Si un sommet dans un ensemble de

partition Vi d’un graphe r-parti est adjacent à tout sommet des autres ensembles {Vj : j 6= i} pour

tout sommet dans G, alors G est appelé multiparti complet et noté par Kp1,p2,...,pr avec pj = |Xj|

pour j ∈ {1, 2, ..., r} (voir la Figure 1.4).

5



Chapitre 1. Notions générales sur les graphes

s s
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Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

PPPPPPPPPPPP

Fig. 1.4 —Le graphe biparti K2,3

1.1.4 Graphe connexe

La relation ∼ entre les sommets d’un graphe G est définie comme suit : u ∼ v si et seulement

s’il existe dans G une chaîne reliant u à v. La relation ∼ est une relation d’équivalence. Les sous-

graphes induits par les classes d’équivalence de ∼ sont appelés composantes connexes de G. Le

graphe G est dit connexe s’il possède une seule composante connexe.

Il est bien connu que pour tout graphe G, G et G ne peuvent être tous les deux non connexe.

Une chaîne P dans un graphe G = (V,E) est une séquence finie de sommets v1, v2, ..., vk de V

telle que vivi+1 ∈ E pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1. L’entier k − 1 représente la longueur de la chaine

P (au sens des arêtes) et les deux sommets v1 et vk sont appelés respectivement extrémité initiale

et extrémité finale de la chaîne P . Une chaîne est dite élémentaire (respectivement, simple) si tous

ses sommets sont distincts (respectivement, toutes ses arêtes sont distinctes). Une corde est une

arête reliant deux sommets non consécutifs dans une chaîne. Une chaîne minimale induite par n

sommets et notée par Pn est une chaîne élémentaire sans cordes (voir la Figure 1.5).

s s s s s s s
Fig. 1.5 —La chaine d’ordre 7

Un arbre est un graphe biparti connexe ayant exactement n− 1 arêtes. Une forêt est un graphe

ou chaque composante connexe est un arbre (voir la Figure 1.6-(a)).

On appelle étoile, et on note par K1,n, l’arbre à n+ 1 sommets ayant n sommets pendants.(voir

la Figure 1.6-(b)).
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(a) Un arbre T (b) L’étoile K1,8
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Fig. 1.6 —Un arbre et une étoile

Une chenille C(t1, t2, ..., ts) est un arbre dont la supression de ses sommets pendants donne une

chaîne u1, u2, ..., us où ti représente le nombre de sommets pendants de ui (voir la Figure 1.7).

s s
ss s

s
A
A
A
A

�
�
�
�

Fig. 1.7 —La chenille C(2, 0, 1)

Un graphe G est régulier si tous ses sommets sont de même degré. Si chaque sommet de G est

de degré d, on dit que G est d-régulier (voir la Figure 1.8).

s
s s s s

s
�
�

�
�@

@

@
@

Fig. 1.8 —Un graphe 3-régulier

Un graphe complet est un graphe où chaque sommet est adjacent a tous les autres sommets. Le

graphe complet d’ordre n est noté Kn. Un graphe complet est un graphe (n− 1)-régulier (voir la

Figure 1.9).
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Fig. 1.9 —Un graphe complet

Un cycle est une chaîne dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élémentaire Cn

induit par n sommets est un cycle sans corde et dont les sommets sont distincts (voir la Figure

1.10).

s
s

s s
s ss s���� HH

HH

HHHH

��
��

Fig. 1.10 —Un cycle d’ordre 8

Une subdivision S(G) d’un graphe G est le graphe obtenu en remplaçant chaque arête uv de G

par un sommet w et les deux arêtes uw et wv (voir la Figure 1.11).

s s

s s
ss

s s

s s

Fig. 1.11 —Un graphe et son subdivision

1.1.5 Quelques opérations sur les graphes

Etant donné deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) avec V1 ∩ V2 = ∅.

La G2-couronne de G1, c’est le graphe G1 ◦ G2 obtenu d’une copie de G1 et |V1| copies de G2

où le iième sommet de G1 est adjacent à tous les sommets de la iième copie de G2. Lorsque G2 est

un graphe trivial K1, G1 ◦K1 est appelé la couronne du graphe G1. Il est à noter que l’ordre de

G1 ◦K1 est 2 |V1| (voir la Figure 1.12).
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s s
s ss

s s

ss
s
@
@

�
�

Fig. 1.12 —La couronne de C5

L’union de G1 et G2 est le graphe G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2).

Le joint de G1 et G2 le graphe G1+G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ E1,2) où E1,2 = {xy : x ∈ V1, y ∈ V2}

(voir la Figure 1.13-(a)).

Le produit cartésien G1�G2 est le graphe G = (V,E) tel que V = {(u, v) : u ∈ V1 et v ∈ V2}

et deux sommets (u1, u2) et (v1, v2) sont adjacents si u1 = v1 et u2v2 ∈ E(G2) ou u2 = v2

et u1v1 ∈ E(G2). Une grille de dimension n×m est le produit cartésien de deux chaînes Pn et Pm

(voir la Figure 1.13-(b)).

s s s s s
s s s s s
s s s s s

G2G1 (a) Le joint de G1 et G2 (b) Une grille
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Fig. 1.13 —Exemples du joint de deux graphes, et une grille
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1.2 Apperçu sur la domination

1.2.1 Introduction

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d’échec. Le principe est de couvrir

(dominer) l’ensemble des cases par certaines pièces. L’idée remonte au 16eme siecle en Inde (Voir

[22]). En 1862, De Jaenisch [23] posa le problème suivant : Déterminer le nombre minimum de

reines à placer sur l’échiquier de telle façon que chaque case soit occupée par une reine ou bien

peut être occupée en un seul mouvement par l’une des reines. Pour un échiquier 8 × 8 le nombre

minimum est 5. Le nombre minimum dans un échiquier n × n reste indéterminé jusqu’à présent.

Pour plus de détails voir [15].(voir la Figure 1.14).

Fig. 1.14 —Un échiquier 8× 8

L’appelation actuelle du nombre de domination est due à Ore [29] 1962. La domination a connu

sa veritable expansion après la parution de l’article de Cockayne et Hedetniemi [9] en 1977.

Depuis, l’étude de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a donné

naissance à plusieurs paramètres de domination dont la résolution estNP-Complet (Voir [3, 25, 26]).

Ainsi beaucoup de voies de recherche sont à explorer, par exemple : la recherche d’algorithmes po-

lynomiaux, détermination des bornes supérieures et inférieures, détermination des valeurs exactes

dans certaines classes de graphes paticulières etc....

Pour un aperçu détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres remarquables de Haynes,

Hedetniemi et Slater ([19, 20]).
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1.2.2 La domination

Soit G = (V,E) un graphe simple.

Un sous ensemble de sommets D ⊆ V de G est dit ensemble dominant si tout sommet v ∈ V −D

est adjacent à au moins un sommet u ∈ D.

Le nombre de domination, noté γ(G), d’un graphe G représente la cardinalité minimum d’un

ensemble dominant de G.

Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé γ(G)-ensemble, on note

qu’un graphe G peut avoir plusieurs γ(G)-ensembles.

Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants dans les

graphes. En voici des exemples :

Un ensemble D ⊆ V est un dominant si pour tout v ∈ V , |N [v] ∩D| ≥ 1,

Un ensemble D ⊆ V est un dominant si pour tout v ∈ V −D, |N (v) ∩D| ≥ 1,

Un ensemble D ⊆ V est un dominant si N [D] = V .

Exemple 1.2.1 Le graphe C6 de la Figure 1.15, l’ensemble D = {b, e} est un dominant minimum

de cardinal |D| = 2, et donc γ(C6) = 2.

a

b

c d

e

f
s s
s ss s���� HH

HH

HHHH

��
��

Fig. 1.15 —le graphe C6 avec γ(C6) = 2

Cockayene, Goodman et Hedetniemi 1975 [8] ont construit le premier algorithme linéaire pour

la détermination du nombre de domination de tout arbre. Johnson 1975 [16] était le premier

qui a montré que le problème de détermination du nombre γ(G) pour un graphe arbitraire est

NP-complet, En outre, Dewdney 1981 [12], Chang et Nemhauser 1984 [6], Bertossi 1984 [2], indé-

pendement, ont montré que le problème reste NP-complet, même si l’on se restreint aux graphes
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bipartis, Booth et Johnson 1982 [3] ont montré que le problème reste aussi NP-complet pour les

graphes triangulés.

La domination est utilisée dans beaucoup de situations concrètes et son développement théorique

a énormément contribué dans la résolution de problèmes pratiques comme les problèmes relevant

des réseaux de communications, les systèmes de surveillances (par Radars), les systèmes électriques,

les réseaux informatiques et d’autres. Le côté pratique et appliqué de la domination a été souvent

la cause de la naissance d’autres et nouveaux paramètres de domination.

1.3 Effet de l’ajout d’une arête et d’une chaine sur le

nombre de domination

La notion de criticité a été introduite par Sumner et Blitch [32], pour le paramètre de domination,

ils ont montrer que γ(G)−1 ≤ γ(G+e) ≤ γ(G), et ont étudié les graphes tels que γ(G+e) = γ(G)−1

pour toute arête e /∈ E(G), et ont appelé ces graphes : les graphes domination arête critique.

La notion de l’ajout d’une chaîne à un graphe a été établée par Samdivkin [30], il a étudié l’effet

de l’ajout d’une chaine Pk sur le nombre de domination d’un graphe.

Définition 1.3.1 Étant donné un graphe G = (V,E) et soient u et v deux sommets distincts de

G. Le graphe (u, v)-Pk-addition de G est le graphe Gu,v,k obtenu à partir de l’union disjointe de G

et d’une chaîne Pk : x1, .., xk avec k ≥ 1, en joingnant le sommet u au sommet x1, et le sommet v

au sommet xk.
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Exemple 1.3.1

G

s s
s s

s
�
�
�
�

x1 x2 x3 xk

Pk

s s s s- - - - - -

Gu,v,k

avec u et v sont non-adjacents

u

v

x1

x2

x3xk

s s
s s

s
�
�
�
� ss

ss- - - -

Gu,v,k

avec u et v sont adjacents

u

v

x1

x2

x3xk
s s
s s

s
�
�
�
� s sss- - - -

@
@

Fig. 1.16 —Ajout d’une chaîne Pk à un graphe G

On donne quelques définitions et notations nécessaires pour la suite.

Définition 1.3.2 Soit G un graphe :

1. un sommet v de G est γ-bon, s’il appartient à au moins un γ-ensemble de G.

2. un sommet v de G est γ-mauvais, s’il n’appartient à aucun γ-ensemble de G.

Définition 1.3.3 Pour un graphe G on définie V −(G) = {x ∈ V (G) : γ(G− x) = γ(G)}.

1.3.1 Cas de sommets adjacents

Samdivkin [30] a remarqué que si u et v sont deux sommets adjacents d’un graphe G, alors pour

tout k ≥ 1, γ(G) = γ(Gu,v,0) ≤ γ(Gu,v,k) ≤ γ(Gu,v,k+1).

Proposition 1.3.1 [30] Si u et v sont deux sommets adjacents d’un graphe G, alors pour tout

k > 1. γ(G) 6 γ(Gu,v,k) pour k ≥ 1, et γ(G) < γ(Gu,v,k) pour k ≥ 5.

Ensuite, il a traité l’effet d’ajouter d’une chaîne P1,P2 et P3 sur le nombre de domination, où il

a montré les résultats suivants.

Théorème 1.3.1 [30] Soient u et v deux sommets adjacents d’un graphe G. Alors

γ(G) ≤ γ(Gu,v,1) ≤ γ(G) + 1. De plus
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(A) γ(Gu,v,1) = γ(G) si et seulement si au moins l’un de u et v est γ-bon dans G.

(B) γ(Gu,v,1) = γ(G) + 1 si et seulement si u et v sont tous les deux γ-mauvais dans G.

Théorème 1.3.2 [30] Soient u et v deux sommets adjacents d’un graphe G. Alors

γ(G) ≤ γ(Gu,v,2) ≤ γ(G) + 1. De plus

(A) γ(Gu,v,2) = γ(G) + 1 si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) u et v sont tous les deux γ-mauvais dans G.

(ii) au moins l’un de u et v est un sommet γ-bon dans G, u, v /∈ V −(G) et chaque γ-ensemble de

G contient au plus l’un de u et v.

(B) γ(Gu,v,2) = γ(G) si et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) il existe un γ-ensemble de G qui contient à la fois u et v.

(ii) au moins l’un de u et v est dans V −(G).

Théorème 1.3.3 [30] Soient u, v deux sommets adjacents d’un graphe G. Alors γ(Gu,v,3) = γ(G)+

1.

1.3.2 Cas de sommets non-adjacents

Samdivkin [30] a remarqué que si u et v sont deux sommets non-adjacents d’un graphe G, alors

pour tout k ≥ 1, γ(G)− 1 = γ(Gu,v,0) ≤ γ(Gu,v,k) ≤ γ(Gu,v,k+1).

Ensuite, il a traité l’effet d’ajouter une chaîne P1,P2 et P3 sur le nombre de domination, où il a

montré les résultats suivants.

Théorème 1.3.4 [30] Soient u et v deux sommets non-adjacents d’un graphe G. Alors

γ(G)− 1 ≤ γ(Gu,v,1) ≤ γ(G) + 1. De plus :

(A) γ(Gu,v,1) = γ(G)− 1 si et seulement si γ(G− {u, v}) = γ(G)− 2.

(B) γ(Gu,v,1) = γ(G) + 1 si et seulement si u et v sont tous les deux des sommets γ-mauvais de

G, u /∈ V −(G− v) et v /∈ V −(G− u). Si γ(Gu,v,1) = γ(G) + 1 alors x1 ∈ V −(Gu,v,1).
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Théorème 1.3.5 [30] Soient u et v deux sommets non-adjacents d’un graphe G. Alors

γ(G) ≤ γ(Gu,v,2) ≤ γ(G) + 1. De plus :

(A) γ(Gu,v,2) = γ(G) si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) il existe un γ-ensemble de G qui contient à la fois u et v.

(ii) au moins l’un de u et v est dans V −(G).

(B) γ(Gu,v,2) = γ(G) + 1 si et seulement si u, v /∈ V −(G) et pour tout γ-ensemble de G contient

au plus l’un de u et v.

Théorème 1.3.6 [30] Soit u et v deux sommets non-adjacents d’un graphe G. Alors

γ(G) ≤ γ(Gu,v,3) ≤ γ(G) + 1. De plus γ(Gu,v,3) = γ(G) si et seulement si au moins l’une des

conditions suivantes est vérifiée :

(A) u ∈ V −(G) et v est un sommet γ-bon de G− u.

(B) v ∈ V −(G) et u est un sommet γ-bon de G− v.

Théorème 1.3.7 [30] Soit u et v deux sommets non-adjacents d’un graphe G. Alors

γ(G) ≤ γ(Gu,v,4) ≤ γ(G) + 2. De plus les assertions suivantes sont valides.

(A) γ(Gu,v,4) = γ(G) + 2 si et seulement si γ(Gu,v,1) = γ(G) + 1.

(B) Si γ(Gu,v,1) = γ(G) et γ(Gu,v,i) = γ(G) + 1 pour certain i ∈ {2, 3}, alors γ(Gu,v,4) = γ(G) + 1.

(C) Soit γ(Gu,v,3) = γ(G). Alors γ(Gu,v,4) ≤ γ(G) + 1 et l’égalité vérifie si et seulement si

γ(G− {u, v}) ≥ γ(G)− 1.

(D) γ(Gu,v,4) = γ(G) si et seulement si γ(G− {u, v}) ≥ γ(G)− 2.

Théorème 1.3.8 [30] Soit u et v deux sommets non-adjacents d’un graphe G.

Si γ(Gu,v,k) = γ(G), alors k ≤ 4.

Si k ≥ 5, alors γ(Gu,v,k) > γ(G).

Si γ(Gu,v,4) = γ(G), alors γ(Gu,v,5) = γ(G) + 1.
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Chapitre 2

Quelques résultats sur la domination

romaine

On va consacrer ce chapitre à l’état d’art sur la domination romaine dans les graphes. Ce concept

est introduit par Cockayne et al [7] en 2004, et motivé par un article de Ian Steward dans Scientific

American, intitulé "Defend the Roman Empire !"[31].

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 Soit G = (V,E) un graphe simple, une fonction de domination romaine (FDR)

sur G est une fonction f : V −→ {0, 1, 2} tel que chaque sommet u avec f(u) = 0 est adjacent à

au moins un sommet v avec f(v) = 2. Le poids de f est la valeur f(V ) =
∑

u∈V f(u). Le poids

minimum de f est appelé le nombre de domination romaine de G, noté γR(G).

Exemple 2.1.1 La fonction de domination romaine f : V −→ {0, 1, 2} du graphe G donné dans

la Figure 2.1 dont le poids minimum est 5.
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Fig. 2.1 —Un graphe G d’ordre 7, avec γR(G) = 5

Chaque sommet dans notre graphe représente une ville dans l’empire romain. Une ville (sommet

v) est considérée non-sécurisée si elle n’a aucune légions (i.e., si f(v) = 0) et elle est sécurisée

sinon (i.e., si f(v) ∈ {1, 2}). Une ville non-sécurisée (sommet v) peut être sécurisée par l’envoi

d’une légion d’une ville v voisine (sommet adjacent). Mais l’empereur Constantine, en 4ème ciècle

A.D, décrétat que toute ville qui n’a pas de légions pour la sécuriser (f(u) = 0) doit être voisine

à aumoins une autre ville qui a deux legions (f(v) = 2). Si la 1ère serait attaquée, alors la 2ème

pourait déployer une légion pour la protéger sans qu’elle devient vulnérable elle même. De cette

manière, l’empereur Constantine pouvait défendre tout l’empire romain. Comme le maintient d’une

légion à une ville coute chère. L’objectif de l’empereur, est de minimiser le nombre total de légions

nécessaires pour protéger tout l’empire. Le probème est généralisé pour un graphe. Une fonction de

domination romaine de poids γR(G) corresponds à une affectation optimale de légions aux villes.

Soit (V0, V1, V2) une partition ordonné de V induite par f , on écrit f = (V0, V1, V2), où Vi = {v ∈

V (G) : f(v) = i} pour i = 0, 1, 2.

Dans sa thèse 2000 [13], Dreyer a construit un algorithme linéaire pour la détermination du

nombre de domination romaine d’un arbre. En outre, McRae 2000 [27] a montré que le problème

de détermination du nombre γR(G) pour un graphe arbitraire est NP-complet.
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2.2 Bornes sur le nombre de domination romaine

On rappelle quelques résultats importants, établis par Cockayne et al. [7], qui seront utiles dans

ce qui suit. Le nombre de domination romaine est toujours défini, et si le graphe G est non-trivial,

alors 2 ≤ γR(G) ≤ n.

Proposition 2.2.1 [7] Si G est un graphe d’ordre n, alors

1. γR(G) = 2 si et seulement si G possède un sommet de degré n− 1 (sommet universel).

2. γR(G) = n si et seulement si G = pK1 ∪ qK2.

Proposition 2.2.2 [7] Si G est une chaîne Pn ou un cycle Cn, alors on a : γR(G) = d2n/3e.

Chambers et al. [5] ont établi des bornes superieures pour le paramètre γR(G).

Proposition 2.2.3 [5] Si G est un graphe d’ordre n et de degré maximum ∆, alors on a :

γR(G) ≤ n−∆ (G) + 1.

Cette borne est atteinte pour la couronne d’une étoile Cor (K1,k). En effet n = 2k + 2, ∆ = k + 1

et γR (Cor (K1,k)) = n−∆ + 1 = k + 2 (voir la Figure 2.2).

2

0 0 0 0

1 1 1s s s

s
s s s s

. . .

. . .

�
�

�
�

�
�
�
�

Q
Q
Q
Q
Q
Q

Fig. 2.2 —La couronne Cor(K1,k)

Théorème 2.2.1 [5] Si G est un graphe connexe d’ordre n, alors on a : γR(G) ≤ 4n/5, avec

égalité si et seulement si G est un C5 ou G est obtenu de (n/5)P5 en identifiant chaque sommet

d’un sous graphe connexe au centre d’une seule composante connexe de (n/5)P5.
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Chapitre 2. Quelques résultats sur la domination romaine

Exemple 2.2.1 Un exemple du graphe G vérifiant γR(G) = 4n/5.

2 2 2

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1s s s s s s
s s s s s ss s s
�
�
@
@

�
�
@
@

�
�
@
@

Fig. 2.3 —Un graphe G avec γR(G) = 4n/5 = 12

Cockayne et al. [7] ont donné des relations entre le nombre de domination romaine et le nombre

de domination d’un graphe G.

Proposition 2.2.4 [7] Pour tout graphe G, on a : γ(G) ≤ γR(G) ≤ 2γ(G).

Proposition 2.2.5 [7] Si G est un graphe d’ordre n, alors γ(G) = γR(G) si et seulement si

G = Kn.

Un graphe G est dit romaine si γR(G) = 2γ(G). Cockayne et al. ont donné une condition nécessaire

et suffi sante pour qu’un graphe soit romain.

Proposition 2.2.6 [7] Un graphe G est romaine si et seulement si G a une γR-fonction f =

(V0, V1, V2) avec V1 = ∅ (voir la Figure 2.4).

0 2 0 0 2 0s s s s s s
Fig. 2.4 —Le graphe P6 avec V1 = ∅

Cockayne et al. [7] ont donné une borne inférieure sur γR en fonction de n et ∆.

Théorème 2.2.2 [7] Si G est un graphe d’ordre n et de degré maximum ∆ ≥ 1, alors on a :

γR(G) ≥ 2n/ (∆ + 1) .

Cette borne est atteinte pour l’étoile K1,p. En effet n = p+1, ∆ = p et γR (K1,p) = 2n/ (∆ + 1) = 2

(voir la Figure 2.5).
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s s s s
s

. . .

�
�

�
�

�
�
�
�

Q
Q
Q
Q
Q
Q

Fig. 2.5 —le graphe K1,p

En utilisant la relation γR(G) ≤ n − ∆ (G) + 1, Cockayne et al. [7] ont présenté des inégalité de

type Nordhaus-Gaddum pour le nombre de domination romaine.

Théorème 2.2.3 [5] Si G est un graphe d’ordre n ≥ 3, alors on a : γR(G) + γR(G) ≤ n+ 2. Avec

égalité si et seulement si G = Kn ou G = Kn.

Théorème 2.2.4 [5] Si G est un graphe d’ordre n ≥ 3, alors on a : γR(G) + γR(G) ≥ 5. Avec

égalité si et seulement si G ou G a un sommet de degré n− 1 et son complémentaire a un sommet

de degré n− 2.

2.3 Effet de l’ajout d’une arête et d’une chaine sur le

nombre de domination romaine

La notion de criticité pour la domination romaine a été introduite par Jafari Rad et Volkmann

[24]. Puisque toute FDR d’un graphe partiel de G est aussi un FDR de G, on a γR(G) ≤ γR(G−e)

pour toute arête e ∈ E(G), et γR(G + e) ≤ γR(G) pour toute arête e /∈ E(G). D’autre part, il

ont montré que la supprition de n’importe quelle arête de G peut augmanter par au plus un le

nombre de domination romaine de G, et donc γR(G) ≤ γR(G− e) ≤ γR(G) + 1. Aussi que l’ajout

de n’importe quelle arête à G peut diminuer au plus un le nombre de domination romaine de G,

et donc γR(G)− 1 ≤ γR(G+ e) ≤ γR(G).

Plus tard, Meraimi dans [28] a étudié l’effet de l’ajout d’une chaîne Pk sur le nombre de

domination romaine d’un graphe. On donne quelques définitions et notations nécessaires pour la

suite.
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Chapitre 2. Quelques résultats sur la domination romaine

Définition 2.3.1 Soit G un graphe :

1. Un sommet v de G est dit γR-bon, s’il existe une γR-fonction f de G telle que f(v) = 2.

2. Un sommet v de G est dit γR-mauvais, s’il n’existe aucune γR-fonction f de G telle que f(v) = 2.

3. Un sommet v de G est dit γR-très mauvais, si pour toute γR-fonction f de G, f(v) = 0.

Exemple 2.3.1 Dans la Figure 2.6-(a) on a : les sommets b et e sont γR-bon, et les sommets

a, c, d et f sont γR-très mauvais.

Dans la Figure 2.6-(b) on a : les sommets b et c sont γR-bon, et les sommets a et d sont γR-mauvais.

(a)

(b)

a b c d e fs s s s s s 0 2 0 0 2 0s s s s s s

a b c ds s s s 0 2 0 1s s s s 1 0 2 0ss s s
Fig. 2.6 —Un exemple de sommets γR-bon, γR-mauvais et γR-trés mauvais

Remarque 2.3.1 Tous les sommets d’une chaine d’ordre n ≡ 2 (mod 3) sont γR-bon.

2.3.1 Cas des sommets adjacents

Proposition 2.3.1 [28] Si u et v sont deux sommets adjacents d’un graphe G, alors pour tout

k > 2,

γR(G) 6 γR(Gu,v,1) 6 γR(Gu,v,k) 6 γR(Gu,v,k+1)

Dans la suite, on présente l’effet de l’ajout d’une chaîne P1, P2 ou P3 sur le nombre de domination

Romaine.

Théorème 2.3.1 [28] Soient u et v deux sommets adjacents d’un graphe G. Alors

γR(G) ≤ γR(Gu,v,1) ≤ γR(G) + 1. De plus :

A) γR(Gu,v,1) = γR(G) si et seulement si au moins l’un de u et v est γR-bon dans G.

B) γR(Gu,v,1) = γR(G) + 1 si et seulement si u et v sont tous les deux γR-mauvais dans G.
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Théorème 2.3.2 [28] Soient u et v deux sommets adjacents d’un graphe G. Alors

γR(G) ≤ γR(Gu,v,2) ≤ γR(G) + 2. De plus :

A) γR(Gu,v,2) = γR(G) si et seulement si il existe une γR-fonction f de G telle que f(u) = f(v) = 2.

B) γR(Gu,v,2) = γR(G) + 1si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) u et v sont tous les deux γR-mauvais dans G mais pas tous les deux γR-très mauvais.

(ii) au moins l’un de u et v est un sommet γR-bon dans G et il n’existe aucune γR-fonction f de

G avec f(u) = f(v) = 2.

C) γR(Gu,v,2) = γR(G) + 2 si et seulement si u et v sont tous les deux γR-très mauvais dans G.

Théorème 2.3.3 [28] Soient u et v deux sommets adjacents d’un graphe G. Alors

γR(G) + 1 ≤ γR(Gu,v,3) ≤ γR(G) + 2. De plus :

A) γR(Gu,v,3) = γR(G) + 1 si et seulement si u et v sont tous deux des sommets γR-bons dans G

et il existe une γR-fonction f de G, avec f(u) = f(v) = 2.

B) γR(Gu,v,3) = γR(G) + 2 si et seulement si ou bien u et v sont tous deux des sommets γR-

mauvais dans G, ou bien au moins l’un de u et v est un sommet γR-bon dans G et il n’existe

aucune γR-function f de G avec f(u) = f(v) = 2.

Exemple 2.3.2

1

0

γR(Gu,v,2)=3
0

2
v

00

x2
x1

u

s s s s
s s

�
�

�
�

@
@
@
@

HHHH

��
��

x1

2 x3

γR(Gu,v,3)=4
0

2
x2 v

00
u

0

0

s s s s
s s s

�
�
�
�

@
@
@
@

HHHH

0

γR(Gu,v,1)=2
0

2
v

u

x1

0 0

s
sss

s
�

�
�
�

@
@
@
@

Fig. 2.7 —Les graphes Gu,v,1, Gu,v,2, Gu,v,3 tels que G = K1,3 + e, et u et v sont adjacents
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2.3.2 Cas des sommets non-adjacents

Proposition 2.3.2 [28] Si u et v sont deux sommets non-adjacents d’un graphe G, alors pour

tout k > 2,

γR(G) 6 γR(Gu,v,1) 6 γR(Gu,v,k) 6 γR(Gu,v,k+1)

Dans la suite, on présente l’effet de l’ajout d’une chaîne P1, P2 ou P3 entre deux sommets

non-adjacents de G sur le nombre de domination romaine.

Théorème 2.3.4 [28] Soient u et v deux sommets non-adjacents d’un graphe G. Alors

γR(G) ≤ γR(Gu,v,1) ≤ γR(G) + 1. De plus :

A) γR(Gu,v,1) = γR(G) si et seulement si ou bien l’un de u et v est un sommet γR-bon dans G, ou

bien il existe une γR-fonction f de G telle que f(u) = f(v) = 1.

B) γR(Gu,v,1) = γR(G) + 1 si et seulement si u et v sont tous les deux des sommets γR-mauvais

dans G et il n’existe aucune γR-fonction f de G avec f(u) = f(v) = 1.

Théorème 2.3.5 [28] Soient u et v deux sommets non-adjacents d’un graphe G. Alors

γR(G) ≤ γR(Gu,v,2) ≤ γR(G) + 2. De plus :

A) γR(Gu,v,2) = γR(G) si et seulement s’il existe une γR-fonction f de G telle que f(u) = f(v) = 2.

B) γR(Gu,v,2) = γR(G) + 1 si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) u et v sont tous les deux γR-mauvais dans G mais pas tous les deux γR-très mauvais.

(ii) au moins l’un de u et v est un sommet γR-bon dans G et il n’existe aucune γR-fonction f de

G avec f(u) = f(v) = 2.

C) γR(Gu,v,2) = γR(G) + 2 si et seulement si u et v sont tous les deux γR-très mauvais dans G.

Théorème 2.3.6 [28] Soient u, v deux sommets non-adjacents d’un graphe G. Alors

γR(G) + 1 ≤ γR(Gu,v,3) ≤ γR(G) + 2. De plus :

A) γR(Gu,v,3) = γR(G)+1 si et seulement s’il existe une γR-fonction f de G, avec f(u) = f(v) = 2

ou, sans perte de généralité, f(u) = 2 et f(v) = 1.
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B) γR(Gu,v,3) = γR(G) + 2 si et seulement si ou bien u et v sont tous deux des sommets γR-

mauvais dans G, ou bien au moins l’un de u et v est un sommet γR-bon dans G et il n’existe

aucune γR-function f de G avec f(u) = f(v) = 2.

Exemple 2.3.3

x2x1

γR(Gu,v,2)=4

u v

2

0 2 0 0 0
s s s s

s
s

@
@
@
@

�
�
�

�
�
�

x3x2x1

γR(Gu,v,3)=4

u v

2

0 0 2 0 0 0
ss s s

s
s s
@
@
@
@

��������
x1

γR(Gu,v,1)=3

u v

0 0

2

10

s
sss s

@
@
@
@

�
�

�
�

Fig. 2.8 —Les graphes Gu,v,1, Gu,v,2, Gu,v,3 tels que G = K1,3 + e, et u et v sont non-adjacents
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Chapitre 3

Nombre de domination romaine dans

quelques graphes

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la détermination des valeurs exactes de γR (G+ e), et à une

extension du travail de Samdivkin [30], présenté par Mariami [28] dans sa thèse de doctorat : En

donnant les valeurs exactes du nombre de domination romaine des graphes γR (Gu,v,k), tel que G

est une chaîne Pn ou un cycle Cn.

3.1 Valeur exacte de γR (Cn + e)

Dans cette section on donne la valeur exacte de γR (Cn + e). Soit G un graphe obtenu d’un Cn

en ajoutant une corde tel que G est formé par deux cycles Cp et Cq (où n = p+ q − 2).

La proposition suivante est importante pour déterminer la valeur de γR (Cn + e).

Proposition 3.1.1 [4] Soit G le graphe obtenu en ajoutant une corde à un cycle Cn pour former

deux cycles Cp et Cq.où n = p+ q − 2. Alors

γR (G) = γR (Cp) + γR (Cq)− 2. (3.1)
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Chapitre 3. Le nobmre de la domination romaine dans quelques graphes

Notons les sommets de Cn par v1, ..., vn. Sans perte de généralité, on peut considerer v0vj comme

l’arête ajouté à Cn.

Théorème 3.1.1 Soit G le graphe obtenu en ajoutant une corde à un cycle Cn, n ≥ 4 pour former

deux cycles Cp et Cq, où n = p+ q − 2. Alors

γR(G) =



(2n− 2) /3 si n ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) ,

(2n− 1) /3 si n ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3) ,

2n/3 si n ≡ 0 (mod 3) ,

(2n+ 1) /3 si n ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) ,

(2n+ 2) /3 si n ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3) .

Exemple 3.1.1

u v
2 0

0 0 2

0 0 2

γR(C8+uv)=6

pour p=5

s s
s

s
s

s
s s�

�

@
@

@
@

�
�

u v
2 0

0 1

0 1

γR(C6+uv)=4

pour p=4

s s
s

s
s s�

�

@
@

@
@

�
�

u v
2 0

0 0 2

0 1

γR(C7+uv)=5

pour p=4

s s
s s

s
s s�

�

@
@

@
@

�
�

vu
2 0

0

0

γR(C4+uv)=2

pour p=3

ss s
s
@
@

�
�

�
�

@
@

vu
2 0

0 1

0

γR(C5+uv)=3

pour p=4

ssss
s

�
�
@
@

Fig. 3.1 —Les graphes C5 + uv, C4 + uv, C8 + uv, C6 + uv, C7 + uv

Preuve. La proposition 3.1.1 implique que γR (G) = d2p/3e+ d2q/3e − 2.

On distingue trois cas selon n :

Cas 1. n ≡ 0 (mod 3)

Si p ≡ 1 (mod 3) et q ≡ 1 (mod 3). Alors γR (G) = (2p+ 1) /3 + (2q + 1) /3− 2 = 2n/3.

Si p ≡ 0 (mod 3) et q ≡ 2 (mod 3), ou p ≡ 2 (mod 3) et q ≡ 0 (mod 3). Alors

γR (G) = 2p/3 + (2q + 2) /3− 2 = (2p+ 2) /3 + 2q/3− 2 = 2n/3.

Cas 2. n ≡ 1 (mod 3)

Si p ≡ 0 (mod 3) et q ≡ 0 (mod 3). Alors γR (G) = 2p/3 + 2q/3− 2 = (2n− 2) /3.

Si p ≡ 1 (mod 3) et q ≡ 2 (mod 3), ou p ≡ 2 (mod 3) et q ≡ 1 (mod 3). Alors
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γR (G) = (2p+ 1) /3 + (2q + 2) /3− 2 = (2p+ 2) /3 + (2q + 1) /3− 2 = (2n+ 1) /3.

Cas 3. n ≡ 2 (mod 3)

Si p ≡ 2 (mod 3) et q ≡ 2 (mod 3). Alors γR (G) = (2p+ 2) /3 + (2q + 2) /3− 2 = (2n+ 2) /3.

Si p ≡ 0 (mod 3) et q ≡ 1 (mod 3), ou p ≡ 1 (mod 3) et q ≡ 0 (mod 3). Alors

γR (G) = 2p/3 + (2q + 1) /3− 2 = (2p+ 1) /3 + 2q/3− 2 = (2n− 1) /3.

3.2 Valeur exacte de γR (Pn + e)

Dans cette section on donne la valeur exacte de γR (Pn + e). Soit G un graphe obtenu à partir

d’une chaîne Pn en ajoutant une corde, tel que G est formé par deux chaînes Pp, Pq et un cycle Ct

(où n = p+ q + t).

Pour déterminer la valeur de γR (G), on décrit d’abord deux procédures concernant une chaîne

Pn et un cycle Cn :

Procedure A :

Soit une chaîne Pn de n ≥ 3 sommets consécutifs w1, ..., wn. Soit H1 le graphe unicycle obtenu

à partir de Pn en joignant deux sommets non-adjacent wi et wj par une l’arête wiwj, où i < j.

Supposons que H1 a un cycle de longueur supérieure strictement à 5. Alors H1 a une sous-chaîne

P = v1, u1, u2, u3, v2 = wj du cycle, et on forme le graphe H2 de H1 en supprimant les sommets

u1, u2 et u3 et joignant les deux sommets v1 et v2. On répète ce processus jusqu’à obtenir un graphe

Hk ayant un cycle d’ordre 3, 4 ou 5.

Proposition 3.2.1 [4] γR(Hi) = γR(Hi+1) + 2.

Procedure B :

Un 3-endpath dans un graphe est une chaîne v, u1, u2, u3 tel que dG(v) ≥ 2, dG(u1) = dG(u2) = 2

et dG(u3) = 1. Considérons le grapheRi avec un 3-endpath v, u1, u2, u3. SoitRi+1 le graphe obtenu à

partir Ri en supprimant les sommets u1, u2 et u3. On répète ce processus jusqu’à obtenir un graphe

Rk sans 3-endpaths (c-à-d, jusqu’à obtenir un graphe Rk ayant au plus deux chaînes pendantes

d’ordre 1 ou 2).
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Proposition 3.2.2 [4] γR(Ri) = γR(Ri+1) + 2.

En utilisant la procedure B, on a facilement la relation suivante entre deux chaînes.

Proposition 3.2.3 Soit Pn et Pn′ deux chaînes d’ordres n et n′, respectivement, avec n ≡ n′ (mod 3).

Alors γR (Pn) = γR(Pn′) + 2 (n− n′) /3.

Théorème 3.2.1 Soit G le graphe obtenu en ajoutant une arête à une chaîne Pn ;n ≥ 3 pour

former deux chaînes pendantes Pp et Pq, et un cycle Ct, où n = p+ t+ q. Alors

γR(G) =



(2n− 2) /3 si n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3) ,

(2n− 1) /3
si n ≡ 2 (mod 3) et t ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3) ,

2n/3 si n ≡ 0 (mod 3) ,

(2n+ 1) /3
si n ≡ 1 (mod 3) et t ≡ 1, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3) ,

(2n+ 2) /3
si n ≡ 2 (mod 3) et t ≡ 2 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3) .
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Exemple 3.2.1
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γR(P7+uv)=5
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γR(P9+uv)=6

pour (t,p)=(5,2)

s s s s ss ss
s

@
@

�
�

u v0 20 2

2

0

0 0

γR(P8+uv)=6

pour (t,p)=(5,2)

s s s s ss s s�
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@

Fig. 3.2 —Les graphes P7 + uv, P8 + uv, P9 + uv

Preuve. Soit M(n1, c, n2), où n1, n2 ∈ {0, 1, 2}et c ∈ {3, 4, 5}, le graphe obtenu d’un cycle C de

longueur c en joignant un sommet pendant d’une chaîne Pn1 à un sommet x de C, et en joignant

un sommet pendant d’une chaîne Pn2 à un sommet y de C adjacent à x. Le graphe M(n1, c, n2)

appelé un graphe unicycle éléméntaire.

En appliquant les procédures A et B sur Pn+e, avec e ∈ E
(
Pn
)
, et sur les graphes résultants,on

obtient à la fin un graphe unicycle M(n1, c, n2) d’ordre n1 + c + n2, où n1, n2 ∈ {0, 1, 2} et c ∈

{3, 4, 5}. Remaquons que d’ordre du graphe M = M(n1, c, n2) est n (M) ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Soit k1, k2 et k les nombres de groupes de trois sommets suprimés de Pn + e pour obtenir le

graphe unicyle élémentaire M = M(n1, c, n2). Donc k1 + k + k2 = (n− n(M)) /3.

Par les propositions 3.2.1 et 3.2.2, pour toute arête e ∈ E
(
Pn
)
.

γR(Pn + e) = γR(M) + 2(k1 + k + k2) = γR(M) + 2 (n− n(M)) /3. (3.2)

Soit Mi, pour i = 0, 1, l’ensemble de tous les unicycles élémentaires M = M(n1, c, n2) tels que

γR(M) = γR(Pn1+c+n2) pour M ∈ M0, et γR(M) = γR(Pn1+c+n2) − 1 pour M ∈ M1. Alors, en
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appliquant les procédures A et B, on distingue trois cas :

Cas 1. n ≡ 0 (mod 3). Alors n(M) ≡ 0 (mod 3). Notons que n(M) = n1 + c + n2 = 3, 6 ou 9

pour tout M ∈ M. DoncM = {M(0, 3, 0),M(0, 4, 2),M(0, 5, 1),M(1, 3, 2),M(1, 4, 1),M(1, 5, 0),

M(2, 3, 1),M (2, 4, 0) ,M (2, 5, 2)}.

Il est facile de vérifier que pour tout M ∈ M, M ∈ M0. D’où γR(M) = γR(Pn1+c+n2). Par la

relation 3.2 et la proposition 3.2.3, on trouve

γR(Pn + e) = γR(M) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn(M)) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn)

= 2n/3.
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Fig. 3.3 —Les graphes Pn + uv avec n ≡ 0 (mod 3)

Cas 2. n ≡ 1 (mod 3). Alors n(M) ≡ 1 (mod 3). Notons n(M) = n1 + c + n2 = 4 ou 7

pour tout M ∈ M. DoncM = {M(0, 3, 1),M(0, 4, 0),M(0, 5, 2),M(1, 3, 0),M(1, 4, 2),M(1, 5, 1),

M(2, 3, 2),M (2, 4, 1) ,M (2, 5, 0)}.

Il est facile de vérifier queM1 = {M(0, 3, 1),M(1, 3, 0)} etM0 = {M(0, 4, 0),M(0, 5, 2),M(1, 4, 2),

M(1, 5, 1),M(2, 3, 2),M (2, 4, 1) ,M (2, 5, 0)}.

Par la relation 3.2 et la proposition 3.2.3, on trouve :
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Chapitre 3. Le nobmre de la domination romaine dans quelques graphes

1) Pour M ∈M0, on a γR(M) = γR(Pn1+c+n2), et par suite :

γR(Pn + e) = γR(M) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn(M)) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn)

= (2n+ 1) /3.

2) Pour M ∈M1, on a γR(M) = γR(Pn1+c+n2)− 1, et par suite :

γR(Pn + e) = γR(M) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn(M))− 1 + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn)− 1

= (2n− 2) /3.
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Fig. 3.4 —Les graphes Pn + uv avec n ≡ 1 (mod 3)

Cas 3. n ≡ 2 (mod 3). Alors n(M) ≡ 2 (mod 3). Notons que n(M) = n1 + c + n2 = 5 ou 8

pour tout M ∈ M. DoncM = {M(0, 3, 2),M(0, 4, 1),M(0, 5, 0),M(1, 3, 1),M(1, 4, 0),M(1, 5, 2),

M(2, 3, 0),M (2, 4, 2) ,M (2, 5, 1)}.

Il est facile de vérifier queM1 = {M(0, 3, 2),M(1, 3, 1),M(0, 4, 1),M(1, 4, 0),M(2, 3, 0)},
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etM0 = {M(0, 5, 0),M(1, 5, 2),M (2, 4, 2) ,M (2, 5, 1)}.

Par la relation 3.2 et la proposition 3.2.3, on trouve :

1) Pour M ∈M0, on a γR(M) = γR(Pn1+c+n2), et par suite :

γR(Pn + e) = γR(M) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn(M)) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn)

= (2n+ 2) /3.

2) Pour M ∈M1, on a γR(M) = γR(Pn1+c+n2)− 1, et par suite :

γR(Pn + e) = γR(M) + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn(M))− 1 + 2 (n− n(M)) /3

= γR(Pn)− 1

= (2n− 1) /3.
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Fig. 3.5 —Les graphes Pn + uv avec n ≡ 2 (mod 3)
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3.3 Valeur exacte de γR (Cu,v,k)

Dans cette section on donne la valeur exacte de γR (Cu,v,k). Soit G le graphe obtenu d’un

cycle Cn en ajoutant une chaîne Pk entre deux sommets de Cn pour former deux cycles Cp et Cq.

Notons les sommets de Cn par v1, ..., vn. Sans perte de généralité, on peut considerer v1x1x2...xkvj ;

j ∈ {2, 3, ..., n} comme la chaîne ajoutée à Cn.

3.3.1 Cas des sommets adjacents

Il est facile de voir que si uv ∈ E (Cn), alors le graphe Cu,v,k n’est que le graphe G = Cn+k + uv

d’ordre n + k, étudié dans la section 1. Donc d’après le théoreme 3.1.1, on a immédiatement le

resultat suivant :

Théorème 3.3.1 Soient u et v deux sommets adjacents d’un cycle Cn. Alors

γR(Cu,v,k) =



(2n+ 2k − 2) /3 si n ≡ 0 (mod 3) et k ≡ 1 (mod 3) ,

(2n+ 2k − 1) /3
si n ≡ 0 (mod 3) et k ≡ 2 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) et k ≡ 1 (mod 3) ,

(2n+ 2k) /3 si n+ k ≡ 0 (mod 3) ,

(2n+ 2k + 1) /3
si n ≡ 1 (mod 3) et k ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) et k ≡ 2 (mod 3) ,

(2n+ 2k + 2) /3 si ≡ 2 (mod 3) et k ≡ 0 (mod 3) .
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Exemple 3.3.1
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Fig. 3.6 —Les graphes Cu,v,1, Cu,v,2, Cu,v,3, Cu,v,5 tels que u et v sont adjacents

3.3.2 Cas des sommets non-adjacents

Soit Cu,v,k le graphe d’ordre n + k obtenu en ajoutant une chaîne Pk à un cycle Cn ; n ≥ 4

entre deux sommets non-adjacents, pour former deux cycles Cp et Cq.où n = p+ q − 2k − 2. Pour

déterminer la valeur de γR (Cu,v,k). On décrit d’abord la procédure suivante :

Procedure C : Soient u et v deux sommets non-adjacents d’un cycle Cn, et soit k ≥ 1 un entier.

Soit L1 le graphe obtenu à partir de Cn en joignant deux sommets non-adjacent u et v par une

chaîne x1, ..., xk, où i < j. Supposons que k ≥ 4. Alors on forme le graphe L2 de L1 en supprimant

les sommets x1, x2 et x3 et joignant les deux sommets u et x4. On répète ce processus jusqu’à

obtenir un graphe Lk ayant une chaîne d’ordre 1, 2 ou 3.

Proposition 3.3.1 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’un cycle Cn. Alors

γR(Li) = γR(Li+1) + 2.
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Chapitre 3. Le nobmre de la domination romaine dans quelques graphes

Preuve. Même preuve que de la proposition 3.2.2.

Théorème 3.3.2 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’un cycle Cn. Alors

γR(Cu,v,k) =



(2n+ 2k − 4) /3 si n ≡ 0(mod 3), k ≡ 2(mod 3) et p ≡ 0(mod 3),

(2n+ 2k − 3) /3
si n ≡ 0(mod 3), k ≡ 0(mod 3) et p ≡ 1(mod 3), ou

n ≡ 1(mod 3), k ≡ 2(mod 3) et p ≡ 0, 1(mod 3),

(2n+ 2k − 2) /3 si n+ k ≡ 1(mod 3),

(2n+ 2k − 1) /3

si n ≡ 0(mod 3), k ≡ 2(mod 3) et p ≡ 1, 2(mod 3), ou

n ≡ 1(mod 3) et k ≡ 1(mod 3), ou

n ≡ 2 (mod 3) , k ≡ 0(mod 3),

(2n+ 2k) /3

si n ≡ 0(mod 3), k ≡ 0(mod 3) et p ≡ 0, 2(mod 3), ou

n ≡ 1(mod 3), k ≡ 2(mod 3) et p ≡ 2(mod 3), ou

n ≡ 2(mod 3) et k ≡ 1(mod 3).

Exemple 3.3.2

γR(Cu,v,6)=7

pour (n,p)=(6,10)
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Fig. 3.7 —Les graphes Cu,v,2, Cu,v,6, Cu,v,4 tels que u et v sont non-adjacents

Preuve. Soit M(a, b, c), où a, b, c ∈ {1, 2, 3}, le graphe obtenu d’un cycle Cn de longueur n ∈

{4, 5, 6, 7, 8} en joignant deux sommets non-adjacents par une chaîne Pk ; k ∈ {1, 2, 3} pour former

trois cycles Ca+b+2, Ca+c+2 et Cb+c+2. Le graphe M(a, b, c) appelé un graphe tri-cycle éléméntaire.

En appliquant la procédure C sur le graphe Cu,v,k, avec k ≥ 1 et sur les graphes résultants, on

obtient à la fin un graphe tri-cycleM(a, b, c) d’ordre a+ b+ c+ 2, où a, b, c ∈ {1, 2, 3}. Remaquons

que l’ordre du graphe M = M(a, b, c) est n (M) ∈ {5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.
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Chapitre 3. Le nobmre de la domination romaine dans quelques graphes

Soit k1, k2 et k3 les nombres de groupes de trois sommets suprimés de Cu,v,k pour obtenir le graphe

tri-cycle élémentaire M = M(a, b, c). Donc k1 + k2 + k3 = (n+ k − n(M)) /3. Par la proposition

3.3.1.

γR(Cu,v,k) = γR(M) + 2(k1 + k2 + k3) = γR(M) + 2 (n+ k − n(M)) /3. (3.3)

En appliquant la procédure P , on distingue trois cas :

Cas 1. n ≡ 0(mod 3).

1) Si k ≡ 0(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 9 pour toutM . DoncM ∈ {M(2, 3, 2),M(1, 3, 3)}.

Il est facile de vérifier que pourM(2, 3, 2) ; γR(M(2, 3, 2)) = 5 et p ≡ 1(mod 3), et pourM(1, 3, 3) ;

γR(M(1, 3, 3)) = 6 et p ≡ 0, 2(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M) + 2 (n+ k − 9) /3.

γR(Cu,v,k) =

 (2n+ 2k − 3) /3 si p ≡ 1(mod 3),

(2n+ 2k) /3 si p ≡ 0, 2(mod 3).

2) Si k ≡ 1(mod 3), alors n(M) = a + b + c + 2 = 7 pour tout M . Donc M = M(1, 1, 3). Il est

facile de vérifier que γR (M(1, 1, 3)) = 4 et p ≡ 0, 1(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M) + 2 (n+ k − 7) /3

= (2n+ 2k − 2) /3.

3) Si k ≡ 2(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 8 pour toutM . DoncM ∈ {M(2, 2, 2),M(1, 2, 3)}.

Il est facile de vérifier que pourM(2, 2, 2) ; γR(M(2, 2, 2)) = 4 et p ≡ 0(mod 3), et pourM(1, 2, 3) ;

γR(M(1, 2, 3)) = 5 et p ≡ 1, 2(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M) + 2 (n+ k − 8) /3.

γR(Cu,v,k) =

 (2n+ 2k − 4) /3 si p ≡ 0(mod 3),

(2n+ 2k − 1) /3 si p ≡ 1, 2(mod 3).
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Fig. 3.8 —Les graphes Cu,v,k pour n ≡ 0(mod 3)

Cas 2. n ≡ 1(mod 3).

1) Si k ≡ 0(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 7 ou 10 pour toutM . DoncM ∈ {M(1, 3, 1),M(2, 3, 3)}.

Il est facile de vérifier que pourM(1, 3, 1) ; γR(M(1, 3, 1)) = 4 et p ≡ 0(mod 3), et pourM(2, 3, 3) ;

γR(M(2, 3, 3)) = 6 et p ≡ 1, 2(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M(1, 3, 1)) + 2 (n+ k − 7) /3

= γR(M(2, 3, 3)) + 2 (n+ k − 10) /3

= (2n+ 2k − 2) /3.

2) Si k ≡ 1(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 5 ou 8 pour toutM . DoncM ∈ {M(1, 1, 1),M(2, 1, 3)}.

Il est facile de vérifier que γR (M(1, 1, 1)) = 3 et p ≡ 1(mod 3), et γR (M(2, 1, 3)) = 5

et p ≡ 0, 2(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M(1, 1, 1)) + 2 (n+ k − 5) /3

= γR(M(2, 1, 3)) + 2 (n+ k − 8) /3

= (2n+ 2k − 1) /3.

3) Si k ≡ 2(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 6 ou 9 pour toutM . DoncM ∈ {M(1, 2, 1),M(2, 2, 3)}.

Il est facile de vérifier que γR (M(1, 2, 1)) = 4 et p ≡ 2(mod 3), et γR (M(2, 2, 3)) = 5
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et p ≡ 0, 1(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M(1, 2, 1)) + 2 (n+ k − 6) /3, ou

γR(Cu,v,k) = γR(M(2, 2, 3)) + 2 (n+ k − 9) /3.

γR(Cu,v,k) =

 (2n+ 2k) /3 si p ≡ 2(mod 3),

(2n+ 2k − 3) /3 si p ≡ 0, 1(mod 3).
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Fig. 3.9 —Les graphes Cu,v,k pour n ≡ 1(mod 3)

Cas 3. n ≡ 2(mod 3).

1) Si k ≡ 0(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 8 ou 11 pour toutM . DoncM ∈ {M(1, 3, 2),M(3, 3, 3)}.

Il est facile de vérifier que γR(M(1, 3, 2)) = 5 et p ≡ 0, 1(mod 3), et γR(M(3, 3, 3)) = 7

et p ≡ 2(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M(1, 3, 2)) + 2 (n+ k − 8) /3

= γR(M(3, 3, 3)) + 2 (n+ k − 11) /3

= (2n+ 2k − 1) /3.

2) Si k ≡ 1(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 6 ou 9 pour toutM . DoncM ∈ {M(1, 1, 2),M(3, 1, 3)}.

Il est facile de vérifier que γR (M(1, 1, 2)) = 4 et p ≡ 1, 2(mod 3), et γR (M(3, 1, 3)) = 6

38



Chapitre 3. Le nobmre de la domination romaine dans quelques graphes

et p ≡ 0(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M(1, 1, 2)) + 2 (n+ k − 6) /3

= γR(M(3, 1, 3)) + 2 (n+ k − 9) /3

= (2n+ 2k) /3.

3) Si k ≡ 2(mod 3), alors n(M) = a+b+c+2 = 7 ou 10 pour toutM . DoncM ∈ {M(1, 2, 2),M(3, 2, 3)}.

Il est facile de vérifier que γR (M(1, 2, 2)) = 4 et p ≡ 0, 2(mod 3), et γR (M(3, 2, 3)) = 6

et p ≡ 1(mod 3). Par la relation 3.3, on trouve

γR(Cu,v,k) = γR(M(1, 2, 2)) + 2 (n+ k − 7) /3

= γR(M(3, 2, 3)) + 2 (n+ k − 10) /3

= (2n+ 2k − 2) /3.
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Fig. 3.10 —Les graphes Cu,v,k pour n ≡ 2(mod 3)
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3.4 Valeur exacte de γR (Pu,v,k)

Dans cette section on donne la valeur exacte de γR (Pu,v,k), Soit G un graphe obtenu de Pn en

ajoutant une chaîne Pk entre deux sommets de Pn. Alors l’ordre de G est n+ k.

3.4.1 Cas des sommets adjacents

Il est facile de voir que si uv ∈ E (Pn), alors le graphe Pu,v,k n’est que le graphe G = Pn+k + uv

d’ordre n + k, étudié dans la section 1, avec t = k + 2. Donc d’après le théorème 3.2.1, on a

immédiatement le resultat suivant :

Théorème 3.4.1 Soient u et v deux sommets adjacents d’une chaîne Pn. Alors

γR (Pu,v,k) =



(2n+ 2k − 2) /3 si n ≡ 0 (mod 3) , k ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3) ,

(2n+ 2k − 1) /3
si n ≡ 1 (mod 3) et k ≡ 1 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , k ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3) ,

(2n+ 2k) /3 si n+ k ≡ 0 (mod 3) ,

(2n+ 2k + 1) /3

si n ≡ 1 (mod 3) et k ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) et k ≡ 2 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , k ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3) ,

(2n+ 2k + 2) /3
si n ≡ 2 (mod 3) et k ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , k ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3) .
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Exemple 3.4.1
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Fig. 3.11 —Les graphes Pu,v,1, Pu,v,2, Pu,v,3, Pu,v,4 tels que u et v sont adjacents

3.4.2 Cas des sommets non-adjacents

Soit G un graphe obtenu d’une chaîne Pn en ajoutant une chaîne Pk, tel que G est formé par

deux chaînes Pp, Pq et un cycle Ct+k (où n = p+ q + t). On décrit d’abord la procédure suivante :

Procedure D : Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaîne Pn, et soit k ≥ 1 un

entient. Soit T1 le graphe obtenu à partir de Pn en joignant deux sommets non-adjacent u et v

par une chaîne x1, ..., xk, où i < j. Supposons que k ≥ 4. Alors on forme le graphe T2 de T1 en

supprimant les sommets x1, x2 et x3 et joignant les deux sommets u et x4. On répète ce processus

jusqu’à obtenir un graphe Tk ayant une chaîne d’ordre 1, 2 ou 3.

Proposition 3.4.1 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaîne Pn. Alors

γR(Ti) = γR(Ti+1) + 2.

Preuve. Même preuve que de la proposition 3.2.2.
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Corollaire 3.4.1 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaîne Pn, et soit k un entier

strictement positif. Alors.

γR(Pu,v,k) =


γR(Pu,v,1) + 2 (k − 1) /3 si k ≡ 1 (mod 3) ,

γR(Pu,v,2) + 2 (k − 2) /3 si k ≡ 2 (mod 3) ,

γR(Pu,v,3) + 2 (k − 3) /3 si k ≡ 0 (mod 3) .

Proposition 3.4.2 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaîne Pn. Alors

γR(Pu,v,1) =



2n/3

si n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3) ,

(2n+ 1) /3

si n ≡ 1 (mod 3) et t ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) et t ≡ 2 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) ,

(2n+ 2) /3 si n ≡ 2 (mod 3) ,

(2n+ 3) /3

si n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3) ,

(2n+ 4) /3 si n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) .

Preuve. Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaine Pn, et soit f une γR-fonction de

Pn. On distingue trois cas selon n :

Cas 1. n ≡ 0 (mod 3).

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.4-(B) on a

γR(Pu,v,1) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (v) = 2 et f (u) = 0. D’après

le théorème 2.3.4-(A) on a γR(Pu,v,1) = γR(Pn) = 2n/3.
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Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.4-(B) on a

γR(Pu,v,1) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.4-(A) on a

γR(Pu,v,1) = γR(Pn) = 2n/3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3), alors f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (v) = 2 et f (u) = 0. D’après

le théorème 2.3.4-(A) on a γR(Pu,v,1) = γR(Pn) = 2n/3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.4-(B) on a

γR(Pu,v,1) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.

Cas 2. n ≡ 1 (mod 3).

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2

et f (v) = 0, 1, ou f (u) = 0, 1 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.4-(A) on a γR(Pu,v,1) =

γR(Pn) = (2n+ 1) /3.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2

et f (v) = 0, ou f (v) = 2 et f (u) = 0. D’après le théorème 2.3.4-(A) on a γR(Pu,v,1) = γR(Pn) =

(2n+ 1) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0, ou f (u) = 1 et f (v) = 0, ou f (u) = 0

et f (v) = 1. D’après le théorème 2.3.4-(B) on a γR(Pu,v,1) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 4) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) =

f (v) = 2, ou f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.4-(A) on a

γR(Pu,v,1) = γR(Pn) = (2n+ 1) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2

et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.4-(A) on a γR(Pu,v,1) = γR(Pn) =

(2n+ 1) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 2, ou f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0

et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.4-(A) on a γR(Pu,v,1) = γR(Pn) = (2n+ 1) /3.

Cas 3. n ≡ 2 (mod 3). Dans ce cas, il facile de voir qu’il existe une γR-fonction f de Pn telle que

f (u) = 2 ou f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.4-(A), on a γR(Pu,v,1) = γR(Pn) = (2n+ 2) /3.
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Proposition 3.4.3 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaîne Pn. Alors

γR(Pu,v,2) =



2n/3 si n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3) ,

(2n+ 1) /3
si n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3) ,

(2n+ 2) /3

si n ≡ 2 (mod 3) et t ≡ 1 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) ,

(2n+ 3) /3

si n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3) ,

(2n+ 4) /3

si n ≡ 1 (mod 3) et t ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3) ,

(2n+ 5) /3
si n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) ,

(2n+ 6) /3 si n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) .

Preuve. Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaine Pn, et soit f une γR-fonction de

Pn. On distingue trois cas selon n :

Cas 1. n ≡ 0 (mod 3).

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.5-(C) on a

γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 6) /3 + 2.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après

le théorème 2.3.5-(B)-(ii) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.5-(A) on a

γR(Pu,v,2) = γR(Pn) = 2n/3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.5-(A) on a
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γR(Pu,v,2) ≥ γR(Pn) + 1. Soit Pn = y1, y2, ..., yp, w1, w2, ..., wt, z1, z2, ..., zq, tels que u = y1 et v = yt.

La fonction g définie par g (u) = g (v) = 2, g (w2) = g (x1) = g (x2) = g (z1) = 0, g (z2) = 1 et

g (x) = f (x) pour tout x ∈ V (Pn)− {u,w2, v, z1, z2}, est une FDR sur Pu,v,2 de poids γR(Pn) + 1.

Par consequent γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3), alors f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après

le théorème 2.3.5-(B)-(ii) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.5-(A), on

a γR(Pu,v,2) ≥ γR(Pn) + 1. Soit Pn = y1, y2, ..., yp, w1, w2, ..., wt, z1, z2, ..., zq, tels que u = y1 et

v = yt. La fonction g définie par g (u) = g (v) = 2, g (yp) = g (x1) = g (x2) = g (z1) = 0,

g (yp−1) = g (w3) = g (z2) = 1 et g (x) = f (x) pour tout x ∈ V (Pn)− {yp−1, yp, u, w3, v, z1, z2}, est

une FDR sur Pu,v,2 de poids γR(Pn) + 1. Par consequent γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.

Cas 2. n ≡ 1 (mod 3).

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2

et f (v) = 1, ou f (u) = 1 et f (v) = 2, ou f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après

le théorème 2.3.5-(B)-(ii) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 4) /3.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2

et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.5-(B)-(ii) on a γR(Pu,v,2) =

γR(Pn) + 1 = (2n+ 4) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3),alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 1 et

f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 1, alors d’après le théorème 2.3.5-(B)-(i) on a γR(Pu,v,2) =

γR(Pn) + 1 = (2n+ 4) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) =

f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.5-(A) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) = (2n+ 1) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2

et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.5-(B)-(ii) on a γR(Pu,v,2) =

γR(Pn) + 1 = (2n+ 4) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = f (v) = 2,
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D’après le théorème 2.3.5-(A) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) = (2n+ 1) /3.

Cas 3. n ≡ 2 (mod 3). Dans ce cas, il facile de voir qu’il existe une γR-fonction f de Pn telle que

f (u) = 2.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors f (v) = 0 ou 1, alors d’après le théorème 2.3.5-(B)-(ii)

on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 5) /3.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (v) = 2.

D’après le théorème 2.3.5-(A) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) = (2n+ 2) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (v) = 2. D’après le théorème

2.3.5-(A) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) = (2n+ 2) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3), alors f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.5-(B)-(ii) on a

γR(Pu,v,2) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 5) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (v) = 2.

D’après le théorème 2.3.5-(A) on a γR(Pu,v,2) = γR(Pn) = (2n+ 2) /3.
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Proposition 3.4.4 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaîne Pn. Alors

γR(Pu,v,3) =



(2n+ 3) /3 si n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3) ,

(2n+ 4) /3

si n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3) ,

(2n+ 5) /3

si n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) et t ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 2 (mod 3) et t ≡ 1 (mod 3) ,

(2n+ 6) /3

si n ≡ 0 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) et t ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 0 (mod 3) et t ≡ 2 (mod 3) ,

(2n+ 7) /3

si n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) , ou

n ≡ 1 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3) ,

(2n+ 8) /3 si n ≡ 2 (mod 3) , t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3) .

Preuve. Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaine Pn, et soit f une γR-fonction de

Pn. On distingue trois cas selon n :

Cas 1. n ≡ 0 (mod 3).

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.6-(B) on a

γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 6) /3.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après

le théorème 2.3.6-(B) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 6) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.6-(B) on a

γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 6) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.6-(A) on a

γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 3) /3.
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Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3), alors f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après

le théorème 2.3.6-(B) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 6) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.6-(B) on a

γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 6) /3.

Cas 2. n ≡ 1 (mod 3).

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2

et f (v) = 1, ou f (u) = 1 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.6-(A) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn)+1 =

(2n+ 4) /3.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = 2 et

f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.6-(B) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 =

(2n+ 7) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 1, ou f (u) = 1

et f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.6-(B) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 7) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = f (v) =

2. D’après le théorème 2.3.6-(A) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 4) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors f (u) = f (v) = 0, ou f (u) = 1 et f (v) = 0, ou f (u) = 0

et f (v) = 1, ou f (u) = 2 et f (v) = 0, ou f (u) = 0 et f (v) = 2. D’après le théorème 2.3.6-(B) on

a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 2 = (2n+ 7) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (u) = f (v) = 2.

D’après le théorème 2.3.6-(A) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 4) /3.

Cas 3. n ≡ 2 (mod 3). Dans ce cas, il facile de voir qu’il existe une γR-fonction f de Pn telle que

f (u) = 2.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 0, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (v) = 1.

D’après le théorème 2.3.6-(A) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 5) /3.

Si t ≡ 0 (mod 3) et p ≡ 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (v) = 1 ou 2.

D’après le théorème 2.3.6-(A) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 5) /3.

Si t ≡ 1 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (v) = 2. D’après le théorème

48



Chapitre 3. Le nobmre de la domination romaine dans quelques graphes

2.3.6-(A) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 5) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 0 (mod 3), alors f (v) = 0. D’après le théorème 2.3.6-(B) on a γR(Pu,v,3) =

γR(Pn) + 2 = (2n+ 8) /3.

Si t ≡ 2 (mod 3) et p ≡ 1, 2 (mod 3), alors il existe une γR-fonction f de Pn telle que f (v) = 2.

D’après le théorème 2.3.6-(A) on a γR(Pu,v,3) = γR(Pn) + 1 = (2n+ 5) /3.

D’après le corollaire 3.4.1 et les propositions 3.4.2 3.4.3 3.4.4 ,on a immédiatement le resultat

suivant :
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Théorème 3.4.2 Soient u et v deux sommets non-adjacents d’une chaîne Pn. Alors

γR(Pu,v,k) =



(2n+ 2k − 4) /3 si (n, k, t, p) ≡ (0, 2, 1, 1) (mod 3) ,

(2n+ 2k − 3) /3
si (n, k, t, p) ≡ (a, b, c, d) (mod 3) , avec (a, b, c, d) ∈

{(1, 2, 1, 1) , (1, 2, 1, 2) , (1, 2, 2, 1) , (0, 0, 1, 1)} ,

(2n+ 2k − 2) /3

si (n, k, t, p) ≡ (a, b, c, d) (mod 3) , avec (a, b, c, d) ∈

{(1, 0, 0, 0) , (1, 0, 0, 1) , (1, 0, 1, 1) , (1, 0, 1, 2) ,

(1, 0, 2, 1) , (0, 1, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) (0, 1, 1, 1) ,

(0, 1, 2, 0) , (0, 1, 2, 1) , (2, 2, 1, 0) , (2, 2, 1, 1) ,

(2, 2, 1, 2) , (2, 2, 0, 1) , (2, 2, 2, 1) , (2, 2, 2, 2)},

(2n+ 2k − 1) /3

si (n, k, t, p) ≡ (a, b, c, d) (mod 3) , avec (a, b, c, d) ∈

{(2, 0, 2, 1) , (2, 0, 2, 2) , (1, 1, 1, 1) , (1, 1, 1, 2) ,

(0, 2, 0, 1) , (0, 2, 0, 2) , (0, 2, 1, 0) , (0, 2, 1, 2)}, ou

(n, k, t) ≡ (a, b, c) (mod 3) , avec (a, b, c) ∈

{(2, 0, 0) , (2, 0, 1) , (1, 1, 0) , (1, 1, 2) , (0, 2, 2)},

(2n+ 2k) /3

si (n, k, t, p) ≡ (a, b, c, d) (mod 3) , avec (a, b, c, d) ∈

{(0, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 2), (1, 2, 1, 0), (1, 2, 2, 0),

(1, 2, 2, 2)}, ou (n, k, t) ≡ (a, b, c) (mod 3) ,

avec (a, b, c) ∈ {(0, 0, 0), (0, 0, 2), (1, 2, 0)}, ou

(n, k) ≡ (2, 1) (mod 3) ,

(2n+ 2k + 1) /3

si (n, k, t, p) ≡ (a, b, c, d) (mod 3) , avec (a, b, c, d) ∈

{(1, 0, 0, 2) , (1, 0, 1, 0) , (1, 0, 2, 0) , (1, 0, 2, 2) ,

(0, 1, 0, 0) , (0, 1, 1, 0) , (0, 1, 1, 2) (0, 1, 2, 2) ,

(2, 2, 0, 0) , (2, 2, 0, 2), (2, 2, 2, 0)},

(2n+ 2k + 2) /3
si (n, k, t, p) ≡ (a, b, c, d) (mod 3) , avec (a, b, c, d) ∈

{(2, 0, 2, 0) , (1, 1, 1, 0) , (0, 2, 0, 0)}.
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Exemple 3.4.2

γR(Pu,v,4)=6

u v

x1

x2 x3
x4

2 20 00

2 0

0 0

pour (n,t,p)=(5,3,1)

s s
s

s s ssss��
@
@

@
@

�
�

γR(Pu,v,1)=7

u v
x10

2 20 2 0 0 0 0 1

pour (n,t,p)=(9,4,3)

s s ss s s s s s s�
�

HH
HH

γR(Pu,v,3)=7

u v

x1
x2 x3

0 0

2 2

1

0 2 0 0 0 0

pour (n,t,p)=(8,4,3)

s s s s s s s ss ss
γR(Pu,v,2)=7

u v

x1 x2
0 0

2 21 0 0 1 0 0 1

pour (n,t,p)=(9,5,2)

s s s s s s s s ss s

Fig. 3.12 —Les graphes Pu,v,1, Pu,v,2, Pu,v,3, Pu,v,4 tels que u et v sont non-adjacents.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’étude de l’effet de l’ajout d’une arête ou

d’une chaîne à une chaîne et un cycle sur le nombre de domination romaine d’un graphe. Plus

précisément, nous nous sommes focalisés sur les valeurs exactes de γR (G+ e) et γR (Gu,v,k), tel

que G ∈ {Pn, Cn}.

Dans un premier lieu, nous avons calculé les valeurs exactes de γR (Cn + e) et γR (Pn + e), ensuite

nous avons calculé les valeurs exactes de γR (Gu,v,k) tels que les sommet u et v sont adjacents, et

enfin nous avons donné nous les valeurs exactes de γR (Gu,v,k) tels que les sommet u et v sont

non-adjacents, avec G ∈ {Pn, Cn}.

Les travaux réalisés durant ce mémoire ouvrent plusieurs perspectives de travaux futurs. Nous

proposons d’étuder :

• l’effet de l’ajout d’une chaine sur le nombre de domination romaine des graphes d’un graphe

complet Kn et d’un graphe biparti complet Kp,q.

• l’effet de l’ajout d’une chaine sur le nombre de domination romaine d’une grille Gp×q.
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