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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons abordé le sujet des suites récurrentes linéaires d’ordre

supérieur. Nous avons étudié la suite r-Fibonacci et la suite r-Lucas de type s. Ensuite,

nous avons mis en évidence les propriétés de base les plus importantes telles que la for-

mule de Binet, la fonction génératrice et l’extensions aux indices négatifs. Nous avons

aussi étudié le q-analogue et le (p, q)-analogue de la suite de polynômes r-Fibonacci.

Mots-Clés : Suite r-Fibonacci, relation de récurrence linéaire, formule de Binet, fonc-

tion génératrice, suite r-Lucas de type s, q-analogue, polynômes incomplets r-Lucas, poly-

nômes hyper r-Lucas.
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Abstract

In this dissertation, we approached the subject of higher order linear recurrent se-

quences. We have studied the r-Fibonacci sequence and the r-Lucas sequence of type s.

Next, we have highlighted the most important basic properties such as Binet’s formula,

the generating function and extensions to negative subscripts. We have also studied the

q-analogue and the (p, q)-analogue of the sequence of r-Fibonacci polynomials.

Keywords : r-Fibonacci sequence, linear récurrence relation, Binet formula, generating

function, r-Lucas sequence of type s, q-analogue, incomplete r-Lucas polynomials, hyper

r-Lucas polynomials.
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Notations

C : le corps des nombres complexes.

R : le corps des nombres réels.

N : l’ensemble des entiers naturels.

N∗ : l’ensemble des entiers naturels non nuls.

Nn0 = {n ∈ N : n ≥ n0}, où n0 ∈ N.

In : Matrice identité d’ordre n.

[n] = {1, 2, . . . , n}, pour n ∈ N∗.

:= : égalité par définition (affectation).

bxc : partie entière inférieure de x.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Ce travail s’inscrit dans le cadre de l’étude des suites récurrents linéaires qui prennent

leur origine en 1202 avec l’exemple donné par Fibonacci de la célèbre suite 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . .

qui porte son nom (voir [31] et [43]). C’est un domaine riche et varié dont le champ

d’applications est divers (cryptographie, codes correcteurs d’erreurs, informatique, algo-

rithmique, combinatoire, théorie des nombres, etc. ).

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres dont le contenu est le suivant :

• Le premier chapitre : Généralités.

Dans le premier chapitre, nous avons donné quelques défintions comme celle des

suites récurrentes linéaires en citant certaines de leurs propriétés de base utilisées

dans notre mémoire.

• Le deuxième chapitre : Suites de Fibonacci d’ordre supérieur.

Contient un aperçu général sur les suites de Fibonacci. Ce chapitre expose diverses

propriétés de la classe des suites de Fibonacci généralisées d’ordre r, notamment les

techniques que nous utilisons dans ce mmoire.

• Le troisième chapitre : Suite r-Fibonacci généralisée et Suite r-Lucas de type s.

On présente des généralités sur la suite de Fibonacci et la suite de Lucas et nous

introduisons, pour tous entiers non nuls s et r, avec (1 6 s 6 r), une famille de s

suites compagnons assosiées à la suite r-Fibonacci généralisées, que nous appelons

r-Lucas de type s. Nous établirons leurs fonctions génératrices correspondantes ainsi

que leurs formes des Binet et nous présenterons les exstentions de ces suites aux

indices négatifs.
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TABLE DES MATIÈRES

• Le quatrième chapitre : Le q-analogue et le (p, q)-analogue de la suite de polynômes

r-Fibonacci.

Ce chapitre est consacré aux différentes définitions du q-analogue des polynômes

de Fibonacci et des polynômes de Lucas. On commence par la définition proposée

par Carlitz. On traite le cas (p, q)-analogue, une introduction sur les coefficients p, q-

binomiaux sont utilisées respectivement pour une approche de la suite p, q-Fibonacci

• Le cinquième chapitre : Polynômes incomplets r-Lucas et hyper-r-Lucas de type s.

Ce chapitre est consacré aux polynômes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type

s. Les polynômes incomplets sont liés à la compréhension de la suite de Fibonacci et

de Lucas, et les fonctions génératrices, nous introduisons les hyper r-Fibonacci pour

les hyper r-Lucas de type s.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre p

Dans cette section, K désigne un corps commutatif de caractéristique 0 et K[X] l’anneau

des polynômes à coefficients dans K.

Définition 1.1.1 [4] Soient (p, n0) ∈ N∗ × N. Une suite récurrente linéaire un d’ordre p à

valeur dans un corps commutatif K est définie par :

un+p = ap−1un+p−1 + . . .+ a1un+1 + a0un, n > n0 (1.1)

où a0, a1, . . . , ap−1 sont des scalaires de K avec a0 6= 0.

Une telle suite est entièrement déterminée par la donnée des p premiers termes

un0 , un0+1, . . . , un0+p−1

de la suite et par la relation de récurrence (1.1).

A une telle suite (un)n on associe le polynôme F (X) de degré p suivant :

F (X) = Xp −
p−1∑
i=0

aiX
i. (1.2)

Définition 1.1.2 Le polynôme F (X) est appelé polynôme caractéristique associé à la suite

(un)n. La relation (1.1) peut être écrite sous forme matricielle comme suit :

Un+1 = TUn, n > n0. (1.3)

3



Le polynôme bivarié

avec

T =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

... . . . . . . ...

0 ... ... 0 1

a0 a1 · · · ... an−1


, Un =



un

un+1

...

un+p−2

un+p−1


.

La matrice T est appelé matrice compagnon du polynôme F (X), ou bien, matrice compagnon

de la suite (un)n , et le polynôme F (X) est le polynôme caractéristique de la matrice T qui

est aussi son polynôme minimal.

Remarque 1.1.1 Puisque a0 6= 0, la définition précédente (relation (1.1)) permet d’étendre

la définition de la suit (un)n vers la gauche en incluant les termes d’indices négatifs. Si on

pose u′n = u−n pour n = 0, 1, 2, · · · , on a :

u′n+p = −(ap−1/a0)u′n+1 − . . .− (a1/a0)u
′
n+p−1 + (1/a0)u

′
n.

En utilisant la relation (1.1), on pose n = −m tel que m ∈ Z−

u−m+p = ap−1u−m+p−1 + . . .+ a1u−m+1 + a0u−m,

u−(m−p) = ap−1u−(m−p+1) + . . .+ a1u−(m−1) + a0u−m,

u′m−p = ap−1u
′
m−p+1 + . . .+ a1u

′
m−1 + a0u

′
m,

On pose m = n+ p, on trouve

u′n = ap−1u
′
n+1 + . . .+ a1u

′
n+p−1 + a0u

′
n+p,

u′n+p = (1/a0)u
′
n − (ap−1/a0)u

′
n+1 − . . .− (a1/a0)u

′
n+p−1.

1.2 Le polynôme bivarié

P est une fraction rationnelle multivariée à coefficients complexes P (X1, ..., Xn) en n

variables que l’on ne connaît pas. On note MN(d) la complexité de la multiplication de

deux polynômes de degrés inférieurs ou égaux à d avec des coefficients de N bits [46].

Par ailleurs, on noteM′
(N) la complexité de la multiplication de deux entiers de N bits

4



Formule de Binet

[23].

Dans le cas d’un polynôme bivarié P (X, Y ), on note qu’il peut être écrit sous les formes

P (X, Y ) =

dX∑
i=0

(
dY∑
j=0

ci,jY
j

)
X i =

dX∑
i=0

ci (Y )X i.

On peut calculer le polynôme univarié P (X, y), pour y fixé, en évaluant P (xi, y) pour

i = 1, . . . , dX + 1 et puis en interpolant. Le `-iéme coefficient de ce polynôme est c`(y),

qui est l’évaluation du polynôme univarié c`(y) au point y. On a donc un algorithme pour

évaluer ce polynôme et en l’appliquant sur dY + 1 valeurs yj, on peut en déduire les c`(y)

pour tout ` et par suite le polynôme bivarié P (X, Y ).

Reprenons. Pour interpoler P (X, Y ) on procède comme suit. Pour j de 1 à dY + 1, on fixe

une valeur yj et on choisit dX + 1 valeurs xi (il n’est pas gênant de prendre les mêmes

xi pour différents j), on évalue alors tous les P (xi, yj) et on interpole pour obtenir le

polynôme univarié P (X, yj). Enfin, pour ` = 0, . . . , dX on interpole c`(y).

1.3 Formule de Binet

Définition 1.3.1 Soient (a, b) ∈ C× C∗ et (un)n∈N une suite définie par : (u0, u1) ∈ C2 et

un+2 = aun+1 + bun, n ∈ N.

L’équation x2 = ax+ b s’appelle équation caractéristique de la suite (un).

L’étude des racines de l’équation caractéristique d’une suite récurrente linéaire permet

d’éxprimer le terme générale de cette suite en fonction de ces racines, qui est appelée :

formule de Binet de la suite. Le théorème suivant permet de classifier les différents cas

de la formule de Binet d’une suite d’ordre 2.

Théorème 1.3.1 (Voir [32])

1. Si l’équation caractéristique admet deux racines distinctes r1 et r2, alors

un = λrn1 + µrn2 , avec (λ, µ) ∈ C2. (1.4)
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La fonction génératrice d’une suite récurrente linéaire

2. Si l’équation caractéristique admet une racine double r0, alors

un = (λ+ µn)rn0 , avec (λ, µ) ∈ C2. (1.5)

où λ et µ sont deux conditions initials constantes.

1.4 La fonction génératrice d’une suite récurrente linéaire

Dans cette section, on définit la fonction génératrice d’une suite récurrente linéaire.

Définition 1.4.1 Pour une suite (un)n>0 définie par u0, u1, . . . , uk−1 et la relation

un = c0un−1 + · · ·+ ck−1un−k, n > k,

la somme

f(x) =
∞∑
m=0

umx
m

s’appelle la fonction génératrice ordinaire de la suite (um)m.

Nous observons que

f(x) = u0 + · · ·+ umx
m + · · ·

xf(x) = xu0 + · · ·+ um−1x
m + · · ·

x2f(x) = x2u0 + · · ·+ um−2x
m + · · ·

...

xkf(x) = xku0 + · · ·+ um−kx
m + · · · .

Donc, pour m ≥ k, nous trouvons que

(1− c0x− c1x2 − · · · − ck−1xk)f(x) = · · ·+ (um − c0um−1 − · · · − ck−1um−k)xm + · · ·

= · · ·+ 0xm + · · ·

D’où, nous devons avoir cela

(1− c0x− c1x2 − · · · − ck−1xk)f(x) = g(x),

où g(x) est un polynôme de degré au plus k − 1. Il s’ensuit que

f(x) =
g(x)

1− c0x− c1x2 − · · · − ck−1xk
.
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Coefficients multinomiaux

Exemple 1.4.1 L’exemple le plus ancien (1202) d’une suite récurrence d’ordre 2 est la suite

de Fibonacci définie pour tout n > 0, par la relation de récurrence

Fn+1 = Fn + Fn−1, n > 1

et de conditions initiales F0 = 0 et F1 = 1, la formule de Binet est donnée par :

Fn =
αn1 − αn2
α1 − α2

avec α1 =
1 +
√
5

2
et α2 =

1−
√
5

2
.

La fonction génératrice est ∑
n>1

Fn+1x
n =

1

1− x− x2
.

Les termes d’indices négatifs de la suite de Fibonacci sont donnés par :

F−n = (−1)n+1Fn, n ∈ N,

qui se traduit par :

...− 21, 13,−8, 5,−3, 2,−1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21...

1.5 Coefficients multinomiaux

1.5.1 Factorielle

La factorielle est un nombre naturel qui est défini de la manière suivante. On a 0! = 1

et pour tous n > 1

n! = n · (n− 1) · · · · · 3 · 2 · 1 =
n∏
i=1

i.

1.5.2 Coefficient binomial

Soient n et k deux entiers naturels avec 0 6 k 6 n, alors on définit le coefficient

binomial k parmi n comme(
n

k

)
=

n!

k! · (n− k)!
=
n · (n− 1) · · · · · (n− k + 1)

k!
.
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Formule du binôme de Newton

1.5.3 Formule du binôme de Newton

Soient a, b 6= 0 des nombres réels et soit n > 0 un entier naturel, alors :

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

1.5.4 Coefficients multinomiaux

Soient n, k1, . . . , kr des entiers naturels vérifient n = k1 + · · · + kr, alors le coefficient

multinomial associé est : (
n

k1, . . . , kr

)
=

n!

k1! . . . kr!
,

=
(k1 + · · ·+ kr)!

k1! . . . kr!
.

1.5.5 Formule du multinôme de Newton

Soient a1, . . . , ar 6= 0 des nombres réels et soit n > 0 un entier naturel, alors :

(a1 + · · ·+ ar)
n =

∑
k1,...,kr

k1+...+kr=n

(
n

k1, . . . , kr

)
ak11 . . . akrr

1.5.6 Les coefficients polynomiaux

Soient n et k deux entiers naturels avec 0 6 k 6 n, alors :

(1 + t+ · · ·+ tr)n =
rn∑
k=0

∑
k1,...,kr

k1+2k2+...+rkr=k

(
k1 + . . .+ kr
k1, . . . , kr

)
tk.

1.6 Terme général d’une suite récurrence linéaire

Théorème 1.6.1 [11] Soit (un)n>−m une suite récurrence linéaire à termes dans un anneau

unitaire A, définie par : u−j = αj, (0 ≤ j ≤ m− 1),

un = a1un−1 + a2un−2 + · · ·+ amun−m, (n > 1).
(1.6)
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Équations aux différences linéaires à coefficients variables

Soient (λj)06j6m−1 et (yk)k>−m deux suites de A définies par

λj = −
m−1−j∑
k=0

akαk+j, (0 ≤ j ≤ m− 1) avec a0 = −1, (1.7)

et

yk =
∑

k1,...,km
k1+2k2+...+mkm=k

(
k1 + k2 + . . .+ km
k1, k2, . . . , km

)
ak11 a

k2
2 · · · akmm (k > −m). (1.8)

alors, pour tout (n > −m), on a :

un = λ0yn + λ1yn+1 + · · ·+ λm−1yn+m−1 (1.9)

1.7 Équations aux différences linéaires à coefficients va-

riables

Définition 1.7.1 Soit r ∈ N∗. Une équation de la forme

x(n+ r) + p1(n)x(n+ r − 1) + · · ·+ pr(n)x(n) = g(n), n ∈ Nn0 (1.10)

avec pi(n), i ∈ {1, . . . , r} et g(n) des fonctions réelles définies sur Nn0 et pr(n) 6= 0 pour tout

n ∈ Nn0, s’appelle équation aux différences linéaire non homogène d’ordre r.

Définition 1.7.2 On appelle équation homogène associée à l’équation (1.10) l’équation

x(n+ r) + p1(n)x(n+ r − 1) + · · ·+ pr(n)x(n) = 0, n ∈ Nn0 . (1.11)

Exemple 1.7.1 On considère l’équation aux différences linéaires d’ordre 2 suivante

x(n+ 2) +
n

n+ 1
x(n+ 1)− 3x(n) = n, n ∈ N, (1.12)

avec x(0) = 1 et x(1) = −1 et on calcule x(3) et x(4).

D’abord, nous récrivons l’équation (1.12) sous la forme

x(n+ 2) =
−n
n+ 1

x(n+ 1) + 3x(n) + n. (1.13)

Posons n = 0 dans l’équation (1.13), on aura

x(2) = 3x(0) = 3.

Pour n = 1, on obtient

x(3) =
−1
2
x(2) + 3x(1) + 1 =

−7
2
.
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Opérateurs linéaires

1.7.1 Opérateurs linéaires

Si E et F sont deux espaces vectoriels, (sur le méme corps K), une application T entre

E et F , est dite linéaire si :

∀α, β ∈ K,∀x, y ∈ E : T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

On désigne par L(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires entre E et F , en par-

ticulier on pose L(E,E) = L(E), et L(E,K) = E∗ : c’est l’espace des formes linéaires

sur E (le dual algébrique). Si les espaces vectoriels E et F sont munis d’une structure

topologique on aura la définition suivante :

Définition 1.7.3 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Une application linéaire T ∈

L(E,F ) sera dite opérateur linéaire de E dans F .

Proposition 1.7.1 Soit l’opérateur L défini par

Lx(n) =
r∑
i=0

pi(n)x(n+ r − i), n ∈ Nn0 . (1.14)

Alors L est linéaire.

Preuve. Soit α, β ∈ R. Alors

L (αx(n) + βy(n)) =
r∑
i=0

pi(n) (αx(n+ r − i) + βy(n+ r − i))

= α
r∑
i=0

pi(n)x(n+ r − i) + β
r∑
i=0

pi(n)y(n+ r − i)

= αLx(n) + βLy(n).

Remarque 1.7.1 Soit L défini par (1.14), alors l’équation (1.10) prend la forme

Lx(n) = g(n), n ∈ Nn0 (1.15)

et l’équation (1.11)

Lx(n) = 0, n ∈ Nn0 , (1.16)

avec p0(n) = 1.

10



Le déterminant de Vandermonde

Définition 1.7.4 Soient x1(n), x2(n), . . . , xr(n) pour n > n0, des solutions de l’équation

(1.16). On définit le casoratien W (n) de ces solutions par

W (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(n) x2(n) · · · xr(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1) · · · xr(n+ 1)
...

... . . . ...

x1(n+ r − 1) x2(n+ r − 1) · · · xr(n+ r − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ∈ Nn0 . (1.17)

Exemple 1.7.2 Considérons l’équation aux différences suivante

x(n+ 2) +
3

2
x(n+ 1) +

1

2
x(n) = 0, n ∈ N. (1.18)

Vérifions que (−1)n et (−1
2
)n pour n > n0, sont des solutions de l’équation (1.18) et calculons

leur casoratien.

On a

(−1)n+2 +
3

2
(−1)n+1 +

1

2
(−1)n = 0.

et (
−1

2

)n+2

+
3

2

(
−1

2

)n+1

+
1

2

(
−1

2

)n
= 0.

Par définition, le casoratien W (n) de (−1)n et (−1
2
)n pour n > n0 est

W (n) =

∣∣∣∣∣∣ (−1)
n (−1

2
)n

(−1)n+1 (−1
2
)n+1

∣∣∣∣∣∣
= (−1)n

(
−1

2

)n+1

−
(
−1

2

)n
(−1)n+1

=
1

2n+1
, n ∈ N.

1.7.2 Le déterminant de Vandermonde

Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et a1, . . . , an, n éléments d’un corps commutatif

K. On appelle déterminant de Vandermonde, l’élément de K défini par :

V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−11

1 a2 a22 · · · an−12

...
...

...
...

1 an a2n · · · an−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Le déterminant de Vandermonde

Relation de récurrence

On rappelle qu’on ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant à une ligne

(resp. une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes). Notons

L1, . . . , Ln les lignes du déterminant ci-dessus. Pour tout k ∈ {2, · · · , n}, effectuons l’opé-

ration suivante : Lk ← Lk − L1.

On a alors :

V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−11

0 a2 − a1 a22 − a21 · · · an−22 − an−11

...
...

...
...

0 an − a1 a2n − a21 · · · an−1n − an−11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Effectuons un développement suivant la première colonne, puis mettons en facteur ak−a1
sur chaque ligne (k ∈ {2, · · · , n}) :

V (a1, . . . , an) =
∏

26k6n

(ak−a1)×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 + a1 a22 + a1a2 + a21 · · · an−22 + a1a
n−3
2 + · · ·+ an−21

1 a3 + a1 a23 + a1a3 + a21 · · · an−23 + a1a
n−3
3 + · · ·+ an−21

...
...

...
...

1 an + a1 a2n + a1an + a21 · · · an−2n + a1a
n−3
n + · · ·+ an−21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En effectuant successivement les opérations Ck ← Ck −
k−1∑
i=1

ai1Ci pour k ∈ {2, · · · , n− 1},

on obtient :

V (a1, . . . , an) =
∏

26k6n

(ak − a1)×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a22 · · · an−22

1 a3 a23 · · · an−23

...
...

...
...

1 an a2n · · · an−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

c’est-à-dire

V (a1, . . . , an) =
∏

26k6n

(ak − a1)× V (a2, . . . , an).

Démonstration par récurrence

Pour n entier supérieur ou égal à 2, on note ρ(n) la propriété :

V (a1, . . . , an) =
∏

16i<j6n

(aj − ai).
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Le déterminant de Vandermonde

Pour n = 2 : soient a1, a2 ∈ K, V (a1, a2) =

∣∣∣∣∣∣1 a1

1 a2

∣∣∣∣∣∣ = (a2 − a1) donc ρ(2) est vraie.

Soit n ∈ N, n > 2. Supposons ρ(n) vraie. Soient a1, . . . , an+1 ∈ K.

V (a1, . . . , an+1) =
∏

26k6n+1

(ak − a1)× V (a2, . . . , an+1) (relation de récurrence)

=
∏

26k6n+1

(ak − a1)×
∏

26i<j6n+1

(aj − ai) (hypothése de récurrence)

=
∏

16i<j6n+1

(aj − ai).

donc ρ(n+ 1) est vraie.

D’après le principe de récurrence, on en déduit que ρ(n) est vraie pour tout n > 2.
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Chapitre 2

Suites de Fibonacci d’ordre supérieur

Le présent chapitre est consacré à quelques propriétés essentielles qui caractérisent

les suites de Fibonacci généralisées, la première section porte sur un survol historique

sur les suites de Fibonacci généralisées. L’objectif de la deuxième section est de présenter

quelques propriétés concernant la classe des suites de Fibonacci généralisées d’ordre fini.

Enfin dans la troisième section, nous proposons un descriptif non exhaustif des différents

champs d’application des suites de Fibonacci généralisées d’ordre fini. Nous nous focali-

sons particulièrement, dans ce chapitre, sur les outils développés par Mouline et Rachidi

(Voir [38],[35],[36],[37]).

2.1 Introduction : histoire et définition générale

La suite de Fibonacci fut introduite (vers 1200) par le mathématicien Italien Léonard

de Pise (Pise, vers 1170 - vers 1250), surnommé Fibonacci, dans le but de décrire l’evo-

lution d’une population de lapins. Léonard de Pise fut l’un des grands mathématiciens

européens de son époque, auteur de plusieurs livres de géométrie et d’arithmétique. Il est

d’ailleurs connu pour avoir été le premier à populariser en Europe la numérotation indo-

arabe. Malgré ses nombreuses contributions aux mathématiques, Fibonacci est célébré, de

nos jours, par la mise au point d’une suite de nombres entiers, qui a été introduite dans son

ouvrage Liber abaci (le livre des calculs). Cette suite est issue d’un probléme de dynamique

des populations. Plus précisément, le problème consiste à calculer le nombre Fn de couples
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Introduction : histoire et définition générale

de lapins engendré en une génération (un an), en partant d’un unique couple de lapins,

sous la contrainte que chaque couple donne naissance tous les mois à un nouveau couple

(et ne meurt jamais), et ceci à compter du troisième mois de son existence. La suite de

Fibonacci (Fn)n est apparue, comme étant la solution de ce problème. la suite (Fn)n réside

dans le fait que chaque nombre Fn, à partir du troisième (n > 3), est la somme des deux

précédents, ce qui se traduit par la formule

Fn+2 = Fn+1 + Fn, n > 1 (2.1)

où F1 = F2 = 1. Les entiers naturels (Fn)n>1 sont appelés nombres de Fibonacci (Voir

[29],[24])

Bien que tous les termes de la suite de nombres de Fibonacci peuvent être calculé

à partir de la relation de récurrence (2.1), et des valeurs initiales F1 = F2 = 1, il s’est

avéré nécessaire de déterminer une expression analytique explicite du terme général de la

suite (Fn)n>1, afin d’éviter de calculer tous les nombres de Fibonacci précédents. Une telle

expression, appelé formule de Binet, fut découverte par Jacques-Philippe-Marie Binet en

1843. Cette formule permet d’exprimer la suite de Fibonacci à partir de puissances faisant

intervenir le nombre d’or α1 =
1+
√
5

2
; elle s’écrit de la façon suivante :

Fn =
αn1 − αn2
α1 − α2

,

où α2 = −1
α1

= 1−
√
5

2
. Le lien étroit de la suite de Fibonacci avec le nombre d’or apparaît

également (dans le sens inverse), dans le fait que le rapport de deux termes consécutifs de

la suite de Fibonacci tend vers le nombre d’or quand leur rang n augmente indéfiniment,

i.e., α1 = Fn+1

Fn
. Ce résultat fut découvert pour la première fois, de manière empirique,

par Johannes Kepler (1571 − 1630), qui avait remarqué que les quotients de deux termes

consécutifs représentent la meilleure approximation du nombre d’or α1.

La formule mathématique de la suite de Fibonacci (2.1) fut adoptée la première fois en

1876, par le mathématicien francais François Edouard Anatole Lucas. On doit également

à Lucas de nombreuses contributions à l’étude des nombres de Fibonacci, et notamment à

l’exploration des généralisations de la suite (2.1) (Voir [24],[33])
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Propriétés des suites de Fibonacci généralisées d’ordre r

A ce jour, plusieurs formes de généralisations de la suite des nombres de Fibonacci (2.1)

ont été étudiées dans la littérature. Dans le présent travail, nous allons considérer une

généralisation basée sur l’extension de la relation de récurrence (d’ordre 2) définissant la

suite des nombres de Fibonacci (2.1), combinée avec l’introduction de conditions initiales

plus générales et d’une pendération définie à l’aide de coefficients. Plus précisément.

Définition 2.1.1 On considère deux suites finies de nombres réelles ou complexes {a0, . . . , ar−1}

et {α0, . . . , αr−1} où r > 2 est un entier. On considère la suite (Un)n>0, définie par : Un = αn pour n = 0, 1, . . . , r − 1,

Un+1 = a0Un + · · ·+ ar−1Un−r+1, n > r − 1.
(2.2)

La suite (2.2) est connue dans la littérature sous le nom de suite de Fibonacci r- généralisée

(ou généralisée d’ordre r), ayant pour coefficients a0, . . . , ar−1(ar−1 6= 0) et pour conditions

initiales {α0, . . . , αr−1} (ou tout simplement {U0, . . . , Ur−1}). Parfois, les conditions initiales

sont considérées à partir de l’indice i = −r + 1, i.e.,{U−r+1, . . . , U0}.

2.2 Propriétés des suites de Fibonacci généralisées d’ordre

r

Cette section est dévouée à certaines propriétés des suites de Fibonacci généralisées

d’ordre fini (2.2), liées en particulier à la représentation explicite du terme général de ces

suites. Dans le premier paragraphe nous évoquons quelques généralités importantes sur

les suites (2.2). Tandis que dans les deux autres paragraphes, nous nous intéressons à

l’expression combinatoire et l’expression analytique (formule de Binet).

2.2.1 Généralités

Soit (Un)n>0 une suite de Fibonacci r-généralisée (r > 2) donnée par (2.2), et ayant

pour coefficients a0, . . . , ar−1et pour conditions initiales U0, . . . , Ur−1.

Le polynôme suivant

P (z) = zr −
r−1∑
i=0

aiz
r−1−i = zr − a0zr−1 − a1zr−2 − · · · − a1z − ar−1 (2.3)

16



Généralités

est appelée polynôme caractéristique de la suite (Un)n>0. Toute racine λ de l’équation

algébrique P (z) = 0 est appelée racine caractéristique de la suite (2.2).

Proposition 2.2.1 (Voir [47])

1. Soit εrK (K = R ou C) l’ensemble des suites de Fibonacci r-généralisées. Alors, εrK est un

K-espace vectoriel pour les opérations d’addition de suites et de multiplication de suites

par un scalaire.

2. Soient a0, . . . , ar−1(ar−1 6= 0) des éléments de K et εpK(a0, . . . , ar−1), l’espace des suites

de Fibonacci r-généralisées ayant pour coefficients a0, . . . , ap−1. Alors, εpK(a0, . . . , ap−1)

est un sous-K-espace vectoriel de εrK .

Le sous-K-espace vectoriel εrK(a0, . . . , ar−1) est formé par les suites de Fibonacci générali-

sées d’ordre r ayant le même polynôme caractéristique, donné par (2.3). Cela signifie qu’elles

admettent également les mêmes racines caractéristiques. Ces nombres (réels ou complexes) in-

terviennent dans la représentation explicite du terme général des éléments de εrK(a0, . . . , ar−1)

( se reporter au paragraphe 2.2.3 ).

Les suites de Fibonacci généralisées d’ordre fini (2.2) peuvent se décliner sous différentes

formes. En effet, considérons les équations (aux différences) linéaires homogènes d’ordre r

(r > 2) à coefficients variables, définies par :

x(n+ r) + α0(n)x(n+ r − 1) + · · ·+ αr−1(n)x(n) = 0, (2.4)

où αi(n) sont des fonctions réelles avec αr−1(n) 6= 0. Evidemment, les suites de Fibonacci r-

généralisées représentent des équations linéaires homogènes d’ordre r, du type (2.4), qui sont

à coefficients constants.

Par ailleurs, on peut vérifier que l’expression (2.2) est équivalente à l’expression matricielle

suivante :

Yn+1 = CYn, n > r − 1, (2.5)
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Expression combinatoire

où

Yn =


Un
...

Un−p+1

 et C =



a0 a1 a2 · · · ap−1

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . . . .

0 · · · 0 1 0


.

Cette expression est équivalente à celle qui est considérée dans [25] et[28].

La représentation matricielle (2.5) est l’un des points de départ des travaux de Mouline

et Rachidi (Voir [38],[35],[36],[37]), portant sur l’étude des suites (2.2). En fait, ils com-

mencent par établir une connexion entre les suites de Fibonacci généralisées à coefficients

réels non négatifs et les chaines de Markov. Ensuite, ils établissent des formules explicites

des limites, ainsi que des critères sur la convergence de ces suites. Mouline et Rachidi,

introduisent une autre expression matricielle des suites de Fibonacci généralisées d’ordre

fini, définie par :

X = PX

où X est le vecteur infini X = t(U0, . . . , Ur−1, Ur, . . . , Un, · · · ) et P est la matrice infinie

donnée par :

P =



Ir | 0 0 0 · · ·

ar−1 ar−2 · · · a0 0 0 · · ·

0 ar−1 ar−2 · · · a0 0 · · ·

0 0 ar−1 · · · a0
. . .

... . . . . . . . . . . . . . . . . . .


, (2.6)

où Ir est la matrice identité r × r. Ensuite, en partant de cette connexion, ils étudient la

représentation combinatoire des suites (2.2) à coefficients non négatifs. Enfin, ils généra-

lisent les propriétés obtenues au cas où les coefficients sont des réels ou des complexes

quelconques .

2.2.2 Expression combinatoire

Plusieurs méthodes ont été développées pour étudier la représentation combinatoire

du terme général des suites de Fibonacci d’ordre fini (2.2). En utilisant la fonction géné-
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Expression combinatoire

ratrice de la suite (Un)n>0, Levesque [34] a obtenu une première formule dans le cas des

racines caractéristiques simples. Avec la même technique, Philippou [39] a retrouve la

même formule dans un cadre plus général.

La proposition suivante fournit une expression de la fonction génératrice associée à une

suite du type (2.2), en fonction des conditions initiales.

Proposition 2.2.2 (Voir [44]) Soit (Un)n>0 une suite du type (2.2) et G(t) sa fonction gé-

nératrice. Alors G(t) est analytique sur l’intervalle | t |< min{| λ1 |−1, . . . , | λs |−1} où

λ1, . . . , λs sont les racines caractéristiques de (Un)n>0, elle est donnée par :

G(t) =
U0 +

∑p−1
i=1 t

i[Ui −
∑i

j=1 aj−1Ui−j]

1− (a0t+ a1t2 + · · ·+ ar−1tr)
.

Dans [39], Philippou utilise cette formule pour retrouver une expression combinatoire pour

les suites du type (2.2).

En effet,en considérant la suite (Un)n>0 définie par (2.2) (et en supposant que U0 = 0), on

a :

G(t) =
+∞∑
n=0

tnUn

=
r−1∑
i=1

tiVi

+∞∑
n=0

(a0t+ a1t
2 + · · ·+ ar−1t

r)n

où Vi = Ui −
∑i

j=1 aj−1Ui−j, par conséquent,

+∞∑
n=0

tnUn =
r−1∑
i=1

tiVi

+∞∑
n=0

∑
k0,k1,...,kr−1

k0+k1+···+kr−1=n

 n

k0, k1, . . . , kr−1

 ak00 a
k1
1 . . . a

kr−1

r−1 t
k0+2k1+···+rkr−1

=
r−1∑
i=1

tiVi

+∞∑
k=0

tk
∑

k0,k1,...,kr−1
k0+2k1+···+rkr−1=k

k0 + k1 + · · · , kr−1
k0, k1, · · · , kr−1

 ak00 a
k1
1 . . . a

kr−1

r−1 .

Finalement, par egalite des termes correspondants aux monômes de même degré, on obtient

la formule combinatoire suivante :

Uk =
r−1∑
i=1

Vit
i

∑
k0,k1,...,kr−1

k0+2k1+···+rkr−1=k−i

k0 + k1 + · · · , kr−1
k0, k1, . . . , kr−1

 ak00 a
k1
1 . . . a

kr−1

r−1 .
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Dans [17], Chen et Louck considèrent une matrice compagnon d’ordre n, par la suite ils

mettent au point une représentation combinatoire de la suite engendrée par cette matrice.

En étudiant l’aspect stochastique de l’équation matricielle (2.6), Mouline et Rachidi [37] éta-

blissent la formule suivante,

Un = Z0ρ(n, r) + Z1ρ(n− 1, r) + · · ·+ Zr−1ρ(n− r + 1, r) (2.7)

pour tout n > r, avec Zk = ar−1Uk + · · ·+ akUr−k(k = 0, . . . , r − 1) et

ρ(k, r) =
∑

k0+2k1+···+rkr−1=k−r

(k0 + k1 + · · ·+ kr−1)!

(k0)!(k1)! · · · (kr−1)!
ak00 a

k1
1 · · · a

kr−1

r−1 (2.8)

tels que ρ(r, r) = 1 et ρ(n, r) = 0 pour n 6 r− 1. Ce résultat a été démontré par le moyen des

chaînes de Markov.

Pour simplifier la manipulation de la formule (2.7), plusieurs travaux ont été menés sur l’ex-

pression des ρ(n, r) en fonction des racines caractéristiques de la suite (Un)n>0.

Notons que, lorsque les coefficients {a0, . . . , ar−1} de la suite (Un)n>0 sont réels, la suite

(ρ(n, r))n>0 est une suite de Fibonacci r-généralisée dont les conditions initiales sont

ρ(1, r) = · · · = ρ(r − 1, r) = 0 et ρ(r, r) = 1, [37] En plus, le polynôme caractéristique de

cette suite coïncide avec celui de la suite de Fibonacci (Un)n>0, i.e.,

ρ(n+ 1, r) = a0ρ(n, r) + a1ρ(n− 1, r) + · · ·+ ρ(n− r + 1, r).

Lorsque de plus les {a0, . . . , ar−1} sont non négatifs de somme égale à 1, pour tout n > r,

ρ(n, r) est la probabilité d’atteindre l’état n en partant de l’état transitoire r (Voir [37]).

2.2.3 La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Dans ce paragraphe nous proposons une formulation des termes (Un)n>r, en fonction

des puissances n-ième des racines caractéristiques de cette suite. Il s’agit dans ce contexte

d’une extension de la formule de Binet associée à la suite de Fibonacci, mentionnée dans

la premiére section de ce chapitre. Dans ce cas particulier les coefficients φ (nombre d’or)

et ϕ = −1
φ

sont les racines de l’équation du second degré x2 − x − 1 = 0, dans le cas

d’une suite de Fibonacci généralisée (2.2), le terme général Un peut également s’exprimer

à l’aide des racines caractéristiques du polynôme P (z), donné par (2.3), comme suit.
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Théorème 2.2.1 (Dubeau-Motta-Rachidi-Saeki )(Voir [21]) Supposons que (2.2) admet les

racines caractéristiques λ1, λ2, . . . , λs dont les multiplicités sont m1,m2, . . . ,ms, respective-

ment m1 +m2 + · · ·+ms = r. Alors, l’équation (2.2) admet r solutions indépendantes :

njλni tels que i = 1, . . . , s; j = 0, . . . ,mi − 1.

En outre, toute solution de l’équation (2.2) s’écrit de la manière suivante

Un =
s∑
i=1

mi−1∑
j=0

Ci,jn
jλni , n > 0, (2.9)

tels que les coefficients Ci,j sont obtenus à partir des conditions initiales {U0, . . . , Ur−1}.

Dans le Lemme suivant, les coefficients Ci,j sont explicitement donnés en fonction des

nombres de Stirling de prepière espèce et des γ[i]j ,

γ
[i]
j = γ

[i]
j (λ1, . . . , λs) =


(−1)m−mi

∑
∑
nt=mi−j−1

[ ∏
16t6=i6s

(
nt+mt−1

nt

)
(λt − λi)nt+mt

]
, si 1 < s < d,

1 lorsque j = d− 1 et 0 sinon, si s = 1,

(2.10)

pour tout j = 0, . . . ,mi − 1 et i = 1, . . . , s.

Lemme 2.2.1 Les coefficients Ci,j, donnés par (2.9), sont explicitement exprimés comme

suit :

Ci,j =

mi−1∑
h=j

λm−1−hi γ
[i]
h

h∑
k=j

(
m− 1

h− k

)
Sk,j
k!

,

où Sk,j sont les nombres de Stirling de prepière espèce.

Corollaire 2.2.1 Soient a0, · · · , ar−1(ar−1 6= 0) des éléments de K et ε
(r)
K (a0, · · · , ar−1) l’es-

pace des suites de Fibonacci généralisées ayant pour coefficients a0, · · · , ar−1. Si λ0, λ1, . . . , λs

sont les racines caractéristiques du polynôme (2.3), ayant pour multiplicités m1,m2, . . . ,ms,

respectivement (m1 +m2 + · · · +ms = r), alors le système {njλni tel que i = 1, . . . , s; j =

0, . . . ,mi − 1} est une base du K-espace vectoriel ε(r)K (a0, . . . , ar−1).

Les scalaires Ci,j dans l’expression (2.9) sont obtenus à partir de la résolution du système de

Vandermonde généralisé suivant :
s∑
i=1

mi−1∑
j=0

Ci,jn
jλni = Un, n = 0, 1, . . . , r − 1. (2.11)
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Rappelons que le déterminant de la matrice associée à ce systéme, qui est non nul, est explici-

tement donn’e par Wg =
∏

16i<j6s(λj − λi)mjmi. D’où l’existence et l’unicité de la solution de

ce système. Précisons que ce résultat est du au fait que Wg est le casoratien (considéré en 0,

i.e., Wg = Wg(0) 6= 0) des solutions de l’équation (1.2). On en déduit que

Un =
s∑
i=1

mi−1∑
j=0

Ci,jn
jλni

est la solution générale (unique) de (1.2), vue comme equation aux différences.

Lorsque toutes les racines caractéristiques λ1, λ2, . . . , λr sont simples (m1 = m2 = · · · =

ms = 1), le casoration des solutions de l’équation (2.2) est le déterminant de Vandermonde

classique :

W = det


1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λr
... .

. . . ...

λr−11 λr−22 λr−1r

 ,

=
∏

16i<j6s

(λj − λi).

Par ailleurs, notons que la formule de Binet s’est déclinée sous différentes formes dans

les travaux de Rachidi et al.. En effet, dans [12] Ben Taher et Rachidi ont présenté la for-

mule de Binet sous trois formes équivalentes. Dans [13], la formule de Binet a été exprimée

sous une forme factorielle, mettant en jeu un aspect combinatoire. Plus précisément, puisque

zn−rP (z) = zn − a0z
n−1 − · · · − an−2z

n−r+2 − ar−1z
n−r+1, où P (z) est le polynôme carac-

téristique (2.3), ayant λ1, λ2, · · · , λs pour racines caractéristiques, d’ordres de multiplicités

m1,m2, · · · ,ms, respectivement. Le processus de dérivation jusqu’a l’ordre j, implique que les

λi, (1 6 i 6 s) vérifient la relation suivante,

n

(n− j)
λn−ji − a0

(n− 1)

(n− 1− j)
λn−1−ji − · · · − ar−1

(n− r + 1)

(n− r + 1− j)
λn−r+1−j
i = 0

pour tout n > r + j. D’où le résultat suivant.

Proposition 2.2.3 (Voir [13])

1. Soit

yi,jn =
n

(n− j)
λn−ji , 1 6 j 6 mi, 1 6 i 6 s.
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

L’ensemble {(yi,jn )n>−r+1; 1 6 j 6 mi, 1 6 i 6 s} est une base du C-espace vectoriel

εrC(a0, a1, · · · , ar−1).

2. Formule de Binet Factorielle

Soit (Un)n>−r+1 une suite de εrC(a0, a1, · · · , ar−1). Alors, il existe r nombres uniques

αi,j(1 6 j 6 mi, 1 6 i 6 s) tels que

Un =
s∑
i=1

mi−1∑
j=0

αi,j
n

(n− j)
λn−ji ,

pour tout n > 0. Les αi,j sont déterminés à partir des conditions initiales.

23



Chapitre 3

La suite r-Fibonacci généralisée et la

suite r-Lucas de type s
A la suite de Fibonacci est associée une suite qui lui est trés liée, dite suite compagnon

de Lucas.

Certaines identités liées à ces deux suites seront présentées dans le paragraphe suivant, on

donne maintenant l’expression de ces deux suites en fonction des coefficients binomiaux.

La liaison entre ces deux suites avec le triangle de Pascal joue un rôle primordial pour les

différentes généralisations.

La relation
(
n+1
k

)
=
(
n
k−1

)
+
(
n
k

)
(Formule de Pascal) entraîne que la suite an =

∑bn/2c
k=0

(
n−1−k

k

)
(n > 0) vérifie la récurrence an+2 = an+1 + an, et comme a0 = 0, a1 = 1, alors

an = Fn (n > 0), D’où

Fn+1 =

bn/2c∑
k=0

(
n−k
k

)
(n > 0).

Le tableau suivant [6] montre la liaison entre le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci ;

0, 1, 1, 2, 3, 5, . . .

FIGURE 3.1 – Le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci
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Polynômes r-Fibonacci et r-Lucas généralisés

De la relation bien établie Ln = Fn+1 + Fn−1, on déduit pour n > 1 (L0 étant égal à 2)

l’expression

Ln =

bn/2c∑
k=0

(
1 +

k

n− k

)(
n−k
k

)
,

Le tableau suivant [6] montre la liaison entre le triangle de Pascal et la suite de Lucas ;

2, 1, 3, 4, 7, 11, . . .

FIGURE 3.2 – Le triangle de Pascal et la suite de Lucas

Soient x, y ∈ R, pour tout entier n > 2 la suite de Fibonacci généralisée (Un(x, y)) =

(Un)n>1 définie par la relation de récurrence suivante : U0 = 0, U1 = 1

Un = xUn−1 + yUn−2, (n > 2).

Et la suite de Lucas (Vn(x, y)) = (Vn)n>1 définie par la relation de récurrence suivante : V0 = 2, V1 = x,

Vn = xVn−1 + yVn−2, (n > 2).

3.1 Polynômes r-Fibonacci et r-Lucas généralisés

Pour un entier r > 0 notons par U (r)
n les Polynômes définis pour n > 0, par

U
(r)
n+1 =

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n−rk
k

)
xn−(r+1)kyk,

25



Polynômes r-Fibonacci et r-Lucas généralisés

Une autre généralisation de la suite de Fibonacci est la suite nommée la r-Fibonacci géné-

ralisée. Elle a été introduite par Raab [42] et elle est définie par la relation de récurrence

suivante :  U
(r)
0 = 0, U

(r)
k = xk−1, (1 6 k 6 r),

U
(r)
n+1 = xU

(r)
n + yU

(r)
n−r, (n > r).

(3.1)

La suite r-Lucas généralisée définie par

V (r)
n := U

(r)
n+1 + yU

(r)
n−r,

satisfont, la récurrence  V
(r)
0 = 2, V

(r)
k = xk, (1 6 k 6 r),

V
(r)
n+1 = xV

(r)
n + yV

(r)
n−r, (n > r).

(3.2)

Et admettent, pour n > 1, la forme explicite

V (r)
n =

bn/(r+1)c∑
k=0

(1 +
k

n− rk
)
(
n−rk
k

)
xn−(r+1)kyk.

Pour le cas particulier r = 2 les figures suivantes [6] montrent la liaison entre le triangle

de Pascal et les suite (U
(r)
n ) et (V (r)

n ).

FIGURE 3.3 – Le triangle de Pascal et la suite 2-Fibonacci
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Polynôme r-Lucas de type s

FIGURE 3.4 – Le triangle de Pascal et la suite 2-Lucas

Les fonction génératrices des suites (U (r)
n ) et (V (r)

n ) sont données par :

U(z) =
∑
n>0

V (r)
n zn =

2− xz
1− xz − yzr+1

. (3.3)

V (z) =
∑
n>0

U
(r)
n+1z

n =
1

1− xz − yzr+1
. (3.4)

Remarque 3.1.1 Le cas particulier (x, y) = (1, z) permet de retrouver les polynômes de

Fibonacci Un(z) et les polynômes de Lucas Vn(z). De plus ce cas particulier engendre le cas

général puisque

Un+1(x, y) = xnUn+1(y/x
2) et Vn(x, y) = xnVn(y/x

2).

3.2 Polynôme r-Lucas de type s

Définition 3.2.1 Pour tous entiers n, r et s, 1 6 s 6 r, on définit la famille de suites compa-

gnons associées à polynôme r-Fibonacci généralisée (V
(r)
n )n par la relation suivante : V

(r,s)
0 = s+ 1, V

(r)
k = xk (1 6 k 6 r),

V
(r,s)
n+1 = xV

(r,s)
n + yV

(r,s)
n−r , (n > r).

(3.5)

La suite (V
(r,s)
n ) est appelée polynôme r-Lucas de type s.
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Polynôme r-Lucas de type s

Remarque 3.2.1 Pour s = 0, nous obtenons un polynôme r-Fibonacci décalé.

Pour s = 1 [9], on nomme V (r,1)
n le polynôme r-Lucas généralisé du second type, et pour

s = r, on nomme V (r,r)
n le polynôme r-Lucas généralisé du premier type. Le thérorème suivant

nous donne une formulation explicite pour V (r,s)
n en termes de s et U (r)

n .

Théorème 3.2.2 : Soient r et s des entiers tels que 1 6 s 6 r, et x, y deux des éléments d’un

anneau unitaire A. On suppose que y est inversible dans A, on a pour r > n ce qui suit :

V (r,s)
n = U

(r)
n+1 + syU

(r)
n−r. (3.6)

nous obtenons également la forme explicite pour n > 1 :

V (r,s)
n =

bn/(r+1)c∑
k=0

n− (r − s)k
n− rk

(
n−rk
k

)
xn−(r+1)kyk. (3.7)

Bellbachir et Bencherif [8] ont donné une formule exprimant le terme général d’une suite

récurrence linéaire.

Preuve. Considérons la suite (V
(r,s)
n )n≥0 définie par la relation de récurrence (3.2),qui

correspond dans la relation (1.6) a : a1 = x, ar+1 = y et a2 = a3 = ... = ar = 0. En

remarquant que pour tout 0 ≤ j ≤ r , on a u−j = αj = y−1(Ur−j+1 − xUr−j), ce qui donne

α0 = s+ 1, α1 = α2 = ... = αr−1 = 0 et αr = −sxy−1. Par conséquent, la suite (λj)0≤j≤r est

définie comme suit : 
λ0 = s+ 1

λj = −
r∑
k=j

ak−jαk = −ar−jαr, 1 ≤ j ≤ r.

Pour a0 = −1, on trouve les valeurs suivantes : λ1 = λ2 = ... = λr−2 = 0, λr−1 = sx2y−1 et

λr = −sxy−1.

En utilisant la formule (1.8) du Lemme (1.4.1), on obtient pour tout n ≥ 0,

yn =
∑

k1+(r+1)kr+1=n

 k1 + kr+1

k1, kr+1

xk1ykr+1 =
∑
k≥0

 n− rk

k

xn−(r+1)kyk = U
(r)
n+1

.
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Polynôme r-Lucas de type s

La formule (1.9), nous permet détablir l’expression de V (r,s)
n en fonction de s, x, y, λ0, ..., λr

et U (r)
n . D’où pour tout entier n ≥ r,

V (r,s)
n = λ0U

(r)
n+1 + λ1U

(r)
n+2 + ...+ λrU

(r)
n+r+1

= λ0U
(r)
n+1 + λr−1U

(r)
n+r + λrU

(r)
n+r+1

= (s+ 1)U
(r)
n+1 + sxy−1

(
xU

(r)
n+r − U

(r)
n+r+1

)
= (s+ 1)U

(r)
n+1 − sxU (r)

n

= syU
(r)
n−1 + U

(r)
n+1

Finalement

V (r,s)
n = U

(r)
n+1 + syU

(r)
n−r

=
∑
k≥0

 n− rk

k

xn−(r+1)kyk + s
∑
k≥0

 n− r − 1− rk

k

xn−r−1−(r+1)kyk

=
∑
k≥0

 n− rk

k

xn−(r+1)kyk + sy
∑
k≥0

 n− 1− r(k + 1)

k

xn−(r+1)(k+1)yk+1

=

[n/(r+1)]∑
k=0

(
1 + s

k

n− rk

) n− rk

k

xn−(r+1)kyk

=

[n/(r+1)]∑
k=0

n− (r − s)k
n− rk

 n− rk

k

xn−(r+1)kyk.

Remarque 3.2.3 La relation de récurrence de la suite
(
U

(r)
n

)
n

sécrit sous forme matriceille

comme suit

U (r)
n+1 = Ar(x, y)U (r)

n

où U (r)
n :=



U
(r)
n

U
(r)
n+1

U
(r)
n+2

...

U r
n+r


pour n > 1 et Ar(x, y) :=



0 0 · · · 0 y

1 0 · · · 0 0

0 1
. . . ...

...
... . . . . . . 0 0

0 · · · 0 1 x


appelée matrice compa-

gnon associée à la récurrence linéaire (3.1).
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La fonction génératrice de la suite r-Lucas de type s

Par induction sur n, on calcule la puissance nième de Ar(x, y),

Ar
n(x, y) =



yU
(r)
n−r yU

(r)
n−r+1 · · · yU

(r)
n−1 yU

(r)
n

yU
(r)
n−r−1 yU

(r)
n−r · · · yU

(r)
n−2 yU

(r)
n−1

...
... . . . · · · · · ·

yU
(r)
n−2r+1 yU

(r)
n−2r+2 · · · yU

(r)
n−r yU

(r)
n−r+1

U
(r)
n−r+1 U

(r)
n−r+2 · · · U

(r)
n U

(r)
n+1


.

Considérons maintenant pour tout entier s avec 1 ≤ s ≤ r, la sous matrice Cr(x, y) d’ordre

(s+1), obtenue de la matrice Anr (x, y), en supprimant la première ligne et la première co-

lonne. En evaluant la trace Cs(x, y) , on retrouve la relation (3.6).

Pour s = r = 1, C1(x, y) =

yU (1)
n−1 yU

(1)
n

yU
(1)
n U

(1)
n+1

 et

tr(C1(x, y)) = tr(An1 (x, y)) = U
(1)
n+1 + yU

(1)
n−1 = V (1,1)

n .

Pour s = r (r > 1), Cs(x, y) = Anr (x, y) et tr(Cs(x, y)) = U
(r)
n+1 + ryU

(r)
n−r = V

(r,r)
n , Si on

prend le cas s = 2 et r = 3 , donc C2(x, y) est la sous matrice obtenue de An3 (x, y) d’ordre 3 ,

donnée par :

C2(x, y) =


yU

(3)
n−3 yU

(3)
n−2 yU

(3)
n−1

yU
(3)
n−4 yU

(3)
n−3 yU

(3)
n−2

U
(3)
n−1 U

(3)
n U

(3)
n+1


donc

tr(C2(x, y)) = U
(3)
n+1 + 2yU

(3)
n−1 = V (3,2)

n .

De plus, il existe une représentation déterminante des termes de la suite r-Fibonacci de la

forme U (r)
(r+1)n+r. Kilic et Arikan ont présenté une approche en [30] pour évaluer les déter-

minants de Hessenberg. Ils ont évalué le déterminant de Hessenberg dont les entrées sont

constituées des termes de la suite
(
n+m−1

m

)
. En fixant m = r, la valeur de ce déterminant est

égale à
∑n

m=0

(
(r+1)n+r(1−k)

k

)
= U

(r)
(r+1)n+r.

3.3 La fonction génératrice de la suite r-Lucas de type s

Dans cette sous section, nous allons évaluer la fonction génératrice de la suite de Lucas

(V
(r,s)
n )n>0 pour tout 1 6 s 6 r dans le théorème suivant :
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Formule de Binet pour la suite r-Lucas de type s

Théorème 3.3.1 Soit A = R ou C, pour z ∈ C la fonction génératrice de la suite de r-Lucas

de type s est donnée par

V (z) =
∑
n>0

V (r,s)
n zn =

1 + s− sxz
1− xz − yzr+1

. (3.8)

Preuve. On a :

V (z) =
∑
n>0

V (r,s)
n zn

=
∑
n>0

(U
(r)
n+1 + syU

(r)
n−r)z

n

=
∑
n>0

U
(r)
n+1z

n + s
∑
n>0

yU
(r)
n−rz

n

=
∑
n>0

U
(r)
n+1z

n + s
∑
n>0

(U r
n+1 − xU r

n)z
n

=
∑
n>0

U
(r)
n+1z

n + s
∑
n>0

U r
n+1z

n − s
∑
n>0

xU r
nz

n

= U(z) + sU(z)− sxz
∑
n>1

U r
nz

n−1

= U(z) + sU(z)− sxz
∑
m>0

U r
m+1z

m

= (1 + s)U(z)− sxzU(z),

où U(z) est la série génératrice de la suite (U
(r)
n )n>0, d’où V (z) =

1 + s− (sxz)

1− xz − yzr+1
,

3.4 Formule de Binet pour la suite r-Lucas de type s

Afin d’introduire les formes de Binet correspondantes aux suites (U (r)
n ) et (V (r,s)

n ), nous

allons dans cette sous section, étudier les propriétés de l’équation caractéristique associée

aux suites (U (r)
n ) et (V (r,s)

n ) donnée par :

tr+1 − xtr − y = 0 (3.9)

Ces propriétés comprennent le discriminant, l’emplacement des racines et sa réductibilité

et solvabilité .
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Extension des suites (U (r)
n )n et (V (r,s)

n )n aux indices négatifs

Le polynôme caractéristique associé aux suites (U (r)
n ) et (V (r,s)

n ) est

P (t) = tr+1 − xtr − y =
h∏
j=1

(X − αj)rj ,

où α1, . . . , αh sont les (r+1) racines de l’équation (3.7) de multiplicité rj et
∑h

j=1 rj = r+1.

En utilisant le critère de De Gua pour trouver des racines imaginaires, nous voyons que

l’équation (3.9) a au plus trois racines réelles puisque il y a (r−1) termes successifs absents

entre deux termes de même signe et donc il existe au moins (r − 2) racines imaginaires.

De plus si α est une racine multiple de l’équation (3.9), il est facile de vérifier que α =

rx/(r + 1) et que l’ordre de multiplicité maximale d’une racine réelle est égal à 2.

Une conéquence immédiate du théorème présédent est que α = rx/(r + 1) est une racine

multiple de l’équation (3.9) si et seulement si y = (−1
r
)(rx/r + 1)r+1.

Théorème 3.4.1 Soient α1, α2, . . . , αr+1 les racines du polynôme caractéristique P (t) =

tr+1 − xtr − y associée aux suites (U
(r)
n )n>0 et (V

(r,s)
n )n>0 tel que y 6= (−1

r
)(rx/r + 1)r+1.

Alors pour tout entier 1 6 s 6 r, on a :

U
(r)
n+1 =

r+1∑
k=1

αn+1
k

(r + 1)αk − rx
et V (r,s)

n =
r+1∑
k=1

αnk
(s+ 1)αk − sx
(r + 1)αk − rx

.

3.5 Extension des suites (U
(r)
n )n et (V (r,s)

n )n aux indices né-

gatifs

Les formules de Binet ainsi que la relation de récurrence (3.1) nous permettent d’étendre

les termes des suites (U
(r)
n )n et (V (r,s)

n )n vers la gauche , c’est a dire de calculer les termes

d’indices négatifs. Dans ce sens, nous proposons la définition suivante :

Définition 3.5.1 Pour tout entier n > 1 , on a :

U
(r)
−n =

r+1∑
k=1

α−nk
(r + 1)αk − rx

et V
(r,s)
−n =

r+1∑
k=1

α−nk
(s+ 1)αk − sx
(r + 1)αk − rx

Le résultat suivant se démontre facilement par un changement de variables.

Proposition 3.5.1 Soient A un anneau unitaire et x, y deux éléments inversibles de A, pour

touts entiers n > 0 et r > 1, les termes de la suite (U (r)
−n)n vérifient la relation de la récurrence

32



Extension des suites (U (r)
n )n et (V (r,s)

n )n aux indices négatifs

suivante :

U
(r)
−n = y−1U

(r)
−n+r+1 − xy−1U

(r)
−n+r (n > r + 1). (3.10)

Preuve. On remplace n par −n+ r dans la formule de Binet.

U
(r)
−n+r+1 =

r+1∑
k=1

α−n+r+1
k

(r + 1)αk − rx

=
r+1∑
k=1

(α−nk )(αr+1
k )

(r + 1)αk − rx

=
r+1∑
k=1

(α−nk )(xαrk + y)

(r + 1)αk − rx

= x
r+1∑
k=1

α−r+1
k

(r + 1)αk − rx
+ y

r+1∑
k=1

α−nk
(r + 1)αk − rx

= xU
(r)
−n+r + yU

(r)
−n

on en déduit que, pour tout entier n > r + 1, on a :

U
(r)
−n = y−1U

(r)
−n+r+1 − xy−1U

(r)
−n+r.
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Extension des suites (U (r)
n )n et (V (r,s)

n )n aux indices négatifs

Exemple 3.5.1 Dans la Table (2.1), nous présentons les premiers termes des suites (U (2)
−n) et

(V
(2,1)
−n ).

n U
(2)
−n V

(2,1)
−n

−13 5x4y−6 − 4xy−5 −7x5y−6 + 16x2y−5

−12 −x5y−6 + 6x2y−5 x6y−6 − 14x3y−5 + 2y−4

−11 −4x3y−5 + y−4 6x4y−5 − 7xy−4

−10 x4y − 5− 3xy−4 −x5y−5 + 9x2y − 4

-9 3x2y−4 −5x3y−4 + 2y−3

-8 −x3y−4 + y−3 x4y−4 − 5xy−3

-7 −2xy−3 4x2y−3

-6 x2y−3 −x3y−3 + 2y−2

-5 y−2 −3xy−2

-4 −xy−2 x2y−2

−3 0 2y−1

−2 y−1 −xy−1

−1 0 0

0 0 2

Table (2.1) Quelques valeurs des termes de (U
(2)
−n) et (V (2,1)

−n ).

Lemme 3.5.1 [2] Pour touts entiers m, r, on a :

r∑
j=1

(−1)j+1

 k

m+ j

 = (−1)(r+1)

k − 1

m+ r

+

k − 1

m

 .

Théorème 3.5.1 Pour tout entier n ∈ N, la suite (U
(r)
−n)n>1 satisfait les deux identités équi-

valentes suivantes

U
(r)
−n =

∑
k

 k − 1

n− rk

 (−x)−n−1+(r+1)ky−k, (3.11)

U
(r)
−n =

∑
k

(n− k − r)/r

k

 (−x)(n−r−(r+1)k)/ry(−n+k)/r. (3.12)

avec U0 = 0. La première somme est limitée aux entiers k > 1 tels que

b(n + 1)/(r + 1)c 6 k 6 b(n − 1)/rc ; la deuxième somme est limitée aux entiers k compris

entre 0 et b(n− r)/(r + 1)c et qui satisfont r divise n− k.
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Application 1

Théorème 3.5.2 [27] Soient r et s deux entiers tels que 1 6 s 6 r, pour tout n > 1 on a

V
(r,s)
−n = U

(r)
−n+1 + syU

(r)
−n−r, (3.13)

ainsi, on obtient les expressions suivantes, pour tout n > 1

V
(r,s)
−n =

b(n−1)/rc∑
k=1

n− (r − s)k
n− rk

 k − 1

n− 1− rk

 (−x)−n+(r+1)ky−k + s(−x)n/ry−n/r[r | n],

(3.14)

ou encore

V
(r,s)
−n =

∑
k,r|(n−k)

sn+ (r − s)k
rk

(n− k − r)/r

k − 1

 (−x)(n−(r+1)k)/ry(−n+k)r+s(−x)n/ry−n/r[r | n],

(3.15)

avec V (r,s)
0 = s+ 1 et [r | n] = 1 pour r divise n et 0 sinon. Nous pouvons limiter la première

somme à des entirs k compris entre [n/(r + 1)] et [(n− 1)/r], la deuxième somme est limitée

aus entier k compris entre 1 et [n/(r + 1)], et qui satisfont r divise (n− k).

Quelques applications liées aux théorèmes (3.5.1) et (3.5.2)

3.5.1 Application 1

Soient (Fn)n la suite de Fibonacci et (Ln)n la suite de Lucas, alors pour tout n > 1 on

a :

F−n = (−1)−n−1
n∑
k=1

k − 1

n− k

 (3.16)

L−n = (−1)−n
n−1∑
k=1

n

n− k

 k − 1

n− 1− k

+ (−1)n. (3.17)

3.5.2 Application 2

En prenant r = 1 et (x, y) = (2, 1), on obtient la suite de Pell (Pn)n et la suite de Pell

Lucas (Qn)n, alors pour tout n > 1 on a :

P−n = (−2)−n−1
n∑
k=1

k − 1

n− k

 (3.18)

Q−n = (−2)−n
n−1∑
k=1

n

n− k

 k − 1

n− 1− k

+ (−2)n. (3.19)
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Application 3

3.5.3 Application 3

Considérons la suite 2-Fibonacci (U (2)
n )n. Pour tout n > 1, on a :

U
(2)
−n =

∑
k=1

 k − 1

n− 2k

 (−1)−n−1+3k. (3.20)

Les suites compagnons d’indices négatifs pour s = 1, 2 sont définies par identités suivantes

V
(2,1)
−n =

b(n−1)/2c∑
k=1

n− k
n− 2k

 k − 1

n− 1− 2k

 (−1)−n+3k +
1

2
(1 + (−1)n)(−1)bn/2c (3.21)

et

V
(2,2)
−n =

b(n−1)/2c∑
k=1

n

n− 2k

 k − 1

n− 1− 2k

 (−1)−n+3k + (1 + (−1)n)(−1)bn/2c. (3.22)
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Chapitre 4

Le q-analogue et le (p, q)-analogue de la

suite de polynômes r-Fibonacci

Dans ce chapitre, on donne deux définitions du q-analogue des polynômes de Fibonacci

et des polynômes de Lucas suggérées par Carlitz et de Cigler (Voir [15],[14],[18],[19])

et on exploite ces coefficients (p, q)-binomiaux pour étendre les approches de Carlitz et de

Cigler au cas (p, q)-analogue.

4.1 Le q-analogue des polynômes r-Fibonacci et r-Lucas

Le q-analogue est une généralisation impliquant un nouveau paramétre q ∈ R qui se

spécialise en l’identité original en faisant tendre q vers 1. Le q-analogue commence par la

définition des entiers naturels l’égalité

lim
q→1

1− qn

1− q
= n

suggére que l’on peut définir le q-analogue de l’entier n comme étant

[n]q = 1 + q + · · ·+ qn−1.

4.1.1 Le coefficient q-binomial

Soit q une indéterminée (q 6= 1 ). Notons

[n]q = 1 + q + · · ·+ qn−1; (le q-analogue de l’entier n)
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Le coefficient q-binomial

[n]q! = [1]q[2]q · · · [n]q; (le q-analogue de la factorielle)n
k


q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
; (le q-analogue des coefficients binomiaux)

Il est facile de voir que

[n]q = qn−1[n] 1
q
;

[n]q! = q(
n
2)[n] 1

q
!;n

k


q

= qk(n−k)

n
k


1
q

;

[n]q = [k]q + qk[n− k]q = qn−k[k]q + [n− k]q. (4.1)

En effet

[n]q = 1 + q + · · ·+ qn−1;

= qn−1
(

1

qn−1
+

q

qn−1
+ · · ·+ 1

)
;

= qn−1

((
1

q

)n−1
+

(
1

q

)n−2
+ · · ·+

(
1

q

)
+ 1

)
;

= qn−1[n] 1
q
.

et

[n]q! = [1]q[2]q · · · [n]q;

= (1)(1 + q)(1 + q + q2) · · · (1 + q + · · · qn−1);

= q

(
1

q
+ 1

)
q2
(

1

q2
+

1

q
+ 1

)
· · · qn−1

(
1

qn−1
+

q

qn−1
+ · · ·+ 1

)
;

= q1+2+···+n−1
(
1

q
+ 1

)((
1

q

)2

+
1

q
+ 1

)
· · ·

((
1

q

)n−1
+

(
1

q

)n−2
+ · · ·+ 1

)
;

= q
n(n−1)

2 [1] 1
q
[2] 1

q
[3] 1

q
· · · [n] 1

q
;

= q
n(n−1)(n−2)!

2(n−2)! [1] 1
q
[2] 1

q
[3] 1

q
· · · [n] 1

q
;

= q(
n
2)[n] 1

q
!.
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Le coefficient q-binomial

et n
k


q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
;

=
q(

n
2)[n] 1

q
!

q(
k
2)[k] 1

q
!q(

n−k
2 )[n− k] 1

q
!
;

= q(
n
2)−(

k
2)−(

n−k
2 )

[n] 1
q
!

[k] 1
q
![n− k] 1

q
!
;

= q
n(n−1)−k(k−1)−(n−k)(n−k−1)

2

[n] 1
q
!

[k] 1
q
![n− k] 1

q
!
;

= qk(n−k)

n
k


1
q

.

et

[n]q = 1 + q + · · ·+ qk−1 + qk + · · ·+ qn−1;

= (1 + q + · · ·+ qk−1) + qk(1 + q + · · ·+ qn−k−1);

= [k]q + qk[n− k]q.

et

[n]q = 1 + q + · · ·+ qn−k−1 + qn−k + · · ·+ qn−1;

=
(
1 + q + · · ·+ qn−k−1

)
+ qn−k

(
1 + q + · · ·+ qk−1

)
;

= [n− k]q + qn−k[k]q.

Les nombres de Gauss

n
k


q

généralisent les coefficients binomiaux. On montre, en utili-

sant l’égalité (4.1), que n+ 1

k


q

=

n
k


q

+ qn−k+1

 n

k − 1


q

; (4.2)

n+ 1

k


q

= qk

n
k


q

+

 n

k − 1


q

. (4.3)
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Le coefficient q-binomial

En effet n+ 1

k


q

=
[n+ 1]q!

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q![n+ 1]q

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q!(1 + · · ·+ qn−k + qn−k+1 + · · ·+ qn)

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q!((1 + · · ·+ qn−k) + qn+1−k(1 + · · ·+ qk−1))

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q!([n+ 1− k]q + qn+1−k[k]q)

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q![n+ 1− k]q
[k]q![n+ 1− k]q!

+ qn+1−k [n]q![k]q
[k]q![n+ 1− k]q!

=

n
k


q

+ qn−k+1

 n

k − 1


q

.

et n+ 1

k


q

=
[n+ 1]q!

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q![n+ 1]q

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q!(1 + · · ·+ qk−1 + qk + · · ·+ qn)

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q!((1 + q + · · ·+ qk−1) + qk(1 + q + · · ·+ qn−k))

[k]q![n+ 1− k]q!

=
[n]q!(q

k[n+ 1− k]q + [k]q)

[k]q![n+ 1− k]q!

= qk
[n]q![n+ 1− k]q
[k]q![n+ 1− k]q!

) +
[n]q![k]q

[k]q![n+ 1− k]q!

= qn

n
k


q

+

 n

k − 1


q

.

Considérons maintenant, les opérateurs X et Q tels que

Xf(x) = xf(x) et Qf(x) = f(qx).

Puisque QX = qXQ, alors les symboles X et Q seront utilisés pour désigner un couple

déterminées (x, y) vérifiant yx = qxy.
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L’approche de Carlitz pour les q-analogues de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

Comme q-analogue du binôme de Newton, les relations (4.2) et (4.3) se traduisent par le

développement suivant

(X +Q)n =
n∑
k=0

n
k


q

Xn−kQk. (4.4)

Si on pose Z = X−1Q, alors ZX = qXZ et le développement (4.4) devient

(1 + qn−1Z)(1 + qn−2Z)...(1 + Z) =
n∑
k=0

q(
k
2)

n
k


q

Zk. (4.5)

Le coefficient q(
k
2)

n
k


q

considéré comme un q-analogue du nombre
(
n
k

)
sera noté par

n
k

(1)

q

, par suite les deux relation de récurrence (4.2) et (4.3) seront notées respective-

ment : n+ 1

k

(1)

q

=

n
k

(1)

q

+ qn

 n

k − 1

(1)

q

; (4.6)

n+ 1

k

(1)

q

= qk

n
k

(1)

q

+ qk−1

 n

k − 1

(1)

q

.

4.1.2 L’approche de Carlitz pour les q-analogues de la suite de Fibo-

nacci et de la suite de Lucas

Carlitz [15] propose comme q-analogue des polynômes bivariés de Fibonacci, les po-

lynômes définis, pour n > 0, par

Fn+1(x, y, 1) =

bn/2c∑
k=0

qk
2

n− k
k


q

xn−2kyk ; avec F0(x, y, 1) = 0. (4.7)

Les premiers termes de cette suite sont :

F0(x, y, 1) = 0, F1(x, y, 1) = 1, F2(x, y, 1) = x, F3(x, y, 1) = x2 + q2y, F4(x, y, 1) = x3 +

q2[2]qxy, F5(x, y, 1) = x4 + q2[3]qx
2y + q4y2, F6(x, y, 1) = x5 + q2[4]qx

3y + q4[4]qxy
2, ...

Les relations (4.2) et (4.3) entraînent que la suite (Fn(x, y, 1))n>0 satisfait les deux relation

de récurrence

Fn+1(x, y, 1) = xFn(x, qy, 1) + qyFn(x, q
2y, 1), (4.8)
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L’approche de Carlitz pour les q-analogues de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

Fn+1(x, y, 1) = xFn(x, qy, 1) + qn−1yFn−1(x, y, 1), (4.9)

avec F0(x, y, 1) = 0 et F1(x, y, 1) = 1.

La vérification des relations de récurrence (4.8) et (4.9) pour les indices négatifs nous

conduit, pour y 6= 0, à l’expression

F−n(x, y, 1) = (−1)n−1q(
n+1
2 )Fn(x, y/q

n, 1)

yn
(n > 0). (4.10)

Avec le changement de variables (x, y, 1) par (1, z, 1), on retrouve le q-analogue des poly-

nômes de Fibonacci Fn(z, 1) qui satisfait les deux relations de récurrence

Fn+1(z, 1) = Fn(qz, 1) + qzFn−1(q
2z, 1), (4.11)

Fn+1(z, 1) = Fn(z, 1) + qn−1zFn−1(z, 1), (4.12)

avec F0(z) = 0 et F1(z) = 1.

Cn(z) =

zUn−1(z) Un(z)

zUn(z) Un+1(z)

 , (4.13)

où C(z) =

0 1

z 1

 et les Un(z) sont les polynômes Fibonacci.

L’interprétation matricielle des récurences (4.11) et (4.12) donne l’égalité

C(qn−1)C(qn−2) · · ·C(z) =

zFn−1(qz, 1) Fn(z, 1)

zFn(qz, 1) Fn+1(z, 1)

 (4.14)

qui est un q-analogue de (4.13).

Dans le cas des polynômes bivariés, on a

C(x, qn−1y)C(x, qn−2y) · · ·C(x, y) =

yFn−1(x, qy, 1) Fn(x, y, 1)

yFn(x, qy, 1) Fn+1(x, y, 1)

 (4.15)

et avec la relation des suites Fn(x, y, 1) = xn−1Fn(y/x
2, 1), on retrouve l’identité (4.14).

Les propriétés (4.14) et (4.15) montrent que le q-analogue des polynômes bivariés de Fibo-

nacci proposé par Carlitz est une extension naturelle des polynôme bivariés de Fibonacci,
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L’approche de Carlitz pour les q-analogues de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

et à partir de ces propriétés, Cigler a associté à la définition de Carlitz un q-analogue des

polynôme bivariés de Lucas défini par

Lucn(x, y, 1) = tr
(
C(x, qn−1y)C(x, qn−2y)...C(x, y)

)
= yFn−1(x, qy, 1) + Fn+1(x, y, 1). (4.16)

Le calcul du détermimant des deux membres de (4.15) donne un q-analogue de la formule

de Cassini

Fn−1(x, qy, 1)Fn+1(x, y, 1)− Fn(x, qy, 1)Fn(x, y, 1) = (−1)nq(
n
2)yn−1.

L’identité (4.16) entraine, pour n ≥ 1, que

Lucn(x, y, 1) =

bn/2c∑
k=0

qk
2−k [n]p

[n− k]p

n− k
k


q

xn−2kyk,

Luc−n(x, y, 1) = (−1)nq
(
n+1
2

)
Lucn(x, y/q, 1)

yn
, (y 6= 0),

avec Luc0(x, y, 1) = 2

Remarque 4.1.1 Le q-analogue des polynômes bivariés de Lucas ne satisfait, ni une relation

de récurrence de type (4.8), ni de type (4.9), cependant avec l’algorithme q-Zeilberger, la

relation de récurrence suivante est déduite, c’est la plus courte possible

Lucn+4(x, y, 1) = (1 + q)xLucn+3(x, y, 1) + (qn+2(1 + q)y − qx2)Lucn+2(x, y, 1)−

qn+2(1 + q)xyLucn+1(x, y, 1)− q2n+3y2Lucn(x, y, 1),

qui devient en utilisant (4.16)

Fn+4(x, y, 1) = (1 + q)xFn+3(x, y, 1) + (qn+2(1 + q)y − qx2)Fn+2(x, y, 1)−

qn+2(1 + q)xyFn+3(x, y, 1)− q2n+3y2Fn(x, y, 1).
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L’approche de Cigler pour le q-analogue de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

4.1.3 L’approche de Cigler pour le q-analogue de la suite de Fibonacci

et de la suite de Lucas

Le q-analogue des polynômes bivariés de Fibonacci et des polynômes bivariés de Lucas

suggérés par Cigler sont définis, pour n ≥ 0 et n ≥ 1 respectivement, par

Fn+1(x, y, 0) :=

bn/2c∑
k=0

q

(
k+1
2

) n− k
k


q

xn−2kyk avec F0(x, y) = 0, (4.17)

Lucn(x, y, 0) :=

bn/2c∑
k=0

q

(
k
2

)
[n]q

[n− k]q

n− k
k


q

xn−2kyk avec Luc0(x, y) = 2. (4.18)

La suite (Fn(x, y, 0))n>0 satisfait les deux relations de récurrence

Fn+1(x, y, 0) = xFn(x, y, 0) + qn−1yFn−1(x, y/q, 0), (4.19)

Fn+1(x, y, 0) = xFn(x, qy, 0) + qyFn+1(x, qy, 0), (4.20)

avec F0(x, y, 0) = 0 et F1(x, y, 0) = 1.

Ces relations de récurrence, pour y 6= 0, prolongent la suite (Fn(x, y, 0))n aux indices

négatifs par

F−n(x, y, 0) = (−1)n−1Fn(x, y, 0)
yn

, n ≥ 1.

Ce qui est remarquable dans la proposition de Cigler, autre que les formes explicites, est

le fait que chacun des polynômes bivariés Fn(x, y, 0) et Lucn(x, y, 0) satisfait la même

relation aux q-différence, pour

Df(x) =
f(qx)− f(x)

(q − 1)x
,

Fn(x, y, 0) = xFn−1(x, y, 0) + (q − 1)yDFn−1(x, y, 0) + yFn−2(x, y, 0),

Lucn(x, y, 0) = xLucn−1(x, y, 0) + (q − 1)yDLucn−1(x, y, 0) + yLucn−2(x, y, 0),

ce qui montre qu’ils sont liés respectivement aux polynômes bivariés de Fibonacci Un(x, y)

et aux polynômes bivariés de Lucas Vn(x, y) par les relations

Fn(x, y, 0) = Un(x+ (q − 1)yD, y) · 1, (4.21)

Lucn(x, y, 0) = Vn(x+ (q − 1)yD, y) · 1, (4.22)
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L’approche de Cigler pour le q-analogue de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

comme on le voit, pour 2 ≤ n ≤ 6,

U2(x+ (q − 1)yD, y) · 1 = x = F2(x, y, 0),

U3(x+ (q − 1)yD, y) · 1 = x2 + qy = F3(x, y, 0),

U4(x+ (q − 1)yD, y) · 1 = x3 + q[2]qxy = F4(x, y, 0),

U5(x+ (q − 1)yD, y) · 1 = x4 + q[3]qx
2y + q3y2 = F5(x, y, 0),

U6(x+ (q − 1)yD, y) · 1 = x5 + q[4]qx
3y + q3[4]qxy

2 = F6(x, y, 0).

Avec l’opérateur matriciel

C(A, y) =

0 1

y A

 , où A = x+ (q − 1)yD,

chacune des relations (4.21) et (4.22) se traduit respectivement par

Cn(A, y) · 1 =

yFn−1(x, y, 0) Fn(x, y, 0)

yFn(x, y, 0) Fn+1(x, y, 0)

 ,

Lucn(x, y, 0) = tr(Cn(A, y) · 1).

Les valeurs propres formelles α(q) et β(q) de l’opérateur matriciel C(A, y) nous permettent

d’écrire une généralisation de la formule de Binet

Fn(x, y, 0) =
α(q)n − β(q)n

α(q)− β(q)
· 1

Lucn(x, y, 0) = (α(q)n + β(q)n) · 1, (4.23)

par suite, pour y 6= 0,

Luc−n(x, y, 0) = (α(q)−n + β(q)−n) · 1 = (−1)nLucn(x, y, 0)
yn

.

Remarque 4.1.2 Le q-analogue des polynômes bivariés de Lucas ne satisfait ni une relation

de récurrence de type (4.19) ni type (4.20), mais elle satisfait la relation de récurrence, tou-

jours via l’algorithme de q-Zeilberger,

Lucn+4(x, y, 0) =xLucn+3(x, y, 0) + qn+3 [2]q
[n+ 1]q

Lucn+2(x, y, 0)+

qn+1 [n+ 3]q
[n+ 1]q

xyLucn+1(x, y, 0) + qn+1 [n+ 3]q
[n+ 1]q

y2Lucn(x, y, 0).
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Le (p, q)-analogue des polynômes r-Fibonacci et r-Lucas

Pour le q-analogue des polynômes bivariés de Fibonacci, en composant (4.19) et (4.20), on

obtient

Fn+4(x, y, 0) = xFn+3(x, y, 0) + qn−2xyFn+1(x, y, 0) + qn−2y2Fn(x, y, 0).

Théorème 4.1.3 Les suites de polynômes (Ln(z,m))n et (Ln(z,m))n satisfont respectivement

les récurrences

Ln+1(z,m) = Ln(z,m) + qn−1zLn−1(q
m−1z,m), (4.24)

Ln+1(z,m) = Ln(qz,m) + qzLn−1(qm+1z,m). (4.25)

4.2 Le (p, q)-analogue des polynômes r-Fibonacci et r-Lucas

4.2.1 Les coefficients p, q-binomiaux

Considérons les notations

[n]p,q := pn−1 + pn−2q + ...+ qn−1,

[n]p,q! := [1]p,q[2]p,q...[n]p,q, n

k


p,q

:=
[n]p,q!

[k]p,q![n− k]p,q!
,

avec la convention

 n

k


p,q

= 0 pour k < 0 ou k > n

Les coefficients p, q-binomiaux

 n

k


p,q

généralisent les coefficients q-binomiaux puisque

 n

k


1,q

=

 n

k


q

, et mettent en exergue une certaine symétrie dans les relations comme

on le voit ci-dessous

[n]p,q = pn−k[k]p,q + qk[n− k]p,q,

[n]p,q! = q

(
n
2

)
[n]p/q!,
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La suite p, q-Fibonacci

[n]p,q = qn−1[n]p/q, n

k


p,q

= qk(n−k)

 n

k


p/q

, (4.26)

 n

k


p,q

= pk

 n− 1

k


p,q

+ qn−k

 n− 1

k − 1


p,q

, (4.27)

n−1∏
j=0

(
pjx+ qjy

)
=

n∑
k=0

p

(
n−k
2

)
q

(
k
2

) n

k


p,q

xn−kyk. (4.28)

4.2.2 La suite p, q-Fibonacci

Considérons la suite
(
F

(r)
n+1(x, y, p, q)

)
n>0

définie par

F
(r)
n+1(x, y, p, q) =

bn/(r+1)c∑
k=0

p

(
n+1−(r+1)k

2

)
q

(
k+1
2

) n− rk
k


p,q

xn−(r+1)kyk

avec F (r)
0 (x, y, p, q) = 0.

Pour p = 1 et r = 1, on retrouve le q-analogue de la suite de Fibonacci donnée par Cigler.

Théorème 4.2.1 Les polynôme F (r)
n (x, y, p, q) vérifient les deux récurrences

F
(r)
n+1(x, y, p, q) = pxF (r)

n (px, py, p, q) + qyF
(r)
n−r(qx, qy, p, q) (4.29)

F
(r)
n+1(x, y, p, q) = pxF (r)

n (px, qy, p, q) + qyF
(r)
n−r(px, qy, p, q) (4.30)

avec F (r)
0 (x, y, p, q) = 0, F (r)

j (x, y, p, q) = xj−1, pour j = 1, 2, . . . , r.
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La suite p, q-Fibonacci

Preuve. D’aprés la relation (4.27), on a

F
(r)
n+1(x, y, p, q)

=

bn/2c∑
k=0

p

(
n+1−(r+1)k

2

)
q

(
k+1
2

) pk
 n− 1− rk

k


p,q

+ qn−(r+1)k

 n− 1− rk

k − 1


p,q

xn−(r+1)kyk

= px

bn/2c∑
k=0

p

(
n+1−(r+1)(k+1)

2

)
q

(
k+1
2

) n− 1− rk

k


pr+1,q

(px)n−1−(r+1)k(qy)k+

y

bn/2c∑
k=0

p

(
n+1−(r+1)(k+1)

2

)
q

(
k+2
2

)
qn−(r+1)(k+1)

 n− r − 1− rk

k


pr+1,q

xn−r−1−(r+1)k(qy)k

= px

bn/2c∑
k=0

p

(
n−(r+1)k

2

)
q

(
k+1
2

) n− 1− rk

k


pr+1,q

xn−1−(r+1)kyk+

qy

bn/2c∑
k=0

p

(
n−r−(r+1)k

2

)
q

(
k+1
2

) n− r − 1− rk

k


pr+1,q

(qx)n−r−1−(r+1)k(qy)k

= pxF (r)
n (px, py, p, q) + qyF

(r)
n−r(qx, qy, p, q).

Par ailleurs, on à :

F
(r)
n+1(x, y, p, q)

=

bn/2c∑
k=0

p

(
n−(r+1)k

2

)
+1q

(
k+1
2

) qk
 n− 1− rk

k


p,q

+ pn−(r+1)k

 n− 1− rk

k − 1


p,q

xn−(r+1)kyk

= px

bn/2c∑
k=0

p

(
n−(r+1)k

2

)
q

(
k+1
2

) n− 1− rk

k


pr+1,q

(px)n−1−(r+1)k(qy)k+

y

bn/2c∑
k=0

p

(
n−(r+1)(k+1)+1

2

)
q

(
k+2
2

)
pn−(r+1)(k+1)

 n− r − 1− rk

k


p,q

xn−r−1−(r+1)k(y)k

= px

bn/2c∑
k=0

p

(
n−(r+1)k

2

)
q

(
k+1
2

) n− 1− rk

k


pr+1,q

(px)n−1−(r+1)k(qy)k+

qy

bn/2c∑
k=0

p

(
n−r−(r+1)k

2

)
q

(
k+1
2

) n− r − 1− rk

k


pr+1,q

(px)n−r−1−(r+1)k(qy)k

= pxF (r)
n (px, qy, p, q) + qyF

(r)
n−r(px, qy, p, q).
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La suite p, q-Lucas

Remarque 4.2.2 1)Les récurrences (4.29) et (4.30) peuvent être écrites de la façon suivante :

F
(r)
n+1

(
x

p
,
y

p
, p, q

)
= xF (r)

n (x, y, p, q) +

(
q

p

)n−r
yF

(r)
n−r

(
x,

(
q

p

)−r
y, p, q

)
,

F
(r)
n+1

(
x

p
,
y

q
, p, q

)
= xF (r)

n (x, y, p, q) + yF
(r)
n−r(x, y, p, q).

2) Pour r = 1, les récurrences (4.29) et (4.30) deviennent

Fn+1(x, y, p, q) = pnxFn

(
x,
y

p
, p, q

)
+ qn−1yFn−1

(
x,
y

q
, p, q

)
, (4.31)

Fn+1(x, y, p, q) = pxFn (px, qy, p, q) + qyFn−r (px, qy, p, q) . (4.32)

4.2.3 La suite p, q-Lucas

La suite p, q-Fibonacci vérifie deux relations de récurrence. Par rapport à chacune de

ces récurrences, on définit un p, q-analogue de la suite de Lucas. Ainsi, on obtient deux

espèces de suite p, q-Lucas.

Définition 4.2.1 La suite p, q-Lucas de première espèce et la suite p, q-Lucas de deuxième

espèce sont définies respectivement par

L(r)
n (x, y, p, q) := 2F

(r)
n+1

(
x

p
,
y

q
, p, q

)
− xF (r)

n (x, y, p, q)

L(r)
n (x, y, p, q) := 2F

(r)
n+1

(
x

p
,
y

p
, p, q

)
− xF (r)

n (x, y, p, q)

Avec cette définition, on peut déduire des relations duales entre la suite p, q-Fibonacci et

la suite p, q-Lucas.

Pour r = p = 1, on retrouve les deux espèces de suites q-Lucas qu’on a associé à l’approche

de Cigler, et les relations de récurrences (4.24) et (4.25) sont généralisées par le théorème

suivant :

Théorème 4.2.3 [10] La suite p, q − Lucas de première espèce et la suite p, q-Lucas de

deuxième espèce satisfont respectivement les récurrences

L
(r)
n+1(x, y, p, q) = pxL(r)

n (px, py, p, q) + qyL
(r)
n−r(qx, qy, p, q),

L(r)
n+1(x, y, p, q) = pxL(r)

n (px, qy, p, q) + qyL(r)
n−r(px, qy, p, q).
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Chapitre 5

Polynômes incomplets r-Lucas et hyper

r-Lucas de type s

Dans ce chapitre nous allons traiter les polynômes r-Lucas et les polynômes hyper-r-

Lucas de type s, les notations suivantes seront adoptées :

Un, Vn représentent respectivement la suite r-Fibonacci généralisée et polynômes bivariés

r-Lucas de type s

Un(k), Vn(k) pour les polynômes bivariés incomplets r-Fibonacci et r-Lucas de type s res-

pectivement.

U
[m]
n , V

[m]
n pour les polynômes bivariés hyper-r-Fibonacci et hyper-r-Lucas de type s res-

pectivement.

5.1 Les polynômes incomplets r-Fibonacci

Tasci. D, Firengiz. MC, Tuglu. N,[45] proposent la définition des polynômes incomplets

r-Fibonacci

Un+1(k) =
k∑
j=0

(
n−rj
j

)
xn−(r+1)jyj , 0 6 k 6 bn/(r + 1)c. (5.1)

Ces polynômes satisfont la relation de récurrence suivante :

Un+1(k + 1) = xUn(k + 1) + yUn−r(k). (5.2)
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Les polynômes incomplets r-Lucas de type s

5.2 Les polynômes incomplets r-Lucas de type s

Définition 5.2.1 Pour tous entiers naturels r, s avec 1 6 s 6 r, les polynômes incomplets

r-Lucas de type s sont définis comme suit :

Vn(k) =
k∑
j=0

n− (r − s)j
n− rj

(
n−rj
j

)
xn−(r+1)jyj, 0 6 k 6 bn/(r + 1)c. (5.3)

1. Pour k = bn/(r + 1)c, Vn(k) = Vn, on retrouve les polynômes r-Lucas de type s.

2. Pour x = y = 1, s = r = 1, on obtient la suite incomplète de Lucas [26]

3. Pour x = 2, y = 1, et s = r = 1, on obtient la suite incomplète de Jacobsthal-Lucas [20]

Dans le théorème suivant , nous etablirons une relation entre les polynômes incomplets r

Lucas de type s et les polynômes incomplets r Fibonacci .

Théorème 5.2.1 [2] Soient r, s deux entiers positifs, avec 1 6 s 6 r les polynômes incom-

plets r-Lucas de type s satisfont le relation suivante

Vn(k) = Un+1(k) + syUn−r(k − 1). (5.4)

Théorème 5.2.2 Pour tous entiers r, s avec 0 6 k 6 bn/(r + 1)c, les polynômes incomplets

r-Lucas de type s satisfont le récurrence suivante :

Vn(k + 1) = xVn−1(k + 1) + yVn−r−1(k), (5.5)

Preuve. La démonstration se fait en utilisant d’identité (5.4) et la relation de récurrence

de la suite incomplète de r-Fibonacci généralisée.

Vn(k + 1) = Un+1(k + 1) + syUn−r(k)

= xUn(k + 1) + yUn−r(k) + sy(xUn−r−1(k) + yUn−1−r−r(k − 1))

= x(Un(k + 1) + syUn−r−1(k)) + y(Un−r(k) + syUn−1−2r(k − 1))

= xVn−1(k + 1) + yVn−r−1(k).

Les relations (5.3) et (5.5) nous permettent d’établir une relation non hemogène pour les

polynômes incomplets r-Lucas de type s donnée par le théoreme suivant :
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La fonction génératrice des polynômes incomplets r-Lucas de type s

Théorème 5.2.3 pour tous entiers positifs r, s avec 1 6 s 6 r, les polynômes incomplets r

Lucas de type s satisfont la relation non hemogène suivante :

Vn(k) = xVn−1(k) + yVn−r−1(k)
n− r − 1− (r − s)k
n− 1− r(k + 1)

(
n−1−r(k+1)

k

)
xn−r−1−(r+1)kyk+1 (5.6)

Preuve. On a :

Vn(k) = xVn−1(k) + yVn−r−1(k − 1)

= xVn−1(k) + y

k−1∑
j=0

n− r − 1− (r − s)j
n− r − 1− rj

(
n−r−1−rj

k

)
xn−r−1−(r+1)jyj, (0 6 k 6 bn/(r + 1)c

= xVn−1(k) + yVn−r−1(k)−
n− r − 1− (r − s)k
n− 1− r(k + 1)

(
n−1−r(k+1)

k

)
xn−r−1−(r+1)kyk+1.

5.3 La fonction génératrice des polynômes incomplets r-

Lucas de type s

Théorème 5.3.1 [1] La fonction génératrice des polynômes incomplets r-Lucas de type s est

donnée par :

∑
n>0

Vn(k)t
n =

tk(r+1)

(1− xt− ytr+1)

[
Vk(r+1) +

r∑
i=1

(
Vk(r+1)+i − xVk(r+1)+i−1

)
ti − yk+1tr+1[s(1− xt) + 1]

(1− xt)k+1

]
.

5.4 Les polynômes bivariés hyper r-Fibonacci

Définition 5.4.1 [22] Soit (an)n>0 une suite d’éléments d’un anneau commutatif A. On ap-

pelle matrice d’Euler Seidel associée à (an)n>0 la suite double (a
(k)
n )(n > 0, k > 0 donnée par

la récurrence suivante,  a
(0)
n = an, (n > 0),

a
(k)
n = a

(k)
n−1 + a

(k−1)
n , (n > 1, k > 1).

(5.7)

La suite (a
(0)
n ) représente la première ligne de la matrice, C’est la suite initiale. La suite (a

(n)
0 )

représente la première colonne de la matrice, c’est la suite finale. ll en résulte immédiatement
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Les polynômes bivariés hyper r-Fibonacci

de (5.7) l’identité

a(k)n =
k∑
i=0

(
k
i

)
a
(0)
n+1. (5.8)

Les auteurs dans [7] ont généralisé l’algorithme d’Euler Seidel en définissant une matrice

symétrique infinie associée à (an)n>0 par la relation de récurrence suivante a
(0)
n = an, (n > 0),

a
(k)
n = xa

(k)
n−1 + ya

(k−1)
n , (n > 1, k > 1).

(5.9)

avec x et y deux nombres réels.

Notons que le terme a(k)n désigne l’élément qui se trouve dans l’intersection de la k-iéme ligne

et de la n-iéme colonne, 

. . . . . .

. . . . . .

. . . ya
(k−1)
n . .

. . . ↓ . .

xa
(k)
n−1 → a

(k)
n . .

. . . . . . .

. . . . . . .


C’est facile de voir que l’dentité (5.8) se généralise en :

a(k)n = xn
k∑
i=1

yk−i
(
n+k−i−1
n−1

)
ai0 + yk

n∑
s=1

xn−s
(
n+k−s−1

k−1

)
a0s (5.10)

Ainsi, nous définissons le polynôme bivarié hyper r-Fibonacci dans la définition suivante

Définition 5.4.2 Pour tout m > 0, les polynômes bivariés hyber r-Fibonacci sont définis par

la relation de récurrence suivante : U
[0]
n = U

(r)
n , U

[m]
0 = ym,

U
[m]
n+1 = xU

[m]
n + yU

[m−1]
n+1 .

(5.11)

La relation (5.11) peut s’écrire comme suit :

U [m]
n =

n∑
j=0

yxn−jU
[m−1]
j . (5.12)

Quelques cas particuliers de polynômes hyper-r-fibonacci :
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Interprétation combinatoire

• Pour r = 1, x = 1 et y = 1, U [m]
n (1, 1) = F

[m]
n , nous optenons les nombres hyper-fibonacci

[7].

• Pour r = 1, x = 2 et y = 1, U [m]
n (2, 1) = p

[m]
n , nous trouvons les nombres hyper-Pell [3].

• Pour r = 1, x = 1 et y = 2, U [m]
n (1, 2) = j

[m]
n , nous avons les nombres hyper-Jacobsthal.

Comme résultat de (5.10), les polynômes hyper-r-Fibonacci bivariés peuvent être exprimés

comme une somme de coefficients binomiaux et de polynômes r-Fibonacci :

U
[m]
n+1 =

n+1∑
k=1

(
n+m−k
m−1

)
xn+1−kymUk. (5.13)

5.5 Interprétation combinatoire

Cette section traite d’une interprétation combinatoire de la relation (5.11) et de la

formule explicite des polynômes bivariés hyper-r-Fibonacci.

Théorème 5.5.1 [2] le polynôme hyper-r-Fibonacci U [m]
n est interprété comme le nombre de

façons de paver un [n + (r + 1)m]-ruban avec au moins m (r + 1)-ominos, de telle sorte que

l’on distribue un poids x pour chaque carré et un poids y pour chaque (r + 1)-ominos.

Théorème 5.5.2 [2] Pour touts n > 0,m > 0, et k = 0, . . . , bn/(r + 1)c, on a :

U
[m]
n+1 =

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk
m+k

)
xn−(r+1)kyk+m, (5.14)

où le nombre
(
n+m−rk
m+k

)
xn−(r+1)kyk+m représente le poids d’un n + (r + 1)m-pavage linéaire

avec au moins (k +m) (r + 1)-ominos.

Corollaire 5.5.1 les premiers termes des nombres hyper-r-Fibonacci sont donnés par

U
[m]
k =

(
n+m−1
k−1

)
xk−1ym , (1 6 k 6 r).

Théorème 5.5.3 Le polynôme hyper-r-Fibonacci U [m]
n satisfait la relation de récurrence non

homogène suivante :

U
[m]
n+1 = xU [m]

n + yU
[m]
n−r +

(
n+m−1
m−1

)
xnym. (5.15)
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Preuve. En utilisant les relations (5.11) et (5.14), on a :

U
[m]
n+1 = xU [m]

n + yU
[m−1]
n+1

= xU [m]
n + y

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−1−rk
m−1+k

)
xn−(r+1)kyk+m−1

= xU [m]
n + y

bn/(r+1)c∑
k=1

(
n+m−1−rk
m−1+k

)
xn−(r+1)kyk+m−1 +

(
n+m−1
m−1

)
xnym

= xU [m]
n + y

b(n−r−1)/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−1−r(k+1)

m+k

)
xn−(r+1)(k+1)yk+m +

(
n+m−1
m−1

)
xnym

= xU [m]
n + xU

[m]
n−r +

(
n+m−1
m−1

)
xnym.

Le théorème suivant implique que chaque polynôme r-Fibonacci peut être écrit comme

une somme de polynômes hyper-r-Fibonacci et de polynômes incomplets r-Fibonacci.

Théorème 5.5.4 Pour m > 1 et n > 0, on a :

Un+(r+1)m = U [m]
n + Un+(r+1)m(m− 1). (5.16)

Preuve. En utilisant les relations (5.11) et (5.14), on a :

Un+(r+1)m =

bn/(r+1)c+m∑
k=0

(
n+(r+1)m−rk−1

k

)
xn+(r+1)m−(r+1)k−1yk

=

bn/(r+1)c+m∑
k=0

(
n+m−r(k−m)−1

k

)
xn+(r+1)(m−k)−1yk

=

bn/(r+1)c∑
k=−m

(
n+m−rk−1

k+m

)
xn−(r+1)k−1yk+m

=
−1∑

k=−m

(
n+m−rk−1

k+m

)
xn−(r+1)k−1yk+m +

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk−1

k+m

)
xn−(r+1)k−1yk+m

= U [m]
n +

m−1∑
k=0

(
n+m(r+1)−rk−1

k

)
xn+m(r+1)−rk−1yk

= U [m]
n + Un+(r+1)m(m− 1).
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5.6 Les polynômes hyper-r-Lucas

Dans cette section, nous donnous la définition des polynômes hyper-r-Lucas de type

s, puis nous donnons une formule explicite en termes de s et des polynômes hyper-r-

Fibonacci.

Définition 5.6.1 Pour m > 0, les polynômes hyper-r-Lucas bivariés sont définis par la rela-

tion de récurrence suivante : V
[0]
n = V

(r,s)
n , V

[m]
0 = (s+ 1)ym,

V
[m]
n = xV

[m]
n−1 + yV

[m−1]
n .

(5.17)

Quelques cas particuliers de polynômes hyper-r-Lucas de type s sont :

• Pour r = s = 1, x = 1 et y = 1, V [m]
n (1, 1) = L

[m]
n , nous obtenons les nombres hyper-Lucas

[7].

• Pour r = s = 1, x = 2 et y = 1, V [m]
n (2, 1) = P

[m]
n , nous obtenons les nomberes hyper-Pell-

lucas [3].

• Pour r = s = 1, x = 1 et y = 2, V [m]
n (1, 2) = J

[m]
n , nous obtenons les nomberes hyper-

Jacobsthal-Lucas.

Théorème 5.6.1 Soit r et s des entiers positifs tels que 1 6 s 6 r. Pour tous n > 0 et m > 1,

on a :

V [m]
n =

bn/(r+1)c∑
k=0

n+ (s+ 1)m− (r − s)k
n+m− rk

(
n+m−rk
m+k

)
xn−(r+1)kyk+m. (5.18)

Preuve. On prouve le théorème par récurrence sur l’entier n+m.

Posons Vn+m = V
[m]
n . On a V [0]

0 = s + 1 = V
[0]
1 et V [1]

0 = (s + 1)y, donc la relation (5.18)

est vérifiée pour n+m = 0 et n+m = 1. Supposons maintenante que l’identité (5.18) est

vraie pour tout entier p < n+m+ 1 et montrons qu’elle est vraie pour p = n+m+ 1.
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En utilisant la relation (5.17) on a :

V
[m]
n+1 =

bn/(r+1)c∑
k=0

n+ (s+ 1)m− (r − s)k
n+m− rk

(
n+m−rk
m+k

)
xn−(r+1)kyk+m

+

b(n+1)/(r+1)c∑
k=0

n+ 1 + (s+ 1)(m− 1)− (r − s)k
n+m− rk

(
n+m−rk
m−1+k

)
xn+1−(r+1)kyk+m−1

=

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk
m+k

)
xn+1−(r+1)kyk+m + s

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk−1
m+k−1

)
xn+1−(r+1)kyk+m

+

b(n+1)/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk
m+k−1

)
xn+1−(r+1)kyk+m + s

b(n+1)/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk−1
m+k−2

)
xn+1−(r+1)kyk+m

=

bn/(r+1)c∑
k=0

[
(
n+m−rk+1

m+k

)
+ s
(
n+m−rk
m+k−1

)
]xn+1−(r+1)kyk+m

=

bn/(r+1)c∑
k=0

n+ 1 + (s+ 1)m− (r − s)k
n+m− rk + 1

(
n+m−rk+1

m+k

)
xn−(r+1)kyk+m.

Remarque 5.6.2 On obtient comme conséquence des relations (5.17) et (5.18), une relation

non homogène des polynômes hyper-r-Lucas de type s donnée par :

V [m]
n = xV

[m]
n−1 + yV

[m]
n−r−1 +

n+ (s+ 1)(m− 1)

n+m− 1

(
n+m−1
m−1

)
xnym. (5.19)

Le théorème suivant est analogue au théorème 3.2.1 pour les r-Lucas de type s, nous exprimons

les polynômes hyper-r-Lucas de type s en fonction de s et du polynôme hyper-r-Fibonacci.

Théorème 5.6.3 Pour tous entiers n,m, r et s (1 6 s 6 r), on a :

V [m]
n = U

[m]
n+1 + syU

[m−1]
n+1 , (5.20)

ce qui donne, de plus, pour tout entiers n > r et m > 1 :

V [m]
n = U

[m]
n+1 + syU

[m]
n−r + s

(
n+m−1
m−1

)
xnym. (5.21)
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Preuve. On obtient la preuve en utilisant les relations (5.14) et (5.18), en effet :

V [m]
n =

bn/(r+1)c∑
k=0

n+ (s+ 1)m− (r − s)k
n+m− rk

(
n+m−rk
m+k

)
xn−(r+1)kyk+m

=

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk
m+k

)
xn−(r+1)kyk+m +

bn/(r+1)c∑
k=0

(s+m)k

n+m− rk
(
n+m−rk
m+k

)
xn−(r+1)kyk+m

= U
[m]
n+1 + s

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−rk−1
m+k−1

)
xn−(r+1)kyk+m

= U
[m]
n+1 + sy

bn/(r+1)c∑
k=0

(
n+m−1−rk
m+k−1

)
xn−(r+1)kyk+m−1

= U
[m]
n+1 + syU

[m−1]
n+1 .

Corollaire 5.6.1 Pour des entiers positifs donnés m,n avec x = y = 1 et r = s = 1, on

obtient :

V [m]
n + U [m]

n = 2U
[m]
n+1 et V [m]

n − U [m]
n = 2U

[m−1]
n+1 .

Nous présentons maintenant la connexion entre les polynômes incomplets r-Lucas, les poly-

nômes hyper-r-Lucas et les polynômes r-Lucas de tybe s.

Théorème 5.6.4 Pour tous entiers m > 1 et n > 0, on a :

Vn+(r+1)m = V [m]
n + Vn+(r+1)m(m− 1). (5.22)

Preuve. La preuve est obtenue en utilisant les relations (5.16) et (5.20), en effet :

Vn+(r+1)m = U
[m]
n+(r+1)m+1 + syV

[m−1]
n+(r+1)m+1

= [Un+(r+1)m+1 + Vn+(r+1)m+1(m− 1)] + sy[Un+(r+1)(m−1)+1 + Vn+(r+1)(m−1)+1(m− 2)]

= [Un+(r+1)m+1 + syUn+(r+1)(m−1)+1] + [Vn+(r+1)m+1(m− 1) + syVn+(r+1)(m−1)+1(m− 2)]

= V [m]
n + Vn+(r+1)m(m− 1).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons appris les suites récurrentes linéaires d’ordre supérieur,

définies par la relation (1.1), ainsi que les suites de Fibonacci et les suites de Lucas, qui

font actuellement l’objet de nombreuses recherches approfondies, ces suites sont utilisées

dans divers domaines allant des sciences exactes aux sciences appliquées.

Le q analogue pour les suites de Fibonacci a été proposé. Nous avons aussi suggéré

une extension au (p, q)-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée. Nous avons défini et

étudié les suites incomplétes r-Lucas de type s, les suites hyper-r-Fibonacci et hyper-r-

Lucas de type s pour tout entier s compris entre 1 et r.

En conclusion, nous espérons que Dieu bénéficiera de cette oeuvre selon son destin,

qui est un premier pas que nous espérons étre suivi de pas plus généraux et plus complets

vers ce qui est meilleur et plus complet.
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