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Résumeé

Dans ce mémoire, nous avons abordé le sujet des suites récurrentes linéaires d’ordre
supérieur. Nous avons étudié la suite r-Fibonacci et la suite r-Lucas de type s. Ensuite,
nous avons mis en évidence les propriétés de base les plus importantes telles que la for-
mule de Binet, la fonction génératrice et 'extensions aux indices négatifs. Nous avons

aussi étudié le g-analogue et le (p, ¢)-analogue de la suite de polynémes r-Fibonacci.
Mots-Clés : Suite r-Fibonacci, relation de récurrence linéaire, formule de Binet, fonc-

tion génératrice, suite r-Lucas de type s, g-analogue, polynémes incomplets r-Lucas, poly-

nomes hyper r-Lucas.
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Abstract

In this dissertation, we approached the subject of higher order linear recurrent se-
quences. We have studied the r-Fibonacci sequence and the r-Lucas sequence of type s.
Next, we have highlighted the most important basic properties such as Binet’s formula,
the generating function and extensions to negative subscripts. We have also studied the

g-analogue and the (p, ¢)-analogue of the sequence of r-Fibonacci polynomials.
Keywords : r-Fibonacci sequence, linear récurrence relation, Binet formula, generating

function, r-Lucas sequence of type s, g-analogue, incomplete r-Lucas polynomials, hyper

r-Lucas polynomials.

iii



Table des matieres

Résumé ii
Abstract iii
Notation vi
Introduction vi

1 Généralités 3
1.1 Suites récurrentes linéairesd’ordre p . . . . . . . . ... ... ... .. 3
1.2 Lepolynéme bivarié . .. ... ... . ... ... ... 4
1.3 FormuledeBinet . . . . ... . ... ... .. ... 5
1.4 La fonction génératrice d’une suite récurrente linéaire . . ... ... ... 6
1.5 Coefficients multinomiaux . . . . . .. . . ... ... 7
1.6 Terme général d’'une suite récurrence linéaire . . .. ... .. ... .... 8
1.7 Equations aux différences linéaires a coefficients variables . . ... .. .. 9

2 Suites de Fibonacci d’ordre supérieur 14
2.1 Introduction : histoire et définition générale . . . . . .. ... ... .... 14
2.2 Propriétés des suites de Fibonacci généralisées d’ordrer . . . . . ... .. 16

3 La suite r-Fibonacci généralisée et la suite r-Lucas de type s 24
3.1 Polynomes r-Fibonacci et r-Lucas généralisés . . . ... ... ... .... 25
3.2 Polynome r-Lucasdetype s . . . . . . . .. 27
3.3 La fonction génératrice de la suite r-Lucasdetype s . . . . . . . ... ... 30
3.4 Formule de Binet pour la suite r-Lucasde types . ... .. ... .. ... 31

iv



TABLE DES MATIERES

3.5 Extension des suites (U"), et (V\"*), aux indices négatifs . . ... ...

4 Le g-analogue et le (p, g)-analogue de la suite de polynémes r-Fibonacci
4.1 Le g-analogue des polynémes r-Fibonacciet r-Lucas . . . . . . ... .. ..

4.2 Le (p,q)-analogue des polynomes r-Fibonacci et r-Lucas . . . ... .. ..

5 Polynémes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type s
5.1 Les polynémes incomplets r-Fibonacci . . . ... ... ... ... .....
5.2 Les polynémes incomplets r-Lucasde type s . . . . ... ... ... ....
5.3 La fonction génératrice des polynomes incomplets r-Lucas de type s . . . .
5.4 Les polynémes bivariés hyper r-Fibonacci . . .. .. ... ... ......
5.5 Interprétation combinatoire . . . . ... ... ... ... ... ...

5.6 Les polynémes hyper-r-Lucas . . ... ... ... ... ...,

Conclusion

50
50
51
52
52
54
56

59



Notations

C : le corps des nombres complexes.

R : le corps des nombres réels.

N : ’'ensemble des entiers naturels.

N* : I'ensemble des entiers naturels non nuls.
N,, ={n € N:n>mngy}, otng € N.

I,, : Matrice identité d’ordre n.

[n] ={1,2,...,n}, pour n € N*.

:=: égalité par définition (affectation).

| x| : partie entiere inférieure de z.
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INTRODUCTION GENERALE

Ce travail s’inscrit dans le cadre de I'étude des suites récurrents linéaires qui prennent
leur origine en 1202 avec I'exemple donné par Fibonacci de la célebre suite 1,1, 2,3, 5,8, . ..
qui porte son nom (voir [31] et [43]). C’est un domaine riche et varié dont le champ
d’applications est divers (cryptographie, codes correcteurs d’erreurs, informatique, algo-
rithmique, combinatoire, théorie des nombres, etc. ).

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres dont le contenu est le suivant :

e Le premier chapitre : Généralités.
Dans le premier chapitre, nous avons donné quelques défintions comme celle des
suites récurrentes linéaires en citant certaines de leurs propriétés de base utilisées

dans notre mémoire.

e Le deuxieme chapitre : Suites de Fibonacci d’ordre supérieur.
Contient un apercu général sur les suites de Fibonacci. Ce chapitre expose diverses
propriétés de la classe des suites de Fibonacci généralisées d’ordre r, notamment les

techniques que nous utilisons dans ce mmaoire.

e Le troisieme chapitre : Suite r-Fibonacci généralisée et Suite r-Lucas de type s.
On présente des généralités sur la suite de Fibonacci et la suite de Lucas et nous
introduisons, pour tous entiers non nuls s et r, avec (1 < s < r), une famille de s
suites compagnons assosiées a la suite r-Fibonacci généralisées, que nous appelons
r-Lucas de type s. Nous établirons leurs fonctions génératrices correspondantes ainsi
que leurs formes des Binet et nous présenterons les exstentions de ces suites aux

indices négatifs.
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e Le quatrieme chapitre : Le g-analogue et le (p, g)-analogue de la suite de polynémes
r-Fibonacci.
Ce chapitre est consacré aux différentes définitions du g-analogue des polynomes
de Fibonacci et des polynémes de Lucas. On commence par la définition proposée
par Carlitz. On traite le cas (p, g)-analogue, une introduction sur les coefficients p, g-

binomiaux sont utilisées respectivement pour une approche de la suite p, ¢-Fibonacci

e Le cinquieme chapitre : Polyndmes incomplets r-Lucas et hyper-r-Lucas de type s.
Ce chapitre est consacré aux polynémes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type
s. Les polynomes incomplets sont liés a la compréhension de la suite de Fibonacci et
de Lucas, et les fonctions génératrices, nous introduisons les hyper r-Fibonacci pour

les hyper r-Lucas de type s.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre p

Dans cette section, K désigne un corps commutatif de caractéristique 0 et K[X] 'anneau

des polynémes a coefficients dans K.

Définition 1.1.1 [4] Soient (p,no) € N* x N. Une suite récurrente linéaire u,, d’ordre p a

valeur dans un corps commutatif K est définie par :

Uptp = Qp—1Uptp—1 + ...+ A1Upt1 + AoUp, n = ng (1.1)
ol agp, ay, ..., a,_1 sont des scalaires de K avec ay # 0.
Une telle suite est entierement déterminée par la donnée des p premiers termes
Ungy Ung+1s -+ -5 Ung4p—1
de la suite et par la relation de récurrence (1.1).
A une telle suite (u,),, on associe le polynome F'(X) de degré p suivant :
p—1
P(X)=X"-> a;X" (1.2)
i=0

Définition 1.1.2 Le polynéme F(X) est appelé polynéme caractéristique associé a la suite

(up)n- La relation (1.1) peut étre écrite sous forme matricielle comme suit :

Un+1 = TUn, n 2 nog. (13)



Le polynome bivarié

avec
0 1 0 0 U
00 1 -~ 0 Unt
T = , Up =
0 .. .. 0 1 Unips
ag a1 -+ .. Qp_i Upp—1

La matrice T est appelé matrice compagnon du polynéme F(X), ou bien, matrice compagnon
de la suite (u,), , et le polynéme F(X) est le polynéme caractéristique de la matrice T' qui

est aussi son polynéme minimal.

Remarque 1.1.1 Puisque ay # 0, la définition précédente (relation (1.1)) permet d’étendre

la définition de la suit (u,), vers la gauche en incluant les termes d’indices négatifs. Si on

pose u;l =u_,pourn=20,1,2,--- ona:
U%+p = —(ap—l/%)%ﬂ e (al/ao)uil+p_1 + (1/ao)us,.
En utilisant la relation (1.1), on pose n = —m tel que m € 7.~

U—mptp = Ap1U—mpip—1 T -« F QU1 + AUy,

U—(m—p) = Op—1U—(m—p+1) +...+ A1U—(m-1) + agU—p,

!/

_ ! / /
Upy—p = Ap—1Upy_piq T oo+ A1 U, g+ AUy,

On pose m = n + p, on trouve

!
n—+p—

!/

! /
Uy = ApqUp g+ ... F 01U np?

1+CLO'U,

Uy, = (1/ao)uy, — (ap_1/ao)uy,y — ... — (a1/ao)uy, ;-

1.2 Le polynOme bivarié

P est une fraction rationnelle multivariée a coefficients complexes P(Xj, ..., X,,) en n
variables que I'on ne connait pas. On note My (d) la complexité de la multiplication de
deux polynomes de degrés inférieurs ou égaux a d avec des coefficients de N bits [46].

Par ailleurs, on note M'(N) la complexité de la multiplication de deux entiers de N bits



Formule de Binet

[23].

Dans le cas d'un polynoéme bivarié P(X,Y), on note qu’il peut étre écrit sous les formes

dx dy dx
P(X.Y)=)_ (Z ci,jw) X'=Y ¢ (V)X

i=0 \ j=0 i=0
On peut calculer le polynéme univarié P(X,y), pour y fixé, en évaluant P(x;,y) pour
i =1,...,dx + 1 et puis en interpolant. Le /-iéme coefficient de ce polynéme est ¢,(y),
qui est ’évaluation du polynéme univarié ¢,(y) au point y. On a donc un algorithme pour
évaluer ce polynome et en I'appliquant sur dy + 1 valeurs y;, on peut en déduire les ¢,(y)
pour tout / et par suite le polyndme bivarié P(X,Y).
Reprenons. Pour interpoler P(X,Y’) on procéde comme suit. Pour j de 1 a dy + 1, on fixe
une valeur y; et on choisit dy + 1 valeurs z; (il n’est pas génant de prendre les mémes
x; pour différents j), on évalue alors tous les P(x;,y;) et on interpole pour obtenir le

polynéme univarié P(X,y;). Enfin, pour ¢ =0, ..., dx on interpole ¢,(y).

1.3 Formule de Binet

Définition 1.3.1 Soient (a,b) € C x C* et (u, )nen Une suite définie par : (ug,u;) € C* et

Upio = QUpyq1 + Oy, n € N.
L’équation x? = ax + b s’appelle équation caractéristique de la suite (u,,).

L’étude des racines de 1’équation caractéristique d’une suite récurrente linéaire permet
d’éxprimer le terme générale de cette suite en fonction de ces racines, qui est appelée :
formule de Binet de la suite. Le théoréme suivant permet de classifier les différents cas
de la formule de Binet d'une suite d’ordre 2.

Théoréme 1.3.1 (Voir [32])

1. Si équation caractéristique admet deux racines distinctes ry et ry, alors

Uy = A 4 prl,  avee (A, p) € C2 (1.4)



La fonction génératrice d'une suite récurrente linéaire

2. Si léquation caractéristique admet une racine double r(, alors

U, = A+ pn)ry, avec (\ p) € C2. (1.5)

ol \ et i sont deux conditions initials constantes.

1.4 Lafonction génératrice d’une suite récurrente linéaire

Dans cette section, on définit la fonction génératrice d’une suite récurrente linéaire.

Définition 1.4.1 Pour une suite (u,),>o définie par ug, uy, ..., ux_; et la relation
Up = CQUp—1 + *++ + Ch1Up—, N = ka
la somme
o
f(z) = Z U™
m=0

s’appelle la fonction génératrice ordinaire de la suite ().
Nous observons que

f(l‘) :u0+...+uml’m+...

Qj’f(aj‘) :Iu0+...+um_1xm+...

22 f(x) = 2% ug + -+ + Upy o™ 4 - -

2 f(x) = aFug 4+ A U™ -
Donc, pour m > k, nous trouvons que

(1—cox —c1a® — -+ — cpe1 ™) f(2) = -+ (U — Collm1 — =+ — Chm1Um—pp)T™ + -

=+ 0™+
D’ol1, nous devons avoir cela
(1 —cow — c1az® — -+ — Ck;_1!13k)f($) = g(x),

ol g(x) est un polynome de degré au plus k£ — 1. Il s’ensuit que

fa) = )

1 —cor —c1a? — -+ — ¢k



Coefficients multinomiaux

Exemple 1.4.1 L'exemple le plus ancien (1202) d’une suite récurrence d’'ordre 2 est la suite

de Fibonacci définie pour tout n > 0, par la relation de récurrence
Fn—i-l:Fn_'_Fn—la nz=1

et de conditions initiales F, = 0 et I} = 1, la formule de Binet est donnée par :

n—al 1 5 1—+v5
Fn:u avec o; = +\/_et042: \/_.
a1 — (g 2

La fonction génératrice est

n 1
ZFon T 1-z-—a2

n=1

Les termes d’indices négatifs de la suite de Fibonacci sont donnés par :
F.,=(-1)""F, neN,
qui se traduit par :

. —21,13,-8,5,-3,2,-1,1,0,1,1,2,3,5,8, 13, 21...

1.5 Coefficients multinomiaux

1.5.1 Factorielle

La factorielle est un nombre naturel qui est défini de la maniere suivante. On a 0! = 1
et pour tousn > 1
nl=n-(n—1)-----3-2-1=]]
=1

1.5.2 Coefficient binomial

Soient n et k deux entiers naturels avec 0 < k < n, alors on définit le coefficient
binomial £ parmi n comme

n\ n! n-(n—1)- - - (n—k+1)
(k:) B ICE] X ‘




Formule du binéme de Newton

1.5.3 Formule du binOme de Newton

Soient a, b # 0 des nombres réels et soit n > 0 un entier naturel, alors :

n

@+ =3 (Z) =3 (’Z) -

k=0 k=0
1.5.4 Coefficients multinomiaux
Soient n, k1, ..., k, des entiers naturels vérifient n = k; + --- + k,, alors le coefficient
multinomial associé est :
n B n!
ki, ... k) kil k)
(kAR
k.o kD

1.5.5 Formule du multinome de Newton

Soient aq, ..., a, # 0 des nombres réels et soit n > 0 un entier naturel, alors :
n
(a4 +a)" = E (k: k>a]f1...afT
S 1y« Rr
ki+..+k-=n

1.5.6 Les coefficients polynomiaux

Soient n et k£ deux entiers naturels avec 0 < k& < n, alors :

ik ki+...+k,
(Ittttt) =Y <1k ) )t’“-
k=0 Ky ko 1y eyl

.....

k1+2ko+...+rk,=k
1.6 Terme général d’une suite récurrence linéaire

Théoréeme 1.6.1 [11] Soit (uy,)n>_nm Une suite récurrence linéaire a termes dans un anneau
unitaire A, définie par :
U_; = QU 0<7<m-—1
J 7 ( )7 (1 6)

Up = A1Up—1 T A2Up—2 + -+ + AppUp_m, (n = 1)



Equations aux différences linéaires a coefficients variables

Soient (A\;)o<j<m—1 €t (Yr)k>—m deux suites de A définies par

m—1—j
Aj=— Z apptj, (0 <j<m—1)avecay=—1, (1.7)
k=0
et
Yk = Z ( ajtas® - --aym (k> —m). (1.8)
k1, km klak%"'akm
k1+2ko+...4+mkm=Ek
alors, pour tout (n > —m), ona:
Up = /\0yn + )\lyn—‘rl + -+ )\m—lyn—i-m—l (19)

1.7 Equations aux différences linéaires a coefficients va-

riables

Définition 1.7.1 Soit r € N*. Une équation de la forme
z(n+r)+pn)z(n+r—1)+---+p.(n)z(n) =g(n), neN, (1.10)

avec p;(n), i € {1,...,r} et g(n) des fonctions réelles définies sur N, et p.(n) # 0 pour tout

n € N,,, s‘appelle équation aux différences linéaire non homogeéne d’ordre r.
Définition 1.7.2 On appelle équation homogéne associée a U'équation (1.10) l'équation
z(n+r)+p(n)z(n+r—1)+--+p.(n)z(n) =0, neN,. (1.11)

Exemple 1.7.1 On considére 'équation aux différences linéaires d’ordre 2 suivante

n
x(n—|—2)+n+1x(n+1)—3x(n):n, n €N, (1.12)

avec x(0) = 1 et x(1) = —1 et on calcule x(3) et z(4).

D’abord, nous récrivons U'équation (1.12) sous la forme

n z(n + 1) + 3z(n) + n. (1.13)

:c(n—|—2):n+1

Posons n = 0 dans l'équation (1.13), on aura

Pour n = 1, on obtient



Opérateurs linéaires

1.7.1 Opérateurs linéaires

Si E et F' sont deux espaces vectoriels, (sur le méme corps K), une application 7" entre

E et I, est dite linéaire si :
Vo, 3 € K, Yo,y € B : T(ax + By) = ol (x) + BT (y).

On désigne par L(FE, F') 'espace vectoriel des applications linéaires entre F et F', en par-
ticulier on pose L(E,E) = L(E), et L(E,K) = E* : c’est 'espace des formes linéaires
sur F (le dual algébrique). Si les espaces vectoriels £ et F' sont munis d'une structure

topologique on aura la définition suivante :

Définition 1.7.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Une application linéaire T' €

L(E, F) sera dite opérateur linéaire de F dans F.

Proposition 1.7.1 Soit Uopérateur L défini par

sz z(n+r—1i),n€Ny. (1.19)
Alors L est linéaire.
Preuve. Soit «, 3 € R. Alors
L (ax(n)+ By(n Zpl (ax(n+r—i)+ By(n+r—1i))

—@Zpl x(n+r—i —1—6sz y(n+r—1)

= aLz(n) + fLy(n).

Remarque 1.7.1 Soit L défini par (1.14), alors U'équation (1.10) prend la forme
Lx(n) =g(n), neN, (1.15)

et l'équation (1.11)
Lz(n) =0, neN,, (1.16)

avec po(n) = 1.

10



Le déterminant de Vandermonde

Définition 1.7.4 Soient z1(n),x2(n),...,z,(n) pour n > ng, des solutions de l'équation

(1.16). On définit le casoratien W (n) de ces solutions par

z1(n) zo(n) x.(n)
W(n) = xl(n.—i- 1) xQ(n'+ 1) - xT(n.—l— 1) |
ri(n+r—1) xe(n+r—-1) - z.(n+r—1)

Exemple 1.7.2 Considérons 'équation aux différences suivante

3 1
z(n+2)+ 51‘(71—1—1) —i-éx(n) =0, neNlN.

(1.17)

(1.18)

Vérifions que (—1)" et (—3)™ pour n > no, sont des solutions de Uéquation (1.18) et calculons

leur casoratien.

Ona

n+2 3 n+1 1 n __
(~1)"2 4 21"+ (1) =0,

1 n+2+3 1 n+1+1 1 n_o
2 2 2 2 2/

Par définition, le casoratien W (n) de (—1)" et (—3)™ pour n > ny est

et

1.7.2 Le déterminant de Vandermonde

Soient n un entier supérieur ou égala 2 et aq, . .., a,, n éléments d'un corps commutatif

K. On appelle déterminant de Vandermonde, I’élément de K défini par :

1 a @ - a'!

1 ay a2 - ay?
V(alv SRR an) =

1 a, a? an—t

11



Le déterminant de Vandermonde

Relation de récurrence

On rappelle qu’on ne change pas la valeur d’'un déterminant en ajoutant a une ligne
(resp. une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes). Notons
Ly, ..., L, les lignes du déterminant ci-dessus. Pour tout k € {2,--- ,n}, effectuons 'opé-

ration suivante : L < L, — L.

On a alors :
1 o a? ar!
0 ay—ay ai—a? ay™? —al!
V(ab : ) @n) =
0 a,—a; a2—a? --- a¥ ' —af!

Effectuons un développement suivant la premiere colonne, puis mettons en facteur a; — a;

sur chaque ligne (k € {2,--- ,n}):

1 ay+a; a2+ajaa+a? - a4 aay P+ +a)?
-2 - -2
1 as+a; a2+aaz+a? - a4 aay >+ +a
v(ala . 7an) = H (ak_al)x . . .
2<k<n
- - -2
1 a,+a a2+aa,+ai - a2 +aa 3+ +af
k-1
En effectuant successivement les opérations Cj < Cy — E aiC;pour k € {2,--- ., n—1},
. i=1
on obtient :
2 -2
1 ay a5 --- aj
1 az a2 - ay?
Viar, ... an) = [ (ax —a1) x ,
2<k<n
2 n—2
1 a, a; ay,

Cest-a-dire

Démonstration par récurrence

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on note p(n) la propriété :

Viay,...,a,) = H (a; — a;).

1<i<j<n

12




Le déterminant de Vandermonde

1 ay

Pour n = 2 : soient aj,as € K, V(ay,a2) = = (ay — a;) donc p(2) est vraie.
1 a9
Soit n € N, n > 2. Supposons p(n) vraie. Soient ay, ..., a,+1 € K.
Viay,...,aps1) = H (ap —ay) x V(ag,...,a,11) (relation de récurrence)
2<k<n+1
= H (ay —aq) x H (a; —a;) (hypothése de récurrence)
2<k<n+1 2<i<j<n+1
= H (a; — a;).
1<i<j<n+1

donc p(n + 1) est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que p(n) est vraie pour tout n > 2.

13



Chapitre 2

Suites de Fibonacci d’ordre supérieur

Le présent chapitre est consacré a quelques propriétés essentielles qui caractérisent
les suites de Fibonacci généralisées, la premiere section porte sur un survol historique
sur les suites de Fibonacci généralisées. L'objectif de la deuxiéme section est de présenter
quelques propriétés concernant la classe des suites de Fibonacci généralisées d’ordre fini.
Enfin dans la troisiéme section, nous proposons un descriptif non exhaustif des différents
champs d’application des suites de Fibonacci généralisées d’ordre fini. Nous nous focali-
sons particulierement, dans ce chapitre, sur les outils développés par Mouline et Rachidi

(Voir [38],[35],[361,[37D).

2.1 Introduction : histoire et définition générale

La suite de Fibonacci fut introduite (vers 1200) par le mathématicien Italien Léonard
de Pise (Pise, vers 1170 - vers 1250), surnommé Fibonacci, dans le but de décrire I'evo-
lution d’une population de lapins. Léonard de Pise fut 'un des grands mathématiciens
européens de son époque, auteur de plusieurs livres de géométrie et d’arithmétique. Il est
d’ailleurs connu pour avoir été le premier a populariser en Europe la numérotation indo-
arabe. Malgré ses nombreuses contributions aux mathématiques, Fibonacci est célébré, de
nos jours, par la mise au point d’une suite de nombres entiers, qui a été introduite dans son
ouvrage Liber abaci (le livre des calculs). Cette suite est issue d'un probléme de dynamique

des populations. Plus précisément, le probleme consiste a calculer le nombre £}, de couples
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Introduction : histoire et définition générale

de lapins engendré en une génération (un an), en partant d’un unique couple de lapins,
sous la contrainte que chaque couple donne naissance tous les mois a un nouveau couple
(et ne meurt jamais), et ceci a compter du troisieme mois de son existence. La suite de
Fibonacci (F},), est apparue, comme étant la solution de ce probléme. la suite (F},),, réside
dans le fait que chaque nombre F,,, a partir du troisieme (n > 3), est la somme des deux

précédents, ce qui se traduit par la formule
Fn+2:Fn+l+Fn7 n=1 (2.1)

ou F| = F, = 1. Les entiers naturels (F},),>; sont appelés nombres de Fibonacci (Voir

[29],[24])

Bien que tous les termes de la suite de nombres de Fibonacci peuvent étre calculé
a partir de la relation de récurrence (2.1), et des valeurs initiales /; = Fy, = 1, il s’est
avéré nécessaire de déterminer une expression analytique explicite du terme général de la
suite (F},),>1, afin d’éviter de calculer tous les nombres de Fibonacci précédents. Une telle
expression, appelé formule de Binet, fut découverte par Jacques-Philippe-Marie Binet en
1843. Cette formule permet d’exprimer la suite de Fibonacci a partir de puissances faisant
intervenir le nombre d’or oy = %5 ; elle s’écrit de la facon suivante :

n n
07 — Qg
F,=—2"

)
Q1 — Qg

ou ap = ;—11 = 1*2‘/5. Le lien étroit de la suite de Fibonacci avec le nombre d’or apparait
également (dans le sens inverse), dans le fait que le rapport de deux termes consécutifs de
la suite de Fibonacci tend vers le nombre d’or quand leur rang n augmente indéfiniment,
ie, a = F;—:l Ce résultat fut découvert pour la premiere fois, de maniere empirique,
par Johannes Kepler (1571 — 1630), qui avait remarqué que les quotients de deux termes
consécutifs représentent la meilleure approximation du nombre d’or «;.

La formule mathématique de la suite de Fibonacci (2.1) fut adoptée la premiere fois en
1876, par le mathématicien francais Francois Edouard Anatole Lucas. On doit également

a Lucas de nombreuses contributions a I’étude des nombres de Fibonacci, et notamment a

I'exploration des généralisations de la suite (2.1) (Voir [24],[33])

15



Propriétés des suites de Fibonacci généralisées d’ordre r

A ce jour, plusieurs formes de généralisations de la suite des nombres de Fibonacci (2.1)
ont été étudiées dans la littérature. Dans le présent travail, nous allons considérer une
généralisation basée sur ’extension de la relation de récurrence (d’ordre 2) définissant la
suite des nombres de Fibonacci (2.1), combinée avec I'introduction de conditions initiales

plus générales et d'une pendération définie a ’aide de coefficients. Plus précisément.

Définition 2.1.1 On considére deux suites finies de nombres réelles ou complexes {ay, . .., a,_1}
et {ap,...,a,_1} ot r > 2 est un entier. On considére la suite (U, ),>o, définie par :
U,=a,pourn=0,1,...,r—1, 2.2)

U1 =aUp+ -+ a,1Up—py1,mn =21 —1.
La suite (2.2) est connue dans la littérature sous le nom de suite de Fibonacci r- généralisée
(ou généralisée d’ordre r), ayant pour coefficients ay, . . .,a,_1(a,—1 # 0) et pour conditions
initiales {«v, ..., a,_1} (ou tout simplement {Uy, ..., U,_1}). Parfois, les conditions initiales

sont considérées a partir de lUindice i = —r + 1, i.e.,{U_,11,...,Up}.

2.2 Propriétés des suites de Fibonacci généralisées d’ordre

T

Cette section est dévouée a certaines propriétés des suites de Fibonacci généralisées
d’ordre fini (2.2), liées en particulier a la représentation explicite du terme général de ces
suites. Dans le premier paragraphe nous évoquons quelques généralités importantes sur
les suites (2.2). Tandis que dans les deux autres paragraphes, nous nous intéressons a

I'expression combinatoire et ’expression analytique (formule de Binet).

2.2.1 Généralités

Soit (U, )n>0 une suite de Fibonacci r-généralisée (r > 2) donnée par (2.2), et ayant
pour coefficients ay, . . ., a,_iet pour conditions initiales Uy, ..., U,_;.

Le polynéme suivant

P(z)=2"— Z a2 = — g — a2 = — a2 — ap (2.3)
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Généralités

est appelée polynome caractéristique de la suite (U,),>o. Toute racine \ de 1’équation
pPp poly. q > q

algébrique P(z) = 0 est appelée racine caractéristique de la suite (2.2).

Proposition 2.2.1 (Voir [47])

1. Soit e (K =R ou C) Uensemble des suites de Fibonacci r-généralisées. Alors, ¢ est un
K-espace vectoriel pour les opérations d’addition de suites et de multiplication de suites

par un scalaire.

2. Soient ay, . ..,a,—1(a,—1 # 0) des éléments de K et i (ao, ..., a,_1), Uespace des suites
de Fibonacci r-généralisées ayant pour coefficients ao, . .., a,1. Alors, ek (ag, ..., a,-1)

est un sous-K-espace vectoriel de cf, .

Le sous-K-espace vectoriel i (aq, . .., a,—1) est formé par les suites de Fibonacci générali-
sées d’ordre r ayant le méme polynéme caractéristique, donné par (2.3). Cela signifie qu’elles
admettent également les mémes racines caractéristiques. Ces nombres (réels ou complexes) in-
terviennent dans la représentation explicite du terme général des éléments de cf (ao, . .., ar—1)
( se reporter au paragraphe 2.2.3 ).

Les suites de Fibonacci généralisées d'ordre fini (2.2) peuvent se décliner sous différentes
formes. En effet, considérons les équations (aux différences) linéaires homogeénes d’ordre r

(r > 2) a coefficients variables, définies par :
z(n+r)+an)zn+r—1)+- -+ a,_1(n)z(n) =0, (2.4)

ol «v;(n) sont des fonctions réelles avec «,_1(n) # 0. Evidemment, les suites de Fibonacci r-
généralisées représentent des équations linéaires homogeénes d’'ordre r, du type (2.4), qui sont

a coefficients constants.
Par ailleurs, on peut vérifier que Uexpression (2.2) est équivalente a Uexpression matricielle

suivante :

Y, =CY,, n=r—1, (2.5)
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Expression combinatoire

ou
Gy a1 Az Qp—1
U, 1 0 0 0
Y, = : et C=10 1 0 --- 0
Un—pt1
0 0 1 0

Cette expression est équivalente a celle qui est considérée dans [25] et[28].

La représentation matricielle (2.5) est 'un des points de départ des travaux de Mouline
et Rachidi (Voir [38],[35]1,[361,[37]), portant sur I'’étude des suites (2.2). En fait, ils com-
mencent par établir une connexion entre les suites de Fibonacci généralisées a coefficients
réels non négatifs et les chaines de Markov. Ensuite, ils établissent des formules explicites
des limites, ainsi que des criteres sur la convergence de ces suites. Mouline et Rachidi,
introduisent une autre expression matricielle des suites de Fibonacci généralisées d’ordre

fini, définie par :

X=PX
ou X est le vecteur infini X = “(Uy,...,U,_1,U,,...,U,,---) et P est la matrice infinie
donnée par :
I, | 0 0 0
Ap_1 Gp_9 a 0 O
P=10 a1 a—o - a 0 ---], (2.6)
0 0 ap_q1 --- aop

ou I, est la matrice identité r x r. Ensuite, en partant de cette connexion, ils étudient la
représentation combinatoire des suites (2.2) a coefficients non négatifs. Enfin, ils généra-
lisent les propriétés obtenues au cas ou les coefficients sont des réels ou des complexes

quelconques .

2.2.2 Expression combinatoire

Plusieurs méthodes ont été développées pour étudier la représentation combinatoire

du terme général des suites de Fibonacci d’ordre fini (2.2). En utilisant la fonction géné-
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Expression combinatoire

ratrice de la suite (U,),>0, Levesque [34] a obtenu une premiere formule dans le cas des
racines caractéristiques simples. Avec la méme technique, Philippou [39] a retrouve la
méme formule dans un cadre plus général.

La proposition suivante fournit une expression de la fonction génératrice associée a une

suite du type (2.2), en fonction des conditions initiales.

Proposition 2.2.2 (Voir [44]) Soit (U,),>o une suite du type (2.2) et G(t) sa fonction gé-
nératrice. Alors G(t) est analytique sur Uintervalle | t |< min{| A\ |7',...,] As |7'} ot
A1, ..., As sont les racines caractéristiques de (Uy,),>o, elle est donnée par :

G(t) = Uo + 30 #Us = 35y a1 Ui ]
1— (aot + art® + - -+ + a, 11"

Dans [39], Philippou utilise cette formule pour retrouver une expression combinatoire pour
les suites du type (2.2).

En effet,en considérant la suite (U,,),>o définie par (2.2) (et en supposant que U, = (), on

+oo
G(t) =) t"U,
n=0
r—1 +o00
=D V> (aot + art’ + -+ apat’)"
i=1 n=0

ol Vi = U; — 3 a; 1 Ui, par conséquent,

+o00 r—1 +o0
i Ky
E tnUn = E tl‘/; E E algoa’fl o arr_lltko+2k1+ +rky.—1
n=0 i=1 n=0 ko,k1,.skr—1 kOa kla ) kr—l
ko+ki+-+kr—1=n
r—1 400
i k l{?() + kl + - 7kr—1 ko k1 kr_1
:E tV;-g t E apg’ayt .. .a, .
=1 k=0 ko,k‘l,...,kr_l k07 k:17 ) kT’—l
ko+2k1+-~+rky—1=k

Finalement, par egalite des termes correspondants aux monoémes de méme degré, on obtient

la formule combinatoire suivante :

r—1 k
. o+ ki+--- k1 [ ke
Uy = g Vit E ag’ayt ...a," 7.
=1 ko,k1y..skr—1 kOa kla R kr—l
ko+2k14-~4rkr_1=k—i
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Dans [17], Chen et Louck considérent une matrice compagnon d’ordre n, par la suite ils
mettent au point une représentation combinatoire de la suite engendrée par cette matrice.
En étudiant Uaspect stochastique de U'équation matricielle (2.6), Mouline et Rachidi [37] éta-

blissent la formule suivante,

Up = Zop(n,r)+ Zip(n —1,1r)+ -+ Z_ap(n —r+1,7) 2.7)

pour tout n > r, avec Zy, = a, Uy + -+ axU,_1(k=0,...,r — 1) et

Ko+ k4 ko) b . -
oery= Y (L (F 1>1!) e -any (28)

ko+2k1+4--+rky, _1=k—r

tels que p(r,r) = 1 et p(n,r) = 0 pour n < r — 1. Ce résultat a été démontré par le moyen des
chaines de Markov.

Pour simplifier la manipulation de la formule (2.7), plusieurs travaux ont été menés sur lex-
pression des p(n,r) en fonction des racines caractéristiques de la suite (U, ),>o.

Notons que, lorsque les coefficients {ay,...,a,_1} de la suite (U,)n>o sont réels, la suite
(p(n,7))ns0 est une suite de Fibonacci r-généralisée dont les conditions initiales sont

p(l,r) =--- = p(r—1,7r) = 0et p(r,r) = 1, [37] En plus, le polynéme caractéristique de

cette suite coincide avec celui de la suite de Fibonacci (U,)n>0, Le.,
p(n+ 17T) = aop(nﬂ") +alp(n - ].,7") +o +p<n — T+ 17T)'

Lorsque de plus les {ay,...,a,_1} sont non négatifs de somme égale a 1, pour tout n > r,

p(n,r) est la probabilité d’atteindre Uétat n en partant de Uétat transitoire r (Voir [37]).

2.2.3 La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Dans ce paragraphe nous proposons une formulation des termes (U, ),>, en fonction
des puissances n-ieme des racines caractéristiques de cette suite. Il s’agit dans ce contexte
d’une extension de la formule de Binet associée a la suite de Fibonacci, mentionnée dans
la premiére section de ce chapitre. Dans ce cas particulier les coefficients ¢ (nombre d’or)
et p = ‘7} sont les racines de I'équation du second degré z*> — z — 1 = 0, dans le cas
d’une suite de Fibonacci généralisée (2.2), le terme général U,, peut également s’exprimer

a l'aide des racines caractéristiques du polynéme P(z), donné par (2.3), comme suit.
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Théoréme 2.2.1 (Dubeau-Motta-Rachidi-Saeki ) (Voir [21]) Supposons que (2.2) admet les
racines caractéristiques \i, Ao, ..., Ay dont les multiplicités sont my, ms, ..., m,, respective-

ment my + ma + - - - +mg = 1. Alors, U'équation (2.2) admet r solutions indépendantes :
A telsquei=1,...,s; j7=0,...,m; —1.

En outre, toute solution de Uéquation (2.2) s’écrit de la maniére suivante

s m;—1
Up=Y_Y CimAl, n>0, (2.9)
i=1 j=0
tels que les coefficients C; ; sont obtenus a partir des conditions initiales {U, ..., U,_1}.

Dans le Lemme suivant, les coefficients C; ; sont explicitement donnés en fonction des

nombres de Stirling de prepiére espece et des Pyj[-i],

(nﬁ—mt—l)
_1 m—1m; ng . 1 d
[ _ [l A A\ = ( ) Z ' H ()\t _ /\i)nt-‘rmt , SLL<s<a,
7]’ _ 7j ( Iy 8) - Sni=m;—j—1 L1<t#i<s
1 lorsque j = d — 1 et 0 sinon, sis=1,
(2.10)

pourtout j =0,...,m; —leti=1,...,s.

Lemme 2.2.1 Les coefficients C;;, donnés par (2.9), sont explicitement exprimés comme
suit :
il ; h m—1 Sk ;
R m—1—h, i Mk,J
C’L,]—hz:;)\i /}/h kz:;(h_k> k‘ I

ot Sy ; sont les nombres de Stirling de prepiére espéce.

Corollaire 2.2.1 Soient ag,--- ,a,_1(a,_1 # 0) des éléments de K et sg)(ao, <o ap_q) les-
pace des suites de Fibonacci généralisées ayant pour coefficients ag, - -+ ,ayr_1. ST Ao, A1y ..y Ag
sont les racines caractéristiques du polynéme (2.3), ayant pour multiplicités mq, ms, ..., ms,
respectivement (my + mg + - - - +mg = r), alors le systéme {n/\? tel que i =1,...,s; j =
0,...,m; — 1} est une base du K-espace vectoriel 5&?(@0, ey Q).

Les scalaires C; ; dans Uexpression (2.9) sont obtenus a partir de la résolution du systéme de

Vandermonde généralisé suivant :

s m;—1

DN G =U,,  n=0,1,...,r—1 (2.11)

i=1 ;=0
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

Rappelons que le déterminant de la matrice associée a ce systéme, qui est non nul, est explici-
tement donn’e par Wy, = [, ;< (Aj — Ai)™ ™. D’'ou Uexistence et Uunicité de la solution de
ce systéme. Précisons que ce résultat est du au fait que W, est le casoratien (considéré en 0,
e, W, =W,(0) # 0) des solutions de U'équation (1.2). On en déduit que

s m;—1

Up=>_> Cin?A}

i=1 j=0
est la solution générale (unique) de (1.2), vue comme equation aux différences.
Lorsque toutes les racines caractéristiques Ay, A\a, ..., A\, sont simples (m; = my = --- =

s = 1), le casoration des solutions de léquation (2.2) est le déterminant de Vandermonde

classique :
11 1
wooae |
DVERID Ve At
= I »=x)
1<i<j<s

Par ailleurs, notons que la formule de Binet s’est déclinée sous différentes formes dans
les travaux de Rachidi et al.. En effet, dans [12] Ben Taher et Rachidi ont présenté la for-
mule de Binet sous trois formes équivalentes. Dans [13], la formule de Binet a été exprimée

sous une forme factorielle, mettant en jeu un aspect combinatoire. Plus précisément, puisque

2TP(2) = 2" — apR™ T — o — 92" — a2 ot P(2) est le polynéme carac-
téristique (2.3), ayant A\, Ao, - -+ , As pour racines caractéristiques, d’ordres de multiplicités
my, ma, -+ , Mg, respectivement. Le processus de dérivation jusqu’a Uordre j, implique que les

i, (1 <@ < s) vérifient la relation suivante,

n : /\?*j_ao (n_l) )\Zlflfj_..._ar_l (TL—T—I—l) )\ZL*T‘FI*]':O
(n—j) (n—1-j) (n—r+1-7j)

pour tout n > r + j. D’ott le résultat suivant.

Proposition 2.2.3 (Voir [13])

1. Soit
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La formule de Binet de la suite de Fibonacci r-généralisée

L’ensemble {(y:7)p>—ri1;1 < j < my, 1 < @ < s} est une base du C-espace vectoriel

5&(@0, ap,:-- 7a7‘—1)-

2. Formule de Binet Factorielle

Soit (U,)p>_rs1 une suite de ex(ag, a1, ,a,_1). Alors, il existe r nombres uniques
;i (1 < j <my, 1< < s) tels que

s m;—1

=22 TN

=1 5=0

pour tout n > 0. Les «; ; sont déterminés a partir des conditions initiales.
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Chapitre 3

La suite r-Fibonacci généralisée et la

suite r-Lucas de type s

A la suite de Fibonacci est associée une suite qui lui est trés liée, dite suite compagnon
de Lucas.
Certaines identités liées a ces deux suites seront présentées dans le paragraphe suivant, on
donne maintenant I'expression de ces deux suites en fonction des coefficients binomiaux.
La liaison entre ces deux suites avec le triangle de Pascal joue un réle primordial pour les

différentes généralisations.

2 e

Larelation ("/") = (,",)+(}) (Formule de Pascal) entraine que la suite a,, = B

k k—1
(n > 0) vérifie la récurrence a,, .2 = a,.1 + a,, et comme ay = 0,a; = 1, alors

a, = F, (n>0),Dou
[n/2]

Fo=Y (%9 (>0

k=0
Le tableau suivant [6] montre la liaison entre le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci;

0,1,1,2,3,5,...

FIGURE 3.1 - Le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci
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Polynémes r-Fibonacci et r-Lucas généralisés

De la relation bien établie L, = F}, .1 + F,_1, on déduit pour n > 1 (L, étant égal a 2)

I'expression

[n/2] L .

k=0
Le tableau suivant [6] montre la liaison entre le triangle de Pascal et la suite de Lucas;

2,1,3,4,7,11, . ..

Fo

+
+ 1
i i 1
1 + 2 + 1 » LH
1 4 1 + 1 + i - 1 -r-a
1+ 2 b 3+ 4+ 1 Le
1+ 3 + 1 + 1 4 6 + 5 4 L.
1 + 4 q 3 + 4 + 10+ 6 i 1 L
I+ 5 + 6 + 1 + 1+ 10 4 15 + 7 4+ 1 Ly
1+ 6 + 10 + 4 + S 4+ 20 4 21+ % 4 1 b Ly
1 + 7 + 15 + m + 1 1 1 4 15 4 35 4 28 4 9 § 1 Ly
1 + 8 t 21 4 20 4 5 + 6 i 35 4 56 4 36 4 m 1 v Ly
1 + 9+ 28 + 35 4 15+ 1 + 1 4 21 4 M 4 B4 4 45 4 m o+ 1 L1z

FIGURE 3.2 - Le triangle de Pascal et la suite de Lucas

Soient z,y € R, pour tout entier n > 2 la suite de Fibonacci généralisée (U, (z,y)) =

(Uy,)n>1 définie par la relation de récurrence suivante :

Uy=0,U; =1
Un = xUn—l + yUn—27 (n = 2)

Et la suite de Lucas (V,,(z,y)) = (V,)n>1 définie par la relation de récurrence suivante :
Vo = 2, Vi= xz,

Vn = an,1 + yVn72, (n 2 2)

3.1 Polynomes r-Fibonacci et r-Lucas généralisés

Pour un entier » > 0 notons par Ul les Polynémes définis pour n > 0, par
[n/(r+1)]

U= Y (e
k=0
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Polynémes r-Fibonacci et r-Lucas généralisés

Une autre généralisation de la suite de Fibonacci est la suite nommeée la r-Fibonacci géné-
ralisée. Elle a été introduite par Raab [42] et elle est définie par la relation de récurrence

suivante :
U =0, =21, 1<k<r),

(3.1)
U,(Ql = 2U" + yU,(f_)r, (n>=r).
La suite r-Lucas généralisée définie par
Vn(T) = r(Ql + yU?SC)rv
satisfont, la récurrence
‘/E)(T') — 27Vk(7') — xk’ (1 < k < ,r,)’
(3.2)

Vi = a2V + Vo, (n =),

Et admettent, pour n > 1, la forme explicite

V(T) _ Ln/(ilﬂ(l N L) (n—rk) xnf(TJrl)kyk.
n n—rk’" Fk

k=0
Pour le cas particulier » = 2 les figures suivantes [6] montrent la liaison entre le triangle

de Pascal et les suite (U") et (V,").

1 — U;rz‘“ (x,y)

T — U:;z‘“ (x,y)

* — J.')':‘;T“ {x,¥)

x* - y = U (zy)

F + 2ry — J.')'_-‘:T“ {x,¥)

xd + 3zly - UE;H‘“ (x,y)

i + 4x'y - I U;fz; (x,y)

' + Sty + Jry? - I;’,‘:z‘“ (x,y)

z® - Gy - Gty - J.';'!‘;z‘“ (x,y)
+ Tzby + 103y - y o J.'z';rf;“ {x,¥)
8Ty 4 15242 + dry? — U;rf‘“ {x,¥)

9rfy 4 21ay? + 10x%y* — J.')';E‘“ {x,¥)

FIGURE 3.3 — Le triangle de Pascal et la suite 2-Fibonacci

26



Polynéme r-Lucas de type s

| i 1 br;[dj{x,y)
v x © P 0y)
v x* AR
y 4 x? I v s L,:‘[zj{x'y)
xy I xi i z.f"}" -+ H[HJ{I'y}
Xy + x5 A 3x?y - @y
_1.21.!. y.' + :‘.4. i 41"‘}! i },z 5 lr".[”{x,y)
Ki), ¥ EA'}’d ¥ ‘,T ] ‘14.‘, ¥ {xy? 5 i';,m{x,y}
;._-.}. i ju—eya i . f»x"y 1 f-x‘y: " > lr[,[":j{x,)r}
4.1")-'? " LA x4 '.r'.l'{'y | Hh“y"" b }"" . E'I;L:J{I,}l']
Sxty? 4 3xy? ox o B’y 15x*y? 4 4xy? © D y)
FIGURE 3.4 — Le triangle de Pascal et la suite 2-Lucas
Les fonction génératrices des suites (U,,(f) ) et (Vn(r)) sont données par :
2—x2
Uz) =) V=" = - (3.3)
1 —xz—yzrt
n=0
V(z) = E Ul 2n = L (3.4)
N I T e )
n>0

Remarque 3.1.1 Le cas particulier (x,y) = (1,z) permet de retrouver les polynémes de
Fibonacci U, (z) et les polynémes de Lucas V,,(z). De plus ce cas particulier engendre le cas

général puisque

Un+1($, y) = xnUn-i—l(y/'rQ) et Vn(x7 y) = xnvn(y/xZ)

3.2 Polyn6me r-Lucas de type s

Définition 3.2.1 Pour tous entiers n, r et s, 1 < s < r, on définit la famille de suites compa-

gnons associées a polynome r-Fibonacci généralisée (Vn(r))n par la relation suivante :

‘/(-)(r,s) — s+ 1’%(7") — [Bk (1 < k < T)7

(3.5)
VY =2l + g (=),

La suite (V,\"*)) est appelée polyndme r-Lucas de type s.
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Polynéme r-Lucas de type s

Remarque 3.2.1 Pour s = 0, nous obtenons un polynéme r-Fibonacci décalé.
Pour s = 1 [9], on nomme V.V le polynéme r-Lucas généralisé du second type, et pour
s = r, on nomme V,"") le polynéme r-Lucas généralisé du premier type. Le théroréme suivant

nous donne une formulation explicite pour V,\"**) en termes de s et U,"

Théoreme 3.2.2 : Soient r et s des entiers tels que 1 < s < r, et x,y deux des éléments d’'un

anneau unitaire A. On suppose que y est inversible dans A, on a pour r > n ce qui suit :

V) = gl 4 syUu™, (3.6)

n

nous obtenons également la forme explicite pour n > 1:

s IR
v = 3 Ul Gt LTSRN (3.7)

" n—rk k
k=0

Bellbachir et Bencherif [8] ont donné une formule exprimant le terme général d’une suite

récurrence linéaire.

Preuve. Considérons la suite (Vn(r’s))nzo définie par la relation de récurrence (3.2),qui

correspond dans la relation (1.6) a: a; = z,a,41 = yetay = a3 = ... = a, = 0. En
remarquant que pour tout 0 < j <r,onau_; = a; =y (U,_j41 — 2U,_;), ce qui donne
a=s+1,a; =ay=..=a,_; =0eta, = —sxy ' Par conséquent, la suite (\;)o<;<, €st

définie comme suit :

)\0:S+1

__Zak jOk = —Qp_j0p, 1§]§T

Pour a; = —1, on trouve les valeurs suivantes : \; = XAy = ... = A, = 0, \,_; = sz?y et
A\ = —sxy L.

En utilisant la formule (1.8) du Lemme (1.4.1), on obtient pour tout n > 0,

ki + k. n—rk .
. Z 1 +1 xklyerrl _ Z xn—(r—i—l)kyk _ Uéﬁl
ki+(r+1)kry1=n kl? kr+1 k>0 k
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Polynéme r-Lucas de type s

La formule (1.9), nous permet détablir lexpression de V;\"*

et U{"”). Dol pour tout entier n > r,

V(Tvs)

n

= MU+ MU, + AU

= MU+ 000+ 200

=(s+ 1)U(Jrl + say ! <a:U,(L’jH, — U,(;)TH)

= (s + DU = saU))

= S?JUr(:—)l + Ur(:u

Finalement

V(T7S) = U’V(H—l + SyUn

n

n —rk
n— (r+1)kyk+8

N
3
|
<
7

[n/ (r+ 1) . ok
(B

Remarque 3.2.3 La relation de récurrence de la suite(UqST))

comme suit

U,

n

(r)

U,y
ot UY = UT(QQ pourn > let A.(z,y) :

U’I‘

n+r
gnon associée a la récurrence linéaire (3.1).

D

k>0

—(r+1)k k-l-SyZ

k>0
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n—r—1-—rk

k

n—1—-rk+1)

k
T (r+1)kyk
(r+1)k, k

0
1
0

n

(:)1 = Ar<x7 y)uér)

0 - 0 y
0 --- 0
1
00
0 1 =z

en fonctionde s, z,y, A, ..., A,

n—r—l—(r+1)kyk

xn—(r+1)(k+1)yk+1

sécrit sous forme matriceille

appelée matrice compa-



La fonction génératrice de la suite r-Lucas de type s

Par induction sur n, on calcule la puissance n'*™ de A, (z,y),

yU U U U
yny)r*l yU’V(LT—)T‘ e ?JUTSQQ ?/ny)l
ANz, y) = : :
?JUT(Q2T+1 yUagi)errz T yUTS,T—)T yUger
Ur(LT—)r—I-l U, r(f—)r+2 e UT(LT) Ur(Q1

Considérons maintenant pour tout entier s avec 1 < s < r, la sous matrice C,(x,y) d’'ordre
(s+1), obtenue de la matrice A(x,y), en supprimant la premiére ligne et la premiére co-

lonne. En evaluant la trace Cs(x,y) , on retrouve la relation (3.6).
Ui, Ui
Pour s =r =1, Ci(x,y) = Y (1)1 Y . et
yUn” Upts

n

n n

tr(Cy(z,y)) = tr(A%(z,y)) = U, +yU, = v,

Pour s = r (r > 1), Cs(z,y) = A(x,y) et tr(Cs(x,y)) = Ufl?l +ryU", = v, si on

prend le cas s = 2 et r = 3, donc Cy(z,y) est la sous matrice obtenue de A%(x,y) d’'ordre 3,

donnée par :
yU1’(L3—)3 yUT(LS—)Q ?JU7(L3—)1
Co(,y) = yUr(f—)4 yUS—)S CUUS—)Q
)
donc

tr(Colz,y)) = U, + 29U, = VB2,

n

De plus, il existe une représentation déterminante des termes de la suite r-Fibonacci de la
forme U((:J)rl)n ., Kilic et Arikan ont présenté une approche en [30] pour évaluer les déter-
minants de Hessenberg. Ils ont évalué le déterminant de Hessenberg dont les entrées sont
constituées des termes de la suite (”*g_l). En fixant m = r, la valeur de ce déterminant est

égale C‘l ZZ%ZO ((T+1)nzr(1ik)) = U((:-)i-l)n-l-r

3.3 La fonction génératrice de la suite r-Lucas de type s

Dans cette sous section, nous allons évaluer la fonction génératrice de la suite de Lucas

(Vn(r’s))n)o pour tout 1 < s < r dans le théoréme suivant :
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Formule de Binet pour la suite r-Lucas de type s

Théoréme 3.3.1 Soit A =R ou C, pour z € C la fonction génératrice de la suite de r-Lucas

de type s est donnée par

1 _
V(z)= S yren - T T 82 (3.8)

1 —xz —yzrt!
n=0 Yy

Preuve. On a :

z) = Z Vn(r’s)z

n=0
=2 (U +syUi2 )=
n=0
=D UL+ syl
n=0 n=0
= Z Ugglz” +s Z(U;;H —aU))z"
n=0 n=0
Z +1Z —i—sz 12 stUsz"
n>0 n=0 n=0
=U(z)+sU(z —sa:zZUrnl
n>1
=U(z) +sU(z —sxzz 12
m2=0

= (14 95)U(z) — szzU(2),

1+ s— (szz)
1 —az—yzrtt’
[

ou U(z) est la série génératrice de la suite (Uff))mo, dou V(z) =

3.4 Formule de Binet pour la suite r-Lucas de type s

Afin d’introduire les formes de Binet correspondantes aux suites (U\") et (V,"*")), nous
allons dans cette sous section, étudier les propriétés de ’équation caractéristique associée

aux suites (U) et (V,"”)) donnée par :

tr+1 r

—xt

—y=0 (3.9)

Ces propriétés comprennent le discriminant, 'emplacement des racines et sa réductibilité

et solvabilité .
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Extension des suites (U\"), et (V,""),, aux indices négatifs

Le polyndme caractéristique associé aux suites (U"”) et (V")) est

h
Pt) =t —at" —y = H(X — )",
j=1
ol oy, ..., a4 sont les (r+1) racines de 'équation (3.7) de multiplicité r; et Z?Zl r; =r+1.

En utilisant le critere de De Gua pour trouver des racines imaginaires, nous voyons que
I’équation (3.9) a au plus trois racines réelles puisque il y a (r —1) termes successifs absents
entre deux termes de méme signe et donc il existe au moins (r — 2) racines imaginaires.
De plus si « est une racine multiple de '’équation (3.9), il est facile de vérifier que o =
rxz/(r + 1) et que P'ordre de multiplicité maximale d’une racine réelle est égal a 2.

Une conéquence immédiate du théoréme présédent est que ov = rx/(r + 1) est une racine

multiple de I'équation (3.9) si et seulement si y = (—1)(rz/r + 1)"".

Théoréme 3.4.1 Soient oy, qs, ..., .1 les racines du polynéme caractéristique P(t) =
1 — g™ — y associée aux suites (U )nso et (Vi )so tel que y + (=) (ra/r 4+ 1)+

Alors pour tout entier 1 < s <r,ona:

T+l n+1 r+1
a (s +1)ag — sz
U, = k t Ve =Y ar .
il ; (r+1ag —rx & ;ak (r+1Day —rz

3.5 Extension des suites (U\"), et (V,"*)), aux indices né-
gatifs

Les formules de Binet ainsi que la relation de récurrence (3.1) nous permettent d’étendre
les termes des suites (U,(f))n et ( yf’"’s))n vers la gauche , c’est a dire de calculer les termes

d’indices négatifs. Dans ce sens, nous proposons la définition suivante :

Définition 3.5.1 Pour tout entiern > 1, ona:

r+1 A" r+1
vl =3 ( k et Vo) =

k=1

- (s + 1oy — sz
Flr4+Dag —ra

k=1

Le résultat suivant se démontre facilement par un changement de variables.

Proposition 3.5.1 Soient A un anneau unitaire et x,y deux éléments inversibles de A, pour

touts entiers n > O et r > 1, les termes de la suite (Ufr,z)n vérifient la relation de la récurrence
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Extension des suites (U\"), et (V,""),, aux indices négatifs

suivante :

USTT)I _IU( nt+r+1 Iy_lUST)H-r (n =T+ 1)

Preuve. On remplace n par —n + r dans la formule de Binet.

") r+1 Oé];nJrH»l
U =
mnr Z (r+1Dag —rx

& (a)ap)
;(r Doy —rz
& (07" (@ag +y)

= Doy, —ra

fr+1 r+1 -n

k=1

— U, + 40
on en déduit que, pour tout entier n > r + 1,ona:

U =y o, —ay Ul
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Extension des suites (U\"), et (V,""),, aux indices négatifs

Exemple 3.5.1 Dans la Table (2.1), nous présentons les premiers termes des suites (UE%Q) et

vED).
n Ufi V_(ijl)
—13 | 52ty — 4oy —T2%y % + 1622y >
—12 | =28y 6 + 622y~ | 2% 76 — 1423y =5 4 2y~
—11 | —dady > +y4 6ty — Tay™*
—10 | 2%y —5 — 3ay~* —xy ™0 + 92y — 4
-9 3x2y~* —5z3y~t 4+ 2y~
-8 By gy 2yt — By
-7 —2zy 3 4a2y~3
6 22y By 4 2y
-5 y 2 —3zy 2
4 —y? 22y
-3 0 2yt
_9 y! —
-1 0 0
0 0 2

Table (2.1) Quelques valeurs des termes de (U®)) et (V).

Lemme 3.5.1 [2] Pour touts entiers m,r, on a :

" . k k—1 k—1
Z(_l)JJrl _ (_1)(r+1) +

j=1 m+j m—+r m

Théoreme 3.5.1 Pour tout entier n € N, la suite (US)L),% satisfait les deux identités équi-

valentes suivantes

' k’ - 1
vl =" 1 (=) DRy (3.11)
k n—r
n—k—r)/r
ey ( k )/ ()= () (3.12)
k

avec Uy = 0. La premiére somme est limitée aux entiers k > 1 tels que
[(n+1)/(r+1)] <k < |(n—1)/r]; la deuxiéme somme est limitée aux entiers k compris

entre O et |(n —r)/(r + 1)] et qui satisfont r divise n — k.
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Application 1

Théoreme 3.5.2 [27] Soient r et s deux entiers tels que 1 < s < r, pour toutn > 1on a

v =0+ syut)

-n — —n—r

(3.13)

ainsi, on obtient les expressions suivantes, pour tout n > 1

[(n—1)/r]
r,s n—(r—s)k‘ k=1 —nt(r - r, —n/r
ViD= Y - (—a) DRy R (=) Ty [ |
k=1 n — —Tr

(3.14)

ou encore
(_x)(n—(r+1)k)/ry(—n—l-k)r_'_s(_l,)n/ry—n/r[T | TL],

(3.15)
avec VO(T’S) = s+ let[r|n|=1pourr divise n et 0 sinon. Nous pouvons limiter la premiére
somme a des entirs k compris entre [n/(r + 1)] et [(n — 1)/r], la deuxiéme somme est limitée

aus entier k compris entre 1 et [n/(r + 1), et qui satisfont r divise (n — k).

Quelques applications liées aux théoremes (3.5.1) et (3.5.2)

3.5.1 Application 1

Soient (F},), la suite de Fibonacci et (L,,), la suite de Lucas, alors pour tout n > 1 on

Fo,=(-1)""1Y ol (3.16)

k=1 n—=k

+ (1) (3.17)

3.5.2 Application 2

En prenant r = 1 et (z,y) = (2,1), on obtient la suite de Pell (P,), et la suite de Pell

Lucas (@, )., alors pour toutn > lona:

P=(-2)"")" (3.18)

+(—2). (3.19)
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Application 3

3.5.3 Application 3
Considérons la suite 2-Fibonacci (U,@)n. Pour toutn > 1,ona:

k1
v =>" (—1)7" ek, (3.20)
k=1 \1L — 2k

Les suites compagnons d’indices négatifs pour s = 1, 2 sont définies par identités suivantes

1
yen u ST (D)) @2
—_ v n—1-2k
et
[n=1)/2) o1
L D T 1_ o (=) 4 (14 ()" (=D (3.22)
k=1 n
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Chapitre 4

Le g-analogue et le (p, ¢)-analogue de la

suite de polynémes r-Fibonacci

Dans ce chapitre, on donne deux définitions du g-analogue des polynomes de Fibonacci
et des polynémes de Lucas suggérées par Carlitz et de Cigler (Voir [15],[14],[18],[19])
et on exploite ces coefficients (p, ¢)-binomiaux pour étendre les approches de Carlitz et de

Cigler au cas (p, ¢)-analogue.

4.1 Le g-analogue des polynémes r-Fibonacci et r-Lucas

Le ¢g-analogue est une généralisation impliquant un nouveau paramétre ¢ € R qui se
spécialise en I'identité original en faisant tendre ¢ vers 1. Le g-analogue commence par la

définition des entiers naturels I'égalité
. 1—=q"
lim

=1 1—gq

=n
suggére que I'on peut définir le g-analogue de I'entier n comme étant

[n]q:l-'—q_i_._i_qn*l

4.1.1 Le coefficient ¢-binomial
Soit ¢ une indéterminée (¢ # 1 ). Notons

n),=1+q+---+¢""; (le g-analogue de l'entier n)
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Le coefficient ¢-binomial

n],! = [1]402],---[nl; (e gq-analogue de la factorielle)
n nl,! . . .
= ——————: (le g-analogue des coefficients binomiaux)
q

Il est facile de voir que

[n}q = [k]q + qk[” - k]q = qn_k[k]q + [n - k]q- (4.1)

En effet

et

=1+ +q+¢) - A+qg+---¢"");

(o) (i) e (gt )
o () (O o) (7 Q)

n(n—1)

=q = [:[22 03] [n]s;
= ¢ 28 ol
= &)y
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Le coefficient ¢-binomial

et
ne_ [n],!
[Klq!fn — k]!
q
q(gL) [1]1!
@] ) — k)
n|i!
_o-@-em_ M
[k];![n— k];!’
n(n=1)—k(k=1)(n—k)(n—k—1) [n]%!
= q 2 ’
][ — k]
— M) n
et
Plg=1+q+ - +¢""+¢" ++q"h
=(+g+ ¢ +d" Qg+ "
= [k], + ¢"[n — K],
et

Plg=1+q+ -+ "+ g

= (L+g++q" )+ (L+g++¢");

=[n— k|, + qn_k[k]q'

n
Les nombres de Gauss généralisent les coefficients binomiaux. On montre, en utili-

sant I'égalité (4.1), que

— + qnkarl : (42)
k k k—1
q q q
n+1 n n
=q" + : (4.3)
k k k—1
q q q
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Le coefficient ¢-binomial

En effet

n—+1 B [n+ 1],
L N [kl n +1— E],!
[n]y![n + 1],
[kl n+ 1 — E],!
)1+ g+ )
[k]q![n +1— k]q!
Pl (A4 + ")+ A+ -+ )
[kl n+1— k!
(]! ([n + 1 = K]y 4+ ¢" ' *[K],)
[k]q![n +1— k]q!
_ [n]q![n +1-— k]q qn+1—kz [n]q![k]q

[k]q![n +1—- k]q! [k]q![n +1— k]q!

— n + qnkarl n )
k k—1
q q

n+1 B n+1],!
ol Kol + 1=k
[n]y![n + 1],
(k] ![n+1— K],
[n]q!(1+...+qk—1+qk+...+qn)
[kl n+1—E|,!
(A +g+-+d" )+ A +g+ - +¢"")
K],/[n+1— &,
[l (¢*[n 41 — K], + [K]y)
[kl n+1— k!
_ ik [n]q![n +1-— k]q ) [”]q![k]q
TR+ 1=k " Tkl + 1 — &,

4]

Considérons maintenant, les opérateurs X et () tels que

et

Xf(x) =af(z) et Qf(x) = flqz).

Puisque QX = ¢X @, alors les symboles X et () seront utilisés pour désigner un couple

déterminées (z,y) vérifiant yz = qxy.
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L’approche de Carlitz pour les g-analogues de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

Comme g¢-analogue du binome de Newton, les relations (4.2) et (4.3) se traduisent par le

développement suivant

n

x+Qr=3"["] xm*~ (4.4)
k=0 k

q

Sion pose Z = X~1Q, alors ZX = ¢X Z et le développement (4.4) devient
(1+¢" ' 2) A +¢"22)..(1+ 2) = Zq . (4.5)
q

n

. . k n . 7 7 r4
Le coefficient q(2> considéré comme un g-analogue du nombre (}) sera noté par

k
0 '
n
, par suite les deux relation de récurrence (4.2) et (4.3) seront notées respective-
ment :
(1) 1M 1)
n+1 n n
= +q" ; (4.6)
k k k—1
q - - 4q q
) (1) SEEY (1)
n -+ n n
_ g s
k E—1
q - - 4q q

4.1.2 L’approche de Carlitz pour les g-analogues de la suite de Fibo-

nacci et de la suite de Lucas

Carlitz [15] propose comme g-analogue des polynémes bivariés de Fibonacci, les po-

lynémes définis, pour n > 0, par
Fra(zyl)=> ¢ 2" HyR s avee Fy(x,y,1) = 0, 4.7)

Les premiers termes de cette suite sont :

Fo(z,y,1) = 0, Fi(z,y,1) = 1, Fy(z,y,1) = z, F3(x,y,1) = 22 + ¢*y, Fy(z,y,1) = 23 +
¢*[2lgzy, Fs(z,y,1) = 2* 4+ ¢*[3],2%y + ¢*v*, Fo(x,y, 1) = 2° + ¢*[d] 2%y + ¢*[4]g29?, ..

Les relations (4.2) et (4.3) entrainent que la suite (F,(z,y, 1)),>o satisfait les deux relation
de récurrence

Foii(z,y,1) = aF,(x,qy, 1) + quF,(z, ¢*y, 1), (4.8)
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L’approche de Carlitz pour les g-analogues de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

FTLJrl(x? Y, 1) = an(Iu qy, 1) + qnilyanl(I} Y, 1)7 (49)

avec Fy(z,y,1) =0et Fy(z,y,1) = 1.
La vérification des relations de récurrence (4.8) et (4.9) pour les indices négatifs nous
conduit, pour y # 0, a I'expression
n+l Fn ; n7 1
Pl 1) = (—1)y1g(3) B0/ 0B D) o) (4.10)
yn
Avec le changement de variables (z,y, 1) par (1, z, 1), on retrouve le g-analogue des poly-

némes de Fibonacci F),(z, 1) qui satisfait les deux relations de récurrence
Fn+1(2,1) :Fn<q271)+q2Fn71<q2271)7 (411)

Froii(z,1) = Fo(z,1) + ¢" ' 2F,_1(2,1), (4.12)

avec Fy(z) =0et Fi(z) = 1.

" (z) = Vna(s) - Ualz) , (4.13)
2U(2)  Unii(2)

0 1
ou C(z) = et les U, (z) sont les polynémes Fibonacci.
z 1

L’interprétation matricielle des récurences (4.11) et (4.12) donne I'égalité

Fualgz 1) Fu(z1
0oz = | Frem ) Bl (4.14)
ZFn(Q'Zal) Fn+1(zal)

qui est un g-analogue de (4.13).

Dans le cas des polynomes bivariés, on a

yF, (v, qy, 1)  Fu(z,y,1
Cx,q" 'y)C(x,q" 2y) - Clx,y) = ! ) ( ) (4.15)
yFn(x:qul) Fn+1<l‘,y, 1)

et avec la relation des suites F,(x,y,1) = 2" ' F,(y/2?, 1), on retrouve I'identité (4.14).

Les propriétés (4.14) et (4.15) montrent que le g-analogue des polyndémes bivariés de Fibo-

nacci proposé par Carlitz est une extension naturelle des polynéme bivariés de Fibonacci,
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L’approche de Carlitz pour les g-analogues de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

et a partir de ces propriétés, Cigler a associté a la définition de Carlitz un ¢-analogue des

polynome bivariés de Lucas défini par
Lucy(,y,1) = tr (C(z,¢"'y)C(z,¢"*y)...C(z,y))

= yFn—l(x7qya1) +Fn+1($7y71)' (416)

Le calcul du détermimant des deux membres de (4.15) donne un g-analogue de la formule

de Cassini

Fn—l(xa qy, ]-)Fn-i-l('ra Y, 1) - Fn(xa qYy, ].)Fn(.f, Y, 1) = (_1)nq(2>yn_1

L’identité (4.16) entraine, pour n > 1, que

Lucy 1) Lnf ke [Pl n—k{ o
UCp\r,y, 1) = q Y,
=0 [n— klp k
q
1 Lucy(2,y/q, 1
Luc_y(z,y.1) = (~1)rg("3 ) BeeEY/T 1) gy

yn
avec Lucy(z,y,1) =2

Remarque 4.1.1 Le g-analogue des polynémes bivariés de Lucas ne satisfait, ni une relation
de récurrence de type (4.8), ni de type (4.9), cependant avec lalgorithme q-Zeilberger, la

relation de récurrence suivante est déduite, c’est la plus courte possible

Lucn+4($7 Y, 1) = (1 + Q)xLucn+3($a Y, 1) + <qn+2<1 + Q>y - q$2)Lucn+2($a Y, 1)_

2n+3

¢ (1 + q)zyLucy1(z,y,1) — ¢ y* Luc, (z, y, 1),

qui devient en utilisant (4.16)
Fn+4(‘ra Y, 1) = (1 + Q>an+3<xa Y, ]-) + (qn+2(1 + Q)y - Q$2)Fn+2(l’, Y, 1)_

(1 + Q) ayFors(w,y,1) — ¢ 5y*F (2,9, 1).
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L’approche de Cigler pour le g-analogue de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

4.1.3 L’approche de Cigler pour le g-analogue de la suite de Fibonacci

et de la suite de Lucas

Le ¢-analogue des polynomes bivariés de Fibonacci et des polynémes bivariés de Lucas

suggérés par Cigler sont définis, pour n > 0 et n > 1 respectivement, par

/2] E+1\ |n—k
Foii(z,9,0) = Z q( >) 2"k avee Fy(x,y) =0, (4.17)
k=0 k .
[n/2] k n—k
Lucy(z,y,0) = Z Q(Q)% " ky* avec Lucy(z,y) = 2. (4.18)
k= “Ma |k

q
La suite (F,(x,y,0)),>o satisfait les deux relations de récurrence

F”H‘l('x? y7 0) = an(‘r? y’ O) + qn_lyFn—l(‘xv y/Qu O>7 (419)

Fn+1 (ZL’, Y, 0) = ZL’Fn(iL‘, qy, 0) + qun—i—l(x) qy, 0)7 (420)

avec Fy(x,y,0) =0et Fy(z,y,0) = 1.
Ces relations de récurrence, pour y # 0, prolongent la suite (F,(z,y,0)), aux indices
négatifs par

1 Fu(z,y,0
an(l'ayao) = (_1)71 1%

Ce qui est remarquable dans la proposition de Cigler, autre que les formes explicites, est

n>1.

Y

le fait que chacun des polynémes bivariés F, (z,y,0) et Luc,(x,y,0) satisfait la méme

relation aux ¢-différence, pour

flqz) — f(x)
(¢— Dz~

Fn(x7y70) = an—l(xay)O) + (q - ]->yDFn—1(x7y70) + yFn—Q(x7y70)7

Df(x) =

LUCn(.I', Y, O) = xLucn—l(-Ta Y, 0) + (q - 1)yDLucn_1(a:, Y, 0) + yLucn_g(x, Y, O)v

ce qui montre qu'’ils sont liés respectivement aux polynémes bivariés de Fibonacci U,,(x, y)

et aux polyndmes bivariés de Lucas V,,(x, y) par les relations
Fo(2,y,0) = Un(z + (¢ — DyD,y) - 1, (4.21)

Lucy(x,y,0) = V(x4 (¢ — 1)yD,y) - 1, (4.22)
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L’approche de Cigler pour le g-analogue de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas

comme on le voit, pour 2 < n <6,

(x4 (¢—DyD,y) -1 =z = F(x,y,0),
(x+ (¢ = 1yD,y) -1 =2+ qy = F3(x,y.0),

Us(z + (¢ = DyD,y) - 1 = 2° + q[2]yzy = Fu(=,y,0),
(+(q—1yD,y) - 1 = 2" +q[3]a%y + ¢°y* = F5(2,y,0),
(z+ (¢ —1yD,y) - 1 = 2" + g4z’ + ¢*[4]gzy” = F5(2,y,0).

Avec l'opérateur matriciel

0 1
C(Ay) = , ou A=ux+(¢—1)yD,
y A

chacune des relations (4.21) et (4.22) se traduit respectivement par

F, 1(z,y,0) F,(z,y,0
oAy 1= (Y 1(#,9,0)  Fu(z,9,0) |
yFn<xay70) Fn+1($,y,0>

Luc,(z,y,0) =tr(C"(A,y) - 1).

Les valeurs propres formelles a(q) et 3(q) de I'opérateur matriciel C'(A, y) nous permettent

d’écrire une généralisation de la formule de Binet

_a(g)" = B(g)"
ey 0= =80 !
Lucy(z,y,0) = (a(g)" + 8(a)") - 1, (4.23)

par suite, pour y # 0,

, Luc,(z,y,0)

Luc_(z,y,0) = (a(q) ™"+ B(¢)™) - 1 =(-1) Yy

Remarque 4.1.2 Le g-analogue des polynémes bivariés de Lucas ne satisfait ni une relation
de récurrence de type (4.19) ni type (4.20), mais elle satisfait la relation de récurrence, tou-

jours via Ualgorithme de q-Zeilberger;

nts_[2lg

Lucy, o(x,y,0)+
[n+1]q +2< Yy )

Lucyya(z,y,0) =xLuc, 3(z,y,0) + ¢

n+1 [n + 3], n+1 [n+3], 5
——=xyLuc, 1 (x,y,0) + —=y“Luc,(x,y,0).
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Le (p, q)-analogue des polyndémes r-Fibonacci et r-Lucas

Pour le g-analogue des polynémes bivariés de Fibonacci, en composant (4.19) et (4.20), on

obtient
Foia(z,y,0) = 2F,13(2,v,0) + ¢" 2y Foi1(2,y,0) + ¢"*y* Fu(, y,0).

Théoreme 4.1.3 Les suites de polynémes (L, (z,m)), et (L, (z,m)), satisfont respectivement
les récurrences

Lni1(z,m) = L,(z,m) + q"ilan_l(qulz, m), (4.24)

Ly1(z,m) = Ly(qz,m) + qzl,_1 (g™ 2, m). (4.25)

4.2 Le (p,q)-analogue des polynomes r-Fibonacci et r-Lucas

4.2.1 Les coefficients p, g-binomiaux

Considérons les notations

[2]p4" = [y [2]p 0[], 4
l
n ],
Y
k [k]%q![n - k]p q‘
p,q
. n
avec la convention =0pourk<0Oouk>n
p,q
. e . . n Ve Ve . . . . . .
Les coefficients p, ¢-binomiaux généralisent les coefficients g-binomiaux puisque
p,q
n n 3 7 . 3
= , et mettent en exergue une certaine symétrie dans les relations comme
k k

l,q q
on le voit ci-dessous

], = P " [kl + ¢"[n — K]

Y’

n

[n]p,q! - q(Q) [n]p/q!’
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La suite p, g-Fibonacci

=g , (4.26)
k k
P,q p/q
n Ll -1 x|l 1
=p +q ; (4.27)
k k k—1
P, P P
n—1 n
H Pz +qy) Zp . " Ryk, (4.28)
7=0
P.g

4.2.2 La suite p, g-Fibonacci

Considérons la suite (F,Sﬁl(x7 Y, P, q)) définie par

nz

+

Fé?ﬂl',@/,p, Z

n—(r+1)k, k

n+1 (7"+1)k’) (k;l) n—rk
q x Y

k

p.q

avec FO(T)(a:, y,p,q) = 0.

Pour p = 1 et r = 1, on retrouve le ¢g-analogue de la suite de Fibonacci donnée par Cigler.
Théoreme 4.2.1 Les polynome F,(f)(:c, Y, D, q) vérifient les deux récurrences
F\) (2 y.p.q) = prF (p,py. p. q) + ayFy, (ax, qy. p. q) (4.29)

E" (2, y,p,q) = prED (px, qy, p, q) + qyF" (pz, qy, p, q) (4.30)

avec Fér)(m,y,p, q) =0, Fj(r)(x,y,p, q) =21 pour j=1,2,...,r.
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La suite p, g-Fibonacci

Preuve. D’aprés la relation (4.27), on a

Frgﬁl(w7 Y, P, Q)

n—(r+1)k

[n/2]
n+l—(r+1)ky (k+1 —1—rk —1—rk
—_ Z p( é ) )q( 2 ) pk " " +qn—(r+1)k " " xr
k=0 k D,q k=1 Pq
Ln/2] (n+1—(r+1)(k+1)) (k’+1) n—1-—rk 1—(r+1)k k
=pr ) p 2 q\ 2 (px) (qy)"+
k=0 k pr+17q
& 'fl+1 T+1)(k+1)) (k+2) n—(r+1)(k+1) n—r—1-rk n—r—1—(r+1)k k
y Z p 2 g\ 2 /g x (qv)
K p"tlq
[n/2]
n (r+1)k k+1 n—1—rk
= px Z p\ 2 ) 5) gDk R
K p"tlq
n/2] n r— r+1)k) (kz+1) n—r—1—rk ner—1—(r+1)k,  \k
qy Z pb 2 g\ (qz) (qv)
K p"tlg
= pF" (pa, py. p. q) + qyF”, (a2, qy, p. q)-
Par ailleurs, on a :
F(T)
n+1(l’, Y, D, q)
2l 4 _
_ Z p( (2+l)k)+1q(k;-1) / n—1-rk e 1—rk
k=0 k p,q bl P4
[n/2]
n—(r+1)k k+1 n—1—rk .
= px Z pl2 ) () (pz)" TV (gy)
K prtlq
ln/2] n r+1)(k+1)+1) (k+2) ey | T 1—rk ner—1—(r+ 1)k, \k
y Z p 2 g\ 2 /p . x (v)
b,q
[n/2]
(r+1)k k+1 n—1—rk
= px Z (g5 (pa)" 1=k (gy) 4
i p"tlq
Ln/2] n r— r—‘rl)k) (k-i—l) n—r—1-—rk n—r—1—(r+1)k k
qy Z pb 2 g\ (px) (qv)
i prtlg

= pe " (p, qy, p,q) + gy, (p2, qu, p, ).
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La suite p, g-Lucas

Remarque 4.2.2 1)Les récurrences (4.29) et (4.30) peuvent étre écrites de la fagon suivante :

T x y r q " T q -
F7§4_)1 (_7_7p7Q) :ZCFT(L )<$7y7paQ)+ (_) yFTEJr xz, (_> y,p,q ),
pDp p p

n (T ")
FT(L—21 (_ yap7 ) nyp, )+yFr(L)r(xyp>q)
2) Pour r = 1, les récurrences (4.29) et (4.30) deviennent
RN 1% Y n—1 )
Fopa(z,y,p,q) = p"aF, ( =, ey +q" Yyl | 7, P (4.31)
Fo(z,y,p,9) = pxF, (p2, qy, 0, q) + qyFaer (pr,qy,p, q) - (4.32)

4.2.3 La suite p, g-Lucas

La suite p, g-Fibonacci vérifie deux relations de récurrence. Par rapport a chacune de
ces récurrences, on définit un p, g-analogue de la suite de Lucas. Ainsi, on obtient deux

especes de suite p, g-Lucas.

Définition 4.2.1 La suite p, g-Lucas de premiére espéce et la suite p,q-Lucas de deuxieme

espece sont définies respectivement par

T T T y T
Lgl)(xai%pa ) _ZFV(L—I—)I (2_9757197(]) _‘TF'rs )(xay7p7Q)

T T T y T
]L’( )(‘T Y,p,q ) _ZFV(L—I—)I (2_97]_)7197(]) _"EF'rs )(xaympaQ)

Avec cette définition, on peut déduire des relations duales entre la suite p, ¢-Fibonacci et
la suite p, g-Lucas.

Pour r = p = 1, on retrouve les deux especes de suites ¢-Lucas qu'on a associé a 'approche
de Cigler, et les relations de récurrences (4.24) et (4.25) sont généralisées par le théoreme

suivant :

Théoreme 4.2.3 [10] La suite p,q — Lucas de premiere espéce et la suite p,q-Lucas de

deuxiéme espéce satisfont respectivement les récurrences
L) (2., p,9) = pe L (px, py, p, @) + qy L, (g2, qy,p, q).

LY (z,y,p,q) = prL (pz, qu, p, @) + qyL.? (p, qu, p, q).
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Chapitre 5

Polyn6mes incomplets r-Lucas et hyper

r-Lucas de type s

Dans ce chapitre nous allons traiter les polynomes r-Lucas et les polynomes hyper-r-
Lucas de type s, les notations suivantes seront adoptées :
U,,V, représentent respectivement la suite r-Fibonacci généralisée et polynémes bivariés
r-Lucas de type s
U,(k), V, (k) pour les polynémes bivariés incomplets r-Fibonacci et r-Lucas de type s res-
pectivement.
Ur[lm}, i pour les polynomes bivariés hyper-r-Fibonacci et hyper-r-Lucas de type s res-

pectivement.

5.1 Les polynomes incomplets r-Fibonacci

Tasci. D, Firengiz. MC, Tuglu. N,[45] proposent la définition des polyn6mes incomplets

r-Fibonacci

k
Unia(k) = (" 7)a" iy 0 <k < [n/(r +1)). (5.1)
=0
Ces polynomes satisfont la relation de récurrence suivante :

Upir(k + 1) = 2U(k + 1) + yU,_, (k). (5.2)

50



Les polynomes incomplets r-Lucas de type s

5.2 Les polynomes incomplets r-Lucas de type s

Définition 5.2.1 Pour tous entiers naturels r,s avec 1 < s < r, les polynémes incomplets

r-Lucas de type s sont définis comme suit :

k
Z n—(r—=s)jm (") i 0 < k< [n/(r+ 1)), (5.3)
= n- rJ I

1. Pour k = [n/(r+1)|,V,(k) = V,, on retrouve les polynémes r-Lucas de type s.

2. Pour x =y =1, s =r = 1, on obtient la suite incompleéte de Lucas [26]

3. Pour x =2,y =1, et s=1r = 1, on obtient la suite incompléte de Jacobsthal-Lucas [20]
Dans le théoréme suivant , nous etablirons une relation entre les polynémes incomplets r

Lucas de type s et les polynémes incomplets r Fibonacci .

Théoreme 5.2.1 [2] Soient r, s deux entiers positifs, avec 1 < s < r les polynémes incom-

plets r-Lucas de type s satisfont le relation suivante
Va(k) = Upya (k) + syUp—.(k — 1). (5.4)

Théoréme 5.2.2 Pour tous entiers r,s avec 0 < k < |n/(r 4+ 1)], les polynémes incomplets

r-Lucas de type s satisfont le récurrence suivante :
Vilk+1)=2V,1(k+1) +yV,r_1(k), (5.5)

Preuve. La démonstration se fait en utilisant d’identité (5.4) et la relation de récurrence

de la suite incompléte de r-Fibonacci généralisée.

Vi(k+1) = Upsr(k + 1) + syU,_, (k)
= aUn(k + 1) + yUn—y (k) + sy(zUn—r—1(k) + yUp-1-r—r(k — 1))
= 2(Un(k + 1) + syUp—r—1(k)) + y(Up—r (k) + syUp_1_o.(k — 1))
=aVp1(k+1) +yVira(k).

u
Les relations (5.3) et (5.5) nous permettent d’établir une relation non hemogene pour les

polynémes incomplets r-Lucas de type s donnée par le théoreme suivant :
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La fonction génératrice des polynomes incomplets r-Lucas de type s

Théoreme 5.2.3 pour tous entiers positifs r,s avec 1 < s < r, les polynémes incomplets r

Lucas de type s satisfont la relation non hemogene suivante :

n—r—1—(r—sk

Va(k) = #Vaa (k) + yVor (W)= —— s

(nflfg(kJrl))In—r—l—(r-‘,—l)kyk-l-l (56)

Preuve. On a :

Va(k) = 2V, 1 (k) + yVn—r—l(k —1)

n—?“—l—’f’—S)j n—r—1—rj\, n—r—1—(r i3
= 2V, (k —l—yz P R a0 <k < 0/ (r+ 1)

1= (r—s)k
n—r (r—s) (n—lfr(kJrl))xn—r—l—(r—&-l)kzyk—&-l‘

= an_1<k) + yVn—T—1<k) - " — 1 — T(k‘ + 1) k

5.3 La fonction génératrice des polynomes incomplets r-

Lucas de type s

Théoreme 5.3.1 [1] La fonction génératrice des polynémes incomplets r-Lucas de type s est

donnée par :
PUICHSY r o yFrrHs(1 — at) + 1]
V Vi T Vi r i Vi r i— t—
; A=y | ket ; (Vi1 4 = 2Virsn)ioa) 1=z

5.4 Les polynomes bivariés hyper r-Fibonacci

Définition 5.4.1 [22] Soit (a,,)n>0 une suite d’éléments d’'un anneau commutatif A. On ap-
pelle matrice d’Euler Seidel associée a (a,),>o la suite double (aﬂ“))(n > 0,k > 0 donnée par

la récurrence suivante,

a%O) = Qn, (n = 0)7

o® = o® 4 gD

(5.7)
, (m=21,k>1).

La suite (ax, © ) représente la premiére ligne de la matrice, C’est la suite initiale. La suite (a ("))

représente la premiere colonne de la matrice, c’est la suite finale. ll en résulte immédiatement
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Les polynomes bivariés hyper r-Fibonacci

de (5.7) lidentité
k

alk) = Z (’j)affjl. (5.8)

i=0
Les auteurs dans [7] ont généralisé U'algorithme d’Euler Seidel en définissant une matrice

symétrique infinie associée a (a,)n>o par la relation de récurrence suivante

0 =a,, (n>0),
(k) (k) (k=1) (5-9)
an’ =za,’ | +yan ', (n=1,k>1).

avec x et y deux nombres réels.
Notons que le terme a'l) désigne 'élément qui se trouve dans Uintersection de la k-iéme ligne

et de la n-iéme colonne,

yaslkfl)

k
ra,’; — atl

C’est facile de voir que U'dentité (5.8) se généralise en :

k
ol ="y (M) ao+ykzl‘" (el (5.10)

=1

Ainsi, nous définissons le polynome bivarié hyper r-Fibonacci dans la définition suivante

Définition 5.4.2 Pour tout m > 0, les polynémes bivariés hyber r-Fibonacci sont définis par

la relation de récurrence suivante :

U = U Uy =y,

5.11
U = 2U + Ul &40
nt+l — YUny -
La relation (5.11) peut s’écrire comme suit :
Uml = E yax" U Jm , (5.12)

Quelques cas particuliers de polynémes hyper-r-fibonacci :
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Interprétation combinatoire

e Pourr=1,z=1ety =1, Ur[lm](l, 1) = F™ nous optenons les nombres hyper-fibonacci
[7].

e Pourr=1,zx=2ety=1, U,[Lm](Q7 1) = P nous trouvons les nombres hyper-Pell [3].

e Pourr=1,x=1ety=2, U,[Lm](l7 2) = jilm], nous avons les nombres hyper-Jacobsthal.

Comme résultat de (5.10), les polynémes hyper-r-Fibonacci bivariés peuvent étre exprimés

comme une somme de coefficients binomiaux et de polynémes r-Fibonacci :

n+1
vt =3 (i ety (5.13)
k=1

5.5 Interprétation combinatoire

Cette section traite d’une interprétation combinatoire de la relation (5.11) et de la

formule explicite des polynomes bivariés hyper-r-Fibonacci.

Théoreme 5.5.1 [2] le polynéme hyper-r-Fibonacci Ul est interprété comme le nombre de
fagons de paver un [n + (r + 1)m]-ruban avec au moins m (r + 1)-ominos, de telle sorte que

Uon distribue un poids x pour chaque carré et un poids y pour chaque (r + 1)-ominos.

Théoréme 5.5.2 [2] Pour toutsn > 0,m > 0,et k=0,...,|[n/(r+1)],ona:

[n/(r+1)]
Uiﬂi]l — Z (n-ﬁ;nrrjr—krk) xn—(r—&-l)kyk—&-m, (514)
k=0

n+m—rk

ot le nombre ( e

Jan—rrUkyktm représente le poids d’un n + (r 4+ 1)m-pavage linéaire

avec au moins (k 4+ m) (r + 1)-ominos.
Corollaire 5.5.1 les premiers termes des nombres hyper-r-Fibonacci sont donnés par

U]gm] — (nJ;CTfl)xk—lym ’ (1 < L < 7").

Théoreme 5.5.3 Le polynéme hyper-r-Fibonacci Ul satisfait la relation de récurrence non
homogeéne suivante :

U,[ﬁ]l = xU}Lm] + yU,[:E]T + (”+m_1)x”ym. (5.15)

m—1

54



Interprétation combinatoire

Preuve. En utilisant les relations (5.11) et (5.14), on a :

Uy = aUm 4 yu

n

[n/(r+1)]
n+m 1— rk n—(r+1)k, k+m—1
"ty Z )Ry
Ln/(r+1)J
_ m n+m—1—rk\ n—(r+1)k_ k+m—1 n+m—1\ _n_ m
=aUy +y Y (e (e gty
k=1

L(n—r—1)/(r+1)]

_ l’U[m] +y Z (n+mf7—i—;£(k+1))xn—(r—&-l)(kz-ﬁ-l)yk—f—m + (njnrﬁzl)ajnym

= UM + UM 4+ (mEm Dy,

m—1

u
Le théoreme suivant implique que chaque polynéme r-Fibonacci peut étre écrit comme

une somme de polynémes hyper-r-Fibonacci et de polynémes incomplets r-Fibonacci.
Théoréme 5.5.4 Pour m > 1letn >0,0na:
Un+(r+1ym = Ua[lm] + Un+(r+1)m(m —1). (5.16)

Preuve. En utilisant les relations (5.11) et (5.14), on a :

L0/ (r+1) ) +m
Un+(r+1) Z (n+(r+1)kmfrk71)wn—i—(r—i—l)m—(r—i—l)kz—lykz
k=0
[n/(r+1)]+m
(n-l—m—r(kk—m)—l)xn+(r+1)(mfk)flyk
k=0
[n/(r+1)]
_ n+m—rk—1\ n—(r+1)k—1, k+m
k=—m
—1 [n/(r+1)]
_ Z (n—i—rz;;k—l) n—(r+1)k—1 k+m + Z n+7]z+;k 1 n—(r—l—l)k—lyk—l-m
k=—m
m—1
— U[m] + (n+m(r+kl)frk71)l,n—i—m(r—i—l)—rk—lyk
k=0
= Uibm] + Un+(r+1)m(m — 1)
|
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Les polynomes hyper-r-Lucas

5.6 Les polynomes hyper-r-Lucas

Dans cette section, nous donnous la définition des polynomes hyper-r-Lucas de type
s, puis nous donnons une formule explicite en termes de s et des polyndémes hyper-r-

Fibonacci.

Définition 5.6.1 Pour m > 0, les polynémes hyper-r-Lucas bivariés sont définis par la rela-

tion de récurrence suivante :

9=V i = (s 1

(5.17)
i vl 4 i,

Quelques cas particuliers de polynémes hyper-r-Lucas de type s sont :

e Pourr=s=1rx=1ety=1, Vn[m](l, 1) = L™, nous obtenons les nombres hyper-Lucas
[7].

e Pourr=s=1rx=2ety=1, Vn[m](Q, 1) = PI", nous obtenons les nomberes hyper-Pell-

lucas [3].

e Pourr = s = 1,2 =1lety =2 VI™(1,2) = JI", nous obtenons les nomberes hyper-

Jacobsthal-Lucas.

Théoreme 5.6.1 Soit r et s des entiers positifs tels que 1 < s < r. Pour tousn > 0etm > 1,

ond: [n/(r+1)]
n/(r+1
VTEm] _ Z n+ (S + 1)m — (7’ — S)k <n+mfrk)l,n—(7‘+1)k

n+m—rk mtk

Y (5.18)
k=0

Preuve. On prouve le théoréme par récurrence sur 'entier n + m.
Posons V.., = V™. On a VOM =s+1= Vl[o] et VO[” = (s + 1)y, donc la relation (5.18)
est vérifiée pour n + m = 0 et n + m = 1. Supposons maintenante que l'identité (5.18) est

vraie pour tout entier p < n + m + 1 et montrons qu’elle est vraie pour p = n + m + 1.
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En utilisant la relation (5.17) on a :

[n/(r+1)]
plml Z n+(s+1)m—(r—s)k (nerfrk) Dk fkm
ntl e n+m—rk mtk

[(n+1)/(r+1)]

N Z n+1+(s+1)(m—1)—(r—s)k (n+m—rk)$n+17(r+1)kyk:+mfl
e n+m—rk m—1+k

[n/(r+1)] [n/(r+1)]
o n+m—rk\ _n+1—(r+1)k. k+m n+m—rk—1\ n+1—(r+1Dk_ k+m
= Z (m+k)x ( )y +SZ (m+k—1)x ( )y

k=0
n+1)/(r+1 [(n+1)/(r+1)]
n+m—rk\ n+l1—(r+1k, k+m n+m—rk—1\ , n+1—(r+1)k, k+m
+ Z (m+k—1)x+ (+)y+ +s Z ( m+k—2 )IL'+ ( )y
k= k=0
[n/(r+1)]
n+m—rk n+m—rk n+1—(r m
- Z [( +m+k +1) + S(n—;—k—l )]x PRy
k=0

[n/(r+1)]

_ n+1+(s+1Lm—(r—s)k (n+mfrk+1)xn—(r+l)kyk+m
— n+m—rk+1 m+tk '

Remarque 5.6.2 On obtient comme conséquence des relations (5.17) et (5.18), une relation

non homogene des polyndmes hyper-r-Lucas de type s donnée par :

m) _ ylml ml At DM =) i1y nom
Vn[ }_:Cvn—l +yVn—r—1 + n+m—1 ( m—1 ):C Y. (5]—9)

Le théoréme suivant est analogue au théoreme 3.2.1 pour les r-Lucas de type s, nous exprimons

les polynomes hyper-r-Lucas de type s en fonction de s et du polynéme hyper-r-Fibonacci.
Théoreme 5.6.3 Pour tous entiers n,m,rets (1 <s<r),ona:

vim =l syl (5.20)
ce qui donne, de plus, pour tout entiersn > retm > 1:

V U[Jrl + syU -+ 3(”+m l)x y™. (5.21)

m—1
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Preuve. On obtient la preuve en utilisant les relations (5.14) et (5.18), en effet :

[n/(r+1)]
vlml _ Z n+(s+1)m—(r—s)k (n+mfrk>xn—(r+1)kyk+m
n n+m—rk m+tk
[n/(r+1) Ln/(r+1)] m)k
n+m rk i (r+1)k k+m n+m—rk\ n—(r+1)k, k+m
Z m+k + Z n_|_m_7nk( m+k )l’ Y
k=0
il [n/(r+1)]
_ m n+m—rk—1\, n—(r+1)k, k+m
n+1 T Z (s Dz rbky
k=0
ln/(r+1)]
_ 7[177—’1_]1 + sy Z ntnrrikl lrk xn—(r—&—l)kyk—‘rm—l
= ,[Zz]l + syU[m 1].

Corollaire 5.6.1 Pour des entiers positifs donnés m,n avecx =y = letr = s = 1, on
obtient :

vl gl = oyl et vl — plml = oY,

Nous présentons maintenant la connexion entre les polynomes incomplets r-Lucas, les poly-

némes hyper-r-Lucas et les polynémes r-Lucas de tybe s.
Théoreme 5.6.4 Pour tous entiers m > letn >0, ona:

Virritym = VI + Vs rinym(m = 1). (5.22)
Preuve. La preuve est obtenue en utilisant les relations (5.16) et (5.20), en effet :

Vatrr1ym = Uvgm](r—l-l)m—l-l + syVn[T ril m+1
= [Un+(r+1)m+1 + Vn+(r+1)m+1(m - 1)] + Sy[Un+(T+1)(m*1)+1 + Vn+(r+1)(m—1)+1(m - 2)]
= [Un+r41ymt1 + SYUns 1) m—1)41) + [Vt s nymer (m — 1) + syVor pi) m—1)41(m — 2)]
= V" 4 Vo ryym(m — 1).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons appris les suites récurrentes linéaires d’ordre supérieur,
définies par la relation (1.1), ainsi que les suites de Fibonacci et les suites de Lucas, qui
font actuellement 'objet de nombreuses recherches approfondies, ces suites sont utilisées
dans divers domaines allant des sciences exactes aux sciences appliquées.

Le ¢ analogue pour les suites de Fibonacci a été proposé. Nous avons aussi suggéré
une extension au (p, ¢)-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée. Nous avons défini et
étudié les suites incomplétes r-Lucas de type s, les suites hyper-r-Fibonacci et hyper-r-
Lucas de type s pour tout entier s compris entre 1 et r.

En conclusion, nous espérons que Dieu bénéficiera de cette oeuvre selon son destin,
qui est un premier pas que nous espérons étre suivi de pas plus généraux et plus complets

vers ce qui est meilleur et plus complet.
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