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Introduction

Les nombres de Bernoulli B,, est une suite de nombres rationnels, ont une longue histoire
qui remonte au XVIle siécle. Ils ont été introduits par Jacob Bernoulli (1654 — 1705) dans
son ouvrage Ars Conjectandi quand il a étudie la somme de puissances de nombres entiers
successifs. Jusqu’a nos jours, une question qui reste ouverte et qui a motivé les recherches est
la relation entre les nombres premiers aux nombres de Bernoulli : p premier si et seulement
si pBy—1 = —1 modp.

Ce mémoire, consacré a une étude de l'article de H. M. Srivastava et C. Vignat intitulé
: Probabilistic Proofs of Some Relationships Between the Bernoulli and Euler Polynomials.
Eur. J. Pure Appl. Math. 5 (2012), no. 2,97 — 107, comporte trois chapitre avec une
introduction et une conclusion.

Le premier chapitre est consacré a des rappels et des compléments utiles ( La loi logis-
tique, les nombres de Stirling,...) qui seront utilisées dans le reste du document.

Le deuxiéme chapitre porte sur une étude des nombres et polynémes de Bernoulli. Les
sommes de puissances d’entiers est le point de départ afin de comprendre la naissance des
nombres de Bernoulli. Nous rappelons les principaux théorémes sur les nombres de Bernoulli
et nous démontrons certains résultats tels que le théoréeme de Von-Staudt et Clausen, la
relation entre les nombres de Bernoulli et la fonction zéta de Riemann.

Le troisieme chapitre constitue la partie essentielle de ce mémoire. Nous détaillons les
démonstrations des nombreux résultats contenues dans ’article de H. M. Srivastava et A.
Pintér [Remarks on some relationships between the Bernoulli and Euler polynomials, Appl.
Math. Lett. 17.375 — 380.(2004)], qui ont été prouvé par des méthodes analytiques. Le
principal outils utilisé dans la deuxiéme partie de ce chapitre est la technique probabiliste

proposé dans l'article de P. Sun [ Moment representation of Bernoulli polynomial, Euler



Table des matiéres

polynomial and Gegenbauer polynomials, Statist. Probab. Lett. 77.748 — 775.(2007).] afin

de redémontrer les résultats de de H. M. Srivastava et A. Pintér.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux définitions et notations dont on aura besoin dans les chapitres
suivants. Le lecteur pourra consulter principalementles ouvrages de Comet [3], Graham,

Knuth et Patashnik [1] , T.Arakawa, T.Ibukiyama et M.Kaneko[2].

1.1 Notations

On note 9, ,, le symbole de Kronecker défini par :

1 n=m

0 n%m.

Le produit des entiers positifs de 1 & n intervient trés souvent en mathématique. On le

note par le symbole spécial n!
nl=1x2x3...x(n—1)xn,

pour des raisons de commodité, on définit aussi 0! = 1.
Soient x € C et n € Z , la factorielle descendente d’ordre n , notée 2 ou (x),, est définie
par la relation suivante

t=uw(x—1)..(r—n+1).



1.2. Dénombrement

1.2 Dénombrement

Définition 1.2.1 Une m-combinaison de m objets de N = {1,2,...,n} est une partie M a
m élément, le nombre de m-combinaison, noté (;), vaut

(n) _n(n—1)..(n—m+1)

m m)!

n!

(n —m)!m!’

avec (::L) =0, pour m <0 oum > n.

Définition 1.2.2 Un m-arrangement d’une partie M a m éléments de N, est une partie
dont les éléments sont numérotés.

Le nombre de m-arrangements de N noté (n),, vaut

n)m=nn—-1)...(n —m+1)

n!

(n—m)!’
Définition 1.2.3 On appelle permutation de N, noté P tout arrangement de l’ensemble N
dans un ordre donné.
Le nombre de permutations est égal a n!, car une permutation n’est autre qu’un n-

arrangement de N.
Lemme 1.2.1 Vn,r e N . n>r on a
n _(n
n—r) \r)
En d’autre termes, St a + b =n, alors
n\ (n
a) \b

Les nombres (Z) sont souvent appeles coefficients binomiaux.

On a Va,b € N ,Vn € N*

(a+b)" = En: (Z) a"kuk

I
ol
S
()
VRS
>~ 3
~_
IS
=
o>
7
=



1.3. Fonction Gamma

1.3 Fonction Gamma

Définition 1.3.1 Pour tout x € C telque R (z) > 0, on définit la fonction Gamma , notée

I', par
+oo

['(z)= /tmletdt

0
En intégrant par partie, on obtient une conséquence immédiate, pour tout z € C tel que
R(x) >0
L(z+1)==2I'(2) .

En particulier, on a pour z =1, I'(1) = 1, alors on peut déduire

VneN* : T'(n)=(n— 1)L

1.4 Fonction Béta

Définition 1.4.1 Pour tout x,y € C tel que R(x) > 0 et R (y) > 0, on définit la fonction

Béta , notée B, par
1

B(z,y) = /t“ (1—t)"dt.

0
On fait un changement de variable approprié on obtient des conséquences immédiates,
pour tout z,y € C tel que R(z) >0et R(y) >0, ona

I'(z)I'(y)

B(x,y) = m7

+oo

" tdt
B(z,y) = /m
0



1.5. Les lois de probabilités

1.5 Les lois de probabilités

1.5.1 La loi de Bernoulli

Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p si sa fonction de probabilité

est de la forme

1—p r=1

1.5.2 La loi uniforme continue

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme de parameétres a et b ou (a,b € R) et on note

X ~ U (a,b), sisa fonction de densité est
1
fx(@)=4q " o
0

1.5.3 La loi sécante hyperbolique

Une variable aléatoire X suit la loi sécante hyperbolique, si sa densité est

fx (x) = sech (7x)

1.5.4 La loi logistique
Une variable aléatoire X suit la loi logistique de parametres y et s, si sa densité est

Fe(w) = Lsech?(Z2) zeR
«(x) =

0 sinon

1.5.5 La loi de gamma

Une variable aléatoire X suit la loi de gamma de paramétres a et 6 ou (a, > 0) et on note

X ~I'(a,0) sisa fonction de densité est

0% —1_—0x
Tz e x>0
fx(e)=q " .
0 sinon




1.6. Fonction caractéristique

1.5.6 La loi de Laplace

Une variable aléatoire X suit la loi de Laplace de paramétres 6 et s ou (6, s > 0) et on note
X ~ L(0,s), si sa fonction de densité est

1
fx(z) = 2—6_‘36_9'/8 reR
s

1.6 Fonction caractéristique

On appelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire X la fonction ¢y : R — C telle
que

¢X(t) = E(eitx>.

Exemple 1.6.1 Soit X wune variable aléatoire suit la loi de Laplace du paramétre 0 et

1(X ~ L(0,1)) , alors la fonction caractéristique de X est donné par

itX )

¢x(t) = E(

1 it~z
_ Zettzo—lely
/26 e X
R

+oo

= / cos(tr)e “dx.

0

®

On wutilise lintégration par partie

ox(t) = [— cos(tx)efﬂgoo + /tsin(tm)exdx

0
“+oo

=1+ [—t sin(tx)e_ﬂ;roo — /t2¢x(t)

0

=1 —t*x(t).

Finalement, on obtient

ox() =15 (1.6.1)




1.6. Fonction caractéristique

Exemple 1.6.2 Soit X une variable aléatoire suit la loi logistique de parameétre O et %, la

fonction caractéristique de X est donné par

&

( eitX )

/ " sech?(mx)dx
R
‘ 2 2
[ (_) -
R
“ e
1 + 6271':1:
R

T

ox(t) =

I
IR

[\D

On fait un changement de variable, on pose y = €*™ alors dx = iyy, puis en utilisant les

propriétés de la fonction Béta, on obtient

Ooy%/!/ dy
(1+y)° 2 f 4

On utilise les propriétés de la fonction Gamma, on obtient

it it it
ox(t) = 5T (g) I <% - 1)
i«
~ 27sin (%)
£/2
7

—18in (

s

Finalement, on obtient

ox(t) = %Sinh‘l (%) : (1.6.2)



1.7. Fonction génératrice des moments

1.7 Fonction génératrice des moments
On appelle fonction génératrice d’une variable aléatoire X la fonction ¢x : R — R telle que
GX (t) =F (et’”)

La fonction génératrice des moments Gx et la fonction caractéristique ¢x d’une variable

aléatoire X, sont liées par la relation suivante
Gx (t) = ox(—it) VteR

Exemple 1.7.1 Soit X une variable aléatoire suit la loi Uniforme [0, 1], la fonction généra-

trice des moments de X est donnée par

Alors
Gx (t) = ) (1.7.1)

Exemple 1.7.2 Soit X une variable aléatoire suit la loi logistique de paramétre O et %, la

fonction génératrice de i X — % est donné par

Gix_y () = B ('073)

—¢? E (e")

la formule (1.6.2) donne

-+t . _ t
Gix_1(t)=ex §Slnh ! <§>
_ent 2
Qe% —e_%
Alors
t

1 = ) 1.7.2
Cox_y (1) = (1.7.2)



1.8. Serie de puissance formelle

1.8 Serie de puissance formelle

Définition 1.8.1 On appelle série de puissance formelle tout série de la forme

o
E ant” = agz’ + ajxt + ...+ apx™ + ...
k=0

Ou ag, ay, ..., an,, ... Sont des constantes données, appelées coefficients de la série.

La somme et le produit d deux séries de puissance formelles sont définie par

o0 o0 (e.]
Zanx" + an$” = Z (G + byp) 2"
k=0 k=0 k=0
et
o oo o)
S S bt =3
n=0 n=0 n=0
tel que

n
Cp = E akbn_k.
k=0

1.9 Fonction génératrice

Soit (ay,),,cy une suit des nombres réels.On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite

(an),en» la fonction
O(t) = ant"
n=0

On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (a,,),,cy , 12 fonction

) m
n=0 )

Remarque 1.9.1 L’existence de telles fonctions mécessite la convergence de la série de

terme général a,, et “.
n:

10



1.10. Le produit infinit associe aux fonctions sinh et cosh

1.10 Le produit infinit associe aux fonctions sinh et
cosh

Définition 1.10.1 Le produit infinit associe aux fonctions ¥ — coshx et v — sinhx est

donné par

cosha = ﬁ {1 + (mﬂ (1.10.1)

k=0

sinha = xﬁ [1 + (%ﬂ (1.10.2)

k=0
1.11 Les nombres de Stirling

On commence par des nombres proches des coefficients binomiaux, les nombres de Stirling,
du nom de James Stirling (1692-1770). Il en existe en fait deux types, traditionnellement
appelés "nombres de Stirling de premiére espéce" et "nombres de Stirling de deuxiéme
espéce".

Les identités et les propriétés de ces nombres ont été principalement puisées de Graham,

Knuth et Patashnik [1] , T.Arakawa,T.Ibukiyama et M.Kaneko[2].

Définition 1.11.1 Le nombre de Stirling de premiére espéce, noté [m , compte le nombre
de permutation de {1,2,3,...,n} ayant exactement m cycles (0 < m < n). Le nombre de

Stirling de premiére espéce signé est donné par

St m) = (-1 |

m

Les nombres de Stirling de premiére espéce vérifient la relation de récurrence suivante

5] =fon (1.11.1)
= =0+ 00 n>t

La preuve de la récurrence (1.11.1)se fait de la fagon suivante : on prend 1’élément n.

n—1

m—l] fagons d’avoir des

Soit n forme un cycle réduit a lui-méme et par conséquent, on a [
permutations & (m — 1) cycles d’un ensemble & (n — 1) éléments. Soit il est contenu dans

2 CUTREN 2712 ) —1 3N .
un cycle non réduit & un seul élément et par conséquent, on a ["m } manieres d’obtenir des

11



1.11. Les nombres de Stirling

permutations & m cycles d’un ensemble & (n — 1) éléments et (n — 1) possibilités d’ajouter
n dans chacune de ces permutations. Le nombre total de ces permutations donne le nom-
bre de permutations en m cycles d’'un ensemble a n éléments. Par exemple le nombre de

permutations de {1,2, 3,4} ayant exactement 2 cycles est

(1)(234),(1)(243),(2)(134),(2)(143)
(3)(124),(3)(142),(4)(123),(4)(132)
(12)(34),(13)(24),(14)(23).

-

Définition 1.11.2 Le nombre de Stirling de seconde espéce, noté {:1} ,compte le nombre

Alors

de partitions de l’ensemble {1,2,3,...,n} en m sous-ensembles non vides (0 < m < n).

En d’autres termes, {:1} est le nombre de relation d’équivalence avec m classes sur un
ensemble & n éléments. Ou encore, le nombre de distribution de n boules discernables dans
m urnes indiscernables telle qu’aucune n’est vide.

Les nombres de Stirling de seconde espéce vérifient la relation de récurrence suivante :

{6} = don (1.11.2)
{np=m{" 3+ {00 > 1
On obtient une preuve combinatoire de la relation (1.11.2) en tenant compte de 1’élément
n : si cet élément forme un singleton, alors on a {;;__11} fagons de partitionner les (n — 1)
éléments restants. Si, d’autre part, I’élément n ne forme pas un singleton en lui-méme,
on a {”;Ll} possibilités de partitionner les (n — 1) éléments en m sous-ensembles, on a m
possibilités de placer n dans chacune des partitions possibles. Puisque le membre gauche
compte le nombre de toutes les partitions de {:L}, le résultat est prouvé.

L’ensemble {1,2,3,4} possede 7 partitions en deux sous-ensembles non vides

{1,2,3} {4} ,{1,2,4} {3} ,{1,3,4} {2} ,{1,3,4} {1} ,{1,2} {3,4} ,{1,3} {2,4},{1,4} {2,3}

On donne le tableau des premiéres valeurs des nombres de Stirling de premiére espéce

et de seconde espece :

12



1.11. Les nombres de Stirling

n\m |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |1

1 |0 1

2 |0 1 1

3 [0 2 3 1

4 10 6 11 6 1

5 |0 24 50 35 10 1

6 |0 120 274 25 8 15 1

7 |0 720 1764 1624 735 175 21 1

8 |0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

9 |0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

Table 1.9.1-Nombres de Stirling de premiére espéce

nm(0 12 3 4 5 6 7 8 9
0 |1

1 |01

2 |0 11

3 /013 1

4 o1 7 6 1

5 |0 1 15 2 10 1

6 [0 1 31 9 65 15 1

7 |0 1 63 301 350 140 21 1

8 |0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 |0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Table 1.9.2-Nombres de Stirling de seconde espéce

Proposition 1.11.1 (T.Arakawa, T.Ibukiyama et M.Kaneko[2]) Pour tout n,m € N ;| on a

(1)



1.11. Les nombres de Stirling

(2)

(3)

(4)

{:1} = <_73L!)mi(_1)l <?) " (1.11.3)
(5) :
(a;l—}yn - f{;}% (1.11.4)

Preuve. (1) On pose

On vérifie que a,, ,,, satisfait la formule de récurrence (1.11.1) , on utilise la formule de

récurrence (1.11.2), on obtient

{0} =0on
R N A N

R S A

Qp+1,m = Apm—1 + Nan m

Ceci implique que
Alors

Qui n’est autre que la formule de récurrence (1.11.1).

2) On utilise la méme stratégie. a savoir, on pose x" = anmT™ et vérifie que a,,..,
) 5 )

m=0
satisfait la méme formule de récurrence (1.11.2) pour n,m > 0, pour la condition initiale il

suffit de mettre (ap,, =0) , on a

2 = g™ —m)

oy = gL o™

14



1.11. Les nombres de Stirling

Alors

n+1
E Upp1m@™ = 2" = 22
m=0

n
= g Ay T T
m=0

n
= Zan,m(xm—ﬂ + ma™)

m=0
n+1 n

= E CLn,m—lmm—’_ E Tnan,mxm
m=1 m

=0
En comparant les coefficients de 2™ des deux cotés, on obtient la relation de récurrence
(1.11.2) , ici nous avons mis (a, -1 = apni1 = 0) .
(3) Elle est prouvé de fagon similaire & ce qui précede.

(4) On vérifie que le coté droit de (1.11.3) satisfait la formule de récurrence (1.11.2), on

le note par ., Il est facile de voir que pour n > 1 (apo =1 et a, o =0), pour n = 0 et

o.m = li:; (—1) (7) —(1-1)"=0

m>1ona

iy = (fn—_i);é: (—1) (”;) " % > (1) (m - 1) "

S (e

=0

= Op+1,m

(5) Tout d’abord, on note que le coté droit de (1.11.4) peut étre exprimé comme la

somme de n =0 (Sin < m, alors {"} = 0) On utilise (1.11.3) et avec un simplification on

15



1.11. Les nombres de Stirling

obtient

+o0

Elle peut également étre prouvé en écrivant (¢! — 1) /m! = Zamm%, et en vérifiant

que @y, satisfait la formule de récurrence (1.11.2). m

16
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Chapitre 2

Les nombres et les polynémes de

Bernoulli

2.1 Une approche naturelle pour dériver les nombres
de Bernoulli
Soient n € {1,2,...} et m € {0,1,2,...} . la somme de puissance S,,(n — 1) est définie par

Smn—1)=1"+2"+ .. +(n—-1)"

Il est bien connu que

So(n—1)=(n—-1), Si(n—1) =

17



2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

Lemme 2.1.1 (L.E.S.Coen[10]Nn,m € N on a

A i(m i 1) Si(n —1) (2.1.1)

- 2
=1

Preuve. On utilise la formule de binéme de Newton

m+1

1
(k+ 1) = Z(mj_ >k’ pour tout k € {0,1,2,...}

=0

Par la convention que 0° = 1

n—1 n—1lm+1
(k4 1)+ = ZZ(mH)kﬂ

k=0 k=0 =0
+1n1 m—+1 +1 Z
:<’” );k z(mz )2
0 =1 k=0

alors

n

mAl | omAl _ ~(m+1 S(n—1)+ S 1
S en ne (") + St

ce qui donne

:n+2m:(mj1)5i(n—1)

La relation (2.1.1) permet donner Sy(n — 1), S3(n — 1) ... Par exemple, En remplacant
m = 2 dans (2.1.1), on obtient Sy(n — 1)

18



2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

0 — = (i’) Si(n—1) + (;’) Sy(n — 1)

Il s’ensuit par une simplification des termes que :

Le lemme suivant montre que S,,(n — 1) est un polynome de n.

Lemme 2.1.2 (L.E.S.Coen[10])Soitn € {2,3...} ,m € {1,2,...} ,les sommes S,,(n—1) sont

des polynomes de degré m + 1 et de terme constant nul ainst on a la formule

m

Sm(n—1) =Y cpn™ (2.1.2)

Jj=0

Ou ¢, ; € R pour tout m € {1,2,...},j € {0,1,..m}

Preuve. La preuve se fait par récurrence, on a pour m = 1

Alors la relation est vraie pour m = 1

On supose que cette relation est vraie pour m < k et prouvons qu’elle est vraie lorsque
m=k+1

En remplagant m = k + 1 dans (2.1.1), on obtient

k+2
nt? —p = —l_ Si(n — 1)

= Z(k + 2) Si(n —1) + (k +2)Sk1(n — 1)

alors
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2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

1

Sera(n=1) = 7775

k2 i(k—;2)&(n— 1)]

i=1
Donc Siy1(n — 1) est aussi un podlynome de degré k + 2 et de terme constant nul. =

Lemme 2.1.3 (L.E.S.Coen[10])Soit ¢, ; € R,pour tout m € {2,3,...},j € {0,1,..m} les

sommes S,,(n — 1) sont définit par

m

Sm(n—1) =Y cpn™ (2.1.3)

Jj=0

les coefficients c,, ; satisfont les relations suivants

1
- 2.1.4
Cm,0 m+1 ( )
m—1
1 1
e = — (m+ )cz i Vje{1,2,...,m—1} (2.1.5)
m + 1=m j 7

1 |2 /m+1

Conm = — ———— P )es+1 (2.1.6)
’ m+1 — 7 ’

En outre, (2.1.4), (2.1.5), et (2.1.6) définissent les ¢y, ; uniquement.

Preuve. Les relations (2.1.1) et (2.1.2) donne

alors
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2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

m m—1
1 +1
n=> [ > m+ )cz-,kmmm“k + (m . )c“n]
=1 Lk=m—i !
m —1
m+1 1k m+1
. i,k—m—+1 " + . CiiN
;k: z( >c et Z t

=1

On échange la sommation sur k et la sommation sur i, la double sommation au dessus

est une sommation sur

A={(i,)) €eZxZ/1<i<mm—i<k<m-—1}

Apres interchangeabilité i et k on obtient un sommation sur

B={(i,j) e ZxZ/0<k<m—-1m—Fk<i<m}

alors
m—1 m m
1 1
™t —p = Z (m + >Ci,k—m+inm+1_k + Z (m + )c”n
k=0k=m—k t i=1 L
m—1 m m
1 +1 +1
=> > (m+ )Czk " E Z(m )cm m Z(m )cz,m
k=1k=m—k v i=m v i=1
m—1 m
m+1 -~ m+1
= Z ( ; )Czk m+znm+1 k—i—(m—I—l cm0+z< )sz
k=1k=m—k

alors
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2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

1
Crng = ——
Y 1
m—1
1

Cik—mi (m T )C’Lka , 1<k<m-—1

k=m—k

m—1 m+ 1
C’m,m(m—l—l)——l—Z( . )Cm’, 1§k§m—1
(3

Enfin, soit by, ; défini comme S,,(n — 1) = > by, ;n™ 177 | alors {b,, ;} satisfait (2.1.4) ,
j=0
(2.1.5) , (2.1.6) et par conséquent b, ; = ¢, ;. ®

Maintenant, on calcule plusieurs coefficients ¢,, ; au moyen des formules (2.1.4) , (2.1.5)

, (2.1.6)
On a
2 g 1, 1
Siln—1)=-n*— n,Sg(n—l):—n—én —i—én
alors
1 1 1 B
C1,0—2701,1— 2702,0—2702,2—6
On utilise le lemme (2,1,3) pour m = 3, on trouve
1 1 1 0
C = —.C = —— . C = — . C —=
3.0 = 42031 57 €32 = 7033
pour m =4
1 1 1 0 1
Ca0= —=,C41=—=,C40=—=,043=0,044= ——
4,0 57 4,1 27 4,2 37 4,3 y C4.4 30

Calculant c,, ; pour les premiéres valeurs de m et j, on obtient le tableau suivant
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2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

m=1§ -

m=2 } -4 }
m=3 & -4 4 o

m=4 L -t 4 o0 4

m=5 kb & 0 —h 0
m=6 4 b 1 o0 b 0 g
m=T kb0 <k 0 b0

Multipliant la premiére ligne par 2 ,la deuxiéme par 3 ...,la j°™¢ par (m + 1) ,on obtient

—1

N =

WIN o I~ O
(]

N Ot
w|; NN ojon wlor
o O o o ©

|
=~
e}
W o=
e}

En exprimant le tableau ci-dessus par affacturage supplémentaire, en utilisant des coef-

ficients binomiaux, on a

BIOGICS)

LM D=2 GG

L1 QD GE GO

LM D=2 G)E GO @) (-5

OO D= 6 O Q% ()0

O O (6 GO O-% OO @)

WO O O O OEn OO G (O

On vu un modele dans chaque colonne ot les nombres factorisés réveélent un élément

commun a chaque colonne j, on 'exprime dans la remarque suivante.

Remarque 2.1.1 le coefficient c,, ; a la forme suivant

1 m+1
= ‘ B 2.1.7
Cm.j m+1( 7 ) J ( a)
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2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

ou B; est un constant par rapport a chaque colonne j

On prouve que ’énoncé de cette remarque est vraie dans le théoréme (2.1.1) ci-dessous

Mais d’abord, on peut voir immédiatement que si ’observation est vraie, alors la forme

des coeflicients By, B1, Bs, ... est déterminé ,aprés avoir défini By = 1. En effet, en rem-
placant j = m dans (2.1.7a) et (2.1.6) impliquent que

m—1 .
1 1 1
(mj.L ) <Z+ )Bi+1
— 7 1+ 1 )

m-+1

1 1 1
(m—l— )Bm:_—
m m+1

par simplification, on a

m—1
1 1
R
m+ 14 1
Cela donne 'idée de la définition suivante de By, By, Bs, ... , qui sont appelés nombres

de Bernoulli..

Définition 2.1.1 Les nombres de Bernoulli By, B, Bs, ... sont les nombres rationels définis
par
1

m—1
m—+1
By=1, B, =—— , B; Vme{l,?2 .. 2.1.8
: m+1i:1(2) me{le,.} (219

En substituant la valeur de ¢, ; donnée par (2.1.7a) en (2.1.2), on obtient 'idée du
théoreme suivant, ce qui prouve que la remarque (2.1.1) est vraie, parce que les ¢, ; sont
uniques par le lemme (2.1.3).voisi quelque nombres de Bernoulli

By=1,By=—%By=%,B3=0,By=755,B5=0, ...

Théoréme 2.1.1 (L.E.S.Coen[10])Les sommes S,,(n—1) peuwvent étre directement calculées

par la formule

1 /m+1
Sp(n —1) = ———— Bynmt1=Fk 2.1.9

ou By, By, Bs, ... sont les nombres de Bernoulli.
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2.1. Une approche naturelle pour dériver les nombres de Bernoulli

Preuve. Par le lemme (2.1.3), il suffit de prouver que les coefficients

1 m—+1
Adpp = —— B
* m+1( k ) g

satisfont les formules (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6). soit m € {2,...} on a

1 1 1
dpmo = —— m By = ——
’ m+1 0 m+1

alors le coefficient d,, 5, satisfait la formule (2.1.4)
Soit j € {1,2,...,m — 1}, montrons que ces coefficients satisfont également (2.1.5), les

formules (2.1.8) et (2.1.9) nous donne

m—1
m+ 1 1 1+ 1
Biyim+1
(")) e

J

q 1 m+1B
T m 1\ g it m+1

On pose k =1+ 7 —m alors

1 1
_(mf )Bj:__
m+1 J

Apres simplification

)

X/ m+1 1 k—j+m+1
S (o) L (R Bijm+1
P k—j+m)k—j7j+m+1 t+j—m

1 = Jj+1
Bj=—— B;
! J+1;( i )

Ce qui est vrai par (2.1.8), alors le coefficient d,, j satisfait la formule (2.1.5)

montrons que ces coefficients satisfont également (2.1.6), les formules (2.1.8) et (2.1.9)

m—1
1 + 1
(") (e
1
=0

nous donne

Apres simplification
1

Bi=_——_
RVERPS

P+ 1
(j—i._ )Bi
i

Ce qui est vrai par (2.1.8), alors le coefficient d,,  satisfait la formule (2.1.6). m
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2.2. Somme des puissance d’entier a ’aide de I’algebre matricielle

2.2 Somme des puissance d’entier a ’aide de ’algebre
matricielle

Pour m impaire Beardon a prouvé que S;(n) divise S,,(n),pour m paire,Il a constaté que
Sin(n) est un polynéme de degré impaire de n ,mais n’est pas un polynéme de S;(n) et que
Sa(n) divise S,,(n) et le quotient est un polynéme de Si(n).

Beardon a rapporte que Faulhalber a connu ces conclusions ,Edward rappelé qu’il avait

appris les algorithmes de Faulhalber et qu’il avait montrer que

Sm(n) = Sa(n)(c1 + 2(S1(n)) + c3(S1(n))* + .. + ez (S1(n)) 2 1)

Pour m paire telque m > 3

m—3

Sm(n) = (S1(n))*(d1 + d2(S1(n)) + d3(S1(n))* + ... + dz(S1(n)) =)

les coefficients c¢; et d; depend de m.
Edwards a choisi de présenter les résultats en matrice pour m = 2,3, ...

Pour k =1,2,3,...,n,0on a

k(k +1)]™ — [k(k — D)™ = k™ [Z(l — (—1)) <m> km_i]

- 7
=1

oul— (—1)" égale a 2 si 7 est impaire et 0 si ¢ est paire

o)l
(e (2]

On ajoute la somme sur k£ dans les deux coté

26



2.2. Somme des puissance d’entier a ’aide de I’algebre matricielle

3

[F(k+ D" = [k(k = D" = [n(n + D]"

I
ke
ﬂ. 3
DO
1
/N
= 3
SN—
BN
[
3
L
_|_
7/ N
o3
N——
BN
[
3
.
+
+
N
3
|
—_
N——
o
3
s

m
=2 Som_(2;
(27 + 1) 2 (2J+1)(n)

=0
Pour dériver les polynomes paires, Edwards dévloppé k™ (k + 1)™ ™ — k™1 (k — 1)™, et
supprimé les puissances impaires en utilisant 'expansion de [n(n + 1)]™
On applique cette méthode pour
o+ PP = 2()8 <n>
3 -+ 1) =2 [()Ss(m) + (3 Sa(0)]
s+ 1)1 = 2[()S5() + () 5(m)]
5:[n(n+ 1)) =2[(7)S ( > (3)57(n) + () Ss(n)]
on a Sy(n) = 3n(n+ 1) exprimer S,,(n) comme un polynéme de n équivaut a exprimer
Sp(n) comme un polynéme de v = n(n + 1).
Maintenant on peut exprimé les coefficients des sommes des puissances impaires sous

forme matricielle

1 20 0 0 Sa(n)

S B 13 00 Ss(n)

u? 04 40 S7(n)

w 0110 5 So(n)

alors .

1 20 0 O S3(n)

ol u |, v 00 Ss(n)

u? 01 10 5 So(n)

La représentation matricielle des coefficients des sommes des puissances paires et donnée

par
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2.2. Somme des puissance d’entier a ’aide de I’algebre matricielle

Sy(n) 300 0 1
Si(n 15 0 0 u
4(n) _Yont 1)
Se(n) 2 05 7 0 u?
Ss(n) 01 14 9 u?
Si on pose
20 0 0 3 0 0 O
13 0 0 15 0 0
A: 7_B:
04 4 0 05 7 0
0 1 10 5 01 14 9

Edwards donne les formules pour chaque élément des deux matrices

pour A = (a;;)

(il
Y20 —g) + 1
pour B = (b;;)

b + :

ii = Qg4 . .

! ! 2(i—7)+1

En divisant les éléments dans chaque colonne de A par ’élément diagonale dans cette

colonne, et en divisant les éléments de chaque ligne de B par I’élément diagonale dans cette

ligne, on obtient

20 0 0 200 0 1000
130 0 0300 100
A: =
04 40 0040 0110
01105 0005 0 & 21
3000 1000 3000
1500 3 100 0500
B: =
05 7 0 0110 0070
01 149 0 21 0009

On note
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2.3. Approche de calcul des sommes des puissances par calcul intégral

2 000 3000
0300 0500
C: 7D:
00 40 01 70
0005 0009
donc
A~'C = DB
alors
At=pB'Cc!

Maintenant, on peut determiner S,,,1(n) a partir de S,,(n).

2.3 Approche de calcul des sommes des puissances par
calcul intégral

On considiére une approche contemporaine de la sommation des puissances des entiers qui
a été découverte par J.A. Johnson (1986). Cette méthode dérive les formules en utilisant le
calcul des polynémes. On commence par la définition suivante qui nous donne une relation

récursive.

Définition 2.3.1 On pose

T 1
fle) =2+ fa(@) = (1) | [0t = o [ fult)de| +a
0 0
Ensuite, on va prouver un théoréme, qui a été formulé a partir des résultats de
Johnson, qui nous donnera la connexion entre la fonction f,,(n) et la somme S,,(n).
Théoréme 2.3.1 (L.E.S.Coen [10]):le polynome f,,(n) satisfait la relation suivant

Jm(n) = Sm(n) =1"+2" + . +n™ (2.3.1)

pour tout n € {1,2,...} , m € {0,1,...}
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2.3. Approche de calcul des sommes des puissances par calcul intégral

Preuve. : La preuve se fait par récurrence, on suppose par induction que

fm(+1) = fu(2) + (x+ 1), fin(0) =0

pour tout m € {0,1,2....} ,x > 0.

Lorsque m = 0,la premiére équation devient : fo(z +1) =2+ 1= fo(z) + (z + 1)° pour
tout = € R,alors I’équation est vrai pour m = 0,s0it k € {0,1,...} on suppose que (2.3.1)
est vrai jusqu’a k et en montrant qu’elle est vrai pour m =k + 1.

Soit x € R, par définition de [y,

z+1

oo+ 1) = e = b+ 1) | [ A0t = @+ 1) [ uloyie] + o+ 1)

0
T

(k1) /fk(t)dt—x/fk(t)dt b

0

T

= (k+1) /ka(t)dt—]fk(t)dt—/lfk(t)dt +1

0

Il s’ensuit par la différenciation que

L feale+ 1)~ @) = (k+ D+ 1)
— d 1 k+1

Donc, il existe une constante ¢ € R telle que

fen(@+1) = fipa(r) = (@ + 1) =c, Vo eR

Lorsque z = 0,on obtient : ¢ = 0,alors

fir(@+1) = fra(@) + (@ + 1) vz e R (2.3.2)

Ce qui prouve ’hypothése pour m =k + 1
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2.3. Approche de calcul des sommes des puissances par calcul intégral

Soit m € {0, 1, ...} étre fixé,par la définition de f,,,on a f,,(1) = 1,D’autre part,S,,(1) =
1™ = 1,donc la conclusion de la théoréme est vrai pour n = 1,S0it k£ € {1,2,...} tel que

(k) = S (F).
On prouve que f,(k+ 1) = S, (k + 1),en possant x = k et m = k + 1 dans (2.3.2), on
obtient

f(k+1) = fu(kB)+ (E+ 1™

Par ’hypothese de 'induction, f,,(k) = S,,(k). Il s’ensuit que Sy, 11(k) = Sin (k) + (k +

1)™, alors

fm<k + 1) - Sm+1(k>

Exemple 2.3.1 On peut trouve la formule de S10(n) a partir de So(n) par cette nouvelle

méthode

fio(z) =(9+1) / fo(n)dt — x/fg(n)dt +x

A 1. 3. 7 1, 3
=10 O S S 6 Tt 2 )
/ (10 + 2 + 4 10 + 2 20

1
1 3. 7.1 3,
(10x) 10 t9 A t— dt
v /(10 R U T Lt Ut L K
0
Lo, L, 5 .\ 15, 5
Jf .',U ——I —X
=% t3% 6" 2" " 66
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2.4. Fonction génératrice exponentielle S(z) associe aux S,,(n — 1)

2.4 Fonction génératrice exponentielle S(z) associe aux
Sn(n—1)

Proposition 2.4.1 (R.L.Graham,D.E.Knuth et O.patashnik[1])Pourn fixé, la fonction généra-

trice exponentielle de la suite des sommes des puissances S,,(n — 1) est donnée par

1—e™
S(z,n) = 1o (2.4.1)
Preuve. On a par définition
+o00 m +oo n—1 m
N _ - — m_
S(zn) = Snln—1)— =3 > k"
m=0 m=0k=0
n—1
S
k=0
n—1
La somme Y e** compatible avec une somme d’une suit geométrique de raison e, alors
k=0
1 _ eTLZ
S(z,n) = 1o

2.5 Quelque propriétés associe aux nombres de Bernoulli
B,

Proposition 2.5.1 (R.L.Graham,D.E.Knuth et O.patashnik[1])La fonction génératrice ex-

ponentielle de la suite des nombres de Bernoullt B,, est donnée par

B(z) = — (2.5.1)

e —1
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2.5. Quelque propriétés associe aux nombres de Bernoulli B,

Preuve. Il sufiit de prouvé que (e¢* — 1) B(z) = z, le developpement de la fonction

r — ¥ — 1 en série entiére nous donne

(e" = 1)( %b n! Zm—i—l gb n!
+oo+oo
— m+1
_mZOnZOn' m—l—l—n)

S EC)

k=0

Pour m =0

0
1
Z(k)bk =by=1
k=0

Pour m # 0, la formule de récurrence (2.1.8) nous donne

S e

k=0
cela implique que
(e —1) ZB =24+0=z
on obtient le résultat
X om Z
B(z)=) b,— =

(2) ; n! -1

[ ]
Lemme 2.5.1 (¢7)
B, — (Z) By, Vne€{2,3,4,..) (2.5.2)
k=0

Preuve. En possant n =1 et m =n — 1 dans (2.1.9), on trouve

122 /n
Sn-1(0) = _HZ (k;) B, =0
k=0
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2.5. Quelque propriétés associe aux nombres de Bernoulli B,

Cela implique que

Théoréme 2.5.1 (R.J.Meirer[1}])
Bopi1 =0, n=123,.. (2.5.3)

Preuve. En remplgant z par —z dans (2.5.1) on trouve B(—=z) , et en soustrayant B(—z)

de B(z), on obtient

B(z2)—B(—2)= —— + ——— = —

e#—1 e*-1

B +°°B o +O°B (—1)”2’”
_nz:% ”H_; " nl

+o00 o
=) [1—-(-1)"By—
—~ n!

On transfére —z vers la gauche, aprés on développe la somme, on trouve

22 23
z+ OBO + 2231 + 0325 + 2335 4+..=0

Cela peut étre réécrite sous la forme

+oo 2 2n+1
1+ 2B 2By, 1———+— =10
( + 1)2—1-;:0 2 +1(2n—}-1)!

alors, on peut déduit que

1
Bl = —5 7B2n+1 = 0, n = 1,2,3,
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2.5. Quelque propriétés associe aux nombres de Bernoulli B,

2.5.1 Formule pour les nombres de Bernoulli impliquant les nom-

bres de stirling

Une formule exprimant les nombres de Bernoulli comme une somme finie impliquant les
nombres de Stirling du deuxieéme type a été connue au moins depuis Kronecker, qui est bien

définie dans le théoréme suivante.

Théoréme 2.5.2 (T.Arakawa, T.Ibukiyama et M.Kaneko[2])

B, = i% (n>0) (2.5.4)

— m+1

Preuve. La formule (2.5.1) peut étre réécrite sous la forme

n! 1—e*

i’anz” _ In(1—(1—¢%)

Le développement de la fonction z — __1n(1;z)

en série entiére, est donné par

In(1 — 2) f 2™

P B o] (2.5.5)

m=0

Si on remplace z par (1 — e®) dans (2.5.5) , on obtient

"ol L m 1)
c~ "nl = (m+1)
+oo

_ Z 1" m! (e —1)™

m+1 m!

En utilisant la relation (1.11.4), on obtient

+OOB P m m! X (n) 2"
; ”H_n;(_l) m+1n:m{m}m
S (o))
—\ = m—+1 n!

D’ou, on obtient le résultat par 'identification. m
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2.5. Quelque propriétés associe aux nombres de Bernoulli B,

2.5.2 Théoréme de Clausen et Von Staudt

Les dénominateurs des nombres de Bernoulli peuvent étre complétement déterminés
ceci est dii & Clausen et Von Staudt.plus précisément, la partie fractionnaire de B, est

donnée par le théoréme suivant .

Théoréme 2.5.3 (T.Arakawa, T.Ibukiyama et M.Kaneko[2]) Pour tout entier n > 1, B,

peut étre écrire comme

=1
B, = Z ’ + ¢, (¢, entier) (2.5.6)
p : premier
p—1/n

Ici la somme s’exécute sur tous les nombres premiers p telsque p — 1 divise n.

Preuve. L’énoncé est clairement vraie pour n = 1, soit n un est un entier pair supérieur
ou égal & 2, comme le numérateur de chaque terme % dans la coté droit de la formule
(2.5.4) est un entier , alors les seuls nombres premiers qui contribuent au dénominateur de
B,, sont les diviseurs de m + 1, il en résulte qu'un nombre premier p telque p > n + 1 ne
peut pas étre un diviseur du dénominateur de B,,.

On suppose d’abord que m + 1 soit un nombre composite m+1=ab, 1 < a,b<m :

Si a # b alors ab divise m! , et ainsi % est un entier .

Sia = bet2a < m alors a et 2a divise m! , et ainsi a> = m + 1 cela implique
que % est un entier .

Sia=bet2a >malors2a >m+1letm+1=a?>2a>m-+1 cela implique

a® = 2a,alors a = 2 dans ce cas m = 3 et ce terme apparait lorsque n > 3 (n est pair). En

utilisant I'identité (1.11.3)

0—-3+32"-3"

1— (—1)"=0[4]

est entier .

—nmm!{"}
Cela montre que — ==
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2.5. Quelque propriétés associe aux nombres de Bernoulli B,

En suit ,on suppose que m + 1 égal & un nombre premier p.comme p — 1 < n, il s’ensuit
de (1.11.3) que

-1 [p] sip—1 divise n
0 [p] sip—1mne divise pasn

La derniére congruence peut étre vue comme suit

p—1
Si p — 1 divise n, alors le fait que > I" = p— 1 = —1[p] suit du petit théoréme de petit
1=0
Fermat (i.e : [P~ = 1[p] si [ et p sont premier entre eux)

Si p—1 ne divise pas n. on choisie ¢ telque ¢ # 1 [p| (par exemple : une racine primitive

modulo p), lorsque [ execute de 1 a p — 1 alors ¢l mod p execute aussi de 1 & p — 1, ainsi on

a

Par conséquent

On peut conclu que
(=1)™m

Sim + 1= p,alors — +1{’”} est un entier si p — 1 ne divise pas n, mais si p — 1 divise

nmm{r} . . i .
n alors : ——=-"< n’est pas un entier mais la conguence ci-dessus montre quelle devient

un entier si on lui ajoute %. ]

37



2.6. Les polynomes de Bernoulli

2.6 Les polynomes de Bernoulli

Théoréme 2.6.1 (1)1 existe une unique suit de polynomes (A,), . de R[X] telle que

neN

Ag=1

Vn €N, A =nA,_,
(2.6.1)

1
Wn € N, /An(t)dt — 0
\ 0

Preuve. Le preuve se fait par récurrence, l'initiation étant triviale, En supposant que

la suit construire jusqu’a A,,_1, A, ayant pour dérivée le polynéme nA,,_; on a

T

A, = n/Anl(t)dt +en =0
0
Ou c,, est une constant, il rest a satisfaire la derniére condition

— n//Anl(s)dsdt +c¢, =0

00
1 ¢

=y = —n//An_l(s)dsdt

00

Cette constant étant parfaitement déterminée, le polynome A,, ainsi construit est unique.

Tout polyndéme vérifie les proprietes précédent s’appelle polynome de Bernoulli et on le
note généralement par B, (x).

Voici quelque polynémes de Bernoulli :

By(z) = By(z) = 2* — 223 + 22 — %
Bl(.T) =T — % B5(x) = $5 — 31'4 + g$3 (151'
By(z) =2 -2+ 1 Bg(x) = 2% — 32° + 2a* — 32% +



2.6. Les polynomes de Bernoulli

Bu(w) = o — 4a® + Ja Bi(w) = a7 — L% + Ta® — Lad + 1o
Proposition 2.6.1
Vn >2 B,(1) = B,(0) (2.6.2)

Preuve. Sachant que

n

Vn22,BMU—BM®—/f%mﬁ

on déduit de (2.6.1) que B/, (t) = nB,,_1(t) et que
1

BMn—BAm:n/Bwﬂmﬁzo

0

Proposition 2.6.2
VneN, B,(z)=(-1)"B,(1 — ) (2.6.3)

Preuve. On note
Qn=(-1)"B,(1-z)

On peut montrer que (@), oy Vvérifier les trois proprietés qui entrent dans la définition
des polynoémes de Bernoulli .

Comme il sont uniques, on en déduit

Proposition 2.6.3
Vp € N* | B2p+1(0) = ng+1(1) =0 (264)

Preuve. On applique (2.6.2) et (2.6.3), on a pour p > 1

Bapi1(1) = Baypia(0)
= (=1)*"'Byy11(0) = —Bap11(0)
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2.6. Les polynomes de Bernoulli

On en déduit
Bapy1(0) = Bypia(1) =

Théoréme 2.6.2 On a la relation suivant entre les nombres de Bernoulli et les polynomes
de Bernoulli

Vpe N, B, = B,(0) (2.6.5)

Preuve. On note B, = B,(0).
L’dentité (2.6.4) nous donne immédiatement que B, ; = 0 dés que p > 1.

Par une récurrence immédiate, on a, pour n € N

n' ’

B ( Bn_(x), car: B,(z) = nB,_k(x)

On déduit : Vn € N ,VE € [|0, n||

n! ,

En applique le dévloppement de Taylor de B,(z) en 0, On trouve

n—1
n
=B+ (k) By,
k=0

Alors, les suites (B),),cy €t (B,,) nen répondent aux mémes relations de récurrence et

by = Bj.elles sont égales. m

Théoréme 2.6.3 FEtant donné les premiers n nombres de Bernoulli ,l’égalité suivante est

satisfaite

B,(z) = En: <Z> By " (2.6.6)
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2.6. Les polynomes de Bernoulli

Preuve. 1l suffit de montrer que cette nouvelle formule de B, (x) satisfait les trois
proprieté qui sont trouve dans la définition (2.6.1)

1- En posant n = 0 dans (2.6.6), on trouve

Bo(l') = B() =1

2- Si on dérive (2.6.6) par rapport a x, on obtient

Comme (”;1) = 0, on obtient

~—(n-1
Bl (z)=n ( . )bkx"_k_l
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2.6. Les polynomes de Bernoulli

3-Si on integre (2.6.6) par rapport a x sur l'intervalle [0, 1], on obtient

1

/Bn dx-/Z() o'k dx

0
1

—Z( ) O/x"_kdx
2

)i
B n n! by,
_k k)K'(n—Fk)!n—k+1

(n+1)!
= by,
n+1 ;k‘n—k—i-l)

Ll (n—|—1)
=0

On déduit de la relation (2.1.8) que

n—=FkFk+1

S |l

= o

1

/ Bo(z)dz = 0

0
|

On peut exprimer B, (z) comme (B + z)" et B"* comme B,,_j, on trouve une nouvelle

identité dans la théoréme suivante.

Théoréme 2.6.4 (Z.1.Borevich,I.R.Shafarevich[11])Pour tout n € {1,2,3...}, la somme
Sm(n — 1) satisfait la formule

(m+1)Sp(n—1)=(n+B)"" -B™ m>1 (2.6.7)

Bz

Preuve. En utilisant le développent de la fonction z — e”? en série entiére, on obtient

+oo Zm +oo Zm

m _ m _ _(n+B)z _ Bz
Z(n +B) m) ZB m! € €
m=0 m=0

— eBz(enz _ 1)

42



2.6. Les polynomes de Bernoulli

Si on revenu d’exprimer B™ comme B5,,, on trouve

+o0o m
Bz __ (BZ)
© = z—:o m!

+00 Sm
=2 B
m=0 ’
Il s’ensuit de (2.5.1) que
e (2.6.8)

Il s’ensuit aussi de (2.4.1) et (2.6.8) que

+00 m+1 nz
z e —1
BY" — B™ _
mE_:O((n—l_ ) )(m+1)! e 1
+oo m+1
=D Suln- )” |
m=0 m
+oo LmA+1
= m+1)S,,(n—1
3 m e+ Dsnln =y

On obtient le résultat par I'identification

(m+1)S,(n—1) = (n+ B)™* — pm*!

Proposition 2.6.4 (R.L.Graham,D.E.Knuth,O.patashnik[1])La fonction génératrice expo-
nentielle de la suite des polynomes de Bernoulli B, (x) est donnée par

ZGIZ

er —1

B(z,z2) =

(2.6.9)

Preuve. On a par définition

400 n

z

B(z,z) =) Bu()—
n=0 ’
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2.6. Les polynomes de Bernoulli

Les relation (2.4.1) et (2.6.6), donne

+oco n n
B(z,z) = ZZ <Z) ka"*k%

n=0k=0
+00 n _ —
Bkzk " k. n—k

Ce qui achéve la preuve. m

Proposition 2.6.5 (voir[12],[13]) Pour tout x € R, les polynémes de Bernoulli vérifient

les identités suitvantes

1)

2)

3)

4)

Preuve. 1)-On a lidentité

Bu(z+y) = (k> By(x)y" ", n>0
k=0
m—1 k

1-n

B = —). > >
m (M) ZB(LE—l—m) n>0,m>1
k=0
e(x—i—l)z ez e
zez_l—zez_l—ze
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2.6. Les polynomes de Bernoulli

En appliquant la relation (2.6.9) et en utilisant le dévloppement en série entiére de la

fonction z — e, on obtient

+o0 n
z
> (Bulw +1) = By(w) =7 = ze™
m=0 ’
+oo 4
— x_zn—f—l
n!
m=0
B i’i (n T 1)$nzn+1
B = (n+1)!

+o0 o
= E nz" !
n!
m=0
D’ou par identification

B,(z+1) — B,(z) = na"*

2)-En remplagant = par x + 1 dans (2.6.3), on trouve

By(~2) = (—1)"B,(z + 1)

D’aprés la formule (2.6.10), on obtient

3)- Cette identité est prouvée comme suit
On applique la relation (2.6.9) en remplacant = par z+y et aprés en utilisant le développe-
ment en série entiére la fonction z — e¥?, on obtient

+oo n (z4y)=
z ze
0 n.

e —1

Zea:z
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2.6. Les polynomes de Bernoulli

Par identification on obtient le résultat

B+ =3 (3 Beto

k=0

4)- On applique la relation (2.6.9) en remplagant x par x + %, on obtient

(z+£)z
ze\TTm
Yoo 9% -2
m n' e —1
2€"% ks
= em
e —1
Maintenant,on fait la somme sur k£ dans les deux cotes,pour £ =0,1,2,...m — 1
m—14o00 S et? m—1 .
> Bl 4 ~ n' = IZem (2.6.14)
k=0n=0 k=0
m—1
La somme ) em © compatible avec une somme d’une suit geométrique de raison ew , alors
k=0

m (2.6.15)

m—1-+oo
< ze™” e —1
DD Balrt+ )= =
mn' e —le?r/m —1
k=0 n=0
ZeCCZ
ez/m — 1

En remplacant x par mx et z par z/m dans (2.6.9), on trouve

p e Ny
%;Bn(x + E)ﬁ = ng_UBn(mx) -

+o0 n

= ;mlan(mx)%
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2.7. La relation entre les nombres de Bernoulli et la fonction zéta

2.7 La relation entre les nombres de Bernoulli et la
fonction zéta

Le théoréme suivant a pour objet est de présenter une formule entre la fonction zéta

Riemann et les nombres de Bernoulli.

Théoréme 2.7.1 (1)On dispose d’une formule simple déterminant z aux entiers pairs posi-
tifs, faisant intervenir les nombres de Bernoulli.

En effet, pour tout ¢ > 1

(2m)*
(=1)7712(29)!

Preuve. On définit la suite (f;),>1 par : Vo € (0,27, fo(x) = Bay(5%), f, étant

((29) = Bay. (2.7.1)

2m-périodique.

fy coincide avec un polynéme sur [0, 27| donc y est continue.

Et lign_fq(x) = By,(1) = By,(0) = f,(0) = f,(27) donc f,est continue en 2.

Parx;;périodicité, fqest continue sur R. Par construction, elle est également de classe
C! par morceaux.

Alors les condition de dirichlet sont vérifier et la série de Fourier de f, converge donc
uniformément vers f,.

Aussi, soit x € R; 3k € Z,Jy € [0,27[,y = = + 2k7, ainsi

ful@) = fo(y) = Bay(5-)

(—1)%Bs(1 — %) = f,(2mr —y) = f,(—x) , donc f, est paire.

On a donc

+oo
Vg > 1,Vz e R, f,(z)= % + Zahqcos(k‘x).
k=1

Sik=0

1

2T
1
Qo,q = ;/fq(t)dt = Q/qu(U)du =0 telque 27u =1
0

0
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2.7. La relation entre les nombres de Bernoulli et la fonction zéta

Sig=1let K#0

2 ™
arq = ;/fl(t) cos(kt)dt
0

= E/BQ(QL) cos(kt)dt

™ ™

20/t 1
e Y (- t)dt

7'('/ (47r2 27 - 6) cos(kt)

0

2 t2 t 1\ sin(kt) 17 [
= — — - — 4+ = | ——=dt| —

T [(47r2 27 M 6> k L /

0
1 [t ,
0

() )

t 1\ sin(kt)
— - — dt
(2%2 27T> k

1 11
= _ﬁ _E + %/COS(kt)dt
0
1 1 [sin(kt)]"
ok mE2 Ok,
!
w2k
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2.7. La relation entre les nombres de Bernoulli et la fonction zéta

Sig#letk#0:

27
1
= ;O/fq(t) cos(kt)dt

= Z/ng(u) cos(2rku)du telque : 2mu =t
0

) { [BQq@)—Si“g;k“)} 1_ /1 2quq1(u)—Sin<227:;ku>du}

1
(29) .
= —QH Boy—1(u) sin(2mku)du
0

. _2% { {ngl(u) (—cos (2mku) )} / 20 — 1) Bay_»(u) (W) du}

0

—_

_ QQE;jZ —1) /qu o(u) cos(2mku)du  (car : Bgy—2(1) = Bay—2(0))
0
_ 52924 —1)
=2 @rk)? e
1 (29)(2¢—1)x ...x4x3
_ Loy 20 1A,
1 (29)! 1
_ (_1)q 12% (car k1 = T2k2 )
Donc N
B = a1 (29)!
fu(x) = ;( 1) 2(27rk)2q008(m)
En particulier
11712 (2¢)1=X 1
B = f4(0) = ( )(27T)2q< 0 ;@
171 2(2¢)!
D’ou le résultat 2%
(g = — 2,
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2.7. La relation entre les nombres de Bernoulli et la fonction zéta

Proposition 2.7.1 (1)Soit ¢ > 1 .5i q est impaire , alors by, est possitif.Au contraire, si q

est pair, alors by, est négatif.

Preuve. En appliquant (2.7.1) et pour s > 1, ((s) est clairement positif. =
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Chapitre 3

La représentation probabiliste des
polynémes de Bernoulli,polynéomes d’

Euler et polynéomes de Gegenbauer

On étudie dans ce chapitre des résultats obtenus par P.Sun[15] expriment la représentation
des polynémes de Bernoulli , polyndémes d’ Euler et les polynome de Gegenbauer par le
moment d’ordre n de certain variable aléatoire. Par ces résultats, on peut prouver des
relations entre ces polyndomes généralisés on utilise les outiles probabilistes comme ceux de
H.M.Srivastava, A.Pintér[19].

On peut retrouver dans [15],[16], et [19] les identités et les propriétés donnés ci-dessous.
D’abord, on définit le polynéme d’Euler et le polynome de Gegenbauer par leurs fonctions
génératrices , pour le polynéme de Bernoulli, leur fonction génératrice est déja définie dans

le chapitre précédent .

Définition 3.0.1 On définit les polynomes d’FEuler et de ceux de Gegenbauer par leurs

fonctions génératrices

+oo
t" 2el”
E,(2)— = 3.0.1
S a2 s
—+00 mn
e (2)— = (1 — 2tz + %) (3.0.2)
n=0
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3. La représentation probabiliste des polynémes de Bernoulli,polynémes d’ Euler et
polynoémes de Gegenbauer

Théoréme 3.0.2 (P.Sun [15])Soit L, Lo, ..., Ly, .. une suit des variables aléatoires i.d.d
~ L(0,1), on a

1 n

B,(z)=FE ('L’Le +z— 5) ,n>0 (3.0.3)
1 n

Eu(x)=E <¢L0 tr— 5) >0 (3.0.4)

tells que les variables aléatoires L., Lo sont donné par

I :fﬁ I ZS#
© Lokr 0 (k- D)m

Preuve. la relation (1.6.1) montre que la fonction caractéristique de la v.a Ly /2km est

donné par

)= ——
0 (gm)

G|

étant donné que Ly, Lo, ..., L,, des variables aléatoires symétriques i.i.d ~ L(0,1), alors

la fonction caractéristique de L. est donné par

o0 =11 [(%}H

k=1

-1

On utilise la relation (1.10.2), on trouve

t/2
sinh(t/2)
_ t/2

[el/2 — e=1/2] /2
tet/?

et —1

ér.(t) =

Par définition, il est connu que

or.(t) = E(c"")

X (it
e

n=0
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3. La représentation probabiliste des polynémes de Bernoulli,polynémes d’ Euler et

polynoémes de Gegenbauer

alors
400 n
= E(il.)"— (3.0.5)
—~ n!
Les relations (2.6.9) et (3.0.5) donnent
+oo n t/2
o te Hz—1/2)
§Bn(m)a =S xe

’VL

- et 5 (- 3) ]

_ ; (}; <Z) E(il,)" <:c - %) H) ;—n‘

+oo n
1 tm
=NE (z’Le+x——) r
n=0

2 n!

On obtient par identification

1 n
Bu(x)=F (z’Le +x— 5)

De maniére similaire on peut prouver (3.0.4)

la relation (1.6.1) montre que la fonction caractéristique de la v.a Lg/ (2k — 1) 7 est

donné par

(%Lfkm(t) = . 2
((Qk—l)ﬂ) +1

(et

., L,, des variables aléatoires symétriques i.i.d ~ L(0,1), alors
la fonction caractéristique de Ly est donné par

o[ o

k=1
La relation (1.10.1) donne

-1

étant donné que Ly, Lo, .

-1

1
cosh(t/2)
B 1
o [et/2 - et/2] /2
2615/2
et +1

(bLo (t) =
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3. La représentation probabiliste des polynémes de Bernoulli,polynémes d’ Euler et
polynoémes de Gegenbauer

Par définition, il est connu que

O1,(t) = E(e"™)

n=0
alors
+00 n
Oro(t) = Y _B(ilo)" (3.0.6)
n=0
Les relations (3.0.1) et (3.0.6) donnent
oo n t/2
3 By (z) = 26 a1
— n! et +1

n=0
400 o0 n
) " 1 tm
n=0 n=0 ’

On obtient par identification

Bule) = B (Lo + o - _)"

Théoréme 3.0.3 (P.Sun [15])Soit X,Y deux variables aléatoires i.d.d ~ I'(a, 1), (ou o > 1)

on a
n

Co(z) = %E [(:16—1—\/x2 -DX+(x—Vva2-1)Y| , n>0

Preuve. Par la relation (3.0.2), on trouve

> Co(a)(it)" = (1 —2(it)x — %) °

—Q

= [1—ite+VaT=D] 1 it - Va1t
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3. La représentation probabiliste des polynémes de Bernoulli,polynémes d’ Euler et
polynoémes de Gegenbauer

Soit X, Y deux variables aléatoires i.d.d ~ I'(a, 1), ou o > 1, alors la fonction caractéris-

tique des variables aléatoires X, Y est donné par
Ox(t) = oy (t) = (1 —it)™" (3.0.7)
On obtient de (3.0.2)et(3.0.7) que

ZC“ = ox((z + Va2 = D)y ((z — Va2 = 1)t)

_ E(eit(;t+\/x2—1)X)E<€it($—\/a:2—1)Y)

Puisque X, Y deux v.a indépendent, alors

+oo
ch(l,) (’Lt)n _ E<6it(x+\/1:2—1)X€z't(:1:—\/x2—1)Y)

On utilise le développement en série entiére de la fonction exponentielle, on obtient

S ety - (3o GtV DY) G it ﬁ)y)n)

. = %(;((H\/?) ; “((x— (;f"_ k>1'>Y>”k> ( t)”)
_F : <ki_0 (Z)((HM)X) (z — VaZ = DY)" ’f) “3 )
_ +OZ%E ((z+ Va2 =1)X + (2 = Va? 1)Y>n (it)"

Par identification

C(zx) = %E ((a: + Va2 -1D)X + (z — Va? - 1)Y)n

Lemme 3.0.1 la variable aléatoire L. suit la loi logistique ayant une densité définie par

fr.(z) = gsec h*(mx)
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Preuve. Soit L, une variable aléatoire suit la loi de laplace alors la fonction caracteris-

tique de Ly et donné dans (1.6.1) par

1
14 ¢2

bri(t) =

Ly
2k

t
¢ 1 (t) = dr, (ﬂ)

(o)

Soient Ly, Lo, ..., L,, .. une suit des variables aléatoires i.d.d ~ L(0, 1), on peut déduire

alors la fonction caracteristique de

¢r.(t) =¢ = (1)

Ly
27k
k=1
—1
fil (L)
N 21k
k=1
t/2

i 2
t/2
t/2| | [1+ (ﬁ) :|
k=1
Finalement, on peut déduire

br. (1) = %sinhl(t)

En regardant a la fonction caracteristique de la v.a L., on peut déduire que L. suit la

loi logistique. m

3.1 La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes

généralisé de Bernoulli et ceux d’Euler

H.Srivastava, C.Vignat [16] fournit des preuves probabilistes dans des relations entre les
polyndmes généralisés de Bernoulli et ceux d’Euler d’ordre o (a € C) de degré n en x, qui
ont été prouvés par H.Srivastava, A.Pintér[19] analytiquement.

D’abord, On définit les polyndémes généralisés de Bernoulli et d’Euler par leurs fonctions

génératrices.

56



3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Définition 3.1.1 Pour un paramétre o (o € C), le polynome généralisé de Bernoulli

B (x) et le polynome généralisé d’Fuler Ey(ba)(x) sont définis par

et —1

o +oo
t "
( ) et = E bea)(x)m (|t| < 2m;1¢:=1) (3.1.1)

n=0

et +1

( 2 ) ewt:ZE}f)(x)ﬁ (Jt| < ;1% := 1) (3.1.2)

n=0

il est claire que d’aprés les identités (2.6.9), (3.0.1), (3.1.1) et (3.1.2) pour tout n € N

Bi(x) = Bn(x), ET%L(l’) = En(v)
BY(x) = () = "

Proposition 3.1.1 Pour tout n € N les polynomes généralisés de Bernoulli vérifient les

identités suivantes

1)

- n
BY ) (x+y) = ( k) BW(x)BY, (y) (3.1.3)
k=0
2)
B (z+1) — B®(2) = nB7Y(2) (3.1.4)
3)
B(x +y) = (Z) B (y)a" (3.1.5)
k=0

Preuve. 1) On utilise la relation (3.1.1), en remplacant « par o + 3 et = par = + ¥y, on

obtient

+o0 m t at+f
ZB(oHrﬁ) (x4 y)— = e@ty)t
—" n! et —1
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Par identification, on obtient le résultat.

2) On utilise la relation (3.1.1), on obtient

+oo n +oo m +00 tn
S+ DY - Y B = 3 (B0 1) - )
n=0 n=0 n=0

+oo (1) thrl
= n+1)B*"
> ) B Mgy
+oo
a—1 "
= ZBV(LA )( )m
n=0

d’ou le résultat.

3) On pose = 0 et on échange x et y dans (3.1.3), on obtient le résultat. m

Proposition 3.1.2 Pour tout n € N les polynomes généralisés d’FEuler vérifient les identités

suvantes

1)

ot N (Y @) oy o)

B e 0 = 30 (1) B @ (3.16)

2)
EX(z +1) + E(2) = 2BV (2) (3.1.7)

3)
E(z +1y) = 2 (/{:) B (y)z"* (3.1.8)

4)
Bl (z) % E%(x) + <Z) EX(x) (3.1.9)

k=0

5)

= % Balo)+ 3 (Z) Fi() (3.1.10)
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Preuve. 1) On utilise la formule (3.1.2), en remplagant o par a + 3 et x par = + y, on

obtient

+o0 tn 2 CY+/B
ZE(aJrﬁ) (z+y)— = < ) e+t
" n!
n=0
a B
— 2 ezt 2 eyt
et +1 et +1
o X #n

S EOWES B W

n=0 n=0

oo (1 o () EP, ()]
AR ELCLAE

n=0 k=0

Par identification, on obtient le résultat
2)-En combinant ZE @)y £ et ZE @z +1 2 et en utilisant la formule (3.1.2), on

obtient

+o0 +oo

a tn o tn 0% (0%
> Bz + o+ > Ef )(‘”)E =Y (E@(z+1)+ EY(2)) —
n=0 n=0

+o0 1
= ZQE,(LO‘_U@)—
—~ n!

d’ou le résultat.
3) On pose 5 = 0 et on échange x et y dans (3.1.6), on obtient le résultat.
4) la relation (3.1.7) donne

1 [e% «
3 [EX)(2) + B2 (v 4 1)] (3.1.11)
On échange x et y, et on pose y = 1 dans (3.1.8), on trouve

EP@+1) =Y (Z) E)(z) (3.1.12)
k=0

Alors les formules (3.1.11) et (3.1.12) donne directement le résultat.

5)-On pose a = 1 dans (3.1.9), on obtient le résultat. =

Srivastava et Pintér trouvent 'identité suivante
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Théoréme 3.1.1 (H.Srivastava, A.Pintér[19]) Pour tout o € C et n € N, on a lidentité

suivante
n

B (x4 y) = Z(Z) [B( '(y) + ];B(O‘ Yy )} E,n_(2) (3.1.13)

k=0
Preuve. Tout d’abord, en remplagant de maniére appropriée par (3.1.10) dans le coté

droit de (3.1.5), on obtient

n

B ) = 530 (1) 800 | Erate) + ("B

:-Z( )BW B, i(z) +

En inversant 1’ordre de sommation sur k et sur j, on obtient

N | —
3
[en)
N
> 3
~_
=3
L
S
M
=
N
3
.|
7
~_
1S
=

n

B0 =53 (1) w e + 53 () E@X ()i e

k=0
En posant z =1 et n — n — j dans (3.1.5), on trouve
I (n
(a) — - () :
B ) = 53 (1) BBt + Z() v+ DES()

Ou, de maniére équivalente

n

B ) =53 (1) [0+ B0+ 0] B

k=0
Finalement le résultat est obtenu grace a (3.1.4). m
Maintenant, nous posons une représentation probabiliste pour le polynéme généralisé de

Bernoulli par le moment d’ordre n.

Théoréme 3.1.2 Soit {Lgk)} une suit des variables aléatoires i.d.d suit la loi logistique
1<k<a

de paramétre 0 et % , et {Lék)} une suit des variables aléatoires i.d.d suit la loi sécant
1<k<a

hyperbolique, on a

— ( —%)) (r € Ry € N;n € N) (3.1.15)

( —1—2 @L )) (x e Rya € Nyn € N) (3.1.16)
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Preuve. La preuve se fait par récurrence, pour a = 1 on retrouve (3.0.3), on suppose
que la relation est vraie pour n et prouvons qu’elle est vraie pour n + 1.

On a d’aprés l'identité (3.1.1)

> tn £\
(a+1) A xt
Someey = () e

n=0

les identités (2.5.1) et (3.1.1) donne

0 4 oo m oo 4

(a+1) e s «a M
E B, (m)n‘ = E Bnn! E Bn(x)n!
n=0 n=0 n=0

On peut trouver d’aprés les relation (2.6.5) et (3.0.3) que

B, = n(O)

— E L(a+1) 1
2

Telle que LY une variable aléatoire suit la loi logistique de parameétre 0 et 5- puis les

variables aléatoires L.’ ), L,(f), ey L sont indépendants, ceci implique que

23,&&” ZE (ZL@“) ) R‘ZE (:c + Z ( ))n i—n'

EE Qe e 5 ) s

. k . . , . .
Puisque {LE3 )} une suite des variables aléatoires i.d.d, alors on a
1<k<a+1

n k o n—=k n

ZB ot (g nZoE Z(") <¢L§ﬁ+1) - %) <x + ; (z’Lg’“) - %)) %
o a+1 " tn
n=0 )

On obtient par identification l'identité (3.1.15)

De maniére similaire on peut prouver I'identité¢ (3.1.16) m
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Lemme 3.1.1 Pour a € N, soient {Lgk)} ,{U,(Bk)} deux suites des wvariables
1<k<a 1<k<a

aléatoires telle que Lgk) suit la loi logistique de parameétre O et % et U gc) suit la loi uniforme

[0,1] avec 1 < k < a, et que les variables aléatoires Lél), Lg), ...Léa), Ug), U](32)..., U](;) sont

indépendants, pour tout fonction entiére ¢ et pour tout x € C
(0% 1 (6%
r(k) _ * (k)
; (Hz (10~ 1)+ 3w )
k=1 k=1
(k)

en outre, soient {L[()k)} ; {U (k) } deux suites des variables aléatoires telle que L
1<k<a 1<k<a

E = (). (3.1.17)

suit la loi sécante hyperbolique et Ugc) suit la lov de Bernoulli avec 1 < k < « et que les
variables aléatoires L(()l), L(()Q), ...L(()O‘), U](;), Ug)..., ng) sont indépendants, pour tout fonction

entiére o et pour tout v € C

(w1 ()
90(93+Z<2L0 —§>+ZUE>

k=1 k=1
Preuve. Puisque ¢ une fonction entiére alors il suffit de vérifier par exemple pour

(3.1.17) que

E =p(z). (3.1.18)

:a;,’l’b

«a ‘ 1 « i n
5 ( 30 (im0 - 3) v >>
k=1 k=1

Ce résultat peut étre facilement dérivé en utilisant la fonction génératrice des moments

coresponde aux variables aléatoires Z (iLgk) - %) et ZU ék).
k=1 k=1

étant donné que {Lgk)} est une suit des variables aléatoires i.d.d, alors {z’Lgk) — %} est
1<k<a 1<k<a

une autre suite des variables aléatoires i.i.d, ceci implique que

(0% 1 (07
e t iL(k)——) =1lc (t

) 1 est une fonction génératrice de la v.a iL® — 5, En utilisant la formule (1.7.2)
2

exp (tg (iL((f) _ %))] _ (et t_ 1)& (3.1.19)

«

De maniére similaire, on obtient la fonction génératrice de la variable aléatoire E U é ),
k=1

_ (et - 1)& (3.1.20)

E

Oud

5%

on obtient

E

qui est donné par

E

exp <tZUék)>
k=1
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

Il s’ensuit de (3.1.19) et (3.1.20) que

o e (55 20 ) o5 -

En multipliant les deux cotés par €%, on obtient

« 1 «
exp (t (a: + Z (ilék) — 5) + ZUék))>] = ¢el*
k=1 k=1

On utilise le développement en série entiére de la fonction exponentielle, on obtient

E

E

+oo

+0co ,pn & a " n
E ;% (x > (z’Lé’“’ ~ %) + ;UE’“)) = ;%x”
on peut déduire que
fﬁE (x + i (iL(k) - 1) + iU(k)>n = fﬁx"
n:On! k=1 ’ 2 k=1 7 n=0n!

Finalement, on obtient le résultat par identification.

De maniére similaire on peut prouver (3.1.18). m

Lemme 3.1.2 ¢ et ¢ deux fonctions entiéres, si pour tout x € C

Elp(x+2)] = E[(Y (x+ 2))]

avec

alors

e
Preuve. Par exemple, si 7 = ZU gc)’ Le résultat qu’est affirmé par cet lemme est
k=1

obtenu par le changement suivant

= 1
ToTt Yy (ngk) —5)
k=1
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3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

en utilisant lemme (3.1.1), on obtient

A ( +> (it - 1) + ZUJ;”) = ¢ ()
L k=1 k=1

E (¢ <x £y (i1 - 1) + iUé“) = ()
L k=1 k=1 J

Alors notre preuve de ce lemme est achevé. m
H.Srivastava, C.Vignat [16] découvre une autre approche pour prouver 'identité (3.1.1)

consist des outiles probabilistes.

3.1.1 La preuve probabiliste du Théoréme (3.1.1)

En supposant d’abord que o € N, on remplce les variables = et y dans (3.1.13) par
x+Ug et Y+ ZU g’“)
k=1

respectivement. En utilisant 'identité (3.1.15) espérance mathématique du coté gauche

de (3.1.13) est

E (B,(f‘)(x +Up+y+ ZUE’“B) —E(@+y+Up)

k=1

1 n 1 n
:§($+y+1) —|—§(a:+y) (3.1.21)

La méme opération est effectuée pour le coté droit de (3.1.13), en appliquant lemme
(3.1.1) et en utilisant I'identité (3.1.15) pour le premiére terme, on obtient

n

n o -
> (1)t (v 3008 Bt o
k=1

k=0

n « a k
—E kz (Z) (y +) <¢Lgk> - %) + ;%’”) a"

k=1

E

= (z+y)" (3.1.22)

64



3.1. La preuve probabiliste d’une relation entre les polynémes généralisé de Bernoulli et
ceux d’Euler

En appliquant aussi lemme (3.1.1) et en utilisant I'identité (3.1.15) pour le second terme,

on obtient

n n o a
E (k)QB,i Dy + Y U E, iz + Ug)

k=0 k=1

1d - (n) ( ! ( (k) 1) = (k) —k
=353 Y+ 1Ly — - +ZUB z"

2dyk:0 k k=1 2 k=1
_1d (@\"
=5 E (v 08) ]}

1d 1 . .
=3d ?[(x—i-y—i—l)(ﬂ) ($+y)(+1)]}

1 n n
=3 (z+y+1)" —(x+y)"] (3.1.23)

En combinant (3.1.22) et (3.1.23), on obtient (3.1.21), par I'application de 'assertion du

lemme (3.1.2) la preuve sera achevé.
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Conclusion et perspectives

Le sujet de notre travail a été consacré a I’étude des nombres et polynémes de Bernoulli
est ses généralisations par deux approches, classique et probabiliste.

Tout au long de ce mémoire, nous avons énonces dans le chapitre un quelques résultats
sur les lois de probabilités, les nombres de Stirling, les séries formelle,..

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons donné la définition des nombres et polynémes de
Bernoulli, ainsi des propriétés élémentaires.

Dans le chapitre trois, nous avons présenté de nombreux résultats en détaillons les dé-

monstrations par les deux approches, analytique et probabiliste.
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