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RESUME

Le théoréme de factorisation de Weierstrass affirme que chaque fonction entiére peut étre
représentée comme un produit (éventuellement infini) impliquant ses zéros. Le théoréme peut

étre considéré comme une extension du théoréme fondamental de I'algébre.
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INTRODUCTION

Le théoréme de Weierstrass affirme que chaque fonction entiére (une fonction entiére est une
fonction holomorphe définie sur tout le plan complexe exp : €7, Zn: apz", sin z, cos z,...) peut
étre représentée comme un produit (éventuellement infini) impligignt ses z&ros.

Le théoréme peut étre considéré comme une extension du théoréme fondamental de I'algébre,
qui affirme que chaque polynéme P(z) = a,2" + ... + ag, avec ag, a,, # 0, peut é&tre factorisé

en facteurs linéaires sous la forme

J=1

P(z) = anH(Z —zj) = ag H(l - Z_Z]>

ou 21, ..., 2, les zéros de P.

Nous considérons la question de savoir si des fonctions entiéres avec une infinité de zéros
peuvent étre écrites comme des produits infinis d'une maniére similaire.

Le petit théoréme de Picard dit qu'une fonction entiére non constante prend toutes les valeurs
complexes une infinité de foi sauf une au plus.

Weierstrass a montré que pour toute fonction entiére f d'ordre fini p et s'annulant sur les

nombres complexes a,, # 0, il existe un polynéme P(z) et un entier ¢ tels que |'on ait
= z
f(2) = 2 T B(=q
(- [I#(;0

22 Zn
avec E(z,q) = (1 — z)e*T ot

Ce mémoire se compose de trois chapitres :



Dans le premier chapitre, aprés un bref rappel sur les propriétés de fonctions holomorphes et
en particulier les fonctions entiéres d'une variable complexe, nous introduisons le matériel de
base nécessaire pour le développement de la factorisation des fonctions entiéres.

Le deuxiéme chapitre est consacré la convergence d'un produit infini et le résultat principal de
ce mémoire théoréme de Weierstrass pour les produits infinis

soit f(z) est une fonction entiére, supposons qu'elle posséde des zéros en ay, as, as, ...

avec 0 < |a1| < |ag] < |ag| < ...

et lim |a,| = oo. Alors en peut exprimer f(z) sous la forme du produit infini
n—oo

z

1 pn)

! z
= O T 1—— A
f(z)=2z"e 11 Jexp (an+ —|—pn -

ol g(z) est une fonction entiére et (p,) est une suite d'entiers positives.




CHAPITRE 1

RESULTATS PRELIMINAIRES ET
MATERIELS

1.1 Fonctions holomorphes

Définition 1.1.1 (Limites) Soit f est une fonction a valeurs complexes définie dans un

voisinage de zo € C, zy exclu, la définition habituelle donne

lim f=L&Ve>0,3a>0,t.qg 0<|z—2|<a=|f(z)—L|<e

Z2—Zo

Définition 1.1.2 (Continuité) On a

f continue au point zy < lim f(z) = f(20).

Z—20



1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Définition 1.1.3 (Dérivation) Soit f définie dans un ouvert Q) de C contenant z, on a

f dérivable au point zy < lim M
Z—20 z — ZO

= ['(20)-

Définition 1.1.4 (Fonction holomorphe)

f holomorphe dans Q2 ouvert de C < f dérivable en tout point de €.

Théoréme 1.1.1 Soit f une fonction complexe définie sur un ouvert €2 de C telle que
P = Ref et Q = Imf. Alors f est holomorphe sur ) si et seulement si f et de classe C! et
vérifie les équations de Cauchy-Riemann

op _0Q 0@ _ _oP
or oy’ oxr Oy’

Théoreme 1.1.2 Si f est holomorphe dans un ouvert Q) alors P = Ref et Q = Imf sont
des fonctions harmoniques dans Q) (c'est-a-dire sont de classe C* et vérifient I'équation de

Laplace Au = % + 3272‘ =0 dans (.)

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un ou-

vert Q et I' une courbe fermée simple orientée incluse dans ) ainsi que son intérieur, alors

Jp f(z)dz = 0.

Théoréme 1.1.4 (Formule de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un domaine
D contenant une courbe simple fermée I" dont I'intérieur A\ est inclus dans D alors, pour tout

point a de A, on a

f@=g [ 12

2w Jr 2z —a

dz




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Théoréme 1.1.5 Si [ est holomorphe dans un domaine D contenant une courbe fermée

simple " dont I'intérieur A est inclus dans D, ses dérivées successives en un point a de A sont

) =g [ A

- 2im z —a)"tl

données par

Théoréme 1.1.6 (Développement en série de Taylor) Toute fonction holomorphe dans
un domaine D est développable en série entiére autour de tout point zy de D, le développement
étant convergent dans le plus grand disque centré en z, et inclus dans D. Les coefficients a,,

du développement sont donnés par la formule

_ 1 f(u)
Ay = %/F (u — ZO)anu

Théoréme 1.1.7 (Inégalités de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un domaine
contenant l'origine, M (r) le maximum de | f| sur le cercle |z| = r inclus dans D, alors, Vn € N,
_ I

onar”la,| < M(r), ot a, = ——.

Théoréme 1.1.8 (Principe du maximum) Si f est holomorphe dans un domaine D et
sur sa frontiére et n'est pas constante, le maximum de son module dans le domaine et sur sa

frontiére est atteint en un point de la frontiere.

Définition 1.1.5 (Fonction entiére) Une fonction holomorphe dans tout le plan complexe

est dite une fonction entiére.

Proposition 1.1.1 L’ensemble des fonctions entiéres est identique a celui des séries entiéres

dont le rayon de convergence est infini.




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Théoréme 1.1.9 (Théoréme de Cauchy-Hadamard) Le rayon de convergence R d’une

série entiére a coefficients complexes >~ a,z" est donné par :

— =lims NS
7 = lim up |a,|

n—oo

Théoréme 1.1.10 (Théoreme de Liouville) Si f est une fonction définie et holomorphe

sur tout le plan complexe, alors f est constante des lors qu'elle est bornée.

1.1.1 Points singuliers isolés.

Etudions les points en lesquels est violée I'holomorphie des fonctions. Commencons par les

plus élémentaires de ces points.

Définition 1.1.6 On dit qu'un point zy € C est un point singulier isolé d'une fonction f s'il
existe un voisinage pointé de zy (i.e. un ensemble {0 < |z — zo| < r} si zy est fini ou un

ensemble { R < |z| < 0o} si zy = 00) dans lequel f est holomorphe.

On distingue trois types de points singuliers selon le comportement de f lorsque z tend vers

un tel point.

Définition 1.1.7 On dit qu'un point singulier zy d'une fonction f est
1. artificiel ou éliminable silim,_,, |f(z)] = A < 4o0;
2. un péle silim, ., |f(z)| = +oc;

3. essentiel si f ne posséde ni une limite finie, ni une limite infinie lorsque z — z.




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

sin z

Exemple 1.1.1 Le point z = 0 est un point singulier éliminable pour la fonction ceci

découle du fait que pour z # 0 on a le développement suivant :

sin 2 22 N 2
z 31 50
d'ou il s'ensuit que lim, o *22 = 1.

z

Exemple 1.1.2 Les fonctions f(z) = Zl , o0 n > 0 est un entier, présentent un péle au

n

point z = 0.

Exemple 1.1.3 Le point z = 0 est un point singulier essentiel de la fonction f(z) = ex, car
lorsque, par exemple, z = x tend vers 0 suivant l'axe réel, les limites a droite et a gauche

sont distinctes (la limite a droite est égale a l'infini, la limite & gauche, a 0); la fonction

1 .. ’ .. . . ’ . . .
ez = cos i —isin i, n'admet pas de limite lorsque z = iy tend vers 0 suivant 'axe imaginaire.

Remarque 1.1.1 // peut de toute évidence exister des points singuliers non isolés. Par exemple,

1

sin T
z

la fonction

présente des péles en z = %(n =+1,42,...), donc z = 0 est un point singulier

non isolé qui est un point d’accumulation des péles.

Exemple 1.1.4 La fonction

+oo
f(z):ZZQn:1+22+z4+z8+... (1.1.1)

n=0
présente des points singuliers de nature plus compliquée. D'aprés la formule de Cauchy-
Hadamard, la série (1.1.1) converge dans le disque {z : |z| < 1} et par suite la fonction

f est holomorphe dans ce disque. Elle tend vers I'infini lorsque z tend vers 1 suivant |'axe réel,

donc le point z = 1 est un point singulier de f. Or
fEA) =142+ 28+ . = f(2) - 2%,

donc f(z) = 2% + f(2?) tend aussi vers l'infini lorsque = tend vers —1 suivant un rayon du
disque. De fagon analogue, f(z) = 2* + 2* + f(2%), donc f — +oco lorsque z — =i suivant

un rayon du disque. D'une facon générale,

f(z2) =22+ .+ 2% + (27,




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

pour tout n naturel, donc f — +oo lorsque z tend suivant un rayon vers tout point « dyadique
»z= ek'%, (k=0,1,...,2"—1) du cercle. L'ensemble des points « dyadiques » étant partout
dense sur le cercle {z : |z| = 1}, tout point de ce dernier est un point singulier de f. Donc f

posséde toute une ligne composée de points singuliers non isolés (une ligne singuliére.)

Théoréme 1.1.11 ( Laurent.) Soient D C C un domaine contenant la couronne C (r, R)

(centre z,, rayons r et R, avec 0 <r < R) et f : D — C une fonction holomorphe. Alors

+oo
f(z) :Zan(z—zo)", r<|z—z| <R (1.1.2)
ou
o= [ SO 4 (1.1.3)

©2mi c, (€ — zo)Mtt

C, désignant le cercle de centre z, et de rayon p(r < p < R) parcouru dans le sens positif.

Définition 1.1.8 La série (1.1.2) dont les coefficients sont définis par les formules (1.1.3)
s'appelle série de Laurent de la fonction f dans la couronne C,,(r, R). L'ensemble des puis-
sances positives s'appelle partie réguliere de cette série, celui des puissances négatives, partie

principale .

La nature d'un point singulier isolé z = z; est étroitement liée a celle de la série de Laurent
de la fonction dans un voisinage pointé de z (nous dirons plus briévement série de Laurent

au voisinage de a). Pour les points finis z, ce lien est exprimé par les trois théorémes suivants.

Théoréme 1.1.12 Un point singulier isolé zy € C d'une fonction f est éliminable si et

seulement si la série de Laurent de f au voisinage de zy ne contient pas la partie principale :

—+00

F(2) = an(z = z)" (1.1.4)

n=0
Remarque 1.1.2 En prolongeant f par continuité au point zy, i.e. en posant f(z)) =
lim,_,,, f(z), on obtient une fonction holomorphe en z, (c'est-a-dire z — =z, on élimine
la singularité en z). Ceci justifie le terme de « point éliminable ». Nous conviendrons dans la

suite que ces points sont réguliers et non pas singuliers pour la fonction étudiée.

Théoréeme 1.1.13 Un point singulier isolé a € C d’une fonction f est un pédle si et seulement

si la partie principale de la série de f dans un voisinage pointé de z, ne contient qu’'un nombre




1.2. FONCTIONS ENTIERES

fini de termes non nuls :
flz) = Z an(z —29)", m>0. (1.1.5)

Théoréeme 1.1.14 Un point singulier isolé z, d’une fonction f est essentiel si et seulement
si la partie principale de la série de Laurent de f dans un voisinage pointé de z, contient une

infinité de termes non nuls.

Remarque 1.1.3 Ce théoréme est en fait déja contenu dans les théorémes 1.1.12 et 1.1.13
(si la partie principale contient une infinité de termes, le point zy ne peut étre ni éliminable,
ni un péle, si zy est un point singulier essentiel, la partie principale ne peut ni pas exister, ni

contenir un nombre fini de termes).

Théoréme 1.1.15 (Théoremes de Picard)

1. Le petit théoréme de Picard dit qu'une fonction entiére non constante prend tout nombre

complexe comme valeur, sauf peut-étre un.

2. Le grand théoréme de Picard dit qu'une fonction holomorphe ayant une singularité
essentielle prend, sur tout voisinage de cette singularité, tout nombre complexe une

infinité de fois comme valeur, sauf peut-étre un.

Remarque 1.1.4 Le « sauf peut-étre uny dans ces énoncés est nécessaire, comme le montrent
les exemples suivants. La fonction entiére z — e° (I'exponentielle complexe) ne s'annule pas.
Elle posséde méme une singularité essentielle en I'infini (c’est une fonction transcendante). La
fonction z — e'/* est un exemple de fonction ne s’annulant pas avec singularité essentielle

bornée (au point 0).

1.2 Fonctions entiéres

1.2.1 Deéfinitions de base

Dans ce qui suit f(z) = >, arz" désigne une fonction entiére transcendante c'est-a-dire

ayant un nombre infini de coefficients a; non nuls.




1.2. FONCTIONS ENTIERES

Définition 1.2.1 (Le module maximal) Soit f une fonction entiére. et soit r > 0. On

définit le module maximal sur le cercle |z| = r, par

M(r, f) = max{|f(2)| : |2| = r}. (1.2.1)

Remarque 1.2.1 D‘apreés le principe du maximum, nous avons

M(r, f) = max{|f(2)] : || <7}

De plus M (r, f) est une fonction strictement croissante si f est non constante.

Exemple 1.2.1
M (r,cosz) = r|n\ax]cos z|
z|<r
Puisque
2
cosz=1-— 5—1—..., |z| < o0,
alors
NS
|COSZ’\ —|—7+T+
Donc
P2
| cos z| < 1—|—§+E+... = coshr.
Par suite
67’ +€—T
| cos z| < —g 2] < 7.
En remarquant que
‘ e +e "
cosir =
2
On déduit que
M (r,cosz) = cre
2
De méme
M(r,sinz):e _26 , M(r,e*) =e

10



1.2. FONCTIONS ENTIERES

Définition 1.2.2 (Ordre) L ordre p d'une fonction entiére f(z) non identiquement nulle, est

défini par

_ loglog M (r, f) . log log M (r, f)
p = lim sup = lim sup
r—o0 log log M (1, e*) 00 log r

Exemple 1.2.2 S/ f(z) =cosz on a

M = =
(r,cos 2) 5 e 5
Comme
-1 14e—2"
loglog M (r,cosz) log T(l T (log 5 ))‘
logr B logr ’
il vient que
_ 872'r
' log (1—1—7’ 1<log1+T>>
p:hmsup<1+ >:1,
r—300 log r

Définition 1.2.3 (Fonction méromorphe) Une fonction méromorphe est une fonction ho-
lomorphe dans tout le plan complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés

dont chacun est un péle pour la fonction.

Remarque 1.2.2 Toute fonction méromorphe peut s'écrire comme le rapport de deux fonc-
tions entiéres (dont celle du dénominateur n'est pas identiquement nulle); les péles de la

fonction correspondent aux zéros du dénominateur.

Des exemples de fonctions méromorphes sont :

. . 3_
Exemple 1.2.3 Toutes les fonctions rationnelles comme ;Jrg%

sin(z)
G—1)2

e?

Exemple 1.2.4 les fonctions <, tan(z),

ou méme la fonction gamma d’Euler et la

fonction zéta de Riemann.

Des exemples de fonctions non méromorphes sont :

Exemple 1.2.5 Toutes les fonctions algébriques (non rationnelles) (ex. : \/z) et plus géné-

ralement toute fonction présentant un point de branchement algébrique ;

11



1.2. FONCTIONS ENTIERES

Exemple 1.2.6 Toutes les fonctions ayant un point de branchement logarithmique (ex. :

log(z));

12



CHAPITRE 2

FACTORISATION DES FONCTIONS
ENTIERES

2.1 Produits infinis pour les nombres complexes

Définition 2.1.1 Soit {z,} une suite de nombres complexes, et nous écrivons p, = [[ z
pour désigner le niéme produit partiel de {z,}. Si p, — p comme n — oo. Nous disons que

le produit infini existe et désignons la limite par

p =limp, = ﬁzl
1

Si p, ne tend pas vers un nombre fini ou p, — 0, alors nous disons que []}° z; diverges.

Exemple 2.1.1 Déterminez la convergence de (14 1)(1 — 3)(1+3)....

13



2.1. PRODUITS INFINIS POUR LES NOMBRES COMPLEXES

On défini
(1+1)1—=3)A+3)...(01—2%), npaire
Pn =
(1+1)(1—=3)A+3)..(1+1), nimpaire.
(1+1)338.. 2L =1 n paire;
(1+1)z38. gn=2ntl — 1 4 10 pimpaire.

D’ou p,, — 1, lorsque n — oo, et nous concluons qu’en

(1+1)(1 - %)(1 4 %) _1

Notez que nous avons également

1 1 i —1)"
I+ 11 - ) +3) = g (1 - (T)) .

A partir de I'exemple 2.1.1, nous voyons que le dernier chiffre 1 — (_—i)" du produit partiel p,

tend a un comme n — oo. Ceci est vrai en générale.
Iy =i
"

observation, il sera plus commode pour nous de considérer le produit infini de la forme

Pour supposer p, — p, alors z, = — % =1 comme N — oo. Au vu de cette

[I°(1+a,) oua, — 0 commen — oo si le produit infini converge. Nous prouvons maintenant

un critére de convergence fondamental.

Théoréme 2.1.1 Le produit infini [ [°(1+a,,) est convergent si et seulement si, étant donné

e > 0, il existe un N > 0 tel que
(1 + aps1).(14+am) — 1| <e

pour tout m >n > N.

Preuve 2.1.1 Supposons

o0

[[a+a)=0p

1

Soit p,, le niéme produit partiel de
(e.@)

H(l + ai)v

1

alors p,, est une suit de Cauchy dans C. Autrement dit, étant donné ¢ > 0, il existe un N tel

14



2.1. PRODUITS INFINIS POUR LES NOMBRES COMPLEXES

que
p|
nl > 5
|| 5
et
p|
n_m<_
|Pn — D €5

pour tout m > n > N. Donc

Pm 1
1+aps1)...(1+a,) — 1| =|P, ——1’—
(0 @) (1 @) = 1 = R P2 1)

1
:|pm_pn|
’pn‘
p| 2
< E—— =¢€
2 |p|

pour tout m > n > N, comme demandé.

Inversement, supposons que 1 > € > 0, il existe un N tel que pour m > n > N, nous avons

@—1 < €.
Pn
Soit
Pk
P = —
N

pour tout K > N et N fixe, alors
l—e<|p,] <l4+e<2.

Notez que I'hypothése équivaut a
P

; < €.
Pn

C'est-a-dire

D, — Pl < €lp)| < 2

pour tout m > n > N. Donc {p),} est une suite de Cauchy. Alors {p,,} est une de Cauchy et
converge en C.

Si tous les a,, sont positifs. Alors nous avons

Proposition 2.1.1 Supposons que tous les a,, > 0. Alors

prod(1 + a,)

15



2.1. PRODUITS INFINIS POUR LES NOMBRES COMPLEXES

converge si et seulement si ) a,, converge.

Preuve 2.1.2 Supposons que
[T +a

converge. D'aprés

a;+ ...+ a, < (1+ay)...(1+a,)

nous concluons immédiatement que

Za" < 00.

Inversement, puisque

14+a<e®

pour toute a > 0, donc

(1+ay)...(1 + a,) < e?t-ton,
Ainsi
[T +a)
converge.
Définition 2.1.2 On dit que le produit infini [[(1 + a,) est absolument convergent si le

produit [[(1 + |a,|) converge.

Nous rappelons de I'exemple 2.1.1 que le produit infini

1 1
A+1)(1 =1+ 3)--

n'est pas absolument convergente. Cependant, I'inverse est certainement vrai.

Théoreme 2.1.2 Si [[(1 + |ay|) converge, alors [[(1 + a,) converge.

Preuve 2.1.3 Méthode | :

Le résultat découle immédiatement de I'observation que
(14 ans1)-(T 4+ am) — 1| < (1 + |ang1])...(1 + |am|) — 1,

est par le théoréme 2.1.1

16



2.1. PRODUITS INFINIS POUR LES NOMBRES COMPLEXES

Meéthode 11 :
Soit p, = [[1(1+ a;) et P, =[] (1 + |ai]). Alors

Pn — Pn—1 = (1 + al)(l + an—l)aTw
P,— P, 1 =1+ |a1])...(1 + |an_1])|anl,

et

‘pn _pnfl‘ S Pn - Pnfl-

Depuis P, — T[7°(1 + |a;

), ona> 5(P,— P_1) =P, — Py converge.
Mais alors > (p; — pi—1) convergente aussi absolument par I'inégalité ci-dessus.
D’ou la limite

prod(1 + a,)

existe.

Théoréme 2.1.3 Un produit [[(1+a,,) est absolument convergente si est seulement si > a,,

converge absolument.

Preuve 2.1.4 Si

o0

H(l + |an|)

1

converge alors
>_lanl

doit converger d’aprés la proposition 2.1.1. L 'inverse découle également de la proposition 2.1.1.

On en déduit immédiatement que

Proposition 2.1.2 Le produit [[°(1 + a,,) converge si la somme > (" a,, converge absolu-
ment.
Nous passons ensuite a I'énoncé "si [[(1 + a,) = p, alors Y log(1 + a,) = logp". tient 7 ici

log p est le logarithme principal

Proposition 2.1.3 Si > log(1 + a,) converge, alors [[(1 + a,) converge. Si [[(1 + ay,)
converge, alors > log(1 + a,,) converge vers une branche de log ([[(1 + a,)).
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2.1. PRODUITS INFINIS POUR LES NOMBRES COMPLEXES

Preuve 2.1.5 Soit .
Sp = Zlog(l + a;)
1

alors I'hypothése implique que
Sp — Zlog(l + a;) = s,
1

disons, comme n — oo. Autrement dit

H(l +a;) =€ > e’ n— o0
1

[e.e]

H(l + CLZ') =e°.

1

Supposons maintenant que
p= H(l + a;)
1
converge. Soit

Alors nous devons avoir

log& —0
p

comme n — oo. Nous le décomposons comme
Pn )
log— = S,, — logp + h,(271).
p

Puis

log 1% — log % =log(1 + any1) + (hng1 + hy)2mi.

Mais le cété gauche a tendance a zéro en tant que n — oo. Enregistrez également

log(1 + ant1) — 0 comme n — co. Ainsi
hn—i—l - hn =0

pour tout n suffisamment grande. Qu'il en soit ainsi h.

18



2.1. PRODUITS INFINIS POUR LES NOMBRES COMPLEXES

Puis

sp —logp + h(27mi) = log Pn 0.
p

Cest

sp — S =logp — h(2mi)

qui répond a la question posée auparavant la proposition.

Enfin, nous donnons un critére pour le produit absolument convergent

[T +a)

en terme de

Zlog(l + a;).

Théoréme 2.1.4 T[;°(1+a;) converge absolument si et seulement siy_{° log(1+4a;) converge
absolument.
Preuve 2.1.6 Le résultat découle immédiatement du théoréme 2.1.3 et du limite

lim log(1 + 2)
z—0 z

= 1.

Il suffit d’afficher
Z | log(1 + a;)|

et
Z |ail

un converges et diverges ensembles. Les détails sont laissés au lecteur.

Exemple 2.1.2 1. [] (1 + n%) converge chaque fois que o > 1.
1

- 2\ _1
2. 111 <1 - m) —_— §.
3.
= T 400, x>0
[T(1+2)=
1 n 0, x<0
4. [J(1 + 2™) est absolument convergent pour tout |z| < 1.

5. 5i " a, converge également, alors [[(1 + a,,z) converge absolument pour tout z. par
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2.2. PRODUITS INFINIS POUR LES FONCTIONS

exemple

converge absolument.
6. Si > a, et |a,|?* sont convergentes, alors [[(1+a,) est convergent, (Indice :log(1+
an) = an + O(|an|2))

7. Supposons as,_1 = \/;—1?, Aoy, = n;ﬂ + #1 + Wﬂ—“ Alors T](1 + a,,) converge,

mais > a, et > a’ et les deux divergent.

8. Si a,, est réel et > a, est convergent, alors le produit [[(1 + a,) converge ou diverge

vers zéro selon que >~ a? converge ou diverge respectivement.

2.2 Produits infinis pour les fonctions

Il n'est pas difficile de voir que les principaux résultats de la section précédente peuvent étre
généralisés a un produit infini de fonctions.

Soit G une région de C, et f,, une suite de fonctions analytiques défini sur G.

Théoréme 2.2.1 Soit f,, C H(G) et > {° | fu| converge uniformément sur toutes les feuilles

compactes de G. Alors le produit infini

[T+ )

converge uniformément a une fonction analytique f sur G, i.e. [[°(1+ f,) = f € H(G). De
plus, f a un zéro a ceux -ci, et seulement les points de G auxquels au moins un des facteurs
est égal a arre L’ancre d’un tel zéro est fini et est égal a la somme des ordres vanish auquel

ces facteurs.

Preuve 2.2.1 Soit K tout sous ensemble compact de G. Etant donné que

> Il

converge uniformément sur K, il existe un M > 0 tel que >~ " | f,.(z)| < M pour tout z € K.

Ainsi, pour tout n € N, on a

A+ AR ... A+ ]fu(2)]) < i@+ () M
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2.2. PRODUITS INFINIS POUR LES FONCTIONS

Pour tous z € K. Fixer .
=T +1fz)
1
Alors
Po(z) = Poa(2) = (L + [f1(2)]) . (L + [ faa(2)]) | fn(2)]
< M fu(2)]

pour tout n > 2 et tout z € K. D'on

MZU; )| < e

Pour tout z € K. On en déduit donc
[T+ £() - @+ fi2)
1

converge uniformément sur K. Mais H(G) est complet, donc

H +fz 1+f1( ))

est analytique et d'od [[]°(1 + fi(2) est analytique sur K. Mais K est arbitraire,

donc .
T+ £()

est analytique sur G.

Puisque
> 1 fal2)] < o0

pour chaque z € K, il existe un N € N tel que

Z|f@ ’<_
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2.2. PRODUITS INFINIS POUR LES FONCTIONS

pour tout n > N. Supposons maintenant que z € K et f(z) = 0. Il s’ensuit que

o0

I a+ fiz) #0

N+1

sur K et donc le ordre de zéro est égal a la somme des ordres de ces facteurs

(e [T(1+ fi(2)
nulle.

Remarque 2.2.1 // est clairement d'aprés la preuve du théoréme 2.1.4 que la _ |fi(2)| et la
> |log (1 + fi(2)) | convergent et divergent ensemble. Pouvons-nous reformuler le théoréme

2.2.1 de telle sorte que I'hypothése > | f;| < oo est remplacé par

Z |log(1 4+ fi)| < oo.

Il ressort que les deux conditions sont utiles dans les applications.
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2.3. FACTORISATION DE WEIERSTRASS

2.3 Factorisation de Weierstrass

Supposons f qu'il soit entiére et non disparaissant. Ensuite, nous pouvons écrire f comme
e9 ol g est une fonction entiére. Si f n'a qu'un nombre fini de zéros (peut étre répété)

21,22, ..., Zn, disons, alors

(z —21) (2 — 2p)

est entiére et ne disparait pas. Ainsi nous avons

Une question naturelle est pour représentation pour f comme ci-dessus lorsque f a un nombre
infini de zéros. Nous pouvons également considérer la question ci-dessus comme un probléme
d'interpolation : Etant donné z;, 22, ...2,, ... €t wy, Wa, ..., W,, ..., on trouvons une fonction
entiére f telle que f(z;) = w; pour i = 1,2,3,.... Si w; = 0 pour i = 1,2, ..., alors notre
question devenir un cas particulier du probléme d'interpolation.

Ainsi, une estimation naturelle d'une réponse de |'interpolation est la fonction

F(2) = 2me ﬁ (1 - zi) .

1

Mais on ne sait pas si une telle fonction existe puisque le produit infini peut diverger. D'apres

la proposition 2.1.2, ] (1 — f) converge si
]_ 7

Tl -mzl

est convergent pour chaque z. Donc si 2, = n?, puis

MR R PERE

et ainsi f a la forme factorisée ci-dessus. Weierstrass a pu créer un facteur de production

z
Zi

1

“n

convergent appelé facteur primaire de sorte qu'une factorisation de f existe toujours eu égard

a la sépence z,.

Définition 2.3.1 Soit p > 0 est un entier. Nous définissons les facteurs de Weierstrass

23



2.3. FACTORISATION DE WEIERSTRASS

principal par

22 28 zP .
{ (l—z)exp(z—i-?—i-g—l—...—i—;),pz1,

11—z, p = 0.

Théoréme 2.3.1 ( Théoréme de factorisation de Weierstrass ) Soit {a,} est une suite de
nombres complexes avec lim a,, = co. Alors il existe une fonction entiére f avec f(a,) = 0

pour tout n et f a un zéro 3 z =0 d'ordre m > 0. En réalité, f est donné par
— 9 TT B ~
fe) = ene T e ()
= 1 [/ z\™
— ,mu9(2) 1_i £ =
zve H( an) exp lan%—.. +pn (an) ]

n=1

ou g(z) est une fonction entiére et {p,} est une suite d’entiers positives pour laquelle

pour chaque r > 0.

Remarque 2.3.1 (i) p, = n — 1 satisfait toujours I'hypothése. I'idée est de choisir {p,}

aussi simple que possible.

(ii) La factorisation ci-dessus a déja pris en compte la multiplicité des {a,, }

Lemme 2.3.1 Soit p est un entier positif. Puis
(i) |Ep(2) = 1| < |2+ sif2] < 1,
(i) |log E,(2)| < 25 |z[PT, si|z] < & etk >1;

(iii) |Ey(z) — 1| < 6|z[P*!, si |z| < 3.
Preuve 2.3.1 (i) Nous développons Ep en une série de puissance
o0
E,(z) =1+ Z apz®
1
ou tout ay, ce qui est réel. Différencier les rendements des deux cotés

E(z) = Z kapz*~! (2.3.1)
1
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2.3. FACTORISATION DE WEIERSTRASS

Mais le cété gauche est égal a

2
E'p(2)=[1-2)A 42+ 2>+ ...+ 2271 — 1exp <z + % +..+—=

:[(1_Zp)_1]exp(z+%2+...+%).

En comparent les coefhicients de 2.3.1 et 2.3.2, on en déduit que
ag=..=a,=0

et ap < 0 pour le reste de k.

Donc pour |z| <1,

o0
E CLka
o0
k
Ap+k+1%
0

[e.9]
< JzP* Z |@psry1]
0

Ey(z) — 1] =

— ‘ZP+1|

oo
= — |z Zap+k:+1 = [z
0

Puisque
0=E,(1) =1+ a

p+1

et donc

Z\ak| :—Zakzl.
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2.3. FACTORISATION DE WEIERSTRASS

(ii) Puisque
22 2P
|log E,(2) = log(l—z)+z+?+...+g‘
22 2 P
= (—Z—E—...)—FZ‘FE—{— +;
— | = 1 p+1 1 Zp+2
p+1 p+2
1 1 1
< 2P —— + —— 2| + 22—|—...>
< [l <p+1 p+2| | p—|—3| |

<[P+ 2] + ]2+ )

1 1
<[P {1+ -4+ S+ ) =
|z (+k+k’2+ )

(iii) Par la définition de E,(z),

22 P
|Ep(2) — 1] = ‘(1 — z)exp <z—|— 5 4o+ E) _ 1‘

_ |2[p+1 . Mias . ,
“\p+1 p+2

52
<pa7“1 —z=exp (—z T ))

<expl|z[PTHL + |2 + 2P+ ..)] — 1

1
= exrp (|Z|p+11_—|z|> — ].

< exp(2lz[Ptt) — 1

< 2|z|P eap(2]2PT). e — 1 < we"pourx > 0

< 2[z|Ptte! < 6z|PT.

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme 2.3.1

Preuve 2.3.2 Soit {a,} étre la suite donnée de nombres complexes telle que a,, — oo comme

n — oo. Ainsi étant donné toute |z| = r, nous peut trouver un N > 0 tel que

la,| > 2r,
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2.3. FACTORISATION DE WEIERSTRASS

ou alors

N —

Qn,

pour |z| < r. Ainsi lemme 2.3.1 donne

5(2) e

Pourn > N et |z| < r. il résulte de I'hypothése que la somme

> pn+1 r pn+1
< _
()

Qn

> (Bylz/an) = 1)

converge uniformément et absolument sur tout sous-ensemble compact de B(0,7). Le théo-

réme 2.2.1 implique que le produit infini

[[E(z/an)

converge vers une fonction analytique dans B(0,r). Mais r est arbitraire, donc c'est en fais
une fonction entiére.

Supposons que ce soitf une fonction entiére avec des zéros données par a,,, alors
(e,
FITT B (2/a0)
1
est sans zéro. On peut donc trouver une fonction entiére g tel que

£(2) = 270 ] B, <ai)

ot m > 0 est un entier.

Il est facile de voir que I'on peut toujours trouver la suite p,, par choisir p,, = n — 1. Depuis

) <Y (5) <+

pour chaque r. Ceci compléte la démonstration du théoréme.

r pntl

Qn

Cette alternativement, on peut prouver le théoréme en appliquant le lemme 2.3.1 (ii). On

choisit k > 1 et N si grand que |a,| > kr pourn > N et |z| <r.
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2.3. FACTORISATION DE WEIERSTRASS

z k
log E — —_—
s ()] <0

Choisir a nouveau p, = n — 1 implique que le

Ainsi
z

pntl 2 1 pn+1
Sk (E) '

Qn,

> llog By, (2/ay)|

converge uniformément. La discussion dans la remarque aprés le théoréme 2.2.1 montre que

oo
115 (/au)
1
converge vers une fonction entiére. Vous pouvez remplir les détails a titre d’exercice.

Remarque 2.3.2 Notez que certains garrot.... : Soit a, étre sequence de nombre complexe

avec lim a,, = 0o, alors il existe p,, telle que la suite f est une fonction entiére

f(z) = 2med) ﬁ E,, (ai)
1 n

Ou g est une fonction entiere.

C'est parce que nous pouvons toujours obtenir |'estimation, donc

z 1pn+1
E, |—)—-1<6|=
()= )

Par conséquent, toute séquence entiére non négative croissante p,, fera converger

> 1B (2/an) =1

uniformément.

Proposition 2.3.1 Supposons que G est un art ouvert et {f,} C H(G) que f =[] fa
converge en H(G). Puis

(@) f'=3 (f,g I1 fn>

k=1 nk
o
4 — Jk

) § =54

Sur tout sous-ensemble compact K C G fourni f # 0 sur K. (voir Conway P.174)
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2.3. FACTORISATION DE WEIERSTRASS

Preuve 2.3.3 (croquis) pour (a). Considérons

Flzzfj (f{Hﬁ) = (ﬁf)

i=1 nti

Par le théoreme 2.3.1, puisque nous avons Fy — f, alors

k
(f; an) ‘
i=1 ni

converge en H(G) et f' =3 2, (f{ Hn;ﬁi fn> requis pour (b), soit K un ensemble compact

f=

arbitraire. Donc

lf| >a>0
pour tout z € K. Alors
[ F JEFk

comme k — oo depuis F|, — f' et F}, — f en H(G).
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CHAPITRE 3

QUELQUES COMPLEMENTS ET
EXEMPLES

La forme donnée par le théoréme de factorisation peut souvent se réécrire

- e -

ou les a, sont les zéros de f, en pratique, la difficulté est le plus souvent de déterminer la
fonction g(z).

On a en particulier :

3.1 Factorisation de la fonction sin

On définit

30



3.1. FACTORISATION DE LA FONCTION SIN

Comme cette série converge uniformément et absolument sur un disque fermé centré a |'origine,

on pourrait réarranger les termes de telles sorte que

: 1 iz —iz
sin z = 2—2,(6 e ).

Il s'ensuit que chaque zéro de sin(mz) est simple.
En fait les zéros sont réels et égaux a : 0,£1,,+2,...,+n, ...

Soit ay, les zéros non nuls. Alors

’i <JT|)2 : ((%) <%)2 - (;o) %

convergent toujours pour chaque 7 > 0 en choisissant {p,} = {1}. Il résulte du théoréme de

factorisation de Weierstrass que

sinTz = ze9®) H <1 — E) e*/m
n

pour une fonction entiére g(z).

On déduit de la proposition 2.3.1 que

o0
cosmz 1 2z
Teotmy = m— == 4+4(2)+ —_—
sinmTz 2 9() 21322—712
converge uniformément besoin d'un résultat standard d'intégration de contour qui peut étre

trouvée a (Conway pl22) mcotmz = i +> z22_zn2 pour z € Z.
1

Donc ¢ identiquement est une constante.

sinz
Tz

En fait g(z) = log 7 puisque — 1 lorsque 2z — 0,

finalement on obtient
00 2

sinmz = mz H(l — Z—)

n2
1
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CONCLUSION

Le théoréme qui porte le nom de Kart Weierstrass est étroitement lié a un résultat selon lequel
chaque suite tendant vers I'infini & une fonction entiére associée avec des zéros exactement
aux points de cette suite.

Une généralisation du théoréme |'étude aux fonctions méromorphes et permet de considérer
une fonction méromorphe donnée comme un produit de trois facteurs : des termes dépendant

des zéros et des pdles de la fonction, et une fonction holomorphe non nulle associée.
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