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Réesumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probléme de localisation d’entrepdts avec
capacité (CFLP). Dans un tel probleme, un certain nombre entrepdts capacitifs doivent
étre localisés parmi m sites potentiels afin de satisfaire les demandes de n clients, en
minimisant le codt total d’affectation (client - entrep6t) ainsi que les charges fixes d’étab-
lissement de ces entrepbts. Ce probleme est issu du domaine de gestion et logistique. Il est
formulé comme un probléme de programmation linéaire en nombres binaires (0/1). Pour
le résoudre, nous adoptons une approche polyedrale en appliquant la technique des coupes
planes (CP)[14] en conjonction avec un algorithme de Séparation et Evaluation Progres-
sive (SEP) [15]. Un programme informatique a été élaboré, en utilisant la composante
logicielle SOLVEUR implémentée sous I’application EXCEL. Nous reportons des résul-
tats numériques obtenus en testant ce programme sur quelques exemples du probléme.

Ces résultats confirment I’efficacité de cette approche.

Mots—clés : localisation d’entrep6ts, programmation en nombre entiers, méthode de

coupes planes.



Abstract

In this report, we are interested in the capacitated facility location problem (CFLP). In
such a problem, a number of capacitated facilities must be located among m potential sites
in order to satisfy the demands of n customers, while minimizing the total allocation cost
(customer - facility) as well as the fixed costs of establishing these facilities. This problem
comes from the field of management and logistics. It is formulated as a linear program-
ming problem in binary numbers (0/1). To solve it, we adopt a polyhedral approach by
applying the technique of plane cuts (PC)[14] in conjunction with a Branch and Bound
algorithm (B&B)[15]. A computer program has been developed, using the SOLVER soft-
ware component implemented under the EXCEL application. We report numerical results
obtained by testing this program on some examples of the problem. These results confirm

the efficiency of this approach.

Keywords : facilities location, integer programming, cutting plane method.
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Introduction

L’optimisation combinatoire appelée aussi optimisation discrete, est une branche de
mathématiques appliquées également liée a I’algorithmique et la théorie de la complexite.
Elle occupe une place tres importante dans la vie quotidienne. Son importance se justifie
d’une part, par la grande difficulté des problemes d’optimisation sous-jacents, et d’autre
part par de nombreuses applications pratiques pouvant étre formulées sous la forme d’un
probléeme d’optimisation combinatoire afin de modéliser de nombreux problémes concrets

dans différents secteurs de I’industrie telle que la logistique, la gestion,...,etc.

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste a trouver la meilleure solution
selon un critére donné, dans un ensemble discret fini de grande taille, dit ensemble des so-
lutions réalisables. Beaucoup de probléeme d’optimisation combinatoire dans la pratique,

se modélise par un programme linéaire en nombres entiers.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probléme de localisation d’entrepdts avec
capacité (CFLP). Dans un tel probleme, un certain nombre entrepdts capacitifs doivent
étre localisés parmi m sites potentiels afin de satisfaire les demandes de n clients, en
minimisant le codt total d’affectation (client - entrep6t) ainsi que les charges fixes d’étab-
lissement de ces entrep6ts. Ce probléme provenant du domaine de gestion et logistique,
est formulé comme un probleme de programmation linéaire en nombres binaires (0/1).
Pour le résoudre, nous adoptons une approche polyedrale en appliquant la méthode des
coupes planes [14] en conjonction avec un algorithme de Séparation et Evaluation Pro-

gressive (SEP)[15].
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La méthode de coupes planes (Cutting-Plane) est congue pour résoudre des problémes
d’optimisation combinatoire qui se formulent sous la forme d’un programme linéaire en
nombres entiers (PLNE). Cette méthode consiste a résoudre un probléme relaxé, et a
ajouter itérativement des contraintes au probléme initial. Ces contraintes sont appelées des
coupes planes. L’algorithme s’arréte lorsque la solution courante soit entiére, on obtient

ainsi une solution optimale pour le probléme initial.

Un algorithme de séparation et évaluation (Branch and Bound) permet de déterminer
par énumération implicite de I’ensemble de solutions réalisables, noté X d’un probléme
combinatoire, une solution qui optimise un certain critere donné. L’exploration de X du

probléme étudié repose sur deux principes :

e Un principe de séparation qui permet de réduire I’exploration de X a celle d’un sous
ensemble de X de plus en plus réduit.
e Un principe d’évaluation qui consiste a définir une évaluation de la valeur des solu-

tions, pour chaque sous ensemble de X obtenu par séparation.

Ce mémoire se décompose en une introduction générale, quatre chapitres et une con-

clusion générale.

Le premier chapitre aborde en premier temps quelques définitions sur les graphes sim-
ples. Ensuite les principaux concepts de la Programmation Linéaire en Nombres Entiers
(PLNE) sont rappelés en mettant I’accent sur la notion de coupe valide, ainsi que leur

développement mathématique qui va nous étre utile tout au long de ce mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons en premier temps, les notions de base
liées a la complexité de problemes combinatoires, ensuite, nous exposons les méthodes
de résolution exactes et approchées les plus utilisées dans la pratique, pour la résolution

des problémes combinatoire classés NP-difficile [9].

Dans le troisieme chapitre, nous exposons d’abord, le probléme de localisation d’en-
trepdts avec capacité. Nous évoquons aussi I’importance pratique du probléme dans dif-

férents secteurs de la vie quotidienne. Ensuite, nous présentons un programme linéaire en
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nombres bivalents (0/1), provenant de la littérature [7, 11, 14]. Sa résolution exacte est
difficile et les tailles solvables sont assez réduites. Afin de valider les données du modéle
mathématique adopté, des conditions nécessaires d’existence de solutions ont été établies.
Nous dérivons aussi une coupe valide permettant de réduire I’espace de recherche pour ce

modéle.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’exposition et I’implémentation de notre ap-
proche de résolution consistant a appliquer la méthode des coupes planes en conjonction
avec un algorithme de Séparation et Evaluation Progressive. Nous reportons aussi des ré-
sultats numériques obtenus en testant notre programme sur un exemple type du probléme

(CFLP).

Au final, le manuscrit se termine par une conclusion générale, et des perspectives de

recherche envisageées.



Chapitre 1

Notions préliminaires sur

I’optimisation combinatoire

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord quelques définitions sur les graphes
simples, ensuite les principaux concepts de la Programmation Linéaire en Nombres En-
tiers (PLNE) sont rappelés en mettant I’accent sur la notion de coupe valide, ainsi que

leur développement mathématique qui va nous étre utile tout au long de ce mémoire.

1.1 Notions préliminaires sur les graphes

Dans cette section, nous présentons des définitions pour que le lecteur puisse se famil-

iariser avec la terminologie utilllisée dans ce mémaoire.

1.1.1 Vocabulaire

e Un graphe est défini par deux ensembles : un ensemble V. = {v1, v2, ..., vy} dont
les éléments sont appelés sommets, et un ensemble E = {es, ez, ..., en} dont les
éléments sont appelés arétes. On note G = (V, E).

e Une aréte e est une paire de sommets (u,») € E x E. Les sommets u et o sont les

extrémités de I’aréte e = (u, v).

12
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e Deux sommets d’un graphe sont voisins ou adjacents s’ils ont une aréte incidente
en commun.

e Deux arétes d’un graphe sont adjacentes si elles ont un sommet en commun.

e On appelle ordre d’un graphe le nombre de sommets de ce graphe.

e Le nombre d’arétes incidentes a un sommet est le nombre d’arétes sortant ou ren-
trant du sommet.

e Ledegré d’unsommet v de G est le nombre d’arétes incidentes a ». Il est noté d (v).
On note aussi :

e Le degré maximum A(G) = max{d(») : v € V}.

e Le degré minimum 6(G) = min{d(v) : v € V}.

e Lorsque d(») = 0, on dit que le sommet » est isolé. Lorsque d(v) = 1, on dit que

le sommet v est pendant.

L’ensemble de sommets voisins de v, estnoté T'(v) ={u e V : (v,u) € E}.

Exemple 1.1 Soit, le graphe G = (V, E) représenté dans la Figure (1.1). Dans cet exem-
ple :
eV =1{1,2,3,4,506}etE ={(1,2),(1,6),(2,3),(2,6),(3,4),(3,5), (5,6)}.
e Trois arétes sont incidentes au sommet 2. Le sous-ensemble I'(2) = {1, 3, 6}
représente les voisins du sommet 2, et d(2) = |[T'(2)| = 3.
e Le sommet 4 est pendant: d(4) = 1.

e Le degré maximum et minimum sont, respectivement : A(G) = 3 etd(G) = 1.

Propriété 1.1 On donne ici, deux propriétés trés importantes,

e La somme de degrés des sommets d’un graphe est égale a deux fois son nombre
d’arétes >, ., d (v) = 2|E].

e Le nombre de sommets de degré impair d’un graphe est pair.
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1.1.2 Graphe partiel et sous-graphe

Beaucoup de problemes d’optimisation consistent a chercher un graphe partiel ou un

sous-graphe verifiant certaine propriéte, dans un graphe G.

e Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe G = (V, E’) est un graphe partiel de G, si
E’ est inclus dans E.
e Un sous-graphe de G est un graphe H = (V’, E(V’)) tel que V"’ est un sous ensem-

ble de V, et E(V’) ont les arétes induites par E sur V'.

La Figure (1.2), présente un graphe partiel et La Figure (1.3) represente un sous-

graphe de G.

6 5

Figure 1.1 — Un graphe G = (V, E) d’ordre 6 comportant 7 arétes.

o

6 5

Figure 1.2 — Graphe partiel de G.

1.1.3 Matrice d’adjacence associée a un graphe

Parmi les matrices associees a un graphe donné, on cite la matrice d’adjacence. Elle

joue un réle déterminant pour la modélisation de problémes d’optimisation.
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6 5

Figure 1.3 — Sous-graphe de G.

Définition 1.1 Soit G = (V, E) un graphe dont les sommets sont numérotésde 1 an. La

matrice d’adjacence de G est la matrice carrée [Aij](1<i j<n définie par

A 1s’il y a une aréte reliant le sommet i au sommet j
ij =
0 sinon
Propriéte 1.2 La matrice A est symétrique a diagonale nulle, en plus les égalités suiv-

antes sont veérifiées :

DA = d@), iefl2....n}, (1.1)
j=1
DA = d(vj). je(l2....n}, (1.2)
i=1
> > A = 2IE|. (1.3)
i=1 j=1

La matrice d’adjacence associée a G, voir Figure (1.1), est la suivante :

/01 1\

10 1

01

\11 10/
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1.1.4 Différents types de graphes

Dans cette sous section, nous présentons quelques types de graphes, a savoir le graphe

nul (ou vide), le graphe complet, le biparti et le biparti complet.

Graphe nul : Soit G = (V, E) un graphe d’ordre n. Un sous-ensemble S de V est dit

stable s’il ne comprend que des sommets non adjacents deux a deux. Il est noté Ip,.

Graphe complet (ou clique) : Un graphe complet est un graphe ot chaque sommet est
relié a tous les autres. Le graphe complet d’ordre n est noté K,,. Dans ce graphe chaque

sommet est de degré n — 1.

Graphe biparti : Un graphe G = (V, E) est biparti ou bipartite si I’ensemble de ses
sommets V peut étre partitioné en deux ensembles disjoints V; et Vp, de sorte que les

arétes relient uniqguement des éléments de Vi a des éléments de V5.

Graphe biparti complet : Un graphe bipartite complet G = (V1 U V,, E), noté K 4
, est un graphe bipartite ou chaque sommet de V; est relié a tous les sommets de V, par

une aréte. Ici, .|V1| = pet|Vo] =q.

4 3

Figure 1.4 — Graphe complet K.

4 3

Figure 1.5 — Graphe biparti complet K 2 ou Cy.
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4 3

Figure 1.6 — Graphe biparti Pg.

1.2 Coloration de graphes

Dans la pratique, beaucoup de problémes de gestion peuvent étre modélisés comme
un probléme de coloration de graphes a savoir la répartition de services dans les réseaux,
I’ordonnancement de taches et I’allocation de fréquences,..., etc. Une coloration propre
d’un graphe G est une fonction associant a tout sommet » dans V du graphe G un entier
representant une couleur dans {1, ..., [V [}, telle que deux sommets adjacents n’aient pas

la méme couleur.

Le probleme d’optimisation classique est de trouver une coloration avec un nombre

de couleurs minimum. Le nombre chromatique correspond a ce nombre minimal.

Définition 1.2 (Nombre chromatique) Le nombre chromatique d’un graphe G, noté
x(G) est le nombre minimum de couleurs nécessaires pour lui donner une coloration

propre.

Le probléme de décision défini par « déterminer si (¥ (G) < k) ? » est connu pour étre
NP-complet (voir chapitre 2). De plus une borne classique sur le nombre chromatique est

la suivante.
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Théoreme 1.3 (Brooks, 1941) Pour tout graphe G de degré maximum A(G), I’inégalité

ci-dessous, est valide

2(G) < AG) +1.

A partir de ce résultat, de nombreux algorithmes ont été développés dans la littérature

pour approximer y (G).

La remarque suivante, est importante dans la résolution de problemes d’optimisation

d’ordre pratique.

Remarque 1.4 Une k-coloration est une partition de V (G) en k ensembles indépendants

(ou stables).

1.3 Programmation linéaire en nombres entiers

Dans cette section, nous rappelons briévement les outils de base de la programmation

en nombres entiers. On se focalise sur la notion de la coupe valide.

Tout programme linéaire en nombres entiers (PLNE) peut s’écrire ainsi :

max CcX
(PLNE)
xeX=PnNZ"

ou, P ={x e R": Ax < betx > 0} est un polytope (polyédre borné et fermé).

Définition 1.3 (Enveloppe convexe) L’enveloppe convexe de X, notée conv (X), est le
plus petit ensemble convexe contenant toutes solutions de X, et on note : conv(X) =

{xeZ": Ax <b,x >0}.

Un probléme de programmation linéaire (PL) est un probléme d’optimisation ou la
fonction économique et les contraintes sont toutes linéaires. Un probléme de program-

mation linéaire en nombres entiers (PLNE) est un (PL) dans lequel les variables doivent
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prendre des valeurs entiéres. Un (PLNE) s’écrit comme suit :

max CcXx
(PLNE) { Ax<b

n
XGZJr

Avecc e Z", b eZMet A e ZM.

Les élements de I’ensemble S = {x e Z[ : Ax < b} sont les solutions réalisables
du probléme,c’est-a-dire, les valeurs de x qui satisfont toutes les contraintes du modéle.
conv(S) est I’enveloppe convexe de I’ensemble S. Les éléments de I’ensemble S qui max-

imisent la fonction objectif sont les solutions optimales.

Nous considérons les trois valeurs optimales des problemes d’optimisation suivants :

1. Probleme originaire : Zx = max{cx : x € X}.
2. Probleme equivalent : Zcony(x) = max{cx : x € conv (X)}.

3. Probleme relaxé : Zp = max{cx : X € P}.
Propriété 1.5 Nous pouvons montrer que,

(i) Lavaleur Zp est une borne superieure de Zx : Zx < Zp.
(i1) Les points extrémes de conv(X) sont des solutions de X : Zx = conv(X).

(iii) Optimiser une fonction linéaire sur le domaine conv(X) est la formulation idéale

pour le probleme d’optimisation (PLNE).

Remarque 1.6 Les propriétés (ii) et (iii) sont trés importantes. Malheureusement, la
détermination de I’enveloppe convexe pour I’ensemble X est un probleme aussi difficile

que le probléme d’optimisation (PLNE) originaire.
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1.3.1 Qualité de formulation algébrique (Large ou Serrée)

Un probléme d’optimisation peut avoir plusieurs formulations différentes mais équiv-
alentes. On pratique, il est judicieux d’adopter la bonne formulation possible servant a

faciliter la résolution du probléme. On parle de la formulation serrée.

e Une bonne formulation est une formulation pour laquelle le polyédre associé a la
relaxation linéaire est proche de I’enveloppe convexe des solutions du probléeme, en
particulier autour de la solution optimale.

e La relaxation linéaire d’une formulation serrée procure de meilleures bornes sur la
solution optimale du probléme.

e Une formulation serrée peut accelérer la convergence d’un algorithme de Séparation

et Evaluation Progressive basé sur un programme linéaire relaxé.

1.3.2 Inégalité valide et coupe valide

Ici, on rappelle les définitions de base d’inégalité valide et de coupe valide. Le but est

de déterminer une coupe valide associée un polyedre P donné.

e Une inégalité : ax < p est dite valide pour le polytope P, si et seulement si, P N
{X:ax < p}=P.

e Une inégalité : ax < p est dite coupe pour le polytope P, si et seulement si, P N
{x : ax < p} c P (inclusion stricte).

e Une inégalité : ax < f est dite coupe valide pour le polytope P si et seulement si,

conv(X) CPN{x:ax < p} cP.

Remarque 1.7 Dans la littérature, il existe plusieurs types de coupe valide, on cite, entre
autre, les inégalités valides de Chvatal-Gomory, la coupe valide de recouvrement, ... etc.
Pour le plus ample d’informations sur ce sujet, nous invitons le lecteur a consulter les

ouvrages spécialisés dans la matiere [1, 5, 15].
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1.3.3 Exemple (Probleme du stable de taille maximum)

Le probleme du stable de taille maximum défini sur le graphe G peut se modéliser par

le programme linéaire en nombres binaires suivant.

r(maX)Z:X1+X2+X3+X4+X5+X6
[2 1 1\ (x) (2)
131 1 X2 3
© | 1311 %] 3
11 X, 1
1 21 X5 2
R VALV ARY
| x e {0;1)°

La solution optimale X de (S) est le vecteur représentatif d’un stable de taille maxi-
mum. La valeur optimale z(X) est la taille du stable obtenu. Ce parameétre est bien connu

en théorie des graphes sous I’appellation « nombre de stabilité, qui est noté a (G) ».

En résolvant le probléme relaxe de (S), qui est noté (Sgy).

(max)z = X1 + X2 + X3 + X4 + X5 + Xg

(21 1\ [(x) (2)

131 1 || x 3
1311 X3 3

(SrRL) 1 <
11 X, 1
1 21 X5 2
|11 13/\x6) 3 )

| x e[0,1]°
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on trouve :
fre = (3.4.0,1,1,0),

Z(XRL) = 3+

aino

Inégalités valides : Le graphe G de la figure (1.1) comporte :

e Une clique maximale d’ordre 3, alors : X1 + X2 + Xg < 1 est une inégalité valide.
On peut écrire : z(X) < 4.
e Un cycle impair d’ordre 5, alors : X1 + X2 + X3 + X5 + X < 2 est une inégalité

valide. On peut écrire : z(X) < 3.

Ces deux inégalités, que nous venons de présenter, sont des coupes valides pour le

domaine relaxé du probléme (S).

Au final, si on ajoute la contrainte : X1 + X2 + Xg < 1 a (S), la solution du probléme

relaxé devient : Xg» = (0,1, 0,1, 1, 0) et Z(XrL/) = 3 qui est optimale.



Chapitre 2

Méthodes de résolution et

complexité

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord, des notions de base liées a la complex-
ité de problemes de maniére genérale, ensuite nous exposons les méthodes de résolution
exactes et approcheées les plus connues pour la résolution des probléemes d’optimisation

combinatoire classés NP-difficile.

2.1 Complexité de problemes combinatoires

La théorie de la complexité (Cook, 1971) a pour but d’analyser les colts de résolu-
tion, en termes de temps de calcul, des problemes d’optimisation combinatoire. Elle per-
met d’établir une classification des problemes en plusieurs niveaux de difficulté. Parmi
les classes de problémes combinatoires, on distingue les problémes de décision et les

problemes d’optimisation.

e Un probléme d’optimisation est un probléme pour lequel on doit chercher une so-

lution admissible optimisant au mieux une fonction économique.
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e Un probléme de décision est un énoncé auquel la réponse peut étre uniquement
OUI ou NON. Chaque probleme d’optimisation possede un probléme de décision

correspondant.
Par la suite, nous avons besoin de ces deux définitions :

e Un algorithme est dit polyndmial si le nombre d’opérations élémentaires, néces-
saires pour atteindre le résultat, est majoré par un polynéme de la taille des donnees
n, par exemple O (n%*) avec « est une constante positive indépendante de n .

e Un algorithme est dit exponentiel si le nombre d’opérations élémentaires est minoré
par une forme exponentielle de la taille des données n, par exemple O(a") avec

(a > 1) est une constante indépendante de n.

La classe des problémes NP (Non déterministe Polynomial) est la classedes problemes
de décision pouvant étre résolus par un algorithme polynomial sur une machine de Turing
non déterministe (Garey, 1979) [9]. C’est-a-dire, les problemes de décision pour lesquels
il existe un algorithme tel que si on lui fournit une solution dont la réponse est OUI, il est

capable de la vérifier en temps polynomial.

Parmi la classe NP, on distingue deux grandes sous-classes : la classe des probléemes

polynomiaux (la classe P) et la classe des problemes NP-Complet (la classe NPC).

La classe P est la classe des problémes de décision solvables par un algorithme poly-
nomial déterministe, c’est-a-dire, les problémes de décision pour lesquels il existe un
algorithme polynomial permettant de répondre a la question par un OUI. C’est la classe

des problémes les plus « faciles » de NP.

La classe NPC est la classe des problémes dont il n’existe aucun algorithme polyno-
mial pour les résoudre, sous I’hypothése (P # NP). Cependant, si on peut résoudre un
probleme de NPC en un temps polynomial, on obtient par transformation des algorithmes

polynomiaux pour tous les problémes de NPC.
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NP-complet NP-difficile

Figure 2.1 — Classification des problemes combinatoires.

Quand un probleme est NP-Complet, il n’est pas possible, a I’heure actuelle, de con-
struire un algorithme polynomial pour le résoudre. Un probléme d’optimisation est dit

NP-Difficile si le probléme de décision qui lui correspond est NP-Complet.

Pour résoudre un probleme combinatoire de maniére efficace, il faut prendre en
compte la particularité de chaque probléme. C’est pourquoi il y a autant d’approches que
de problémes. Toutefois, il existe des approches qui fournissent des solutions approchées

de bonne qualité pour un certain nombre de problémes.

2.2 Méthodes de résolution

Dans cette section, nous exposons les methodes de résolution des problemes combi-
natoires. Par la suite, nous présentons les méthodes de résolution les plus connues dans la
littérature. Tout d’abord, nous commencons par les méthodes exactes, ensuite on présen-

tera les méthodes approchées.

2.2.1 Méthodes exactes

En général, il n’est pas possible de construire un algorithme polynomial résolvant un
probleme d’optimisation NP-difficile. Toutefois, on peut mettre au point des méthodes
efficaces pour une grande partie de problémes. Pour certains, on appliquera une Procé-

dure par Séparation et Evaluation Progressive (B&B), pour d’autres, la programmation
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dynamique (DP) ou encore la programmation linéaire en nombres entiers (PLNE). Les
méthodes exactes ne sont efficaces que pour les instances de problemes de petite taille.

Une référence dans le domaine est celle développée par [5, 8, 11, 13, 15, 16].

2.2.2 Meéthodes approchées

Il existe deux types de méthodes approchées, a savoir les heuristiques et les méta-

heuristiques.

2.2.2.1 Heuristique Le principe général d’une méthode heuristique est de trouver
en un temps polynomial une solution réalisable la meilleure possible. Elle dépende de la

nature du probléme étudié.

2.2.2.2 Les méthodes constructives Le principe de ces méthodes est de constru-
ire une solution a partir des donnees initiales. Ce sont des méthodes itératives, ou a chaque
itération, on complete une solution partielle. Les méthodes constructives se distinguent
par leur rapidité et leur grande simplicité. Le principal défaut de ces méthodes réside dans
la qualité mauvaise des solutions obtenues. Le fait de vouloir opérer a tout prix le meilleur
choix a chaque étape est une stratégie dont les effets peuvent étre catastrophiques a long

terme.

2.2.2.3 Méthodes amélioratrices Le principe de ces méthodes n’est plus de con-
struire une solution a partir des données initiales du probléme, mais de modifier le résultat
d’une solution admissible en vue d’améliorer la valeur de la fonction objective. La plupart
de ces méthodes utilisent la notion de voisinage de solution, on parle aussi de méthodes

par voisinage.

A partir d’une solution initiale générée aléatoirement ou en appliquant une heuristique,

une méthode par voisinage ou encore méthode de recherche locale réalise un processus
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itératif qui consiste a remplacer la solution courante par I’un de ses voisins en tenant
compte de la fonction objectif. La méthode s’arréte et retourne la meilleure solution trou-
veée. Le critére d’arrét peut étre un nombre d’itérations atteint ou une valeur de la fonction
objective atteinte. Ces méthodes différent essentiellement par le systeme de voisinage

utilisé et la stratégie de parcours du systéme de voisinage.

2.2.2.4 Metaheuristique Une métaheuristique est un ensemble de concepts uni-
versels, applicables a une large classe de problémes d’optimisation combinatoire. On
distingue deux types : les méthodes a base d’individu, telles que le Recuit Simulé (Sim-
ulated Annealing SA) et la Recherche Tabou (Tabu Search, TS), et les méthodes a
population telles que I’Algorithme Génétique (Genetic Algorithm, GA) et la Colonie de
fourmis (Ant Colony Optimisation, ACO). Pour le plus amples d’informations, le lecteur

peut consulter [6, 11, 15].

Nous présentons ci-dessus, un schéma général récapitulant les méthodes de résolution

d’un probleme d’optimisation combinatoire.



M¢éthodes de résolution

|* Méthodes exactes —‘ |7

Méthodes approchées —‘

Séparation Programmation Heuristique
et évaluation dynamique spécifique
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Métaheuristique

e Constructive
e Amélioratrice

Méthode a base de solution unique

Méthode a population de solutions

e Recherche Tabou (TS)
e Recuit Simulé (SA)
¢ Hill-Climbing (HC)

¢ Algorithmes Génétiques (GA)
e Colonies de Fourmis (ACO)

e Essaims Particulaires (PSO)

Figure 2.2 — Schéma récapitulatif des méthodes de résolution des problémes d’optimisa-

tion combinatoire.



Chapitre 3

Localisation d’entrep0Ot avec

contrainte de capacité

Le probléme de localisation d’entrepdts avec capacité (CFLP) est un probléeme qui a
éte tres etudié dans le domaine de la recherche opérationnelle depuis une dizaine d’an-
nées pour ses caractéristiques théoriques et ses applications dans le monde industriel. 11
consiste a installer un certain nombre d’entrepéts sur un ensemble de sites potentiels et a
affecter un et un seul entrepdt a chaque client d’un ensemble de clients. Sur chaque site,
il codte un certain montant pour y installer un entrep6t et pour chaque client, il colte un
autre montant pour I’affecter a un site sur lequel un entrep6t est installé. L’ objectif est
de minimiser le codt total. Ce probleme classé NP-difficile est tres compliqué a résoudre
de maniére exacte pour des instances de grande taille. 1l a été largement étudié et resolu
par un grand nombre de chercheurs dans le cas général par des heuristiques constructives
et amélioratrices, ainsi que par des méta-heuristiques qui vont des méthodes a solution

unique jusqu’aux méthodes a population de solutions.

Dans ce chapitre, nous exposons d’abord, le probleme (CFLP). Nous évoquons aussi
I’importance pratique du probleme dans différents secteurs de la vie quotidienne. Ensuite,
nous présentons un programme linéaire en nombres bivalents (0/1), provenant de la lit-

térature. Sa résolution exacte est difficile et les tailles solvables sont assez réduites. Afin
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de valider les données du modele mathématique adopté, des conditions nécessaires d’ex-
istence de solutions ont été établies. Nous dérivons aussi une coupe valide permettant de

réduire I’espace de recherche pour ce modele.

3.1 Description du Probleme (CFLP)

Cette section est consacrée a la position du probleme de localisation d’entrepdts avec

capacité. Il s’énonce comme suit.

Une entreprise fabriquant un produit cherche a s’implanter sur une zone géographique.
L’entreprise a démarché n clients et prévoit sur un horison temporel a venir, de vendre
d;j tonnes de produit a chaque client j € {1,...,n}. Elle dispose de m sites potentiels
S1, S2, ..., Sy pour installer ses entrep6ts. Le colt d’installation d’un entrep6t sur le site
Sk est évalué a F¢ €, pour tout k € {1, ..., m}. Un site Sk a une capacité de Qg tonnes.
Le codt d’affectation (client j - site S¢) est Cy;j € par tonne. Le but est de déterminer les
sites sur lesquels I’entreprise va établir ses entrepdts pour pouvoir satisfaire la demande

de ses clients tout en minimisant le co(t total.

3.1.1 Parametres et notations

Nous utilisons les notations qui sont présentées dans la plupart des ouvrages et articles

sur le sujet. Dans ce qui suit, nous allons adopter les notations suivantes :

e Sélectionner un ensemble d’entrepdts a localiser sur m sites potentiels pour
desservir n clients.

e D ={1,...,m} désigne I’ensemble de sites potentiels.

e C ={1,...,n} désigne I’ensemble de clients.

o Il existe un codt fixe Fx pour la localisation de I’entrepét k et celui-ci a une capacité

maximale Q.
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e d; la demande du client j.
e Cy;j le colt d’affectation de I’entrepdt k au client j.

e Variables de décision :

1, sil’entrep6t k est choisie pour I’instalation.

Yk = (3.1)
0, sinon.
et
1, sileclient j est affecté a I’entrepot k.
Xkj = (3.2)
0, sinon.

3.1.2 Hypotheses

Le probléme classique de localisation d’entrepdts sans capacité (UFLP) a été princi-
palement étudié avec des données déterministes et avec I’hypothése que la capacité des
installations peut répondre a la demande de tous les clients. Le probleme (CFLP) com-

prend des hypotheses plus réalistes a savoir :

1. Toutes les données sont connues et déterministes, telles que les couts fixe Fy, les

couts d’affectation Cy;, et les capacités Q; d’entrepots.

2. Lademande dj du client j est un parametre aléatoire en pratique. Dans notre étude
nous I’estimons par la formule ci-dessous,

min med max
i dinin -+ 4dMed 4 df
6

(3.3)
ou, d}“i”, dJmed et dJmax sont respectivement, la valeur minimale, médiane et maxi-
male du parametre dj.

3. Un client peut étre affecté a n’importe quel entrepdt. Pas de conflits entre les affec-

tations de clients.
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3.1.3 Critere d’optimisation

Le critere d’optimisation du probléme (CFLP) se décompose en deux quantités a

savoir le colt d’affectation (client-entrep6t) et le codt fixe d’instalation d’entrepots.

e Colt d’affectation (client-entrepdt) :

m

Z CkjXk; (3.4)
e Codt fixe d’instalation d’entrep0ts :

m
> Fiyk (3.5)
k=1

Le critere d’optimisation de (CFLP) agrége les deux critéres ci-dessus, et le codt total
s’écrit ainsi,

m m n
Z(,y) =D FYk+ D D Crjxj (3.6)
k=1 k=1 j=1

3.1.4 Motivation et Importance pratique

Les problémes de localisation sont des problemes de décisions qui font I’objet d’une
littérature abondante et de nombreuses applications dans le monde réel. Ces problemes
traitent de la localisation d’un certain nombre d’installations pour approvisionner un en-
semble de clients au colt minimum tout en respectant plusieurs contraintes et impliquent

divers objectifs conflictuels.

Le probléme de localisation d’installations avec capacité (CFLP) est I’un des modeles
les plus importants et les plus fondamentaux, car il comprend des hypotheses plus réalistes
que d’autres problemes de localisation classiques. Le (CFLP) est classé NP-difficile, et
il profondément étudié tant du point de vue de la modélisation mathématique que des

algorithmes de résolution.
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3.2 Modele mathématique

Dans cette section, nous exposons un programme linéaire en nombres binaires (PLNB)

qui est bien connu dans la littérature.

Le probleme peut se formuler ainsi :

m m n
min Z(x, y) = ZFkyk-l-ZZijij (@)
k=1 k=1j=1
m
Zij =1, jeC (b)
k=1
n (3.7
djxkj < QkYk, keD (©)
=1
Xkj € {0, 1}, keD, jeC (d)
yi € {0,1} . keD )

Dans le modele (3.7),

(a) désigne le codt total qui est égal au codt fixe plus le colt d’affectation (client-

entrep0Ot).
(b) chaque client j doit étre affecté a un et un seul entrepot.

(c) la demande de I’ensemble de clients affectés a I’entrep6t k, ne dépasse pas la ca-

pacité de ce dernier.
(d) sileclient j est affecte a I’entrepdt k, xxj = 1 sinon 0.

(e) siI’entrepdt k est choisie pour I’instalation, yx = 1 sinon 0.

Il s’agit d’un programme linéaire en nombres binaires (PLNB). La taille de I’espace

de recherche engendré par les variables de décision, est de I’ordre 2m(+1),

La résolution exacte de ce programme est difficile et les tailles des exemples du prob-

Iéme qui sont solvables exactement sont assez réduites.

Une solution du programme (3.7) peut etre schématisée par la Firgure (3.1).
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e Client @ Dépot actif O Dépot inactif

Figure 3.1 — Schématisation d’une solution du probléeme (CFLP).

3.2.1 Dérivation d’une coupe plane

Dans cette sous section, nous présentons la dérivation d’une coupe valide pour le mod-
ele mathématique (3.7). Cette derniére permet de réduire I’espace de solutions du pro-
gramme relaxé, ce qui implique une amélioration de la borne inférieure du programme

(PLNE).

Proposition 3.1 L’inégalité ci-dessous, constitue une coupe valide pour le programme

mathématique (3.7)

D Y= [Q:WZdjw (3.8)

Preuve. Nous agregeons le groupe de contraintes (c) du programme (3.7), nous obtenons
ko1 2o dixeg < Dkl Quyk, puisque DL; Qeyk < Qmax X gy Yk I'inégalité

précédente peut s’écrire >-0_; dj DLy Xkj < Qmax gy Yk, et le fait que 341 xkj =
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1, (vj € C), nous obtenons I’inégalité Z?:l dj < Qmax > k1 Yk QUi peut s’écrire ainsi

1
Dkt Yk > @er‘:ldj' O

Remarque 3.2 Dans la pratique, la méthode des coupes planes converge lentement. Dans
le chapitre 4, nous allons voir comment nous pouvons la combiner avec la méthode de

Séparation et Evaluation (SEP).

3.2.2 Validations des données

Ici, nous présentons des conditions nécessaires d’éxistence de solutions du modéle

mathématique (3.7).

Proposition 3.3 Pour que le programme mathématique (3.7) ait une solution, il faut que

les deux conditions ci-dessous, soient vérifiées.

(@) Qmax > %Zjec dj,

(#) dmin < %ZkeD Qxk.

Preuve.

Pour (a), nous appliquons I’inégalité de la coupe valide (3.8), nous obtenons > ¢! ; yi >
Qﬁ Z'}Zl dj, et le fait que >p_; yk < m, I'inégalité peut s’écrire m > @ Z?:l dj,
ou encore Qmax > & >.j_; dj.

Pour (), nous agregeons le groupe de contraintes (c) du programme (3.7), nous obtenons
Doke1 21 djxe < kg Qk, puisque DL; Qryk < D kg Qk, Iinégalité précé-
dente peut s’écrire 3-7_; dj D¢y Xkj < Dy Q«, et le fait que D xj = 1, (V] €

C), nous obtenons ndmin < er‘:l dj < > 1 Qx, ce qui achéve la preuve. [

Ces conditions jouent un r6le important dans la vérification de la solution, car elle per-
mettent au gestionnaire, sans avoir recourir a la résolution, d’éliminer les jeux de données

pour lesquels le programme (3.7) n’admette pas de solutions.
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3.3 Processus de résolution

La résolution de notre probléeme passe par quatre étapes importantes qui se succédent.

Ces dernieres peuvent étre schématisées par le diagramme représenté dans la Figure (3.2).

Etape 1 Modélisation : Le procédé par lequel nous utilisons des expressions mathéma-

tiques pour décrire une situation quantitative réelle.

Etape 2 Alimentation : I’opération par laquelle nous affectons des valeurs quantitatives

aux parametres du modele pour créer un exemple du probleme.

Etape 3 Résolution : I’opération qui consiste & trouver une solution & un exemple du

probléme en appliquant un algorithme donné.

Etape 4 Prise de décision : Le procédé par lequel le scientifique et le décideur perme-
ttent d’analyser et d’interpréter les résultats obtenus pour répondre aux questions

d’intérét, et résumer et communiquer la réponse finale.

Modeéle
Probléme Réel ] . . ]
L. Mathématique

[ ‘ J Modélisation L d

1 0

| N

! Alimentation =

| o

! o
2 |
[

B8 ! E Exemple }

> I
[

! @

| IS

Résolution S

| =

! <

Prise de Décision (
Décision L Solution

Figure 3.2 — Schema conceptuel de résolution d’un probléme réel.



Chapitre 4

Implémentation et tests numériques

Dans ce chapitre, nous présentons I’implémentation de notre approche de résolution.
Nous reportons aussi des résultats numeriques obtenus en testant notre code de calcul, sur
un exemple réel du probleme, et d’utiliser la composante logicielle appelée SOLVEUR et

qui est implémentée sous I’application EXCEL.

4.1 Exemple Test

Dans cette section, nous présentons un exemple du probleme (CFLP), dont la taille est
n = 15 clients, et m = 5 sites potentiels. Avant de passer le modéle (3.7) au SOLVEUR,

nous présentons ici, quelques prétraitements nécessaires.

4.1.1 Matrice de distances (entrepd6t-client)

Les valeurs de distance entre I’entrepdt k € D et le client j € C sont reportées dans

le Tableau (4.1).

4.1.2 Demandes de clients

Dans le Tableau (4.2), la demande de chaque client est reportée.
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4.1.3 Couts fixes et capacités des entrepots

Les valeurs de codt fixe et la capacité de chaque I’entrepdt k € D sont reportées dans

le tableau (4.3).

4.2 Approche de résolution

Dans cette section, nous présentons notre approche de résolution que nous avons adop-

tée dans ce travail.

4.2.1 Relaxation totale des contraintes d’intégrité

Ici, nous rappelons la relaxation totale des contraintes d’intégrité. Cette relaxation est
classique, toute les varibles de décision sont de type réelles. Elle est donnée par,

Xkj >0, keD, jeC (d")
(4.1)

yk €[0,1]. ke D ()]

4.2.2 Relaxation partielle des contraintes d’intégrité

Dans ce travail, nous relaxons que la matrice d’affectation [ij], en d’autre terme, la
contrainte d’intégrité n’est imposée que sur la variable de décision vy, et dans ce cas, le

nombre de variables binaires est m, et I’éspace de recherche engendré et de taille 2™.

Xkj >0, keD, jeC (d”
(4.2)

"

yk €{0,1}. ke D (e)



Tableau 4.1 — Cot d’affectation (entrepdt-client)

D\C|1 2 3 4 5

6

7

8

9

10 11

12

13

14

15

33 25 36 20 27

12

31

32

23

6

16

33

16

47

12

24 37 29 8 37

2

17

34

19

20

5

20

17

45

26

32 16 31 30 9

29

41

10

19

23

34

42

14

30

15

19 31 16 25 23

29

34

9

10

32

34

33

14

17

28

g B~ W IN|PF

4 42 7 15 37

24

20

24

9

35

27

18

17

26

35

Tableau 4.2 — Demande de chaque client

Client

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Demande

4 4 4 55 5 5 6 6

6

7

7

8

8

8

Tableau 4.3 — Codt fixe et capacité de chaque entrep6ts.

Entrep6t

1

2

3

4

5

Colit fixe

50 50 60 70 70

Capacité

40 40 60 50 50
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4.2.3 Coupe plane valide

Le nombre d’entrepots actifs est borné inférieurement comme I’indique I’inégalité

suivante qui est une coupe plane valide pour le modele mathématique (3.7).

N {Q:m Zd,} @3

4.2.4 Algorithmes

A titre comparatif nous présentons deux algorithmes permettant de résoudre le pro-

gramme mathématique (3.7).

L’Algorithme (4.1) permet de résoudre notre programme mathématique sans intro-

duire la coupe valide.

Algorithme 4.1 Relaxation partielle sans coupe valide.

1) Résoudre le programme relaxe partiellement (4.2).
2) Si, lamatrice [x;] est binaire, alors la solution optimale est obtenue. STOP.
3) Sinon, 3(k, j) e D x C, tel que 0 < xij < 1.
Appliquer I’algorithme de séparation et évaluation (SEP).
4) Aller aI’étape 2)

L’Algorithme (4.2) permet de résoudre notre programme mathématique en intro-

duisant la coupe valide.

Algorithme 4.2 Relaxation partielle avec coupe valide.

1) Résoudre le programme relaxé partiellement (4.2) + la coupe valide (4.3).
2) Si, lamatrice [x;] est binaire, alors la solution optimale est obtenue. STOP.
3) Sinon,3(k, j) e D x C,tel que 0 < xij < 1.

Appliquer I’algorithme de séparation et évaluation (SEP).
4) Aller a I’étape 2)
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4.3 Résultats numériques et interprétation

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques que nous avons obtenus

sur notre exemple.

Pour étudier I’effet de la coupe valide (4.3) sur la résolution du modéle (3.7), nous
appliquons les deux algorithmes (4.1) et (4.2). Les résultats obtenus sont représentes par

des arborescences dans les deux Figures (4.1) et (4.2).

Z* = 349.5

X2,3 = 0.25

X33 = 0.75

X23=1 X23=0
Z* = 349.5 Z* = 350
X210 = 0.5 X2,9 = 0.166667
X3,10 = 0.5 X3,9 = 0.833333
X210=1 X2,10 =0

Z* — 354 .

X21 = 0.25 Zx = 351

Xa1 = 075 entiére
STOP STOP

Solution réalisable

Figure 4.1 — Arborescence sans coupe valide

Durant notre étude, nous avons constaté que de nombreux tests numériques effectués,
ont permis d’avérer I’avantages de I’utilisation des coupes valides en conjonction avec un
algorithme de séparation et évaluation, pour la résolution du programme mathématique

(3.7). Les résultats numériques obtenus affirment I’efficacité de cette approche.
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Z* = 3495
X2,10 = 05

X3,10 =
X2,10 / X210=0
= 349.5 Z* = 351
X2,3 = 0.25 Xog9 = 0.5
X3,3 = 0.75 X39 = 0.5
STOP
X23=1 X23=0
Z* = 354 75 _ 350
X = 0.25
21 _ X entlere
X31 = 0.75
STOP STOP

Solution optimale

Figure 4.2 — Arborescence avec coupe valide



Conclusion

La rapidite de la prise de décision peut s’avérer primordiale dans la course a la perfor-
mance exigée par le contexte économique actuel. C’est la raison pour laquelle le gestion-
naire ou I’ingénieur cherche toujours a résoudre ses problémes par des méthodes efficaces

et rapides.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au probléme de localisation d’en-
trepOts avec capacité (CFLP). Dans ce probléme, un certain nombre entrep6ts capacitifs
doivent étre localisés parmi m sites potentiels afin de satisfaire les demandes de n clients,
en minimisant le codt total d’affectation (client - entrepdt) ainsi que les charges fixes
d’établissement de ces entrepdts. Ce probléme classé NP-difficile [15] est trés étudié dans
le domaine de la recherche opérationnelle depuis une dizaine d’années pour ses caractéris-
tiques théoriques et ses applications dans le monde industriel en général. 1l est formulé
comme un probleme de programmation linéaire en nombres binaires (0/1), pour le ré-
soudre, nous avons adopté une approche polyédrale en appliquant la méthode des coupes
planes [14] en conjonction avec un algorithme de Séparation et Evaluation Progressive

[15].

Les résultats que nous avons obtenus sur un exemple type, ont montré que I’approche
que nous avons adoptée constitue une alternative intéressante pour la résolution du prob-
leme (CFLP). L’idée de combiner deux méthodes de résolution, a savoir la méthode de
coupe plane avec la méthode de Séparation et Evaluation, s’avére trés efficace en pratique,

particulierement pour les exemples de grande taille.

43



44

Ces résultats conduisent a envisager quelques perspectives s’articulant autour les points

suivants :

e Implémenter une Métaheuristique permettant de résoudre les exemples de grande
taille, et de comparer les résultats obtenus avec ceux qui sont obtenus en résolvant
le modéle mathématique.

e Proposer une formulation serrée au probléeme, en pensant d’introduire d’autre type

de coupes valides dans le programme mathématique.

Le travail que nous avons effectué dans ce mémoire, nous a permis d’approfondir et de
perfectionner nos connaissances theoriques et pratiques dans le domaine de I’optimisation
combinatoire et d’acquérir de nouvelles idées en informatique de gestion. Nous espérons
que ce travail contribue a I’avancement de la recherche dans ce domaine, et que notre but

est atteint.



Notations et abréviations

Symboles :
R ensemble des nombres réels.
Zy ensemble des nombres entiers positives.
{0, 1)" ensemble de produit cartésien : {0, 1} x --- x {0, 1}, n fois.
X € RN vecteur de taille n : X = (X1, X2, ..., Xp).
x T vecteur transposé de x.
x € R, vecteur positif xj > 0,i € {1,2,...,n}.
S X la somme : X1 + X2 + - - - + Xp.
S XiYi produit scalaire du vecteur x et y.

Dty X0aXij (X4 Xan) + (ka1 4 - Xon) -+ (Xma A+ -+ -+ Xmn).

max(z); min(z) maximiser la valeur z ; minimiser la valeur z.

Abreéviations :
UFLP  Uncapacitated Facility Location Problem.
CFLP Capacitated Facility Location Problem.
CP Cutting-Plane.
B&B  Branch and Bound.
PLNE Programme linéaire en nombres entiers.

PLNB Programme linéaire en nombres binaires.
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