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Et sp�ecialement �a son binôme de ce travail Atika Douadji

Aux camarades de sa promotion.

iii



D�edicace

Atika Daouadji d�edie ce travail :

A ses tr�es ch�ers parents pour tous leurs sacri�ces

leur amour et soutien et leur pri�eres tout au long de ses �etudes

A ses chers fr�eres Abd Elha�d, Moussa et Youcef

A ses tr�es ch�eres s�urs Hadda, Widad et Amel

A ses chers ni�eces Nadjla, Imen et Merieme

et ses neveux Far�es, Abdo, Manar et particuli�erement Lounes .

A tous les membres de sa famille, petits et grands.

A ses tr�es ch�eres amies Ha�da Djarai, Zahia Aroui, Dahbia Djazairi, Aicha Dhaimi et

Sarah Khafaf.
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R�esum�e

Dans un premier temps nous avons �etudi�e la r�esolution des �equations non relativiste de

Schr�odinger, de Klein { Gordon relativiste, et de Dirac pour un champ coulombien et une

masse constante par la m�ethode de Nikiforov-Uvarov (UV). En second lieu nous avons trait�e

les probl�emes li�es au choix des param�etres d'ambigu��t�e dans l'expression de l'hamiltonien

e�ectif pour des syst�emes quantiques avec une masse qui d�epend de la position. En�n, nous

pr�esentons la r�esolution de l'�equation de Klein-Gordon via la m�ethode NU pour les deux

potentiels de P�oschl { Teller et de Hulth�en avec des masses qui d�ependent de la position.

Les spectres d'�energie ainsi que les fonctions d'onde propres pour ces deux cas de �gure sont

donn�es

Abstract

In the �rst place, we studied the resolution of the equations of no relativistic Schrodinger,

relativistic Klein - Gordon, and relativistic Dirac for a Coulomb �eld and a constant mass by

the Nikiforov - Uvarov(NU) method. Secondly, we have dealt with the problems related to the

choice of ambiguity parameters in the expression of the e�ective Hamiltonian for quantum

systems with position depends mass. Finally, we present the resolution of the Klein-Gordon

equation via the NU method for the P�oschl-Teller and Hulth�en potentials with position-

dependent masses. The energy spectrum as well as the wave eigenfunctions for these two

cases are given.
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Introduction

La m�ecanique quantique est un outil indispensable pour d�ecrire et �etudier les ph�enom�enes

physiques qui se manifestent �a l'�echelle atomique et subatomique. Elle est commun�ement

subdivis�ee en m�ecanique quantique non relativiste et m�ecanique quantique relativiste :

la m�ecanique quantique non relativiste trouve une large application dans beaucoup de

probl�emes de physique atomique et chimie mol�eculaire o�u les �energies ne sont pas trop

�elev�ees. Pour les ph�enom�enes relevant du domaine des hautes �energies, comme les interac-

tions nucl�eaires, la m�ecanique quantique non relativiste s'av�ere non ad�equate et il faut faire

appel �a la th�eorie quantique relativiste. Cette derni�ere se subdivise en fonction du spin de

la particule. Dans le cas d'un spin nul elle m�ene �a l'�equation de Klein - Gordon, et pour les

spins demi-entiers �a l'�equation de Dirac.

Le th�eme de notre m�emoire est la R�esolution de l'�equation de Klein-Gordon g�en�eralis�ee �a

des syst�emes �a masses d�ependant de la position par la m�ethode de Nikiforov-Uvarov . Pour

atteindre ce but nous avons structur�e notre travail en quatre chapitres.

Dans le premier, nous commen�cons par un petit rappel sur la r�esolution d'une marche

de potentiel par l'�equation de Schr�odinger valable dans le cas non relativiste. Puis nous rap-

pelons les caract�eristiques de l'�equation de Klein-Gordon et la conservation du courant. Nous

abordons aussi les th�emes li�es �a : la limite non relativiste, l'interactionen �electromagn�etique,

les atomes m�esoniques, l'e�et Zitterbewegung, les antiparticules, Ensuit on s'int�eresse �a

l'�equation de Dirac, en particulier �a la conservation du courant et les antiparticules. En�n,

pour le cas d'une marche de potentiel, nous comparons les r�esultats de ces deux �equations

concernant les antiparticules.

Dans le second chapitre, nous pr�esentons la m�ethode de Nikiforov-Uvarov pour la r�esolution

de l'�equation di��erentielle relative aux fonctions sp�eciales. Comme illustration nous pro-

posons pour le cas fondamental d'un potentiel coulombien, la r�esolution des l'�equations de

Schr�odinger, de Klein-Gordon et de Dirac.
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Dans le troisi�eme chapitre nous abordons l'�etude quantique de syst�eme �a masse d�ependant

de la position, En premier lieu nous discuterons les probl�emes fondamentaux pos�es par la

d�ependance spatiale de la masse, �a savoir le choix d'un hamiltonien e�ectif, les nouvelles con-

ditions de continuit�e de la fonction d'onde �a travers une h�et�erojonction, l'ordre des op�erateurs

masse et impulsion dans l'op�erateur �energie cin�etique. En second lieu nous donnons quelques

exemples de r�esolution de l'�equation g�en�eralis�ee de Schr�odinger. Il s'agit des travaux pionniers

de L�evy-Leblond[1] pour une barri�ere abrupte en potentiel et en masse, et de Dekar et

al[2] pour une marche douce en potentiel et en masse. En�n nous donnons aussi les r�esultats

de travaux faits dans le cadre de deux m�emoires de magister dirig�ee par notre Encadreur �a

l'universit�e de M�ed�ea : celui de Bouferrache [3] sur des barri�eres simples en potentiel et

en masse et celui de Languer [4] qui a port�e sur des doubles barri�eres en potentiel et en

masse.

Dans le quatri�eme chapitre, nous pr�esentons une synth�ese entre les th�emes trait�es

pr�ec�edemment, �a savoir l'�equation de Klein-Gordon, les syst�emes �a masses d�ependant de

la position, et la m�ethode de r�esolution de Nikiforov - Uvarov. Comme cas particuliers nous

avons opt�e pour la pr�esentation de la r�esolution d�etaill�ee via la m�ethode NU de l'�equations de

Klein - Gordon pour les potentiels de p�oschl - teller et de Hulth�en avec des masses d�ependant

de la position. Nous pr�esentons les r�esultats d'une part des spectres d'�energie et d'autre part

des fonctions d'ondes propres pour ces deux derniers potentiels.
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Chapitre 1

L'�equation de Klein-Gordon

L'�equation dynamique d�ecrivant une particule relativiste de spin nul (scalaire) connue

sous le nom d'�equation de Klein - Gordon, aurait �et�e en faite introduite pour la premi�ere

fois par Schr�odinger. En e�et, les pr�edictions obtenues n'�etant pas conforme aux r�esultats

exp�erimentaux assez pr�ecis obtenus par Paschen d�es 1916, Schr�odinger se serait alors aper�cu

que c'�etait l'�equation non relativiste - dite aujourd'hui de Schr�odinger - qui donnait le bon

spectre pour l'hydrog�ene, Schr�odinger n'a publi�e son �equation relativiste que dans le qua-

tri�eme m�emoire en 1926. Entre temps, plus pr�ecis�ement entre les mois d'avril et septembre

1926, pas moins de cinq autres articles, publi�es ind�ependamment, contenaient l'�equation dite

aujourd'hui de Klein - Gordon.

En�n, dans son second article de 1926, Fock introduit �egalement la proc�edure de couplage

minimal, d�ecrivant le couplage d'une particule massive avec une charge �electrique �a un champ

�electromagn�etique externe donn�e, repr�esent�e par un quadri-potentiel A�

L'�equation de Klein - Gordon, parfois �egalement appel�ee �equation de Klein - Gordon -

Fock, est une version relativiste de l'�equation de Schr�odinger d�ecrivant des particules massives

de spin nul avec ou sans une charge �electrique, �etablie ind�ependamment en 1926 par les

physiciens Oskar Klein et Walter Gordon.

Nous �etudions en premier lieu l'�equation de Schr�odinger puis nous pr�esentons de mani�ere

concise l'�etude les �equations de Klein - Gordon et de Dirac avec le point de vue de la

m�ecanique quantique relativiste. On commence chaque fois par une �etude g�en�erale de l'�equation,

des courants conserv�es ainsi que de la g�en�eralisation au cas o�u un champ �electromagn�etique

est pr�esent. On se concentre ensuite sur la limite non relativiste ainsi que son application

au probl�eme �a potentiel Coulombien. On s'attarde particuli�erement sur l'atome d'hydrog�ene
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avec l'�equation de Dirac. L'accent est �egalement mis sur le Zitterbewegung 1 qui est �etudi�e en

d�etail et de deux mani�eres di��erentes. Finalement, on motive la pr�ediction d'antiparticules

par un exemple d'une marche de potentiel.

1.1 L'�equation de Schr�odinger

L'�equation de Schr�odinger �a �et�e con�cue par le physicien autrichien Erwin Schr�odinger

en 1925, En m�ecanique quantique non - relativiste, le mouvement d'une particule libre de

masse m, de vecteur impulsion �!p , d'�energie E et de fonction d'onde  (t;�!r ) est d��ecrit par

l'�equation de Schr�odinger[5] :

� ~
2

2m

�!
r2 (x) = i~

@ 

@t
; (1.1)

En e�et a partir de la relation �energie - impulsion classique d��ecrivant le mouvement

d'une particule libre de masse m, d'impulsion �!p et d��energie cin�etique E :

�!p 2
2m

= E (1.2)

on peut obtenir l'�equation de Schr�odinger en rempla�cant le vecteur impulsion et l'�energie

par les op�erateurs suivants qui s'appliquent �a la fonction d'onde  (t;�!r ) :

�!p ! �i~�!r et E ! i~
@

@t
(1.3)

soit donc, en appliquant ces op�erateurs �a la fonction d'onde  (t;�!r ) repr�esentant la

particule :

� ~
2

2m

�!
r2 = i~

@ 

@t
(1.4)

Comme on se placera dans la suite dans le syst�eme d'unit�e naturelle i.e.~ = c = 1,

l'�equation de Schr�odinger s'�ecrit dans ce cas :

� 1

2m

�!
r2 = i

@ 

@t
(1.5)

A partir de l'�equation de Schr�odinger on peut obtenir l'�equation dite de continuit�e densit�e-

1Le Zitterbewegung : un mot d'origine allemand qui veut dire mouvement de tremblement
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courant, reliant la densit�e de probabilit�e p au vecteur courant
�!
j , donn�ee par :

�!r :
�!
j +

@p

@t
= 0 (1.6)

Ou p et
�!
j sont donn�es par :

p =  � = j j2 (1.7)

�!
j = � i

2m

�
 �
�!
r2 �  

�!r  �
�

(1.8)

L'op�erateur ~2
2m

�!
r2 correspond �a l'Hamiltonien d��ecrivant le mouvement d'une particule

libre de masse m; de vecteur impulsion �!p et d'�energieE.

Marche de potentiel :

soit une particule incidente z, qui subit l'e�et d'une marche de potentiel V (x) fonction

constante dans certaines r�egions de l'espace pour un tel potentiel, la fonction d'onde �a vari-

ables s�epar�ees,  (x; t) = ' (x) e�iwt d�ecrivant l'�etat de la particule ob�eit �a l'�equation de

Schr�odinger.

i~
@

@t
 (x; t) = � ~

2

2m
4 (x; t) + V (x) (x; t) (1.9)

Qui pour les solutions stationnaires peut se mettre sous la forme :

~!' (x) = � ~
2

2m
4' (x) + V (x)' (x) (1.10)
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Ou encore :
d2

dx2
' (x) +

2m

~2
(E � V )' (x) = 0: (1.11)

Les solutions stationnaires de l'�equation de la particule son comportement sera di��erent,

nous consid�ererons donc plusieurs cas :

A) Cas ou E > V0 : r�e
exion partielle

'I (x) = Aeik1x + A�e�ik1x (1.12)

avec

k21 =
2m

~2
E (1.13)

dans la r�egion II, x > 0 et la fonction d'onde prend la forme :

'II (x) = Beik2x +B�e�ik2x (1.14)

k22 =
2m

~2
(E � V0) (1.15)

si l'on consid�ere que la particule n'est pas plus r�e
�echie apr�es le passage de la barri�ere

(B�= 0) ;nous pouvons �ecrire les conditions de raccordement en x = 0 (continuit�e de la

fonction d'onde et de sa d�eriv�ee), ou les �equations(1:14)et (1:16) deviennent :

'I (0) = 'II (0) ; soit A+ A�= B (1.16)

d'I (0)

dx
=
d'II (0)

dx
; soit k1A � k1A�= k2B (1.17)

Les �equations(1:17) et (1:18) nous permettent de calculer les rapports :

A�

A
=
k1 � k2
k1 + k2

et
B

A
=

2k1
k1 + k2

(1.18)

En reprenant les expressions des coe�cients de r�e
exion et transmission �a l'interface,

nous obtenons pour la marche de potentiel en tenant compte des �equations(1:14) :

R =

����A�A
����2 = ����k1 � k2

k1 + k2

����2 (1.19)
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T =
k2
k1

jBj2

jAj2
=

4k1k2

(k1 + k2)
2 (1.20)

On v�eri�e bienR + T = 1:

Remarques :

-La particule est bien, soit r�e
�echie, soit transmise, mais on s'aper�coit que, �a l'inverse des

pr�evisions de la m�ecanique classique, il existe une probabilit�e non nulle qu'elle soit r�e
�echie

bien que son �energie soit sup�erieure �a la marche.

- Aucun d�ephasage (retard) n'est introduit ni �a la r�e
exion, ni �a la transmission, comme

le montrent l'�equation (1:19) (rapportes d'amplitudes r�eels).

-Si E est tr�es grand devant V0; k1 � K2 et on retrouve T � 1:

B) Cas ou E > V0 : r�e
exion totale.

Reprenons les �equations (1:16) et (1:17). comme cette fois V0 > E; on peut �ecrire

k2 =
q
�2m

~2 (V0 � E) = i
q
�2m

~2 (V0 � E) ;et l'�equation (1:16) devient :

'II (x) = Be�p2x +B�ep2x (1.21)

avec

p2 =
2m

~2
(V0 � E) r�eel positif (1.22)

pour que l'�equation reste born�ee. Il convient que B�= 0 puisque x > 0 dans cette r�egion

La condition de raccordement l'�equation (1:17) ne change pas et l'�equation (1:18) devient

alors :

ik1A� ik1A�= �p2B (1.23)

et la combinaison des �equations(1:25) et(1:17) nous donne les nouveaux rapports d'am-

plitudes :
A�

A
=
k1 � ip2
k1 + ip2

et
B

A
=

2k1
k1 + ip2

(1.24)

ce qui conduit au facteur de r�e
exion :����A�A
����2 = ����k1 � ip2

k1 + ip2

����2 = 1 (1.25)

On retrouve le r�esultat donne par m�ecanique classique, la particule est toujours
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r�e
�echie2.

1.2 Th�eorie de Klein-Gordon

On utilise les matrices �i de Pauli dont les d�e�nitions sont[6]

�1 =

0@ 0 1

1 0

1A ; �2 =

0@ 0 �i

i 0

1A ,�3 =
0@ 1 0

0 �1

1A
Le quadri-gradient est d�e�ni par

@� =
�
@t;
�!r
�

et le quadri-op�erateur d'impulsion est

p� = i@�:

Ainsi l'op�erateur d'impulsion s'�ecrit

�!p = �i�!r :

On note le quadrivecteur d'onde k� par

k� =
�
E;
�!
k
�

O�u E est l'�energie
�!
k et le vecteur d'onde. Lorsque l'on �ecrit �!a , on fait r�ef�erence �a un

vecteur

�!a =
�
a1; a2; a3

�
:

Quand on utilise la m�etrique de Minkowski, on prend la convention

2 -Une di��erence importante par rapport �a la m�ecanique classique est l'introduction du terme e�p2x,
onde �evanescente, qui montre que la particule a une probabilit�e de pr�esence non nulle dans la r�egion II.
Cette probabilit�e peut être g�en�eralement consid�er�ee comme n�egligeable lorsque x > 1=p2, profondeur de
p�en�etration ou port�ee de l'onde �evanescente.

-La particule, en p�en�etrant la r�egion x > 0, subit un retard exprim�e par un d�ephasage �a la r�e
�exion,
d'ou le terme imaginaire du rappot d'amplitudes A�=A, analogue au d�ephasage introduit par r�e
exions sur
un milieu m�etallique.

-Si V0 !1; p2!1; A�! A et B ! 0. La port�ee de l'onde dans la r�egion II tends vers 0.
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��� = diag (1;�1;�1;�1)

Equation de Klein - Gordon et courant conserv�e

Soit � (x) un champ scalaire. L'�equation de Klein-Gordon est celle qui d�ecrit les particules

de spin 0. Elle est donn�ee par

avec � = @�@
� . Cette �equation est manifestement covariante �etant donn�e que l'op�erateur

� est invariant et que le champ � est scalaire. Il existe un courant conserv�e j� par les champs
v�eri�ant l'�equation de Klein - Gordon. En e�et, en posant

j� =
i

2m
(��@��� �@���) (1.26)

on voit que

@�j
� =

i

2m
(@��

�@��+ ����� @��@
��� � ����) = i

2m
(��@��� �@���) = 0 (1.27)

o�u l'on a utilis�e l'�equation de Klein - Gordon pour la derni�ere �egalit�e. En posant j0 = �,

on en d�eduit facilement que

d

dt

Z
v

�dV =

Z
s

�!
j :
�!
ds = 0

en supposant que les champs soient locaux. Ainsi, comme en m�ecanique quantique non

relativiste, on aurait envie d'interpr�eter 1=2 comme une densit�e de probabilit�e �a une particule.

Toutefois, on peut tr�es vite se rendre compte qu'on rencontre des probl�emes avec une telle

interpr�etation directe.

En e�et, si l'on consid�ere une onde plane �(x) = exp(i�!p :�!x � iEt), l'�equation de Klein-

Gordon implique imm�ediatement que

E2 =
�!
p2 +m2 (1.28)

et donc E = �
p�!p 2 +m2. De plus, le calcul du courant sur cette onde plane donne

9



j�
�
E

m
;
�!p
m

�
=
p�

m
; (1.29)

et donc � = E=m peut être soit positif, soit n�egatif, d�ependant du signe de l'�energie. Une

densit�e de probabilit�e n�egative semble �evidemment insatisfaisante. On verra par le suite que

l'introduction des antiparticules l�eve ce probl�eme.

Solution libres

Nous avons d�evelopp�e jusque l�a une th�eorie libre, c'est �a dire ne faisant intervenir aucune

interaction. On verra plus loin comment introduire l'interaction �electromagn�etique dans cette

�equation. Pour le moment, on va s'int�eresser aux solutions de l'�equation libre(??). Pour ce

faire, on va passer dans l'espace de Fourier. La transform�ee de Fourier de �(x) est d�e�nie

par

e� (k; t) = Z 1

(2�)4
� (x; t) eik�x

�

d4x; (1.30)

son inverse de fourie est donc

� (x; t) =

Z
d4k

(2�)4
e� (k; t) e�ik�x� : (1.31)

En utilisant la repr�esentation de l'�equation(1:32) pour � (x) et en appliquant l'�equation(??),

on trouve que

k�k
� = k2 = m2 (1.32)

Cette �equation �xe l'�energie de l'onde car elle donne E = �
q�!
k +m2. L'introduction de

cette contrainte peut se faire de mani�ere naturelle en modi�ant l'�equation (1:32). On �ecrit

alors

� (x; t) =

Z
d4k

(2�)4
e� (k; t) e�ik�x� (2�) � �k2 �m2

�
(1.33)

o�u le facteur 2� est introduit par souci de normalisation de la fonction �. En utilisant le

fait que cette fonction � peut s'�ecrire de mani�ere plus agr�eable comme

�(k2 �m2) =
1

2E
(� (k0 � E+) + � (k0 � E�)) : (1.34)
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o�u l'on a d�e�ni E = jE�j . La fonction � solution de l'�equation de Klein - Gordon peut

alors s'�ecrire sous la forme g�en�erale

� (x; t) =

Z
d3k

(2�)3 :2E

�
a
��!
k
�
ei(

�!
k :�!x�Et) + b

��!
k
�
e
i(�!k :�!x+Et)

�
(1.35)

o�u les fonctions a
��!
k
�
; b
��!
k
�
sont deux fonctions ind�ependantes, vu que le champ est

complexe. Si le champ �etait r�eel a
��!
k
�
; b�

��!
k
�
, seraient identi��es. A ce stade, il est tr�es

important de remarquer que la fonction � comprend une superposition d'onde d'�energies

positives et d'ondes d'�energies n�egatives.

Int�eraction �electromagn�etique

On aimerait maintenant pouvoir g�en�eraliser l'�equation(??) en introduisant l'interaction

de la fonction � avec un champ �electromagn�etique. On sait de la physique quantique tradi-

tionnelle qu'en pr�esence d'un potentiel externe A� =
�
A0;

�!
A
�
le moment canonique p� = i@�

devient i (@� + iqA�) o�u q est la charge de la particule repr�esent�ee par la fonction �. On d�e�nit

alors la d�eriv�ee covariante comme

D� = @� + iqA� (1.36)

et on g�en�eralise l'�equation de Klein-Gordon en rempla�cant @� par D�. On a ainsi

�
D�D

� +m2
�
� (x) = 0: (1.37)

On peut facilement voir que le courant conserv�e associ�e �a cette �equation s'obtient en

rempla�cant @� par D�dans l'ancien courant. Ce qui s'�ecrit

j� =
i

2m
(��D��� � (D��)�) ; (1.38)

avec @� j
� = 0. Ainsi, la densit�e de probabilit�e j0 = � associ�ee est :

� =
i

2m
(�� (@t + iqA�)�� � (@t + iqA�)�

�) : (1.39)

Comme il est �evident que D� se transforme comme un quadrivecteur, la nouvelle �equation

est manifestement covariante sous transformation de Lorentz. On pourrait �egalement montrer

que la parit�e, le renversement temporel et les transformations de jauge sont des sym�etries
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de cette �equation.

Limite non relativiste

Il est possible de d�e�nir une limite non-relativiste de l'�equation(1:38) de Klein - Gordon.

Il existe essentiellement deux m�ethodes pour y arriver. La premi�ere est une proc�edure, due

�a Foldy-Wouthuysen, de d�eveloppement syst�ematique dans des puissances inverses de

la masse qui m�ene �a une expression en s�erie enti�ere du Hamiltonien �nal. Cette m�ethode

est tr�es calculatoire, mais a l'avantage d'être syst�ematique. Il existe une autre m�ethode

moins syst�ematique, mais plus simple, qui permet d'obtenir facilement les premiers termes

du d�eveloppement. C'est cette derni�ere m�ethode qui est pr�esent�ee ici. On commence par

remarquer que l'�equation de Klein - Gordon peut se mettre sous la forme

[i@t � qA0]
2 � (x) =

�
m2 +

��!p � q
�!
A
�2�

� (x) (1.40)

o�u pi = �i @
@xi
.L'�equation �etant du deuxi�eme degr�e en temps, on sait qu'il est possible de

la d�ecoupler en deux �equations du premier degr�e. On d�e�nit ' = � et � = i
m
(@t + iqA0)�

l'�equation(1:41) m�ene �a

i (@t + iqA0)' = m� (1.41)

En�n, on cr�ee des combinaisons lin�eaires en d�e�nissant que' = �� + �� et � = ��� ��;

ou ��et ��sont deux fonctions, puis on introduit le vecteur 	 (x) = (��; ��). On peut alors

�ecrire ce syst�eme sous forme d'une �equation de Schr�odinger :

i@t	a (x) = Hab	b (x)

o�u a; b = 1; 2et le Hamitonien est

0BB@
�
m+

(�!p �q
�!
A)

2

2m
+ qA0

�
(�!p �q

�!
A)

2

2m

�(
�!p �q�!A)

2

2m
�
�
m+

(
�!
P �q�!A)

2

2m

�
+ qA0

1CCA (1.42)
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On explicite �nalement le syst�eme pour trouver

i@t�� =

264m+
��!p � q

�!
A
�2

2m
+ qA0

375 �� +
��!
P � q

�!
A
�2

2m
�� (1.43)

i@t�� = �

264m+
��!p � q

�!
A
�2

2m
� qA0

375�� �
��!
P � q

�!
A
�2

2m
�� (1.44)

A partir de ces expressions, la limite non relativiste peut être obtenue moyennant quelques

calculs. Tout d'abord, on va commencer par se d�ebarrasser de la d�eriv�ee temporelle. On

�ecrit donc que  (x; t) = exp [�iEt] nr (x) avec E = m + " et nr (x) = (� (x) ; � (x)) : les

inconnues du probl�eme sont maintenant les fonctions �; � ainsi que l'�energie ": Avec ces

nouvelles d�e�nitions, on aboutit au syst�eme

(m+ ") � =

"
m+

�!
�2

2m
+ qA0

#
� +

�!
�2

2m
� (1.45)

(m+ ")� = �
"
m+

�!
�2

2m
� qA0

#
��

�!
�2

2m
� (1.46)

o�u l'on a d�e�ni
�!
� = �!p � q

�!
A . La limite non-relativiste consiste �a dire que l'�energie "

est petite devant la masse, que les champs � et A sont faibles par rapport �a la masse et que

la variation spatiale des quantit�es est faible. En passant dans l'espace de Fourier, tous les

op�erateurs pr�esents dans les �equations(1:48) et (1:49)deviennent des nombres. On peut ainsi

r�esumer nos hypoth�eses par " << m; jA0j << m,
����!A ��� << m et j�!p j << m;ce qui entrâ�ne����!� ��� << m,

Sans passer dans l'espace de Fourier, on va travailler avec l'op�erateur
�!
� comme un

nombre et on le r�einterpr�etera et comme un op�erateur �a la �n du calcul. Comme �a partir de

maintenant ce sera toujours le cas, on ne mentionnera plus la subtilit�e. Le but est maintenant

de trouver des �equations pour nos quantit�es, en allant �a l'ordre 1=m4 au maximum. En

rappelant qu'au premier ordre 1=(1 + x) ' 1� x,

� = � 1

2m

 
1 +

�!
�2

2m2
+
qA0
2m

� "

m

! �!
�2

2m
�; (1.47)

et on pourrait v�eri�er par la suite qu'il ne sert �a rien de d�evelopper �a un ordre plus �elev�e
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pour cette �equation. En rempla�cant dans l'�equation(1:48) on trouve

"

 
1�

�!
�2

16m4

!
� =

 �!
�2

2m
�
�!
�4

8m3
+ qA0 �

�!
�2qA0

�!
�2

16m4

!
(1.48)

Pour respecter la physique, on cherche une fonction qui soit proprement norm�ee. La den-

sit�e de probabilit�e p donn�ee par l'�equation(1:24) peut s'exprimer dans les nouvelles variables

comme � = (��� � ���). Les conditions de normalisations �etant que
R
�d 3x = 1, on doit

avoir que
R
(��� � ���) d 3x = 1 . Mais comme � ' �

�!
�2

4m2 il vient

Z
��

 
1�

�!
�2

16m4

!
�d3x = 1: (1.49)

.

On d�e�nit alors

e� =  1� �!
�2

32m4

!
� , � =

 
1 +

�!
�2

32m4

!e� (1.50)

o�u la derni�ere relation est vraie �a l'ordre 1=m4 seulement. La fonction e� est proprement
norm�ee et c'est donc l'�etat physique cherch�e. En rempla�cant dans l'�equation(1:51) et apr�es

quelques manipulations, on arrive �a

"e� =  �!�2
2m

�
�!
�4

8m3
+ qA0 +

�!
�4qA0
32m4

+
qA0

�!
�4

32m4
�
�!
�2qA0

�!
�2

16m4

!e�: (1.51)

En remarquant �nalement que

h�!
�2;
h�!
� 2; A0

ii
=
�!
�4A0 + A0

�!
�4 � 2

�!
�2A0

�!
�2 (1.52)

et en se rappelant la d�e�nition de
�!
�; il faut r�esoudre eH e� = "e� avec

eH =

��!p � q
�!
A
�2

2m
�

��!p � q
�!
A
�4

8m3
+qA0+

1

32m4

���!p � q
�!
A
�2
;

���!p � q
�!
A
�2
; qA0

��
: (1.53)

Le premier terme est l'�energie cin�etique non relativiste et le deuxi�eme est la premi�ere

correction relativiste. Le troisi�eme terme est simplement l'�energie potentielle tandis que le

dernier terme est un e�et purement quantique. On pourrait en e�et montrer que ce terme
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est li�e au Zitterbewegung, e�et de tremblement de la trajectoire que l'on �etudiera plus loin.

Notons �nalement que ce qui nous int�eresse en g�en�eral, ce n'est pas tant les fonctions d'ondes

d'un syst�eme mais plutôt son spectre. Ainsi, pour ce qui nous int�eresse, il nous su�t de

d�eterminer le spectre de eH .

Atomes m�esoniques

Des atomes de spin z�ero peuvent exister dans la nature quand un ��ou unK� est captur�e

par un noyau. On peut calculer approximativement le spectre de ces syst�emes en utilisant

la formule trouv�ee pour bH. Dans ce probl�eme, le champ magn�etique est nul et le potentiel
est Coulombien. On prend donc

�!
A = 0 et qA0 = �Z�

r
avec Z le nombre de protons et on

rappelle que � = 1=137. Il faut alors r�esoudre le spectre de

eH =

�!
p2

2m
� Z�

r
�
�!
p4

8m3
+

1

32m4
[
�!
p2 ; [

�!
p2;qA0]]; (1.54)

Le spectre de H0 est connu car c'est celui de l'atome d'hydrog�ene avec Z 6= 1

Il est donn�e par

En = �
Z2�2

2n2
m; (1.55)

avec :

H0	n (
�!r ) = (�

�!
p2

2m
� Z�

r
)	n (�!r ) = En	n (

�!r ) (1.56)

On va alors traiter les deux termes di��erents de H0 en perturbation. Mais,

�!
P 4

8m3
	n (

�!r ) = 1

2m

�
En +

Z�

r

�
	n (

�!r ) = 1

2m
(m2Z

4�4

4n2
�m

Z3�3

n2r
+
Z3�2

r2
)	n (

�!r ) (1.57)

et l'on sait de l'atome d'hydrog�ene que

�
1

r

�
= m

Z�

n2
;

�
1

r2

�
= m2 Z2�2

n3
�
l + 1

2

�; (1.58)

o�u h:i signi�e la moyenne sur l'�etat	n. On arrive donc �a

* �!
P 4

8m3

+
=
mZ4�4

2n3

�
1

1 + 1
2

� 3

4n

�
: (1.59)

En utilisant le fait que r2 1
r
= �4�� (�!r ) ; on voit que [

�!
p2 ; qA0] = �4��� (�!r ) :
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Donc,

D����!p2 ; [�!p2 ; qA0]]���E+ 4�z� Z � (�!r ) ((r2	�n (
�!r ))	n (�!r )�	�n (�!r )r2	n (

�!r ) d3r = 0: (1.60)

Il n'y a ainsi pas de contribution du Zitterbewegung. Finalement, le spectre

de eH, qui est la correction �a l'�energie de masse, s'�ecrit
"nl = �m

Z2�2

2n2
[1 +

Z2�2

n2
(

n

1 + 1
2

� 3
4
) + :::] (1.61)

On observe que le terme en
�!
p4 agit comme un terme de structure �ne vu qu'il l�eve la

d�eg�en�erescence en l de l'atome d'hydrog�ene. Il existe �egalement une solution exacte �a ce

probl�eme, qu'on peut obtenir en �ecrivant l'�equation stationnaire de Klein - Gordon :

((E +
Z�

r
)2 +r2 �m2)	 (�!r ) = 0: (1.62)

Comme le probl�eme est �a sym�etrie sph�erique, l'id�ee est de partir comme usuellement avec

des fonctions dont la d�ependance angulaire et la d�ependance en r sont d�ecoupl�ees. Moyennant

quelques identi�cations, on peut se ramener �a l'�equation de l'atome d'hydrog�ene mais avec

un nouveau l qui devient continu. On prolonge ensuite analytiquement la solution de l'atome

d'hydrog�ene pour obtenir une expression exacte de l'�energie E. Les calculs d�etaill�es sont

donnent

E = m

2641 + Z2�2�
n� l � 1

2
+
q
(l + 1

2
)2 � Z2�2

�2
375
�1=2

(1.63)

Dans le d�eveloppement perturbatif nous avions suppos�e que l'�energie cin�etique �etait pe-

tite, ce qui s'�ecrit
�!
p2=2m << 1. On peut alors se demander quelle quantit�e doit être pe-

tite ici a�n de retrouver le d�eveloppement perturbatif. Le th�eor�eme du viriel nous donne,

hvi = �2 hT i i, o�u T est l'�energie cin�etique, tandis que l'�equation(1:61) nous permet d'af-

�rmer que hvi � �mZ2�2.On voit donc que
�!
p2=2m � �mZ2�2 ce qui implique qu'il faut

d�evelopper la solution dans le petit param�etre Z2�2 , ce qui est coh�erent avec la limite non

relativiste o�u on avait suppos�e quejqA0j << m: En e�ectuant le d�eveloppement, on peut

voir que l'on retrouve imm�ediatement la solution perturbative.

On peut en�n se demander si la formule que nous avons trouv�ee est coh�erente. En �etudiant

l'�etat fondamentle (n = 1; l = 0) on voit que les �energies deviennent complexes �a partir
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deZ = 69, car � = 1=137. A partir de Z = 69 on peut �ecrire l'�energie comme E = E0+ i�=2

et l'�etat propre prend la forme g�en�erale

	 (�!r ) = eiEt� (�!r ) = eiEt�
�
2
t� (�!r ) : (1.64)

Si l'on suppose que 	 (�!r ) est norm�e au temps t = 0, on a alors
R
j� (�!r )j2 d 3r = 1, et

donc au temps t la probabilit�e totale d'observer l'�etat 	est

p =

Z
j	j2 d3r = e��t: (1.65)

Des �energies complexes repr�esentent alors le fait que l'�etat n'est pas stable et qu'il se

d�esint�egre avec un temps de vie � = 1=�. Ces r�esultats sont tout �a fait similaires �a la

th�eorie des �etats m�etastables de l'approximation semi classique de la physique quantique

non relativiste. Notre th�eorie pr�edit ainsi que les atomes m�esoniques sont instables �a partir

de Z = 69. Remarquons que, �a partir de Z = 69, hvi � �m et que les ph�enom�enes de

cr�eations de paires ne peuvent être n�eglig�es. Il se trouve que l'on a pu observer des atomes

m�esoniques assez stables ayant Z=82 ou encore Z = 92. Cette th�eorie n'est donc pas parfaite

et devrait être modi��ee. Un petit calcul simple montre que pour un m�eson � le rayon de

Bohr vaut 2:8 fm �a Z = 69, alors que le rayon du noyau est R = 1:2:A1=3 = 5fm. En d'autres

termes, un mod�ele de noyau ponctuel ne pourra jamais donner un bon r�esultat. Il faudrait

alors modi�er notre mod�ele en travaillant avec la masse r�eduite et non la masse, ou encore

prendre en compte que le noyau n'est pas ponctuel, ainsi que consid�erer les ph�enom�enes de

cr�eations de paires etc..

Zitterbewegung.

Il existe un e�et quantique remarquable contenu dans l'�equation de Klein - Gordon qui

donne lieu �a un tremblement de la particule libre sur la trajectoire, ou Zitterbewegung. La

mani�ere la plus commune d'exhiber cet e�et est de calculer directement la position moyenne

d'un paquet d'ondes et de montrer qu'on trouve une 
uctuation de la trajectoire de l'ordre

de 1=m. Le Zitterbewegung peut �egalement être mis en avant �a l'aide d'une explicitation

purement alg�ebrique de l'op�erateur position en faisant intervenir le point de vue de Heisen-

berg de la m�ecanique quantique. Soit A(t) un op�erateur dans la vision de Heisenberg, reli�e
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�a l'op�erateur A ind�ependant du temps de la vision de Schr�odinger par la relation

A (t) = eiHtAe�iHt (1.66)

o�u l'on a suppos�e que le Hamiltonien est ind�ependant du temps. La d�eriv�ee de l'op�erateur

A (t) peut s'�ecrire comme

dA(t)

dt
= i [H;A(t)] +

@A(t)

@t
(1.67)

Revenons maintenant au probl�eme physique. Si l'on suppose, dans la formulation �a deux

composantes, que la particule est libre alors le Hamiltonien de l'�equation(1:45) prend la

forme

H =

�!
p2

2m

�
�3 + i�2

�
+m�3 (1.68)

o�u les �i sont les matrices de Pauli. L'op�erateur vitesse de la particule s'exprime comme

�!v (t) = d�!x (t)
dt

= i [H;�!x (t)] =
�
�3(t) + i�2(t)

� �!p (t)
m

: (1.69)

En remarquant que

H�!v (t) +�!v (t)H = 2�!p (1.70)

On obtient que

d�!v (t)
dt

= i [H;�!v (t)] = i (H)�!v (t) +�!v (t)H)� 2i�!v (t)H = 2i�!p � 2i�!v (t)H: (1.71)

On note�!v 0 = �!v (t = 0); et on pose �!� (t) = �!p H�1 + (�!v 0 � �!p H�1)e�2iHt. En voyant

que l'�equation (1:73) peut s'�ecrire

H(�!v ��!p H�1) = �(�!v ��!p H�1)H (1.72)

car [�!p ;H] = 0, et comme [H;�!� (t)] = 0 on a

d�!� (t)
dt

=
��!v 0 ��!p H�1� e�2iHt (�2iH) = eiHt(�!v 0 ��!p H�1)e�iHt (�2iH) (1.73)

= 2i�!p � 2i�!v (t)H:
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De plus, comme �!� (t = 0) = �!v0 , on doit forc�ement avoir

�!v (t) = �!� (t) = �!p H�1 + (�!v 0 ��!p H�1)e�2iHt: (1.74)

En posant �!x (t = 0) = �!x0 et en notant symboliquement H�1 = 1=H , une simple

int�egration de cette derni�ere expression m�ene �a

�!x (t) = �!x0 +
�!p t
H
�
�
�!v 0 �

�!p
H

�
e�iHt � 1
2iH

: (1.75)

On voit alors que l'op�erateur position est compos�e d'une partie de translation �a vitesse

constante ainsi que d'une partie oscillante, le Zitterbewegung. Il est �a ce stade possible de

calculer la moyenne de cet op�erateur position sur un paquet d'ondes a�n de retrouver la

formule usuellement �enonc�ee. Ce calcul est �egalement instructif d'un autre point de vue,

car on va se rendre compte que le calcul de moyennes d'op�erateurs est un peu plus subtil

qu'en m�ecanique quantique traditionnel. On pose 	 = (��;��), comme �a la section1:4. On

peut alors exprimer la densit�e de probabilit�e comme � = j��j2 � j��j
2 = 	+�3	. On voit

donc que le produit scalaire usuel doit être modi��e en ins�erant une matrice �3 a�n que la

normalisation
R
�d3r = 1 soit valable. Ainsi, dans la formulation �a deux composantes, la

moyenne d'un op�erateur A s'exprime comme

hAi = h	 jAj	i =
Z
	+�3A	d3r: (1.76)

En revenant aux d�e�nitions des fonctions �� et �� de la section 1.4, on voit qu'en terme

de la fonction d'onde � �a une composante 	 s'�ecrit

	 (x) =
1

2
(�(x) +

i

m
@t�(x (1.77)

	 (x) =
1

2
(�(x)� i

m
@t�(x

vu que A0 = 0. Lors de l'�etude des solutions libres, on a vu qu'on peut �ecrire

�(x) comme

�(x; t) =

Z
d3k

(2�)3

r
m

E

���a+�!
k
ei(

�!
k:�!x�Et) + a��!

k
ei(

�!
k:�!x�Et)

��� (1.78)

o�u l'on a red�e�ni les coe�cients devant les exponentielles et on rappelle que
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E =

q�!
p2 +m2 .En d�e�nissant

��
��!
k
�
=

1

2
p
mE

0@ m+ �E

m� �E

1A (1.79)

o�u � = �1,	devient alors

	 (x; t) =
X
�=�1

Z
d3k

(2�)3
ei
�!
k :�!x a��!

k
(t)��(

�!
k); (1.80)

o�u a��!
k
(t) signi�e que la d�ependance temporelle se trouve dans les fonctions a��!

k
hx(t)i : Si

l'on veut calculer la moyennehx(t)i il faut se placer en repr�esentation

de Heisenberg. L'�evolution temporelle devant se trouver dans les op�erateurs, on se place

en t=0 pour calculer la moyenne de �!x (t). En utilisant la d�e�nition l'�equation (1:79) sur la

fonction 	(x) = 	(x; t = 0) ainsi que l'�equation(1:72) et le fait que

(��)+ �3�
��
= ���; �� le calcul donnerait

D
	(x)

�����!x(t)���	(x)E = j�!x0j+
X
�

Z
d3k

(2�)3

�!
k

E
t�
���a��!

k
(t)
���2 (1.81)

+2

Z
d3k

(2�)3

�!
k

E2
sin (Et)R

���a���!
k
a+��!
k
e�iEt

���
Si on avait opt�e pour la vision de Schr�odinger, nous aurions �egalement pu calculer la

moyenne de l'op�erateur �!x . Un long calcul nous aurait alors men�e �a

h	(x; t) j�!x j	(x; t)i =
X
�

Z
d3k

(2�)3

�!
k

E
t�
���a��!

k
(t)
���2 �R

"
i

Z
d3k

(2�)3

�!
k

E2
a+��!
k
(t)a���!

k
(t)

#
(1.82)

On peut �evidemment montrer que la moyenne de�!x (t) calcul�ee dans la vision de Heisen-

berg ou dans la vision de Schr�odinger est identique. La premi�ere composante de cette

moyenne est simplement le mouvement �a vitesse uniforme du paquet. La deuxi�eme com-

posante de l'�equation (1:85) est par contre telle que

a+��!
k
(t)a���!

k
(t) � e2iEt (1.83)

et repr�esente ainsi une oscillation �x tr�es rapide(! � 2m) de la position de la particule

autour de la position centrale. Ce mouvement d'oscillation est clairement dû aux interf�erences
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entre les parties �a �energies positives et les parties �a �energies n�egatives. De plus, on voit

facilement que �x � 1=m:

Antiparticules

A�n de se rendre compte que l'�equation de Klein - Gordon contient e�ectivement la

description de particules et d'antiparticules, le plus simple est de prendre un exemple dans

lequel on voit la n�ecessit�e d'interpr�eter la pr�esence d'antiparticules. Soit une particule de

Klein - Gordon de masse m, charge e et �energie E =

q�!
p2 +m2 incidente sur une marche de

potentiel

V (x) = V0� (x) = eA0 (x) (1.84)

On a vu �a l'�equation (1:81) que la solution libre �etait compos�ee de deux paquets d'on-

des, un avec �energies positives et un avec �energies n�egatives. Nous allons consid�erer que la

particule incidente sur le potentiel a une �energie positive. La solution peut alors s'�ecrire

comme

� (x) = feikx + ae�ikx si x < 0 k =
p
E2 �m2 (1.85)

fbeiqx si x > q =

q
(E � V0)

2 �m2

Comme habituellement, il faut maintenant imposer que � et sa d�eriv�ee sont continues

en 0, ce qui permet de r�esoudre le syst�eme pour les coe�cients a et b. Les coe�cients de

transmission et de r�e
exion peuvent alors se calculer et valent

T =
q

k

��b2�� = 4q

k
��1 + q

k

��2 (1.86)

R = jaj2 =
����1� q

k

1� q
k

����2 (1.87)

Il y a maintenant 3 cas di��erents �a consid�erer :

1. 0 � V0 � E �m : L'�energie cin�etique est plus grande que la barri�ere. Dans ce cas k et

q sont r�eels et on a

T =
4qk

(k + q)2
2 [0; 1] ; R =

�
k � q

k + q

�2
2 [0; 1] ; R + T = 1; (1.88)

21



L'onde incidente est partiellement r�e
�echie et partiellement transmise, comme en m�ecanique

quantique non relativiste.

2. E �m � V0 � E +m : Dans ce cas q devient imaginaire et on trouve que

T = 0; R = 1; R + T = 1: (1.89)

L'onde incidente est totalement r�e
�echie, ce qui est analogue au cas non relativiste.

3. E � m � V0 : Dans ce cas q redevient r�eel mais il faut le choisir n�egatif pour que

R + T = 1; avec

R =

�
k + jqj
k + jqj

�2
> 1; T = � 4k jqj

(k � jqj)2
< 0 (1.90)

La probabilit�e est toujours conserv�ee mais ceci nous coûte un coe�cient de transmission

n�egatif et un coe�cient de r�e
exion plus grand que 1. L'interpr�etation de ce dernier cas

est que des paires �a �energies positives et n�egatives sont produites par l'interaction avec le

potentiel. On voit que ce ph�enom�ene a lieu lorsque la barri�ere de potentiel est grande, c'est �a

dire lorsque la localisation de la fonction d'onde est tr�es forte �a droite de la barri�ere. La partie

�a �energie positive repart vers la gauche et s'additionne �a l'onde r�e
�echie pour donner R > 1.

La partie �a �energie n�egative remonte vers la droite et donne T < 0. On peut expliquer ceci

par le fait que la premi�ere correspond �a une particule de charge q qui subit le potentiel V (x)

et contribue de mani�ere positive au courant �electrique, tandis que la deuxi�eme correspond

�a une antiparticule de charge -q. subissant l'oppos�e du potentiel et contribuant de fa�con

n�egative au courant �electrique. Il faut donc se r�esoudre au fait que l'interpr�etation de la

fonction d'onde � comme une densit�e �a une particule m�ene forc�ement �a des complications

�etant donn�e que nous sommes confront�es �a un probl�eme �a plusieurs particules. On pourrait

formaliser cette exemple de fa�con g�en�erale en consid�erant la relation entre les solutions �a

�energies positives (particules) et n�egatives (antiparticules) en pr�esence d'un champ externe

dans une proc�edure appel�ee conjugaison de charge.
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1.3 Th�eorie de Dirac

Equation de Dirac et courant conserv�e

Soit  (x) un vecteur �a 4 composantes, que l'on appelle spineur. L'�equation de Dirac est

donn�ee par

(i
�@� �m) (x) = 0: (1.91)

La quantit�e
� est un 4�vecteurs de matrices 4� 4, agissant sur la fonction d'onde  comme

sur un vecteur. Ces matrices 
� restent encore �a être trouv�ees. A�n de d�eterminer les pro-

pri�et�es que doivent satisfaire les 
�, on commence par imposer que l'�equation de Dirac doit

impliquer celle de Klein-Gordon. Pour ce faire, on va appliquer l'op�erateur (�i
�@� �m)

sur l'�equation(1:94). On trouve

�

�

@�@
 +m2

�
 (x) = 0 (1.92)

En utilisant le fait que les d�eriv�ees commutent, on peut r�e�ecrire cette �equation

�
1

2
f
�; 

g@�@
 +m2

�
 (x) = 0 (1.93)

o�uf:; :g signi�e l'anti commutateur. En comparant �a l'�equation de Klein-Gordon qui

s'�ecrit (��
@� +m2) (x) = 0, on en d�eduit que les matrices 
� doivent satisfaire l'alg�ebre

de Cli�ord :

f
�
�; 

g = 2��
1 (1.94)

On a not�e 1 la matrice identit�e 4 � 4 , que l'on omettra d�es lors. On voit donc que

(
0)
2
= 1 et que (
i)

2
= �1 . On peut choisir les matrices 
� de telle sorte 
0 que soit

hermitienne et que les 
i soient anti-hermitiennes, ce qui se r�esume par


�+ = 
0
�
0: (1.95)

L'alg�ebre de Cli�ord n'a pas de solution unique. En e�et, on voit facilement que les

matrices


��
�� = U
�U�1; (1.96)

avecU une matrice inversible arbitraire, satisfont aussi l'alg�ebre de Cli�ord. Il existe un
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th�eor�eme d'unicit�e des repr�esentations de l'alg�ebre de Cli�ord qui a�rme que toute paire

de matrices 
� et 
�� la satisfaisant est reli�ee par une conjugaison du type l'�equation(1:99).

On remarquera de plus que, si la matrice U est unitaire, alors les matrices 
�� ont aussi

la propri�et�e que 
��+ = 

�0
��


�0 . Comme premi�ere v�eri�cation que l'�equation de Dirac

n'est pas absurde, on peut voir qu'elle donne lieu �a un Hamiltionien hermitien. En e�et,

l'�equation peut s'�ecrire

i@t (x) = H (x) (1.97)

avec

H = m
0 � i 
0
i @i: (1.98)

En utilisant le fait que
0
+
= 
0 et que (
0
i)

+
= 
0
i on voit facilement que H = H+.

Comme pour l'�equation de Klein-Gordon, il existe un courant conserv�e par les fonction

 (x) v�eri�ant l'�equation de Dirac. On pose

J� =  +
0
� (1.99)

et on v�eri�e en e�et que @�J
� = 0 Il s'ensuit que, comme d'habitude, la composante 0

de J� int�egr�ee sur tout l'espace devient une quantit�e conserv�ee. La densit�e� = J0 s'�ecrit

� =  + : (1.100)

On verra que l'interpr�etation de � comme densit�e de probabilit�e �a une particule m�ene aux

mêmes probl�emes que dans le cas du champ de Klein - Gordon. En ce qui concerne le produit

scalaire, contrairement au cas de Klein - Gordon, on remarque que celui-ci ne doit pas être

modi��e pour calculer la densit�e �. Il en d�ecoule que le calcul des moyennes d'op�erateurs ne

comporte aucune subtilit�e et donc que pour un op�erateur A on a

hAi = h jAj i =
Z
 +A d3x (1.101)

On remarquera en�n que n'importe quel changement de base de type l'�equation(1:99)

laisse la densit�e de courant inchang�ee si les fonctions d'ondes sont modi��ees en e = U et

que la matrice U est unitaire. Ceci montre clairement que toutes les pr�edictions physiques

de la th�eorie de Dirac d�ependent uniquement des propri�et�es alg�ebriques des matrices 
�. On
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va maintenant faire une construction un peu plus explicite des matrices 
�. Il est possible de

d�emontrer qu'il faut que ces matrices soient de dimension paire. Pour d = 2, on sait que les

matrices de Pauli satisfont l'alg�ebre de Cli�ord, f�i; �jg = 2�ij Mais comme il n'existe pas

d'autres matrices de dimension 2 qui anti commutent avec les trois matrices �i, l'alg�ebre de

Cli�ord ne peut pas être r�ealis�ee en dimension 2. En dimension 4 par contre, il est possible de

trouver des repr�esentations de l'alg�ebre de Cli�ord. Il existe en e�et 5 matrices ind�ependantes

qui anti commutent entre elles. On peut en identi�er 4 aux matrices 
� et choisir la derni�ere

comme


5 = �i
0
1
2
3 (1.102)

Des propri�et�es des matrices 
� on en d�eduit que f
�; 
5g = 0, (
5)2 = 1 et 
5+ = 
5.

Il existe deux repr�esentations utiles en physique. La premi�ere est appel�ee repr�esentation

standard et elle peut être donn�ee en bloc 2� 2 par


0 =

0@ 1 0

0 �1

1A ; 
i =

0@ 0 �i

��i 0

1A , 
5 =

0@ 0 1

1 0

1A : (1.103)

La deuxi�eme est appel�ee repr�esentation deWeyl et est d�e�nie par


0 =

0@ 0 1

1 0

1A ; 
i =

0@ 0 �i

��i 0

1A , 
5 =

0@ 1 0

0 �1

1A : (1.104)

La repr�esentation standard est plus utile pour �etudier les solutions de l'�equation de Dirac

ainsi que sa limite non relativiste. La repr�esentation de Weyl permet, quant �a elle, d'�etudier

les propri�et�es de transformations de l'�equation de Dirac. On peut �evidemment passer d'une

repr�esentation �a l'autre en utilisant une conjugaison du type l'�equation (1:99).

Antiparticules

Comme nous l'avons d�ej�a fait, on va prendre un exemple concret qui permet de se rendre

compte que la th�eorie contient intrins�equement plusieurs particules. Soit une particule de

masse m et �energie E =
p�!p +m2 incidente sur une marche de potentiel

V (x) = V0� (x) = qA0 (x) : (1.105)

On suppose que le paquet d'ondes incident est compos�e d'�energies positives uniquement.
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La solution au probl�eme prend la forme

 (x) =
X

A�u� (p) e
ipx +

X
B�u�(�p)e

�ipx si x < 0 k=
p
E2 �m2 (1.106)

=
X

C�u� (q) e si x > 0 q =

q
(E2 � V0)

2 �m2

Il faut imposer la continuit�e de la fonction d'onde en x = 0. La d�eriv�ee de la fonction

n'entre pas en jeu, �etant donn�e que l'�equation de Dirac est du premier degr�e et que le courant

de probabilit�e ne d�epend pas des d�eriv�ees de la fonction d'onde. En utilisant la forme explicite

des spineursu�, l'analyse, composante par composante, nous impose de r�esoudre le syst�eme

A� +B� =

r
E � V0 +m

E +m
C� (1.107)

A� �B� =
q

p

E +m

E � V0 +m

r
E � V0 +m

E +m
C�

On peut r�esoudre ce syst�eme et les coe�cients de transmission et r�e
exion T et R

s'�ecrivent

R =

����B�A�
����2 = ����1� r

1 + r

����2 (1.108)

T =
q

p

����C�A�
����2 = 4r

j1 + rj2
(1.109)

avec

r =
q

p

E +m

E � V0 +m
=

r
E +m

E � V0 +m

r
E � V0 �m

E �m
(1.110)

Il y a alors 3 cas �a examiner :

1. 0 � V0 � E �m : L'�energie cin�etique est plus grande que la barri�ere. Dans ce cas q

est r�eel et positif et on a r = jrj.

T =
4 jrj

(1 + jrj)2
2 [0; 1] ; R =

�
1� jrj
1 + jrj

�2
2 [0; 1] R + T = 1. (1.111)

L'onde incidente est partiellement r�e
�echie et partiellement transmise , comme en m�ecanique

quantique non relativiste.

2. E �m � V0 � E +m : Dans ce cas, q devient imaginaire et on a r = i jrj. De plus,

T = 0; R = 1; R + T = 1. (1.112)
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L'onde incidente est totalement r�e
�echie, ce qui est analogue au cas non relativiste.

3. E � m � V0 � E + m : Dans ce cas, q redevient r�eel, mais il faut le choisir n�egatif

pour que R + T = 1, et alors r = jrj :Et;

R =

�
1 + jrj
1� jrj

�2
> 1; T = � 4 jrj

(1� jrj)2
< 0: (1.113)

La probabilit�e est toujours conserv�ee, mais ceci nous coûte un coe�cient de transmission

n�egatif et un coe�cient de r�e
exion plus grand que 1.

Exactement comme dans le cas de Klein - Gordon, l'interpr�etation de ces r�esultats est

que des paires de solutions �a �energies positives et n�egatives se d�epla�cant vers la gauche

et vers la droite s'additionnent et se soustraient aux ondes r�e
�echies par la barri�ere. On

interpr�ete alors la composante �a �energies positives comme une particule de charge q, tandis

que la composante �a �energies n�egatives est interpr�et�ee comme une particule de charge �q.

Cette paire de particule-antiparticule contribue de mani�ere oppos�ee �a R etT et ceci explique

que l'on trouve R > 1 et T < 0. Il faut donc se r�esoudre au fait que l'interpr�etation de la

fonction d'onde  comme une densit�e �aune particule m�ene forc�ement �a des complications,

�etant donn�e que nous sommes confront�es �a un probl�eme �a plusieurs particules. On pourrait

aussi formaliser cet exemple de fa�con g�en�erale en consid�erant la relation entre les solutions

�a �energies positives (particules) et n�egatives (antiparticules) en pr�esence de champ externe

dans une proc�edure appel�ee conjugaison de charge.

Ce chapitre est un premier approche dans l'�etude de l'�equation de Klein-Gordon et de

Dirac. On y traite les implications les plus directes de ces deux �equations et on interpr�ete

physiquement ce qu'on trouve.

La structure a �et�e pens�ee de telle sorte qu'on utilise des r�esultats d�ej�a d�emontr�es connus,

ou dont la d�emonstration a �et�e accept�ee pr�ec�edemment, ce qui �evite de devoir jongler entre

plusieurs parties. Par contre, les �equations de Klein - Gordon et de Dirac sont pos�ees sans

aucune argumentation physique. Notons en�n que les �etapes de calculs ne sont pas toujours

explicit�ees, mais que les grandes lignes du raisonnement sont toujours mentionn�ees.

En ce qui concerne les pr�e requis, on suppose que la m�ecanique quantique non rela-

tiviste de base est connue. Des r�esultats concernant l'atome d'hydrog�ene seront utilis�es sans

d�emonstration. On utilise �egalement des r�esultats sur le groupe de Lorentz et la th�eorie des

groupes. Le formulation covariante de la physique doit aussi être connue. Par simplicit�e et

pour �eviter la lourdeur des �equations, le syst�eme d'unit�e est le syst�eme naturel, i:e . ~ = c = 1
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Chapitre 2

M�ethode de Nikiforov-Uvarov

La m�ethode de Nikiforov-Uvarov 1988 (NU) est bas�ee pour la r�esolution de l'�equations

de second ordre de type hyperg�eom�etrique au moyen des fonctions sp�eciales orthogonales

pour un potentiel donn�e, l'�equation de Schr�odinger comme des �equations dans des coor-

donn�ees sph�eriques sont r�eduites �a une �equation g�en�eralis�ee de type hyperg�eom�etrique avec

un appropri�ee du même rang de la transformation r ! s et alors elles peuvent être r�esolues

syst�ematiquement pour trouver la solution �exact ou solutions particuli�eres. Dans la suite

nous pr�esentons en d�etails la m�ethode Nikiforov-Uvarov pour la resolution �equation de type

hyperg�eom�etrique publier dans le livre (fonctions sp�eciales de la physique math�ematique

,traduction fran�caise �Edition Mir.Moscou.1983)[7].

2.1 L'�equation di��erentielle pour les fonctions sp�eciales

Dans un grand nombre de probl�emes importants de la physique th�eorique et math�ematique,

on est conduit �a l'�equation di��erentielle

u" +
e� (z)
� (z)

u0 +
e� (z)
�2 (z)

u = 0 (2.1)

dans laquelle � (z) et e� (z) sont des polynômes de degr�e non sup�erieur �a 2,et e� (z) un
polynomede degr�e non sup�erieur �a 1. On rencontre des �equations de ce type en r�esolvant les

�equations de la place et d'Helmholtz en coordonn�ees curvilignes par s�eparation des variables,

dans les probl�emes fondamentaux de la m�ecanique quantique : mouvement d'une particule

dans un champ �a sym�etrie 500 sph�erique, oscillateur, de harmonique, recherche des solutions
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d'�equations de Schr�odinger, de Dirac et de Klein - Gordon pour le potentiel coulombien,

mouvement d'une particule dans un champ �electrique ou magn�etique homog�ene

L'�equation (2:1) apparait �egalement dans bon nombre de probl�emes mod�eles de la physique

atomique, mol�eculaire et nucl�eaire .

Les �equations du type (1) admettent comme solutions particuli�eres des fonctions

sp�eciales appartenant aux classes suivantes :

- polynômes orthogonaux classiques (polynômes de Jacobi, de laguerre et d'Hermite) :

- fonctions sph�eriques ;

- fonctions cylindrique ;

- fonctions huperg�eom�etriques.

Ces fonctions sont souvent appel�ees fonctions sp�eciales de la physique math�ematique .

Dans le texte qui suit, nous admettrons partout que la variable z et les coe�cients des

polynômes � (z) ; e� (z) et e� (z) sont susceptibles de prendre toute valeur r�eelle ou complexe
.

Essayons de mettre l'�equation(2:1) sous une forme plus simple au moyen du change-

ment u = ' (z) y et d'un choix particulier de la fonction ' (z) : Il vient

y��+

�
2
'�

'
+
e�
�

�
y�+

�
'��

'
+
'�

'

e�
�
+
e�
�2

�
y = 0 (2.2)

En vue de rendre l'�equation(2:2) plus simple que l'�equation(2:1) ;on donnera au coe�cient

de y�l'aspect � (z) = (z)�;ou � (z) est un polynôme de degr�e non sup�erieur �a 1 . La fonction

' (z) se d�e�nira alors par l'�equation

'�=' = � (z) =� (z) ; (2.3)

dans laquelle

� (z) =
1

2
[� (z)� e� (z)] (2.4)

est un polynôme de degr�e non sup�erieur �a 1 .puisque

'��

'
=

�
'�

'

��
+

�
'�

'

�2
=
��
�

��
+
��
�

�2
; (2.5)

l'�equation(2:2) devient

y��+
e� (z)
� (z)

y�+
e� (z)
�2 (z)

y = 0; (2.6)
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o�u

� (z) = e� (z) + 2� (z) ; (2.7)

� (z) = e� (z) + �2 (z) + � (z) [� (ez)� ��(z)] + ��(z)� (z) : (2.8)

Les fonctions � (z) ; � (z) ; sont deux polynômes de degr�e non sup�erieurs �a 1 et 2 respec-

tivement. L'�equation(2:6) est donc de même type que l'�equation(2:1). Nous avons trouv�e de

cette fa�cons la classe des transformation qui laissent inchang�e le type de l'�equation : ce sont

les transformations qu'on fait subir �a l'�equation (2:1) en op�erant le changement u = ' (z) y

,ou la fonction ' (z) v�eri�e l'�equation(2:3),quelque soit le polynome du premier degr�e � (z) ;

L'arbitraire dans le choix � (z) nous permettra de choisir ,parmi les formes possibles

de l'�equation (2:6), celle qui est la plus simple et qui se prête le mieux �a la discussion.

Choisissons les coe�cients du polynôme � (z) de telle fa�cons que le polynôme � (z) �gurant

dans l'�equation (2:6), soit un multiple exact de � (z) ;i.e.

� (z) = �� (z) : (2.9)

� �etant une constante. Cela est possible, car , en identi�ant les coe�cients qui a�ectent

les puissances correspondantes de z dans les deux membres de l'�egalit�e l'�equation(2:9), on

obtient trois �equations pour trois constantes inconnues : la constante � et deux coe�cients

du polynôme � (z) . L'�equation (2:6) deviendra donc

� (z) y" + � (z) y' + �y = 0: (2.10)

Nous dirons que (2:10) est une �equation du type hyperg�eom�etrique . Il sera donc tout

naturel d'appel�es l'�equation (2:1) �equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique.

pour d�e�nir le polynôme � (z) et la constante �, mettons la condition l'�equation (2:9)

sous la forme : �2 +
�e� � ��

�
� + e� � k� = 0:

o�u

k = �� ��(z) : (2.11)

supposant provisoirement la constante k connue, on peut expliciter � (z) dans l'�equation
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du second degr�e :

� (z) =
��� e�
2

�

s�
��� e�
2

�2
� e� + k�; (2.12)

� (z) �etant un polynôme, le radicante doit être le carr�e d'un polynôme. pour qu'il en

soit ainsi, il faut que soit nul le discriminant du polynôme du second degr�e sous le signe de

la racine. Cette condition nous conduit �a l'�equation, en g�en�eral du second degr�e, pour la

constante k.

Une fois k trouv�e, on cherche � (z) par la formule de l'�equation (2:12), puis ' (z) ; � (z)

et � �a l'aide des formules des �equations (2:3), (2:7) et (2:11). Il est �evident qu'il existe

plus d'une possibilit�e de r�eduire l'�equation (2:1) �a l'�equation du type hyperg�eom�etrique de

l'�equation (2:10), possibilit�es fouries par le chois de la constante k et celui du signe de � (z)

dans la formule de l'�equation(2:12).

Grace �a la transformation propos�ee, on aura �a discuter. au lieu de l'�equation (2:1), une

�equation plus simple du type (9) :

Exemple. Mettons sous la forme l'�equation (2:10) l'�equation de Bessel

z2u��+ zu�+ (z2 � �2)u = 0

en faisant le changement u = ' (z) y. L'�equation de Bessel est un cas particulier de

l'�equation (2:1) pour � (z) = z; e� (z) = 1; e� = z2 � �2: Annulant le discriminant de ce

trinôme du second degr�e, on obtient l'�equation pour la constante k : k2 + 4�2 = 0;

d'ou k = �2i�:l'on a donc, en vertu de l'�equation(2:12),

� (z)�
p
�z2 + �2 � 2i�z = � (iz � �)

Ainsi donc , dans le cas consid�er�e le polynôme � (z) peut se mettre sous quatre formes

di��erentes. Pla�cons-nous dans le cas o�u k = 2i�; � (z) = iz + � par exemple. Les formules

des �equations (2:3), (2:7) et (2:11) nous donnent

' (z) = z�eiz; (2.13)

� (z) = 2iz + 2� + 1; (2.14)

� = k + �0 (z) = i (2� + 1) : (2.15)
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L'�equation(2:10) devient �nalement

zy
00
+ (2iz + 2� + 1) y0 + i (2� + 1) y = 0 (2.16)

Remarque.1. Puisque l'�equation(2:1) ne change pas lorsqu'on multiplie � (z) et e� (z) par
c et e� (z) par c2 (c �etant une constante quelconque) on peut admettre que le coe�cient af-
fectant le terme de plus haut degr�e du polynôme � (z) est �egal �a un nombre donn�e. Cette

remarque reste aussi vraie pour l'�equation (2:10).

2.dans la suite, on peut se borner �a consid�erer les cas o�u, dans les �equations (2:1), (2:10),

le polynôme � (z) n'admet pas de racine multiples. En e�et, si le polynôme � (z) admet des

racines multiples, i.e. � (z) = (z � a)2, il su�t de faire le changement z � a = 1=s pour

ramener l'�equation (2:1) �a la forme

d 2u

ds2
+
2� se� (a+ 1=s)

s

du

ds
+
s2e� (a+ 1=s)

s2
u = 0: (2.17)

Les expressions se� (a+ 1=s) et s2e� (a+ 1=s) sont deux polynômes de degr�e non sup�erieur
�a 1 et �a 2 respectivement en s. Aussi l'�equation (2:17) est-elle une �equation du type l'�equation

(2:1) dont le polynôme � (z) est �egal �a s et n'admet donc pas de racines multiples.

3.Il n'est pas possible de r�eduire l'�equation (2:1) �a une �equation du type l'�equation (2:10)

par le proc�ed�e d�ecrit si � (z) = 1 et si l'expression (e�=2)2 � e� est un polynôme de premier
degr�e . Dans ce cas , pour r�eduire l'�equation(2:1) �a une forme plus simple , on peut choisir

le polynôme � (z) dans l'�equation(2:3) de la condition � (z) = 0. Alors � (z) devient un

polynôme du premier degr�e, et l'�equation (2:6) s'�ecrit

y" + (az + b) y = 0: (2.18)

Par un changement lin�eaire s = az + b , on ram�ene l'�equation(2:18) �a un cas particulier

de l'�equation
d 2y

ds2
+
1� 2�
s

dy

ds
+

�
(�
s�)2 +

�2 � �2
2

s2

�
y = 0; (2.19)

dans laquelle �; �; 
; � sont des constantes. Les solutions de l'�equation(2:19) s'expriment

au moyen de fonction cylindriques.

4. Un autre cas d'application des �equations du type hyperg�eom�etrique est la solution des

�equations di��erentielles simultan�ees du premier ordre
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u01 = a11 (z)u1 + a12 (z)u2; (2.20)

u02 = a21 (z)u1 + a22 (z)u2

aux coe�cients

aik (z) =
� ik (z)

� (z)
; (2.21)

o�u � ik (z) est un polynôme de degr�e non sup�erieur �a 1, et � (z) un polynôme de degr�e non

sup�erieur �a 2. En �eliminant la fonction u2 (z) entre les �equations (2:20), on obtient l'�equation

d�e�nissant u1 (z) :

u001 �
�
a11 + a22 +

a012
a12

�
u01 +

�
a11a22 � a12a21 + a11

a012
a12

� a011

�
u1 = 0 (2.22)

Puisque
a012
a12

= ��
0

�
+
� 012
� 12

; (2.23)

l'�equation(2:22) sera une �equation du type hyperg�eom�etrique pour � 012 = 0. Si �
0
12 6= 0,

on peut e�ectuer une transformation lin�eaire

�1 = �u1 + �u2; (2.24)

�2 = 
u1 + �u2;

�; �; 
; � �etant des constantes. On obtient alors un syst�eme d'�equation du type

�01 = ea11 (z) �1 + ea12 (z) �2; (2.25)

�02 = ea21 (z) �1 + ea22 (z) �2

o�u les fonctions eaik (z) sont des combinaisons lin�eaire des fonctions aik (z) �a coe�cients

33



constants d�ependant de �; �; 
; �;elles s'�ecrivent donc

eaik (z) = e� ik (z)
� (z)

, (2.26)

e� ik (z) est un polynôme de degr�e non sup�erieur �a 1.
En choisissant les coe�cients �; �; 
; � de fa�con �a avoir e� 0ik = 0 ( ce que est toujours

possible), on obtient , apr�es avoir �elimin�e la fonction �2 (z) entre les �equations(2:25), une

�equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique pour la fonction �1 (z).

Au cas o�u � (z) est un polynôme de premier degr�e, on peut passer de l'�equation (2:20) �a

l'�equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique par un proc�ed�e di��erent , on choisissant les

constantes �; �; 
; � de telle fa�con que le coe�cient ea12 soit ind�ependant de z , i.e. e� 12 = �� (z)

(� �etant une constante).

2.2 R�esolution de l'�equation de Schr�odinger pour le

champ coulombien.

Le seul atome pour lequel l'�equation de Schr�odinger admette une solution exacte est

l'atome d'hydrog�ene. Or, cela ne diminue nullement l'int�erêt de cette solution exacte, car les

solutions analytiques d�egag�ees sous formes explicite s'�ev�erent souvent utiles comme point de

d�epart les calcules approch�es relatifs �a des syst�emes de m�ecanique quantique plus compliqu�es.

Si l'on veut donner une description de l'atome d'hydrog�ene en termes de m�ecanique

quantique, on doit prendre en consid�eration le mouvement relatif de l'�electron ( masse m ,

charge �e ) et du noyau ( masse M , charge e ).

Nous nous appliquerons cependant �a r�esoudre un probl�eme plus g�en�erale, en admettant

que la charge du noyau est �egale �a Ze . Ce probl�eme pr�esente un int�erêt physique imm�ediat.

car les valeurs propres de l'�energie calcul�ees dans ce cas correspondent, �a des e�ets relativistes

pr�es, aux niveaux d'�energie observ�es de l'hatome d'hydrog�ene (Z = 1), de l'atome d'h�elium

simplement ionis�e (Z = 2), etc. Un mod�ele d'atome hydrog�eno��de s'av�ere en outre utile par

exemple pour l'�etude des spectres des �el�ements alcalins, ainsi que des spectres des rayons X

des atomes �a Z �elev�e.
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la condition de normalisation

1Z
0

R2 (r) dr = 1: (2.27)

Le probl�eme du mouvement de l'�electron se r�eduit facilement �a celui du mouvement d'un

corps unique : une particule de masse r�eduit *)

� =
mM

m+M
� m (2.28)

mobile dans un champ coulombien U (r) = �Ze2=r , i.e. �a l'�equation de Schr�odinger

� +
2�

~2

�
E +

Ze2

r

�
 = 0: (2.29)

Puisque l'�energie potentielle U (r) est n�egative et s'annule �a l'in�ni, il ressort des con-

sid�erations physiques que les �etats du spectre discret n'auront lieu que pour E � 0:

Passant aux coordonn�ees sph�eriques, nous obtenons l'�equation pour la fonction R (r) :

R00 +

�
2�

~2

�
E +

Ze2

r

�
� l (l + 1)

r2

�
R = 0 (2.30)

Il est bon de passer dans l'�equation (2:30) aux variables sans dimension : �a cet e�et ,on

utilise le syst�eme d'unit�es atomique dans lequel les unit�es de charge, de longueur et d'�energie

sont respectivement la charge de l'�electrons e (e � 0) et les quantit�es

a0 = ~2=
�
�e2
�
, E0 = e2=a0: (2.31)

L'�equation (2:30) devient alors

R00 +

�
2

�
E +

Z

r

�
� l (l + 1)

r2

�
R = 0 (2.32)

Puisque la fonction d'onde  (r) doit être born�ee et de carr�e int�egrable, la fonction 1
r
R (r)

sera born�ee pour r ! 0 et soumise �a condition de normalisation(2:27).

L'�equation (2:32) est une �equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique avec

� (r) = r , e� (r) = 0 , e� (r) = 2Er2 + 2Zr � l (l + 1) : (2.33)
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En e�et, on a en l'occurrence e� (r) = 1=r: Aussi la fonctionpe� (r)R (r) sera telle de carr�e
int�egrable sur l'intervalle ]0;1[ et born�ee pour r ! 0, car on a la condition de normalisation

et la fonction 1=r R (r) est born�ee pour r ! 0:

Nous sommes donc en doit d'appliquer la m�ethode consid�er�ee plus haut. R�eduisons

l'�equation(2:32) �a l'�equation du type hyperg�eom�etrique

� (r) y00 + � (r) y0 + �y = 0 (2.34)

en posant R (r) = ' (r) y (r), o�u ' (r) est solution de l'�equation

'0=' = � (r) =� (r) : (2.35)

Le polynôme � (r) s'�ecrira alors comme suit :

� (r) =
1

2
�
r
1

4
� 2Er2 � 2Zr + l (l + 1) + kr: (2.36)

La constante k sera choisie �a partir de la condition que l'expression sous le radical admette

des racines multiples. Le polynôme � (r) prendra alors l'une des formes possibles suivantes :

� (r) =
1

2
�
�p�2Er + l + 1

2
pour k = 2Z + (2l + 1)

p
�2E;p

�2Er � l � 1
2
pour k = 2Z � (2l + 1)

p
�2E:

�
(2.37)

Il convient d'en choisir celle qui assure �a la fonction � (r) = e� (r) + 2� (r) d'avoir une
d�eriv�ee n�egative et la racine sur l'intervalle ]0;+1[. Ces conditions sont v�eri��ees donc par

la fonction

� (r) = 2
�
l + 1�

p
�2Er

�
: (2.38)

ce qui nous donne

� (r) = l + 1�
p
�2Er , ' (r) = rl+1e�

p
�2Er; (2.39)

� = 2
h
Z � (l + 1)

p
�2E

i
; � (r) = r2l+1e�2

p
�2Er: (2.40)
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Les valeurs propres de l'�energie E se cherchent �a partir de l'�equation

�+ n � 0 +
n (n� 1)

2
�00 = 0 (n = 0; 1; ::::) ; (2.41)

qui donne

Es = �
Z2

2 (n+ l + 1)2
(2.42)

La valeur de l'�energie E se d�e�nit compl�etement par le nombre n+ l+1, appel�e nombre

quantique principal.

Les fonctions propres y (r) = ynl (r) s'�ecrivent alors sous la forme

ynl (r) =
Bnl

r2l+1 exp
�
� 2Zr
n+l+1

� dn
drn

�
rn+2l+1 exp

�
� 2Zr

n+ l + 1

��
(2.43)

et se confondent �a un facteur pr�es avec les polynômes de Laguerre L2l+1n (x) ; o�u x =

2Zr
n+l+1

*).

La fonction radiale R (r) = Rnl (r) s'�ecrira d�e�nitivement sous la forme

Rnl (r) = Cnle
�x=2xl+1L2l+1n (x) : (2.44)

On s'assure ais�ement que les fonctions Rnl (r) satisfont �a la condition

1Z
0

R2nl (r) dr � 1

que nous avons impos�ee d�es le d�ebut.

La constante Cnl se cherche de la condition de normalisation :

1Z
0

R2nl (r) dr = 1; (2.45)

o�u

n+ l + 1

2Z
C2nl

1Z
0

e�xx2l+2
�
L2l+1n (x)

�2
dx = 1: (2.46)

pour calculer l'int�egrale �gurant dans l'�equation(2:27), on peut utiliser la relation de

r�ecurrence pour les polynômes de Laguerre. On a

xL2l+1n = 2 (n+ l + 1)L2l+1n � (n+ 1)L2l+1n+1 � (n+ 2l + 1)L2l+1n�1 : (2.47)
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En vertu de la propri�et�e d'orthogonalit�e des polynômes de Laguerre, on en d�eduit aussitôt

1Z
0

e�xx2l+2
�
L2l+1n (x)

�2
dx =

1Z
0

e�xx2l+1L2l+1n (x)
�
2 (n+ l + 1)L2l+1n (x) + ::::

�
dx (2.48)

= 2 (n+ l + 1)

1Z
0

e�xx2l+1
�
L2l+1n (x)

�2
dx = 2 (n+ l + 1) d2n;

o�u d2n est le carr�e de la norme du polynôme L
2l+1
n (x). On a donc

C2nl =
Z

(n+ 2l + 1)2 d2n
=

Zn!

(n+ 2l + 1)2 (n+ 2l + 1)!
: (2.49)

La fonction radiale la plus simple correspond au cas o�u n = 0 :

R0l (r) =
1

l + 1

s
Z

(2l + 1)!
e�x=2xl+1: (2.50)

Pour l = 0 La fonction radiale est la plus compliqu�ee : elle admet autant de z�eros que la

permet l'�energie donn�ee . Or, dans ce cas l�a la fonction d'onde d�epend des angles �; ' de la

fa�con la plus simple :

pour l = 0 elle pr�esente la sym�etrie sph�erique, car

Y00 (�; ') =
1p
4�
: (2.51)

Exemple 1. Connaissant les fonction radiales Rnl (r), on peut calculer les di��erentes

caract�eristiques de l'atome hydrog�eno��de, telles l'�energie potentielle moyenne Unl de l'inter-

action �electrostatique entre l'�electron et le noyau , ou la distance moyenne rnl entre l'�electron

et le noyau .

A l'aide de les �equations (2:44) et de (2:49), on obtient

Unl = �
1Z
0

Z

r
R2nl (r) dr = ZC2nl

1Z
0

e�xx2l+1
�
L2l+1n (x)

�2
dx = �ZC2nld2n (2.52)

= � Z

(n+ l + 1)2
:

Ainsi donc , l'�energie globale de l'�electron E (voir l'�equation(2:42)) est �egale �a la moiti�e

de l'�energie potentielle moyenne.
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Ensuite

rnl =

1Z
0

rR2nl (r) dr = C2nl

�
n+ l + 1

2Z

�2 1Z
0

e�xx2l+1
�
L2l+1n (x)

�2
dx: (2.53)

Pour calculer l'int�egrale , il su�t de faire intervenir la relation de r�ecurrence de l'�equation

(2:47) et de pro�ter de l'orthogonalit�e des polynômes de Laguerre :

rnl = C2nl

�
n+ l + 1

2Z

�2 �
(n+ 1)2 d2n+1 + 4 (n+ l + 1)2 d2n + (2l + 1)

2 d2n�1
�

(2.54)

= C2nl

�
n+ l + 1

2Z

�2
(2l + 1)!

n!
2
�
3 (n+ l + 1)2 � l (l + 1)

�
=

1

2Z

�
3 (n+ l + 1)2 � l (l + 1)

�
:

Exemple2. Cherchons le potentielle �electrostatique cr�e�e dans un point donn�ee de l'espace

par un atome hydrog�eno��de en utilisant �a cette e�et des fonction d'onde hydrog�eno��des .

Supposons que l'�etat stationnaire d'un �electron , mobile dans le champ colombien cr�e�e

par le noyau de charge Ze , soit caract�eris�e par les nombres quantiques n; l;m . La masse

de l'�electron �etant faible devant celle du noyau , on peut admettre sans grand erreur que le

noyau est immobile dans un point r = 0. Cherchons le potentiel moyen V (r) cr�e�e en r par

l'�electron et le noyau , nous rappelant que dans les unit�es adopt�ees le potentiel du noyau

s'�ecrit Z=r . Il vient

V (r) =
Z

r
�
Z j nlm (r0)j

2

jr � r0j (r0)
2
dr0d
0: (2.55)

Il est facile de calculer l'int�egrale �a l'aide de la fonction g�en�eratrice pour les polynômes

de Legendre et du th�eor�eme d'addition pour les fonctions sph�erique :

1

jr � r0j =
1X
s=0

rs�
rs+1�

"
4�

2s+ 1

sX
m0=�s

Y �
sm0 (�0; '0)Ysm0 (�; ')

#
: (2.56)

Puisque

 nlm (r
0) =

1

r0
Rnl (r

0)Ylm (�
0; '0) ; (2.57)

il vient

Z j nlm (r0)j
2

jr � r0j (r0)
2
dr0d
0 =

1X
s=0

4�

2s+ 1

X
m0

Ysm0 (�; ')

Z
rs<
rs+1>

R2nl (r
0) dr0 � (2.58)

�
Z
Ylm (�

0; '0)Y �
lm (�

0; '0)Y �
sm0 (�0; '0) d
0:

39



Int�egrons suivant '0 en utilisant la forme explicite des fonctions sph�erique ; il ne reste,

dans la somme en m0, qu'un seul terme, celui correspondant �a m0 = 0. Il vient d�e�nitivement

V (r) =
Z

r
�

1X
s=0

4�

2s+ 1
Ys0 (�; ')

Z 1

0

rs�
rs+1�

R2nl (r
0) dr0 �

�
Z
Ylm (�

0; '0)Y �
lm (�

0; '0)Y �
sm0 (�0; '0) d
: (2.59)

l'int�egrale

Z 1

0

rs�
rs+1�

R2nl (r
0) dr0 peut s'�ecrire sous la forme :

Z 1

0

rs�
rs+1�

R2nl (r
0) dr0 =

1

rs+1

rZ
0

(r0)
s
R2nl (r

0) dr0 + rs
1Z
r

R2nl (r
0)

(r0)s+1
dr0: (2.60)

l'int�egrale du produit de trois fonctions sph�eriques se r�eduit �a celle du produit de trois

fonctions �lm (cos �) :

Z
Ylm (�

0; '0)Y �
lm (�

0; '0)Y �
so (�

0; '0) d
: =
1p
2�

1Z
�1

�2lm (x)�so (x) dx: (2.61)

La derni�ere int�egrale se laisse exprimer �a l'aide des coe�cients de Clebsch-Gordon ou

des coe�cients Wigner qui disponibles sous forme de tables *). Comme les fonctions �lm (x)

sont orthogonales, l'int�egrale en question n'est nulle que pour s = 0; 2; :::::::; 2l; i:e:la somme

en s de(2:58) contient un nombre �ni de termes .

Dans le cas o�u l'�electron est �a son �etat fondamental (n = 0; l = 0) ;toutes les int�egrales

se calculent sans peine . On obtient en d�e�nitive

V (r) =
Z � 1
r

+

�
Z +

1

r

�
e�2Zr: (2.62)

Pour r petits on a , comme il fallait s'y attendre , V (r) � Z=r , et pour r ! 1 on a

V (r) � (Z � 1) =r (l'�electron fait �ecran au champ du noyau).
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2.3 R�esolution des �equations de Klein-Gordon et de

Dirac pour le champ coulombien

Nous venons de consid�erer l'�equation de Schr�odinger pour une particule charg�ee mobile

dans le champ coulombien, si l'�energie de la particule di��ere sensiblement de son �energie de

repos �egale �a Mc2(ou M est la masse de la particule et c la vitesse de la lumi�ere ), l'�equation

de Schr�odinger devient inop�erante : il convient d'utiliser des g�en�eralisations relativistes de

cette derni�ere, i .e. soit l'�equation de Klein-Gordon, soit l'�equation de Dirac, en fonction de

la valeur du moment angulaire intrins�eque de la particule (spin).

a) Consid�erons d'abord l'�equation de Klein-Gordon qui d�e�nit le mouvement d'une par-

ticule charg�ee de charge �e (e > 0) ;de spin entier et de masseM dans un champ coulombien

d'�energie potentielle U (r) = �Ze2=r , Un tel probl�eme se pose par exemple quand on �etudie

le mouvement des m�esons � dans le champ des noyaux atomiques. Dans un syst�eme d'unit�es

ou la masse de la particule M , la constante de Planck ~ et la vitesse de la lumi�ere c son

�egales �a 1, l'�equation de Klein - Gordon prend la forme

4 + [(E + �

r
)2 � 1] = 0

�
� =

Ze2

~c
� Z

137

�
: (2.63)

Pour les �etats li�es on a 0 < E < 1:

Nous chercherons des solutions particuli�eres de l'�equation (2:63) par s�eparation des

variables en coordonn�ees sph�eriques, en posant  (r) = F (r)Y (�; ') :Proc�edant dans le

même ordre qu'avec l'�equation de la place. nous obtiendrons les �equation suivantes pour les

fonctions F (r) et Y (�; ') :

4�'Y + �Y = 0; (2.64)

1

r2
d

dr

�
r2
dF

dr

�
+ [(E +

�

r
)2 � 1� �

r2
]F (r) = 0: (2.65)

On a vu plus haut que l'�equation(2:64) n'admet de solutions born�ees et univoques pour

0 � � � �, 0 � ' � 2� que si � = l (l + 1) ;auquel cas Y (�; ') = Ylm (�; ') est une fonction

sph�erique .L'�equation(2:65) se r�eduit par le changement R (r) = rF (r) �a

R��+

��
E +

�

r

�2
� 1� l (l + 1)

r2

�
R = 0 (2.66)
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L'�equation (2:66) est une �equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique avec � (r) = r,e� (r) = 0, e� (r) = (Er + �)2 � r2 � l (l + 1) :

la fonction R (r) doit v�eri�er la condition de normalisation

Z 1

0

R2 (r) dr = 1 (2.67)

et être horgn�ee pour r ! 0. Remarquons qu'en r�esolvant l'�equation de Schr�odinger

correspondante, on demande que soit born�ee pour r ! 0 la fonction 1
r
R (r), ce qui constitue

une condition plus restrictive.

L'�equation(2:66) admet une singularit�e pour r ! 0. Voyons ce que devient R (r) quand

r � 0. Puisqu'on a pour r ! 0

�
E +

�

r

�2
� 1� l (l + 1)

r2
� �2 � l (l + 1)

r2
; (2.68)

le comportement de la fonction R (r) se d�e�nira approximativement dans le voisinage

du point r = 0 par l'�equation d'Euler

R��+
�2 � l (l + 1)

r2
R = 0 (2.69)

dont les solutions se pr�esentent sous la forme

R (r) = C1r
�+1 + C2r

���1; (2.70)

o�u

� = �1=2 +
q
(l + 1=2)2 � �2 (2.71)

(il sera suppos�e par la suite que � < l+1=2):Comme la fonction R (r) doit rester born�ee

pour r ! 0, on C2 = 0, i.e. R (r) � C1r
�+1 pour r ! 0:

En e�et, nous avons dans le cas consid�er�e eP (r) = 1=r; en sorte que la fonctionqeP (r)R (r)
doit rester born�ee pour r ! 0 et de carr�e int�egrable sur l'intervalle ] 0;1 [ en raison du

comportement de R (r) pour r ! 0 et conform�ement �a la condition de normalisation de

l'�equation (2:67).
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Ramenons l'�equation(2:66) �a l'�equation du type hyperg�eom�etrique

� (r) y��+ � (r) y�+ �y = 0 (2.72)

en posant R (r) = ' (r) y (r) ;ou ' (r) est solution de l'�equation

'�=' = � (r) =� (r) : (2.73)

Le polynôme � (r) se d�e�nira alors par l'expression

� (r) = 1=2�
q
(l + 1=2)2 � �2 � 2�Er + (1� E2) r2 + kr: (2.74)

La constante k sera choisie de telle fa�con que l'expression sous le radical admette des

racines multiples. Le polynôme � (r) se pr�esentera donc sous l'une des formes suivantes :

� (r) = 1=2� f
p
1� E2r + � +

1

2
pour k = 2�E + (2� + 1)

p
1� E2: (2.75)

� (r) = 1=2� f
p
1� E2r � � � 1

2
pour k = 2�E � (2� + 1)

p
1� E2:

De toutes les formes possibles de � (r) ,on doit choisir celle pour la quelle la fonction

� (r) = e� (r)+2� (r) a sa racine sur l'itervalle ]0;+1[ et une d�eriv�ee n�egative. Ces conditions
seront v�eri��ees par la fonction � (r) = 2 (� + 1� �r) ; ou � =

p
1� E2; ce qui correspond

�a

� (r) = � + 1� �r; ' (r) = r�+1e��r; (2.76)

� = 2[�E � (� + 1)�]; p (r) = r2�+1e�2�r;

(� =
p
1� E2; � = �1

2
+

s
(

�
l +

1

2

�2
� �2):

Les valeurs propres de l'�energie E se cherchent �a partir de l'�equation

�+ n��+
n (n� 1)

2
���= 0; (2.77)

EKG = En =
1q

1 +
�

�
n+�+1

�2 (n = 0; 1; :::::) : (2.78)
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Les fonctions propres correspondantes y = yn (r) se pr�esentent alors comme suit :

yn (r) =
Bnl

r2�+1e�2�r
dn

drn
�
rn+2�+1e�2�r

�
(2.79)

et se confondent �a un facteur pr�es avec les polynômes de Laguerre L2�+1n (x) ; ou x = 2�r:

Les fonctions propres R (r) = Rnl (r)s'�ecriront

Rnl (r) = Cnlx
�+1e�x=2L2�+1n (x) : (2.80)

On v�eri�e sans peine que les fonctions Rnl (x) satisfont �a la condition
R1
0
R2nl (r) dr <1

formul�ee au d�epart. La constante Cnl se trouve de la condition de normalisation de l'�equation

(2:67), exactement comme dans le cas de l'�equation de Schr�odinger correspondante.

Examinons le passage �a la limite non relativiste dans ce cas la constante � est petite.

Evaluons les autres quantit�es pour �! 0 :

� = l; E � 1� �2

2 (n+ l + 1)2
; � =

p
1� E2 � �

n+ l + 1
r: (2.81)

Rnl (r) � Cnlx
l+1e�x=2L2l+1n (x) ; x =

2�

n+ l + 1
r: (2.82)

en e�et, la quantit�e �r dans notre syst�eme d'unit�es correspond �a Zr dans le syst�eme

atomique, et l'�energie

E = 1� �2

2 (n+ l + 1)2
(2.83)

renferme l'�energie de repos de la particule E0 = 1:

b) Consid�erons maintenant l'�equation de Dirac qui d�e�nit le mouvement d'une particule

charg�ee de spin demi-entier dans un champ

U (r) = �Ze
i

r
: (2.84)

Dans ce cas la fonction d'onde de la particule admet quatre composantes  k (r) (k = 1; ::::; 4) :

Dans un syst�eme d'unit�es ou la masse de la particuleM , la constante de planck ~ et la vitesse
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de la lumi�ere c sont �egales �a1 , l'�equation de Dirac s'�ecrira :

i
�
E +

�

r
+ 1
�
 1 +

@ 3
@z

+
@ 4
@x

� i
@ 4
@y

= 0; (2.85)

i
�
E +

�

r
+ 1
�
 2 �

@ 4
@z

+
@ 3
@x

+ i
@ 3
@y

= 0;�
E +

�

r
� 1
�
 3 +

@ 1
@z

+
@ 2
@x

� i
@ 2
@y

= 0;�
E +

�

r
� 1
�
 4 �

@ 2
@z

+
@ 1
@x

+ i
@ 1
@y

= 0;

Les quantit�es E et � gardent le même sens que dans l'�equation de Klein - Gordon, avec

0 < E < 1:

En coordonn�ees sph�eriques (r; �; ') ; les variables dans l'�equation(2:85) se s�eparent si l'on

veut chercher la solution sous la forme0@  1 (r)

 2 (r)

1A = f (r) 
jlm (�; ') ; (2.86)

0@  3 (r)

 4 (r)

1A = (�1)
l�l�+1
2 g (r) 
jl�m (�; ') ;

Ici j est le nombre quantique caract�erisant le moment angulaire total de la particule

(j = 1=2; 3=2; :::) ; l et l�sont les nombres quantiques orbitaux qui, pour un j donn�e, peuvent

prendre deux valeurs, j � 1=2 et j + 1=2; avec par ailleurs l�= 2j � l ; le nombre quantique

m parcourt les valeurs demi-enti�eres comprises entre �j et j:

Les quantit�es 
jlm (�; ') et 
jl�m (�; ') d�e�nissent l'in
uence des variables angulaires

sur la fonction d'onde. Ces quantit�es, appel�ees spineurs sph�eriques, sont li�ees aux fonction

sph�eriques Yl;m (�; ') par les relations suivantes :


jlm =

0@ q
j+m
2l+1

Yl;m�1=2 (�; ')q
j�m
2l+1

Yl;m+1=2 (�; ')

1A pour l=j-1/2, (2.87)


jlm =

0@ �
q

j�m+1
2l+1

Yl;m�1=2 (�; ')q
j+m+1
2l+1

Yl;m+1=2 (�; ')

1A pourl=j+1/2,

pourtant les �equations(2:86) dans (2:85), on obtient un syst�eme d'�equations pour les
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fonctions f (r) et g (r) :

f�+
1 + x

r
f �

�
E + 1 +

�

r

�
g = 0 (2.88)

g�+
1� x

r
g +

�
E � 1 + �

r

�
f = 0

o�u

x = � (l + 1) pour l = j � 1=2; (2.89)

x = l pour l = j + 1=2:

Remarquons qu'en approximation non relativiste on a jf (r)j � jg (r)j (ce qui sera

montr�e par la suite).

Les conditions d�e�nissant les fonctions f (r) et g (r) pour les �etats du spectre discret se

r�eduisent �a ce qui suit : les fonctions rf (r) et rg (r) doivent rester born�ees pour r ! 0 et

v�eri�er la condition de normalisation

Z 1

0

r2
�
f 2 (r) + g2 (r)

�
dr = 1: (2.90)

Mettons le syst�eme d'�equations (2:88) sous forme matricielle. Soient

u =

0@ u1

u2

1A �

0@ f (r)

g (r)

1A ; u�=

0@ u�1

u�2

1A
On a alors

u�= Au; (2.91)

o�u

A =

0@ a11 a12

a21 a22

1A =

0@ �1+x
r

1 + E + �
r

1� E � �
r

�1�x
r

1A :

Pour d�e�nir u1 (r) ; �eliminons u2 (r) ; entre les �equation(2:91) ; cela nous donnera une

�equation di��erentielle du second ordre pour la fonction u1 (r)

u��1 =

�
a11+a22 +

a�12
a12

�
u�1 +

�
a11a22 � a12a21 � a�11 +

a�12
a12

a11

�
u1 = 0: (2.92)
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D'une fa�con analogue, en �eliminant u1 (r) ; nous obtenons l'�equation pour u2 (r) :

u��2 �
�
a11+a22 +

a�21
a21

�
u�2 +

�
a11a22 � a12a21 � a�22 +

a�21
a21

a22

�
u2 = 0: (2.93)

Les coe�cients de la matriceA s'�ecrivent

aik = bik + cik=r; (2.94)

ou bik et cik sont des constantes, les �equations (2:92)et(2:93) ne sont pas des �equations

g�en�eralis�ees du type hyperg�eom�etrique. Cela tient �a ce que

a�12
a12

=
c12

c12r + b12r2
; (2.95)

ce qui fait que les coe�cients a�ectant u�1 (r) et u1 (r) dans l'�equation (2:92) s'�ecrivent

a11 + a22 +
a�12
a12

=
p1 (r)

r
� c12
c12r + b12r2

; (2.96)

a11a22 � a12a21 � a�11 +
a�21
a21

a11 =
p2 (r)

r2
� c12
c12r + b12r2

c11+b11r

r
(2.97)

(p1 (r) et p2 (r) �etant des polynômes de degr�e non sup�erieur �a 1 et �a 2 respectivement).

L'�equation (2:92) serait une �equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique avec � (r) = r

si les coe�cients b12 ou c12�etaient nuls. Il y a donc int�erêt �a faire les transformations suivantes.

Un changement lin�eaire 0@ �1

�2

1A = C

0@ u1

u2

1A ;

dans lequel la matriceC non d�eg�en�er�ee ne d�epend pas de r, nous donne un syst�eme

d'�equations pour les fonctions �1 (r) et �2 (r) analogue �a l'�equation(2:88). En e�et, on obtient

au lieu de l'�equation(2:91)

��= eA� (2.98)

dans laquelle

� =

0@ �1

�2

1A ; eA = CAC�1 =

0@ ea11 ea12ea21 ea22
1A :

Les coe�cients eaik repr�esentent �evidemment des combinaisons lin�eaires des aik. Ils s'�ecrivent
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donc eaik = ebik + ecik=r; (2.99)

ou ebik et ecik sont des constantes.
Les �equations d�e�nissant les fonctions �1 (r) et �2 (r) seront analogues �a les l'�equations

(2:92)et(2:93) :

���1 �
�ea11 + ea22 + ea�12ea12

�
��1 +

�ea11ea22 � ea12ea21 � ea�11 + ea�12ea12ea11
�
�1 = 0; (2.100)

���2 �
�ea11 + ea22 + ea�21ea21

�
��2 +

�ea11ea22 � ea12ea21 � ea�22 + ea�21ea21ea22
�
�2 = 0; (2.101)

Remarquons que le calcul des coe�cients dans les �equations (2:100) et(2:101) est facilit�e

par la similitude des matrices A et eA :
ea11 + ea22 = a11 + a22; ea11ea22 � ea12ea21 = a11a22 � a12a21; (2.102)

Pour que l'�equation (2:100) soit une �equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique, il

su�t de poser soit eb12 = 0; soit ec12 = 0:pour l'�equation(2:101), la condition est analogue :
soit eb21 = 0; soit ec21 = 0;Ces conditions impliquent des restrictions au choix de matriceC.
soit

C =

0@ � �


 �

1A :

Alors

C�1 =
1

4

0@ � ��

�
 �

1A ; 4 = �� � �
;

eA = 1

4

0@ (a11�� � a12�
 + a21�� � a22�
) a12�
2 � a21�

2 + (a22 � a11)��

a21�
2 � a12


2 + (a11�a22) 
� �a11�
 + a12�
 � a21�� + a22�


1A ;

Avec eb12 = 0 on a (1 + E)�2 � (1 + E) �2 + 0;
� ec12 = 0 � 2x�� + �

�
�2 + �2

�
= 0;

� eb12 = 0 � (1 + E) 
2 � (1 + E) �2 = 0;

� ec21 = 0� 2x�� + �
�
�2 + �2

�
= 0;
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Nous voyons que les quantit�es �; �; 
; � peuvent être choisies de di��erentes mani�eres. Les

auteurs des manuels de m�ecanique quantique se bornent g�en�eralement �a examiner une seule

variante d�e�nie par eb12 = 0;eb21 = 0: Nous allons consid�erer, �a titre d'exemple, le cas ou les
constantes �; �; 
; � sont choisies en posant ec21 = 0;et ec21 = 0;�

nous verrons par la suite que ces conditions sont pr�ef�erables �a eb12 = 0;eb21 = 0� :Ces con-
ditions sont v�eri��ees si la matrice C se pr�esente sous la forme

C =

0@ � � � x

� � x �

1A ;

ou � =
p
x2 � �2: Nous obtenons alors le syst�eme d'�equations suivant pour les fonctions

�1 (r) et �2 (r) :

�
0

1 =

�
�� + 1

r
+
E�

�

�
�1 +

�
1 +

Ex

�

�
�2; (2.103)

�
0

2 =

�
1� Ex

�

�
�1 +

�
� � 1
r

� E�

�

�
�2: (2.104)

Si 1 +Ex=� 6= 0; on peut �eliminer entre les �equations (2:103) et(2:104) la fonction �2 (r)

pour obtenir l'�equation di��erentielle relative �a la fonction �1 (r) :

���1 +
2

r
�
0

1 +
(E2 � 1) r2 + 2E�r � � (� + 1)

r2
�1 = 0 (2.105)

Soit maintenant 1 + Ex=� = 0; i:e: E = ��=x;ce qui ne peut avoir lieu qu'avec x < 0, car

� > 0 et E > 0. La solution de l'�equation(2:103) se pr�esente alors sous la forme

�1 (r) = C1r
���1e

E�
�
r: (2.106)

La fonction �1 (r) ne peut servir de solution qu'avec C1 = 0; auquel cas la fonction �2 (r)

d�e�nie par l'�equation(2:104) s'�ecrira

�2 (r) = C2r
��1e�

E�
�
r: (2.107)

Pour C2 6= 0; la fonction �2 (r) peut �evidemment servir de solution.

Etudions maintenant la solution de l'�equation (2:105). Voyons ce que devient la fonction
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�1 (r) pour r ! 0:Puisque

���E2 � 1� r2 + 2E�r�� � (� + 1) (2.108)

pour r ! 0, le comportement de �1 (r) dans le voisinage du point r = 0, se d�e�nira

approximativement par l'�equation d'Euler

r2���1 + 2r��1 � � (� + 1) �1 = 0; (2.109)

qui a pour solution

�1 (r) = C1r
� + C2r

���1: (2.110)

Les conditions impos�ees �a �1 (r) impliquent C2 = 0: pour r � 0: on a donc �1 (r) � C1r
� :

L'�equation (2:105) est une �equation g�en�eralis�ee du type hyperg�eom�etrique avec � (r) = r;e� (r) = 2; e� (r) = (E2 � 1) r2 + 2E�r � � (� + 1).

En e�et, on a dans le cas consid�er�e ep (r) = r. La fonction
pep (r) �1 (r) doit être de carr�e

int�egrable sur l'intervalle ]0;1[ et rester norm�ee pour r ! 0, en raison de la condition de

normalisation de l'�equation(2:90) et du comportement de �1 (r) pour r ! 0.

R�eduisons l'�equation (2:105) �a l'�equation du type hyperg�eom�etrique

� (r) y��+ � (r) y�+ �y = 0 (2.111)

par le changement �1 = ' (r) y;ou ' (r) v�eri�e l'�equation

'�=' = � (r) =p (r) (2.112)

� (r) �etant un polynôme de degr�e non sup�erieur �a un:Des quatre formes possibles du

polynôme � (r) ; nous choisirons celle pour laquelle la fonction � (r) = e� (r) + 2� (r) a sa
racine sur l'intervalle ]0;1[ et une d�eriv�ee n�egative. Ces conditions seront v�eri��ees par la

fonction � (r) = 2 (� + 1� ar) ;ou a =
p
1� E2;et

� (r) = � � ar; ' (r) = r�e�ar; (2.113)

� = 2[�E � (� + 1) a]; p (r) = r2�+1e�2ar (2.114)
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�
� =

p
x2 � �2

�
: (2.115)

Les valeurs de l'�energie E = En se d�eduisent de l'�equation

�+ n��+
1

2
n (n� 1)���= 0 (n = 0; 1; :::) ; (2.116)

d'ou

�E � (n+ � + 1) a = 0
�
a =

p
1� E2

�
: (2.117)

et les fonctions propres, de la formule de Rodrigues

yn (r�) =
Cn
p (r)

dn

drn
[�n (r) p (r)] = Cnr

�2��1e2ar
dn

drn
�
rn+2�+1e�2ar

�
: (2.118)

Les fonctions yn (r) se confondent, �a un coe�cient de proportionnalit�e pr�es, avec les

polynômes de Laguerre L2�+1n (x) :ou x = 2ar:

La valeur propre de l'�energie E = ��=x obtenue pr�ec�edemment v�eri�e l'�equation(2:117)

pour n = �1:Il est donc naturel de remplacer n par n � 1;dans les formules les �equations

(2:117) ; (2:118)et de propres de l'�energie �a partir de l'�egalit�e

�E � (n+ �) a = 0 ( n = 0; 1; :::) : (2.119)

Les fonctions propres �1 (r) s'�ecriront sous la forme

�1 (r) = fAnx�e�x=2L2�+1n�1 (x) pour n = 1; 2; :::; (2.120)

= 0 pour n = 0:

Il est facile de s'assurer que les fonctions r�1 (r) sont de carr�e int�egrable, comme exig�e

initialement.

De l'�equation (2:103) on d�eduit pour E = En (n = 1; 2; :::)

�1 (r) =
1

1 + Ex
�

�
��1 (r) +

�
� + 1

r
� E�

�

�
�1 (r)

�
: (2.121)
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Portant dans cette formule l'expression de �1 (r) ;on obtient

�2 (r) = x���1e�x=2y (x) ; (2.122)

ou y (x) est un polynôme de degr�e n: Pour d�e�nir y (x) ;�etablissons d'abord l'�equation

pour �2 (r) en �eliminant �1 (r) entre les �equations (2:103)et(2:104) :

���1 (r) +
2

r
��2 +

(E2 � 1) r2 + 2E�r + � (1� �)

r2
�1 = 0; (2.123)

qui nous conduira �a l'�equation di��erentielle pour y (x) :

xy��+ (2� � x) y�+ ny = 0: (2.124)

L'�equation(2:124) est une �equation du type hyperg�eom�etrique. Sa seule solution polyno-

miale est le polynôme de laguerre y (x) = BnL
2��1
n (x) ; d'o�u

�2 (r) = Bnx
2��1e�x=2L2��1n (x) : (2.125)

On s'assure sans di�cult�e que cette formule renferme, comme cas particulier pourn = 0;

la solution pr�ec�edemment on tenue pour E = ��=x

pour �etablir la relation entre les constantes An etBn dans les �equations (2:120) et (2:125),

confrontons le comportement du premier et du second membres de l'�egalit�e l'�equation(2:103)

pourr ! 0: Utilisant la formule

L�n (0) =
� (n+ �+ 1)

n!� (�+ 1)
; (2.126)

on trouve

2a�AnL
2�+1
n�1 (0) = �2a (� + 1)AnL2�+1n�1 (0) +

�
1 +

Ex

�

�
BnL

2��1
n (0) ; (2.127)

d'o�u

An =
� + Ex

an (n+ 2�)
Bn (n = 1; 2; :::) : (2.128)

Puisque

n (n+ 2�) = (n+ �)2 � �2 =
E2�2

a2
� �2 =

E2x2 � �2

a2
; (2.129)
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on a

An =
a

Ex� �
Bn: (2.130)

Connaissant les fonctions �1 (r) et �2 (r) ; on cherche f (r) et g (r) :0@ f

g

1A = C�1

0@ �1

�2

1A ; C�1 =
1

2� (x� �)

0@ � x� �

x� � �

1A : (2.131)

Aussi

f (r) =
Bn

2� (x� �)
x��1e�x=2

�
f1xL

2�+1
n�1 (x) + f2L

2��1
n (x)

�
: (2.132)

g (r) =
Bn

2� (x� �)
x��1e�x=2

�
g1xL

2�+1
n�1 (x) + g2L

2��1
n (x)

�
: (2.133)

o�u

f1 =
a�

Ex� �
; f2 = x� �; g1 =

a (x� �)

Ex� �
; g2 = �; (2.134)

a =
p
1� E2; E = En =

1q
1 +

�
�
n+�

�2 : (2.135)

Les formules de f (r) et de g (r) restent valables aussi pour n = 0;auquel cas il convient

d'annuler formellement les termes en L2�+1n�1 (x) ;

Calculons le coe�cient de normalisation Bn �a partir de la condition de normalisation

l'�equation(2:90).On a

Z 1

0

r2
�
f 2 (r) + g2 (r)

�
dr =

B2
n

4�2 (x� �)2 (2a)3

Z 1

0

e�xx2� (2.136)8<:
�
f1xL

2�+1
n�1 (x) + f2xL

2��1
n (x)

�2
+�

g1xL
2�+1
n�1 (x) + g2xL

2��1
n (x)

�2
9=; dx = 1:

Dans nos calculs, nous serons amen�es �a consid�erer deux types d'int�egrables :

J1 =

Z 1

0

e�xx�+1 [L�n (x)]
2 dx: (2.137)

J2 =

Z 1

0

e�xx�L�n�1 (x)L
��2
n (x) dx: (2.138)
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L'int�egrale J1se laisse exprimer �a l'aide du carr�e de la norme

d2n =

Z 1

0

e�xx� [L�n (x)]
2 dx =

1

n!
� (n+ �+ 1) : (2.139)

en �sant intervenir la relation de r�ecurrence

xL�n (x) = � (n+ 1)L�n+1 (x) + (2n+ �+ 1)L�n (x)� (n+ �)L�n�1 (x) (2.140)

et la propri�et�e d'orthogonalit�e

Z 1

0

e�xx�L�n (x)L
�
m (x) dx = 0 (m 6= n) : (2.141)

D'ou

J1 = (2n+ �+ 1)

Z 1

0

e�xx� [L�n (x)]
2 dx =

1

n!
(2n+ �+ 1)� (n+ �+ 1) : (2.142)

pour calculer l'int�egrale J2; il su�t de d�evelopper le polynôme L
��2
n (x) suivant les

polynômes L�k (x) :

L��2n (x) = c1L
�
n (x) + c2L

�
n�1 (x) + ::: (2.143)

Les coe�cients c1; c2 s'obtiennent sans peine en identi�ant les coe�cients de x
n et de

xn�1dans les deux membres de cette �egalit�e :

c1 = 1; c2 = �2: (2.144)

Il vient alors

J2 = �
Z 1

0

e�xx�
�
L�n�1 (x)

�2
dx = �2� (n+ �)

(n� 1)! : (2.145)

Aussi

Bn = 2a
2

s
(x� �) (Ex� �)!

�� (n+ 2�)
: (2.146)

Remarquons que le facteur de normalisation Bn conserve sa forme aussi pour n = 0

Il vient �nalement0@ f (r)

g (r)

1A =
a2

�

s
(Ex� �)n!

� (x� �) � (n+ 2�)
x��1e�x=2

0@ f1 f2

g1 g2

1A0@ xL2�+1n�1 (x)

xL2��1n (x)

1A ; (2.147)
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o�u

f1 =
a�

Ex� �
; f2 = x� �; g1 =

a (x� �)

Ex� �
; g2 = � (2.148)

Pour n = 0 on admet que xL2�+1n�1 (x) = 0;Consid�erons le passage �a la limite non relativiste.

Dans ce cas � � Z=137 est une quantit�e tr�es faible. Evaluons les ordres de pettesse des autre

quantit�es pour �! 0:On a

E � 1� �2=
�
2N2

�
(N = n+ �) ; (2.149)

a =
p
1� E2 � �=N; � � jxj � ��2= (2 jxj) : (2.150)

Evaluons �a pr�esent l'ordre de petitesse des coe�cients f1;f2 et g1; g2 devant �:

1) soit l = j � 1=2:On a alors l'orde x = � (l + 1) ; x� � � 2x;

Ex� � � 2x; don 0@ f1 f2

g1 g2

1A �

0@ �2 1

� �

1A :

2) soit l = j � 1=2: On a alors x = l; x � � � 1
2l
�2; Ex � � � (E � 1)x + (x� �) �

�2

2!N2 (N
2 � l2) ; d'ou 0@ f1 f2

g1 g2

1A �

0@ 1 �2

� �

1A :

On voit d'ici que jg (r)j << jf (r)j dans tout les cas, tandis que

f (r) � �2�3=2
s
(N � l � 1)!
(N + l)!

xle�x=2L2l+1N�l�1 (x) : (2.151)

Le signe positif correspond �a l = j + 1=2; et le signe n�egatif �a l = j � 1=2:Le nombre

N = n + � est �egal dans le cas non relativiste �a n + jxj = n + jj + 1=2j ; il correspond au

nombre quantique principal pour les solutions de l'�equation de Schr�odinger .

Il est int�eressant de noter qu'en mettant les fonction f (r), g (r) sous la forme de

l'�equation (2:147), nous facilitons consid�erablement le passage �a la limite non relativiste,

car, pour � ! 0;l'un des coe�cients f1; f2; g1;g2 brusquement par rapport aux trois autres.

Au contraire,dans la litt�erature existante, les fonctions f (r), g (r) sont traditionnellement
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repr�esent�ees avec des coe�cients de même ordre de petitesse. On est donc amen�e, a�n

d'�etablir la correspondance en entre la solution de l'�equation de Schr�odinger et la limite

non relativiste, �a faire intervenir accessoirement les relation de r�ecurrence pour les fonctions

hyperg�eom�etriques.

Les polynômes de laguerre �gurant dans les expressions de f (r) et de g (r) se laisse

d�e�nir �a l'aide des fonctions hyperg�eom�etriques d�eg�en�er�ees, en appliquant la relation connue

L�n (x) =
� (n+ �+ 1)

n! (�+ 1)
F (�n; �+ 1; x) : (2.152)

La repr�esentation l'�equation (2:147) devient alors

0@ f (r)

g (r)

1A = Dnx
��1e�x=2

0@ f1 f2

g1 g2

1A0@ xF (�n+ 1; 2� + 2; x)

F (�n; 2�; x)

1A ; (2.153)

o�u

Dn+
1

�� (2� + 2)

s
(Ex� �) � (n+ 2�)

� (x� �)n!
; (2.154)

f1 = a� (Ex+ �) ; f2 = 2�a
2 (2� + 1) (x� �) ; (2.155)

g1 = a (x� �) (Ex+ �) ; g2 = 2��a
2 (2� + 1) ; (2.156)

Les expressions ainsi obtenues de f (r) et de g (r) restent aussi vraies, �a un facteur de

normalisation pr�es, pour les valeurs du spetre continu, �a condition de prendre, au lieu des n

entiers, une constante n = n (E) li�ee �a la valeur donn�ee de E par la relation de l'�equation

(2:119),i:e:

n =
�

i
p
E2 � 1

� �; E > 1: (2.157)

Nous venons d'examiner quelques probl�emes fondamentaux de m�ecanique quantique. Bon

nombre de probl�emes mod�eles de m�ecanique quantique se laissent r�esoudre par les mêmes

m�ethodes.

Dans ce chapitre nous avons introduit la m�ethode NU pour la r�esolution d'une EDO du

second ordre. Cette m�ethode est tr�es performante et facile �a appliquer. Nous avons aussi

vu que le cas d'un potentiel coulombien avec une masse constante traitre soit d'une fa�cons

non relativiste par celles de Klein-Gordon et de Dirac peut mener �a une EDO qui v�eri�e les
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crit�eres de la m�ethode NU.

Comme autre illustration de l'application de cette m�ethode NU, nous reprendrons dans

le chapitre IV le cas d'un potentiel coulombien d�ecrivant l'interaction d'un �electron de

charge e�se d�epla�cant dans le champ �electrostatique du noyau. Mais cette fois-ci la masse de

l'�electron sera consid�er�ee comme d�epondant de la position, et l'�etude sera faite pour le cas

relativiste �a travers l'�equation de Klein-Gordon.Si le noyau est le noyau se compose unique-

ment d'un proton de charge positive e+; le probl�eme �etudi�e est celui de l'atome d'hydrog�ene

qui est un v�eritable syst�eme physique �a trois dimensions. Ainsi, l'atome d'hydrog�ene consiste

en un �electron se d�epla�cant dans un puits de potentiel sph�erique en raison de l'attraction

Coulombienne du proton. Ce syst�eme �a deux particules (�electron - proton) peut être con-

verti en un syst�eme avec une particule �ctive (de masse r�eduite) se d�epla�cant par rapport

au barycentre du syst�eme �electron-proton.
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Chapitre 3

Les syst�emes �a masses d�ependant de

la position

Beaucoup de travaux ont abord�e le sujet de l'hamiltonien g�en�eralis�e �a des syst�emes

�a masses e�ectives d�ependent de la position. De nombreux auteurs ont �et�e attir�es par la

recherche dans ce domaine aux applications diverses et multiples dans la vie scienti�que con-

temporaine (physique nucl�eaire, physique des mati�eres condens�ees, semi conducteurs. . . ). A

cause de cette importance, nous allons dans ce chapitre, collecter et r�esumer les principaux

articles des di��erents auteurs qui �etaient �a l'avant garde des chercheurs dans ce domaine. Il

est remarquable qu'�a l'exception des articles que l'on r�esumera dans ce qui suit et d'autres

cit�es en r�ef�erence, aucun ouvrage propre �a ce domaine n'a �et�e �ecrit jusqu'�a pr�esent. Pour

toutes ces raisons, nous avons relev�e le d�e� pour o�rir un cadre ou un rep�ere dans lequel nous

avons mis en ordre les auteurs et les articles les plus pertinents aux quels une personne tr�es

restrent int�eress�ee par ce domaine ne peut ni les ignorer ni les omettre comme r�ef�erences.

Ce chapitre contient un aspect, une revue historique. Dans cette aspect, nous passons

en revue de fa�con chronologique, les apports les plus importants pour la compr�ehension des

propri�et�es li�ees �a des syst�emes �a masses d�ependant de la position.

58



3.1 L'hamiltonien g�en�eralis�e :

3.1.1 Revue historique :

D. J. Ben Daniel et C. B. Duke (1966)

Dans cet article [8] , le mod�ele de Bethe-Sommerfeld pour l'e�et tunnel d'un �electron est

pris comme cadre pour l'�etude de la p�en�etration �a travers une barri�ere. En particulier ils

ont �etudi�e le cas o�u la courbure (la masse de l'�electron) et le centre de surface des surfaces

d'�energie constante d'un �electron varient �a travers la jonction. En conclusion, ces auteurs

pr�econisent la forme ad�equate suivante de l'hamiltonien BBDD = P [m (x)]�1 p=2;[3].

Thaddeus Gora et Ferd Williams (1968)

Dans cet article[9], Thaddeus Gora et Ferd Williams ont �etudi�e des semi-conducteurs

lentement gradu�es dont les masses e�ectives d�ependent de la position, d�ecrits en termes

d'un hamiltonien e�ectif. Ce dernier est pris sous la forme herm�etique

HGW (B) =
�
p2 [m (x)]�1 + [m (x)]�1 p2

�
=4; Les semi-conducteurs qui ont une gradation

lente dans leur composition pr�esentent des bandes d'�energie et des masses e�ectives qui

d�ependent de la position, et qui globalement sont d�ecrits par un hamiltonien e�ectif �a travers

une �equation �a masse e�ective. Le probl�eme des ph�enom�enes de transport des porteurs de

charge minoritaires pour des syst�emes gradu�es sont gouvern�es par un champ e�ectif qui inclut

le champ �electrostatique plus un terme en fonction du gradient de la pente de la bande, et un

autre terme qui d�epend du gradient de la masse e�ective. La dur�ee de vie de la recombinaison

locale radiative ainsi que la densit�e locale des �etats des semi-conducteurs inhomog�enes y sont

discut�es. L'�equation pour l'exc�es de la concentration des porteurs de charge minoritaires dans

un semi-conducteur inhomog�ene y est d�eduite et di��ere de celle d'un syst�eme homog�ene par

le fait que : le champ e�ectif est remplac�e par le champ �electrique, la d�ependance spatiale de

la dur�ee de vie et de la mobilit�e, et aussi par le terme d�ependant du gradient de la mobilit�e

des charges [3].

Apport de Von Roos (1983)

Dans cet article [10] Le mouvement des porteurs libres (des �electrons et des trous) dans

les semi-conducteurs de composition chimique non uniforme est parfois d�ecrit au moyen

d'un hamiltonien poss�edant une masse e�cace d�ependent de la position. Dans des travaux
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pr�ec�edents il a �et�e prouv�e que le fait que les masses d�ependent de la position m�ene �a des con-

tradictions et ce �a cause du th�eor�eme de Bargmann, qui postule qu'une superposition logique

des �etats des di��erentes masses (paquets d'ondes) est interdite. Il propose une extension du

th�eor�eme de Bargmann mais qui m�ene �a un hamiltonien avec masses d�ependent de la position

ne v�eri�ant plus l'invariance galil�eenne. Il montre aussi que la d�erivation usuelle de l'hamilto-

nian avec masse e�cace d�ependant de la position est nullement unique. Il existe en g�en�eral,

beaucoup de hamiltonians in�egaux issus de la même approximation, tous d�eriv�es de beau-

coup de formes d'hamiltonians de base. Et tant que le concept d'une masse d�ependante de la

position est maintenu ni l'unicit�e ni l'invariance galil�eenne des hamiltoniens ne sont assur�ees.

Il semble pour l'auteur appropri�e d'abandonner le concept d'une masse d�ependante de la po-

sition, dans ses travaux ant�erieurs, il a montr�e comment le faire avec succ�es. L'importance

d'une compr�ehension th�eorique des ph�enom�enes de transport dans les semi-conducteurs avec

une composition chimique variable et d�ependante de la position pour des dispositifs tech-

nologiques modernes n'a plus besoin d'être soulign�ee. Le th�eor�eme de Wannier-Slater valide

pour les semi-conducteurs homog�enes avec une composition chimique uniforme peut s'av�erer

être un point de d�epart normal pour une extension et une g�en�eralisation aux mat�eriaux non

uniformes, il suppose une masse scalaire d�ependante de la position m(r) et propose la forme

suivante de l'op�erateur �energie cin�etique :

T = �~2=4
�
m�rm�rm
 +m
rm�rm�

�
(3.1)

et

�+ � + 
 = �1

L'op�erateur de Gora et William est obtenu pour � = �1 et � = 
 = 0, alors que celui de

Zhu et Kroemer pour � = 
 = �1=2 et � = 0. Pour le cas � = 
 = 0 et � = �1on abouti �a

un troisi�eme op�erateur tr�es usit�e [4].

I.2. Jean-Marc L�evy-Leblond (1995)

L'invariance galil�eenne instantan�ee est employ�ee pour d�eriver �a partir des principes pre-

miers de la formulation hamiltonienne, l'expression de l'op�erateur �energie cin�etique d'un

�electron ayant une masse e�cace d�ependante de la position. Et par cons�equent les condi-

tions de raccordement de la fonction d'onde �a travers des h�et�erojonctions abruptes. A�n
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de soutenir sa th�ese il propose �egalement un mod�ele tr�es �el�ementaire dans le cadre de l'ap-

proximation de la fonction d'enveloppe. L'�etude d'h�et�ero structures de semi-conducteurs et

plus g�en�eralement, de cristaux non homog�enes a donn�e lieu, derni�erement, �a une discussion

approfondie sur l'utilisation de mod�eles avec masse e�ectives simples (li�ees aux approxima-

tions de fonction d'enveloppe) pour la dynamique des �electrons dans de tels syst�emes. Les

principales conclusions de son �etude sont : a) Les conditions de continuit�e normales sur les

interfaces abruptes, �a savoir la continuit�e de la fonction d'onde et de sa d�eriv�ee doivent être

remplac�ees par la continuit�e de la fonction d'onde et de sa d�eriv�ee divis�ee par la fonction

masse m(x).

b) Comment g�en�eraliser la forme de l'op�erateur cin�etique a�n de le rendre herm�etique

pour le cas d'une masse d�ependent de la position, sachant que l'op�erateur masse m ne

commute plus avec l'op�erateur impulsion p.

c) L'application du concept PDM, en tant qu'id�ee dans la th�eorie quantique non relativiste

est intimement li�ee �a la notion d'invariance galil�eenne dans la th�eorie de la particule libre, qui

ne permet pas l'utilisation d'une masse e�ective non constante dans la structure d'un cristal

non homog�ene. Se basant sur la notion d'invariance galil�eenne il a abouti �a la conclusion

que :

a) Les conditions de raccordement aux interfaces doivent être la continuit�e de la fonction

d'onde et de sa d�eriv�ee divis�ee par la masse.

b) L'op�erateur �energie cin�etique correct doit être sous la forme : T = P [1=2m(x)]P

c) L'id�ee de l'utilisation d'une masse d�ependant de la position est non seulement int�eressante

mais elle est aussi consistante [4]

L.dekar et L.Chetouani et T.F.Hammann (1995)

Dans cet article sous le titre :"Fonctions de Green, via le formalisme des int�egrales de

parcours pour des syst�emes �a potentiels et �a masses constants par morceaux [12], et ont �etudi�e

des syst�emes �a potentiels et �a masses constants par morceaux. Ils ont utilis�e le formalisme

des int�egrales de parcours pour relier, la fonction de Green de syst�emes �a potentiels et �a

masses constants par morceaux �a celle �a masse constante. L'application de ce r�esultat aux

cas d'une marche abrupte et d'une barri�ere rectangulaire en potentiel et en masse, leurs a

permis d'une part, d'extraire de la discontinuit�e de la fonction de Green, la fonction d'onde,

et d'autre part les conditions de continuit�e �a travers la jonction [3]
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L.dekar et L.chetouani et T.F.Hammann (1999)

Dans leurs article sous le titre : "Wave function for smooth potential and mass step"[?] il

ont propos�e la solution de l'�equation de Schr�odinger unidimensionnelle, pour l'hamiltonien

e�ective g�en�eralis�e

Hgen = �1=4(m�Pm�Pm
 +m
Pm�Pm�) + V , o�u �+ � + 
 = �1. Pour des syst�emes

�a marches douces en potentiel et en masse, la fonction d'onde d�epend de la fonction de

Heun. En �etudiant le passage �a la limite o�u les marches douces tendent vers des marches

abruptes ils arrivent �a la conclusion que les param�etres d'ambigu��t�e doivent prendre les

valeurs � = 
 = 0; � = �1, ce qui sugg�ere que la forme appropri�ee pour l'hamiltonien pour

une masse e�ective abrupte devrait avoir la forme Habrupt = 1=2(Pm
�1P ) + V . Cette forme

implique que les conditions de raccordement �a travers une interface abrupte doivent être la

continuit�e de  (x) et de [m(x)�1]d( (x))=dx [3]

DutraetAlmeida(2000)

Dans l'article d�enomm�e "Solvabilit�e exacte des potentiels avec masse e�ective d�ependant

de la position "[13], Dutra et Almeida ont e�ectu�e un essai de �abilit�e sur l'ordre des

param�etres disponibles dans la litt�erature. Ils ont employ�e un mod�ele exactement solvable

(potentiel de Morse) et ont conclu que l'ordre de Gora et deWilliams (a = � = 
 = 0; � = �1)

et Ben Daniel et Duke (a = � = 
 = 0; � = �1) devrait être rejet�es pour le fait qu'ils m�enent

�a des �energies complexes et donc non physiques. Ce pendant, ils ont classi��e l'ordre de Zhu et

de Kroemer (a = 0; � = 
 = �1=2; � = 0), et celui de Li et de Kuhn (a = � = 0; � = 
 = �1=2)

comme �etant corrects. En cons�equence, ils sugg�erent que les conditions de continuit�e aux

fronti�eres de l'h�et�erojonction obtenue par Zhu et Kroemer sont les plus �ables

[3]

Mustafa et Mazharimousavi(2007)

Ces auteurs [14] ont utilis�e la notion d'op�erateur pseudo - moment pour aboutir �a la

conclusion que le \ bon ordre �able " est le choix (� = �1=2; � = 
 = �1=4)[3]
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3.2 Ordre des op�erateurs dans l'hamiltonien avec masse

e�ective d�ependant de la position

3.2.1 L'hamiltonien pour une masse e�ective d�ependant de la po-

sition

I'Hamiltonien dans ce cas lest �ecrit sous la forme

T = �
�
~2=2

�
m�rmz�rm� + v; o�u 2�+ � = �1

H : l'op�erateur de l'�energie cin�etique

est appliqu�e au probl�eme d'h�et�ero structures p�eriodiques avec des interfaces abruptes et

une distribution de masse discontinue. A�n de d�eterminer l'op�erateur le plus appropri�e, les

r�esultats num�eriques de l'�energie de la transition des inter-bandes et d'inter-sous-bandes sont

compar�es aux donn�ees exp�erimentales pour di��erents super-r�eseaux GaAs=AlxGa1 � xAs

et puits quantiques. L'ordre en relation avec le d�ecalage d'�energie comme une fonction des

param�etres structuraux (�epaisseur du puits, �epaisseur et hauteur de la barri�ere) y a �et�e

�etudi�ee. Il a constat�e que la variation de l'op�erateur d'�energie cin�etique peut causer un

exc�es de d�ecalage d'�energie de transition de l'ordre de 40MeV , le mod�ele avec � = 0 et

� = �1 produit le meilleur accord avec les r�esultats exp�erimentaux. La th�eorie de la masse

e�cace (Effective MasseTheory � EMT ) est un outil important et utilis�e largement

dans la physique des semi-conducteurs. A l'origine, elle a �et�e d�evelopp�ee pour l'analyse

des cristaux homog�enes, cette th�eorie appliqu�ee aux h�et�ero structures avec masse e�cace

d�ependante de la position, devient asymptotiquement exacte quand les perturbations des

�etats de l'�electron et du trou sont su�samment lisses. Toute l'approche devra être mod-

i��ee a�n de tenir compte du cas de structures avec des h�et�ero interfaces abruptes. malgr�e

cela, (EMT ) continue d'être extensivement utilis�ee comme un outil important pour cal-

culer et d�eterminer l'�electrodynamique, l'�electrostatique, l'�electronique ainsi que les pro-

pri�et�es optiques de beaucoup d'h�et�ero structures �a interfaces abruptes, y sont inclus des

super r�eseaux et des puits quantiques. Il a �et�e reconnu depuis longtemps, que l'application

d0EMT aux interfaces abruptes sou�re du probl�eme d'ambigu��t�e dans l'op�erateur d'�energie

cin�etique (KineticEnergyOperator � KEO), les op�erateurs moment �i~r et masse e�cace

d�ependant de la position m(z) ne commutent plus, ceci m�ene �a la non unicit�e de (KEO),
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qui peut être �ecrite dans sa forme g�en�erale comme

T = �
�
~2=4

�
m�rm�rm
 +m
rm�rm�

Avec

�+ � + 
 = �1

Pour des interfaces abruptes � doit être �egale �a 
, autrement la fonction d'onde s'annule

�a l'h�et�ero interface, ce qui aurait �et�e clairement un r�esultat non physique. En outre, sauf si

� = 
, l'�energie de l'�etat fondamental diverge dans la limite des interfaces abruptes. Ceci

r�eduit l'�equation(1) �a :

T = �
�
~2=2

�
m�rm�rm� avec �+ � = �1

Les valeurs possibles du param�etre � varie de�1 �a 0. Les conditions de raccordement pour

la fonction d'onde enveloppe  (z) et sa d�eriv�ee d (z)=dz sont la continuit�e aux interfaces

de :

[m�] (z) et
�
m�
�
d ([m�] (z)) =dz (3.2)

Un e�ort consid�erable a �et�e d�epens�e a�n d'�etablir une valeur pr�ef�er�ee de �, avec l'esp�erance

que cette valeur devrait être universelle et ne devrait pas d�ependre des mat�eriaux particuliers

formant les interfaces abruptes. Divers auteurs sont arriv�es, cependant, �a des conclusions

diam�etralement oppos�ees, soit � = 0 ou � = �1 jug�es pour être des choix les plus plausibles.

Il convient de noter que la condition de la continuit�e de la probabilit�e du courant �a travers

une interface abrupte ne peut pas être employ�ee comme crit�ere pour choisir la valeur de

�, car elle m�ene �a une condition de continuit�e qui est ind�ependante de l'ordre choisi. Les

conclusions pour � = 0 ont �et�e tir�ees en reformulant le probl�eme de r�egle de raccordement en

extrapolant d'abord la fonction enveloppe de chaque côt�e d'un h�et�ero interface comme si le

semi-conducteur �etait homog�ene, et en comparant les r�esultats du calcul du mod�ele de Kronig

- Penney de la transmission d'�electron par un ensemble de centres di�useurs �a potentiels sous

formes de fonctions � de Dirac avec le coe�cient de transmission obtenue en utilisant l0EMT

. La conclusion oppos�ee, avec � = �1 a �et�e atteinte en employant la repr�esentation de Kohn

- Luttinger et la transformation canonique, en �etudiant des conditions appropri�ees pour la

fonction d'onde �a travers une h�et�erojonction abrupte �a trois dimensions, en consid�erant des
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limites inh�erentes pour l'uniformit�e dans un puits de potentiel sous forme d'une fonction �

de Dirac extrêmement �etroit, en comparant les calculs exacts de la structure de la bande

microscopique avec celles qui r�esultent de l0EMT pour les super-r�eseaux �a puits quantique et

potentiels localis�es, par l'application de l'invariance galil�eenne instantan�ee, et en consid�erant

le passage �a la limite abrupte du potentiel et de la masse continûment variables. Il a abouti

�a la conclusion que le param�etre � doit être �egal �a �1, ce qui correspond �a l'hamiltonien

propos�e par Ben Daniel, et l'ordre obtenu pour les semi-conducteurs d'une non homog�en�eit�e

�a variation lente en utilisant un ensemble de base qui diagonalise exactement l'hamiltonien

dans la limite homog�ene. D'autres valeurs interm�ediaires de � ont �et�e �egalement sugg�er�ees.

Par exemple, la consid�eration de la limite non relativiste de l'hamiltonien de Dirac avec

une masse d�ependant de la position, prise par l'interm�ediaire de l'approximation de Foldy-

Wouthuysen m�ene �a l'adoption de � = 0, � = �1
2
et 
 = �1

2
ce qui est en violation de la r�egle

de Morrow et Brownstein � = 
, Cavalant et al ont constat�e que pour les h�et�erojonctions

GaAs=Al0 � 3Ga0 � 7As, il n'y a pratiquement aucune di��erence entre les divers mod�eles

de KEO, il concluent que les r�esultats actuels sugg�erent qu'aucune exp�erience ne peut être

ex�ecut�ee de nos jours sur des �echantillons de semi-conducteur pour d�eterminer la forme de

KEO pour des syst�emes avec la masse e�cace spatialement variable puisque les largeurs

r�eelles d'interface excluent cette possibilit�e.

Cavalant et al notent que la transmission est sensible �a KEO seulement quand on con-

sid�ere une interface abrupte, cependant, ils pensent qu'il est essentiel d'inclure la discon-

tinuit�e de la distribution de la masse e�cace en traitant une interface abrupte (�a moins

que l'h�et�ero structure soit s�ev�erement d�egrad�ee) : m(z) = m1 +4m12 	(z), o�u 	(z) est la

fonction marche de Heaviside, m1 la masse e�cace dans un des deux mat�eriaux, et 4m12

la di��erence des masses e�caces pour ces mat�eriaux. Dans le cadre d0EMT il est prouv�e

que di��erentes hypoth�eses initiales peuvent mener �a di��erentes lois de KEO, il est incer-

tain si une solution g�en�erale existe, n�eanmoins, il est toujours possible de comparer les

pr�evisions th�eoriques pour � avec les r�esultats exp�erimentaux a�n de d�eterminer la forme

correcte de KEO. Galbraith et Duggan ont compar�e les calculs optiques de l'�energie de la

transition �a basse temp�erature de spectres d'excitation de photoluminescence de puits quan-

tiques GaAs=Al0:35Ga0:65As. Leurs r�esultats pour deux �echantillons (�epaisseur de puits 5

et 7nm) ont montr�e que � = �1 � 0:1 et � = �1:1 � 0:5 malheureusement, leur ensem-

ble de param�etres n'a pas �et�e compl�etement �edit�e ainsi ils ne pourraient pas r�ep�eter leurs
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r�esultats. Dans un autre travail, Fu et Chao ont signal�e que les observations exp�erimentales

de l'�energie de transition d'inter bande n'�etaient pas sensibles au choix de �. Dans cet article,

ils d�emontrent que, contrairement �a l'a�rmation de Fu et deChao, les �energies de transition

d'inter bande changent sensiblement avec �. en outre, ils montrent cela dans le cadre d'EMT

pour les interfaces abruptes et une distribution de masse discontinue, les �energies de transi-

tion d' inter-sous-bandes peuvent �egalement changer sensiblement avec �, La comparaison

avec des donn�ees disponibles con�rme que le choix de � = �1 fournit le meilleur accord avec

r�esultats exp�erimentaux [4]

Nous avons trait�e dans ce chapitre des syst�emes quantiques avec une masse qui d�epend

de la position (MDP), donc nous avons trait�e l'Hamiltonien e�ectif g�en�eralis�e et nous avons

v�eri��e l'�etude de Jean-Marc Levy-Leblond. Nous donnons un rappel historique sur les travaux

les plus importants r�ealis�es par les auteurs dans ce domaine, ainsi que les valeurs propos�ees

pour les param�etres d'ambigu��t�e (�; �; 
),
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Chapitre 4

La r�esolution de l'�equation de Klein -

Gordon pour di��erents potentiels et

di��erentes masses

Dans des derni�eres ann�ees, le formalisme construit pour la variation de la masse d�epend

de la position a re�cu beaucoup d'attentions a cause de trouver de nombreuses applications

dans di��erents domaines. Le formalisme de masse d�ependant de la position a �et�e utilis�e pour

d�ecrire les propri�et�es �electroniques des semi - conducteurs et des points quantique, il aussi

donne �egalement des r�esultats int�eressants dans l'�etude de (3He) et liquides quantiques. Le

formalisme de masse d�ependant de la position pose des probl�emes fondamentaux des l'�etudes

des syst�emes physiques, tel que les discontinuit�es possibles des fonctions des masse choisies,

l'invariance de la th�eorie sous la transformation de Galili�ee, l'ambig�uit�e de l'ordre entre

impulsion, et les op�erateurs de masse dans le terme d'�energie cin�etique.

R�ecemment, les solutions de l'�equation d'onde non-relativiste avec une masse ont �et�e

g�en�eralisi�ee au cas masse d�ependant de la position.

L'�equation de Schr�odinger avec une masse d�ependant de la position est �etudi�ee en utilisant

l'alg�ebre param�etrique, et dans les espaces courbes a �et�e �etudi�e dans l'exemple de potentiel

coulombien, la technique d'invariance de forme a �et�e appliqu�ee aux hamiltoniens solvables.

Bagchi et AL, ont g�en�er�e un formalisme pour obtenir des hamiltoniens PT-sym�etriques

dans le cas PDM. En a �et�e fait une g�en�eralisation de la transformation canonique de point

r�esoudre l'�equation de Schr�odinger en d-dimension. Les auteurs ont �egalement �etudi�e la-

pseudo-hermicit�e des hamiltoniens non-hermitiens avec masse d�ependant de la position. le
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investigation d'un hamiltonien non-hermitien pour un oscillateur d�e�ni par le mod�ele de

Swanson a �et�e r�ealis�ee dans le cadre de la super sym�etrie N-fold. Un autre domaine a re�cu

beaucoup d'attentions est l'extension des solutions non-relativistes aux solutions relativistes

du point de vue du formalisme de masse d�ependant de la position. Les spectres d'�energie et

les fonctions d'onde correspondantes des �equations de Klein-Gordon et Dirac ont �et�e trouv�e

pour di��erents potentiels en utilisant des m�ethodes di��erentes, telles que Lorentz complex-

i��ee interactions scalaires, potentiel de Coulomb, potentiels hyperboliques, non herm�etiques

potentiels complexi��es, potentiel trigonom�etrique PT-sym�etrique, PT-sym�etrique oscillateur

harmonique, PT-sym�etrique inversement lin�eaire plus lin�eaire, et PT- sym�etrique potentiels,

potentiel inversement lin�eaire plus lin�eaire, et potentiel Scarf II.

Dans cette �etude, nous r�esolvons l'�equation radiale de Klein - Gordon pour le potentiel

de P�oschl - Teller et Hulth�en en utilisans la m�ethode de Nikiforov-Uvarov dans le cadre

d'une approximation du potentiel centrifuge. La m�ethode de Nikiforov-Uvarov est bas�e sur

la r�esolution de l'�equation du second ordre en r�eduisant �a une �equation g�en�eralis�ee de type

hyperg�eom�etrique.

4.1 R�esolution de l'�equation de Klein - Gordon avec

un Potentiel P�oschl - Teller

La d�eformation quantique a re�cu beaucoup d'attention �a cause de sa relation avec ap-

plications dans les noyaux, la th�eorie statistique quantique, th�eorie des cordes /mon braine

et conformation th�eorie des champs. en termes des fonctions hyperboliques �a la vue de

d�eformation q, [16]

des potentiels de cette la famille peut être �ecrite comme :

V (x; q) = � V0

cosh2q (�x)
; (4.1)

dans la limite q �! 1 , k est un param�etre r�eel, et ek = q dans l'�equation ci-dessus. le

fonctions hyperg�eom�etriques �a param�etre q dans l'�equation (4:1) sont d�e�nis

sinhq (z) =
1

2

�
ez � qe�z

�
; coshq (z) =

1

2

�
ez + qe�z

�
; (4.2)
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tanhq =
ez � qe�z

ez + qe�z
; sechq =

2

ez + qe�z
(4.3)

Dans le pr�esent travail, nous avons l'intention de r�esoudre de fa�con analytique le mod�ele

unidimensionnelle l'�equation de Klein - Gordon pour le potentiel de P�oschl-Teller de param�etre-

q pour �etudier l'e�et de la MDP sur les faits des spectres d'�energie et les faits sur les fonctions

d'onde correspondantes. Nous choisissons une exponentielle fonction de distribution de masse

qui permet de r�esoudre analytiquement de l'�equation de Klein - Gordon. Nous utilisons la

g�en�eralisation param�etrique de la m�ethode de Nikiforov-Uvarov (NU) trouver les valeurs

propres d'�energie et les fonctions d'onde correspondantes. La m�ethode Nikiforve - Uvarof

(NU) d�ecrit la fa�con de r�esoudre une �equation de type Schr�odinger en la transformant en

une repr�esentation l'�equation de type B hyperg�eom�etrique.

L'organisation de ce travail est la suivante. Dans la section II, nous r�esolvons la dimen-

sion unidimensionnelle l'�equation de Klein - Gordon pour le potentiel de P�oschl -Teller �a

param�etre q, et donner le spectre d'�energie, et les fonctions d'onde correspondantes dans le

cas d'une masse d�ependant de la position. nous r�esumer notre conclusion �a la section III.

4.1.1 Etats li�es �a l'�equation de Klein - Gordon

L'�equation de Klein - Gordon unidimensionnelle pour une particule de masse m soumise

�a un potentiel scalaire Vs (x), et vecteur V� (x), lectures de potentiels (~ = c = 1)

d2 (x)

dx2
+
�
[E � V� (x)]

2 � [m� Vs (x)]
2� (x) = 0; (4.4)

o�u E est l'�energie relativiste de la particule.

Nous pr�ef�erons utiliser la fonction de masse �egale �a la partie vectorielle du potentiel

m (x) = m0 + 4V0
e�2�x

(1 + qe�2�x)2
; (4.5)

pour obtenir une �equation type de Schr�odinger exactement r�esolue �a partir de l'�equation(4:4)

en l'absence de potentiel scalaire. La fonction de masse devrait �egalement être une distri-

bution physique, de sorte que nous restreindons dans la rang�ee 0 � x � 1 , qui donne les
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valeurs de masse �nie suivantes

m (x) =

8<: m0 + 2V0 (for q �! 1) ; x �! 0;

m0; x �!1:

9=; (4.6)

En e�et, cette distribution correspond �a la fonction du potentiel scalaire d�ecal�e dans

le probl�eme. Substituer avec l'�equation(4:1), et l'�equation(4:5) dans l'�equation(4:4), nous

obtenons

d2 (x)

dx2
+

��
E �m0 + 8V0

e�2�x

(1 + qe�2�x)2

�
(E +m0)

�
 (x) = 0; (4.7)

En utilisant la nouvelle variable s = e�2�x (0 � s � 1), nous avons

d2 (x)

ds2
+

1 + qs

s (1 + qs)

d (s)

ds
+

1

[s (1 + qs)]2
(4.8)

�
�
�2q2

�
E2 �m2

0

�
s2 +

�
2�2q

�
E2 �m2

0

�
+ 8�2V0 (E �m0)

�
s+ �2

�
E2 �m2

0

�	
 (s) ;

o�u �2 = 1=4�2, nous obtenons le jeu de param�etres

�1 = 1

�2 = �q

�3 = �q

�4 = 0

�5 =
q

2

�6 = �1 +
q2

4

�7 = ��2

�8 = �3 (4.9)

�9 = �1 + q�2 + q2�3 +
1

4
q2

�10 = 1 + 2
p
�3

�11 = �2q + 2
 r

�1 + q�2 + q2�3 +
1

4
q2 � q

p
�3

!
�12 =

p
�3;

�13 =
q

2
�
 r

�1 + q�2 + q2�3 +
1

4
q2 � q

p
�3

!
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o�u

��1 = �2q2
�
E2 �m2

0

�
�2 = 2�2q

�
E2 �m2

0

�
+ 8�2V0 (E �m0)

��3 = �2
�
E2 �m2

0

�
et nous d�eduisons les param�etres requis pour la m�ethode

� (s) =
1

2
q � f

"
1

4
q2 � 2q

s
�2 (m2

0 � E2)

�
8V0�2q (E �m0) +

1

4
q2
�#

s2

�
"
2�2q

�
E2 �m2

0

�
� 2

s
�2 (m2

0 � E2)

�
8V0�2q (E �m0) +

1

4
q2
�#

s (4.10)

��2
�
E2 �m2

0

�
g1=2

k = 2

s
�2 (m2

0 � E2)

�
8V0�2q (E �m0) +

1

4
q2
�
; (4.11)

� (s) = 1� 2qs� 2f
"r

8V0�2q (E �m0) +
1

4
q2 � q

q
�2 (m2

0 � E2)

#
s

�
q
�2 (m2

0 � E2)g (4.12)

Nous devons savoir � et �n

� = �2

s
�2 (m2

0 � E2)

�
8V0�2q (E �m0) +

1

4
q2
�
+ �0 (s) ; (4.13)

�n = �n
"
�2q � 2

r
8V0�2q (E �m0) +

1

4
q2 + 2q

q
�2 (m2

0 � E2)

#
�qn (n� 1) ; (4.14)

pour obtenir l'�equation de valeur propre pour les spectres d'�energie du potentiel de P�oschl
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- Teller de param�etre-q comme

1

�

q
m2
0 � E2 +

s
1

4
+
2V0
q�2

(E �m0) = n+
1

2
; (4.15)

ce qui donne deux solutions ind�ependantes correspondant aux �etats des particules et des

antiparticules. Ce l'�equation donne E = �m0 pour le cas de masse constante lorsque le

potentiel s'annule. Les fonctions propres non normalis�ees correspondantes sont obtenues en

fonction des fonctions suivantes

� (s) = s
2
q
�2(m2

0�E2) (1 + qs)
�2
q

8
q
V0�2(E�m0)+

1
4
;

(4.16)

yn (s) = P

�
2
q
�2(m2

0�E2);�2
q

8
q
V0�2(E�m0)+

1
4
)
�

n (1 + 2qs) ; (4.17)

et

� (s) = s

q
�2(m2

0�E2) (1 + qs)
� 1
2
�
q

8
q
V0�2(E�m0)+

1
4
)
; (4.18)

comme

 n (s) = �ns

q
�2(m2

0�E2) (1 + qs)
� 1
2
�
q

8
q
V0�2(E�m0)+

1
4
)

� P

�
2
q
�2(m2

0�E2);�2
q

8
q
V0�2(E�m0)+

1
4
)
�

n (1 + 2qs) : (4.19)

o�u an est une constante de normalisation. Les fonctions propres d�ependent

le polynômes de Jacobi P
(�; �)
n (x). Le comportement asymptotique de la fonction d'onde

pourrait être donn�e dans limites s �! 0 comme

 n (s) �! 0; (4.20)

parce que P
(�; �)
n (1) = �(�+n+1)

n!�(1+�)
, et nous �ecrivons la fonction d'onde pour s �! 0 comme

 n (s) � P (�; �)n (1 + 2q) ; (4.21)

o�u une solution physique peut être obtenue seulement pour �1 � q � 1:
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4.2 R�esolution de l'�equation de Klein - Gordon avec

un potentiel de Hulth�en

Dans la section II, nous r�esolvons la partie radiale de l'�equation Klein - Gordon en utilisant

une approximation pour le terme centrifuge, et calculer les valeurs propres d'�energie des �etats

li�es et les fonctions propres correspondantes. Les valeurs propres de l'�energie et les fonctions

propres correspondantes du mod�ele unidimensionnel de l'�equation Klein - Gordon avec le

potentiel de param�etre-q est analytiquement obtenue dans le formalisme de masse d�ependant

de la position. La g�en�eralisation param�etrique de la m�ethode de Nikiforov-Uvarov est utilis�e

dans les calcules en choisissant une distribution de masse.[15]

4.2.1 Proc�eder Nikiforov-Uvarov et l'�etats li�es

La partie radiale de l'�equation Klien - Gordon se lit

�
d2

dr2
� l (l + 1)

r2
� 1

~2c2
�
m2c4 � (E � v)2

��
� (r) = 0; (0 � r � 1) (4.22)

o�u l est le nombre quantique du moment angulaire, E est l'�energie de la particule, c est

le la vitesse de la lumi�ere.

Le potentiel Hulth�en a la forme:

V (r) = �V0
e��r

1� e��r
: (4.23)

o�u V0, et � � 1=a sont des param�etres constants.

l'�equation (4:22) ne peut pas être r�esolu exactement �a cause du potentiel centrifuge. Donc,

il faut utiliser une approximation pour ce terme. Cette approximation peut être consid�er�ee

comme :
l (l + 1)

r2
' �2l (l + 1)

e��r

(1� e��r)2
; (4.24)

1: Il y a tr�es di��erentes distributions de masse sont utilis�ees dans la litt�erature, comme une

exponentielle, et quadratique des fonctions de masse; distributions de masse trigonom�etriques

et masse fonctions des formes m(r) = r� o�u � � 0; en particulier pour les probl�emes
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tridimensionnels. Ici, nous pr�ef�erent utiliser la masse spatialement d�ependante suivante

mr = m0 �
m1

1� e��r
; (m0 > m1) : (4.25)

Ce qui correspond �a une particule de d�ecroissance, et nous fournit une solution approx-

imative de la partie radiale de l'�equation de Klien - Gordon e�cace. m0 et m1 dans cette

distribution sont deux param�etres positifs arbitraires . La fonction de masse de cette forme

nous permet de v�eri�er les r�esultats dans le limite de la masse constante.

2. Il est bien connu que l'�equation de Schr�odinger devrait être reproduite dans le cas d'une

masse d�ependant de la position, en raison de l'ordre-ambigu probl�eme entre l'impulsion, et

les op�erateurs de masse en terme d'�energie cin�etique. L'�energie cin�etique terme devrait être

�ecrit comme p 1
2m(x)

p. Lorsque la masse d�epend des coordonn�ees.

Le probl�eme d'ordre-ambigu��t�e n'apparâ�t pas dans le cas de l'�equation Klien - Gordon.

Substituer des �equations(4:23)et(4:25) dans l'�equation(4:22), et en utilisant l'�equation(4:24),

nous obtenons 8>>>>><>>>>>:

d2

dr2
� �2l (l + 1) e��r

(1�e��r)
2 +

1
~2c2264 E2 + 2EV0

e��r

(1�e��r)
2 �m2

0c
4

+2m0m1c4

1�e��r �
m2
1c
4

(1�e��r)
2

375

9>>>>>=>>>>>;
� (r) = 0: (4.26)

En utilisant la transformation z = 1� e��r (0 � z � 1); on obtient

d2� (z)

dz2
� z

z (1� z)

d� (z)

dz
+

1

[z (1� z)]2
�
�a21z2 � a22z � a23

�
� (z) = 0; (4.27)

O�u

�a21 = Q2
�
E2 � 2EV0 + V 2

0 �m2
0c
4
�
:

�a22 = Q2
�
2m0m1c

4 + 2EV0 � V 2
0

�
+ l (l + 1) :

�a23 = Q2
�
V 2
0 �m2

1c
4
�
� l (l + 1) (4.28)

et Q2 = 1=�2~2c2. Maintenant, pour appliquer la m�ethode Nikiforv-Uvarov (NU), nous

r�e�ecrivons �equation(4:27) dans le texte de la forme suivant

���(z) +
e� (z)
� (z)

��(z) +
e� (z)
� (z)

� (z) = 0: (4.29)
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o�u �(z) et e� (z) sont des polynômes de second degr�e, au plus, et e� (z) est un polynôme
avec le premier degr�e. Nous d�e�nissons une transformation pour la fonction d'onde totale

� (z) = " (z) (z) : (4.30)

Ainsi �equation(4:29) est r�eduit �a une �equation de type hyperg�eom�etrique

� (z) ��(z) + � (z) �(z) + � (z) = 0 (4.31)

Nous d�e�nissons �egalement la nouvelle valeur propre pour l'�equation(4:29) comme :

� = �n = �nr��
n (n� 1)

2
�n: (n = 0; 1; 2; :::) (4.32)

o�u

� (z) = e� (z) + 2�z: (4.33)

La d�eriv�ee de �(z) doit être n�egative. � (�n) est obtenu �a partir d'une solution particuli�ere

du polynôme 	n(z) avec le degr�e de n. 	n(z) est la fonction de type hyperg�eom�etrique dont

les solutions sont donn�ees par

	n(z) =
bn
p (z)

dn

dzn
[�n (z) � (z)] ; (4.34)

o�u la fonction de poids �(z) satisfait l'�equation

d

dz
[� (z) p (z)] = � (z) � (z) : (4.35)

D'autre part, la fonction "(z) v�eri�e la relation

"(z)="(z) = � (z) =� (z) : (4.36)

Comparaison de l'�equation (4:27) avec l'�equation (4:29), nous avons

e� (z) = �z; � (z) = z (1� z) ; e� (z) = �a21z2 � a22z � a23 (4.37)
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Le �(z) a la forme

�(z) =
��(z)� e� (z)

2
�

s�
��(z)� e� (z)

2

�2
� ��(z) + k� (z) (4.38)

ou, explicitement

�(z) =
1

2
(1� z)�

s�
1

4
+ a21 � k

�
z2 +

�
a22 + k

1

2

�
z + a23 +

1

4
; (4.39)

La constante k est d�etermin�ee en imposant une condition telle que le discriminant sous

la racine carr�ee devrait être z�ero. Les racines de k sont k1;2 = �a22 � 2a23 � A
p
1 + 4a23;.

En substituant ces valeurs dans l'�equation (4:39), on obtient � (z)

�(z) (k ! k1) =
1

2
(1� z)�

" 
A�

r
1

4
+ a23

!
z �

r
1

4
+ a23

#
; (4.40)

et

�(z) (k ! k1) =
1

2
(1� z)�

" 
A+

r
1

4
+ a23

!
z �

r
1

4
+ a23

#
; (4.41)

On calcule maintenant le polynôme � (z) de �(z) tel que sa d�eriv�ee par rapport �a z doit être

n�egatif. Nous prenons donc le premier choix

� (z) = 1� 2

vuut1

2
+ a23 � 2

 
A�

r
1

4
+ a23 + 1

!
z: (4.42)

La constante � = k + ��(z) devient :

� = �a22 � 2a23 + A
q
1 + 4a23 �

1

2
�
 
A�

r
1

4
+ a23

!
; (4.43)

et l'�equation(4:32) nous donne

�n = 2n

 
A�

r
1

4
+ a23 + 1

!
+ n2 � n (4.44)

Substituer les valeurs des param�etres donn�es par l'�equation(4:28), et en d�e�nissant � = �n,
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on peut trouver les valeurs propres d'�energie comme

Enl =
V0
2
+

1

4Q2 (N2 + 4Q2V 2
0 )
f8Q3m1c

4 (m1 � 2m0)

�N [16Q4
�
V 2
0 �m1c

4
� �
m2
1c
4 � 4m0m1c

4 + 4m2
0c
4 � V 2

0

�
+8Q2N2

�
2m2

0c
4 � 2m0m1c

4 +m2
1c
4 � V 2

0

�
�N4]1=2g; (4.45)

o�u

N = (2n+ 1) +
q
1 + 4a23: (4.46)

Nous voyons que les niveaux d'�energie pour les particules et les antiparticules sont sym�etriques,

et le sol l'�energie de l'�etat est di��erente de z�ero.

Nous obtenons les fonctions propres �egalement d'�energie pour le cas de masse constante

pour les �etats s

Em1=0
n;l=0 =

V0
2
�N��

s
m2
0c
2

4Q2V 2
0 +N�2

� 1

16Q2
; (4.47)

o�u

N�= (2n+ 1) +
q
1� 4Q2V 2

0 : (4.48)

C'est le même r�esultat avec ceux de la litt�erature pour q = 1. Maintenant, trouvons les

fonctions propres. Nous calculons d'abord la fonction de poids �a partir des �equations(4:33)

et(4:35)

� (z) = z
p
1+4a23 (1� z)2A ; (4.49)

et les fonctions d'onde deviennent

 n (z) =
bn

z
p
1+4a23 (1� z)2A

dn

dzn

h
zn+
p
1+4a23 (1� z)n+2A

i
: (4.50)

o�u bn est une constante de normalisation. Les solutions polynomiales peuvent être �ecrites en

termes de les polynômes de Jacobi

 n (z) = bnP

�p
1+4a23;2A

�
n (1� 2z) ; 2A > �1;

q
1 + 4a23 > �1: (4.51)

D'autre part, l'autre partie de la fonction d'onde est obtenue �a partir de l'�equation(4:36)

comme

� (z) = z
1
2

h
1+
p
1+4a23

i
(1� z)A : (4.52)

77



Ainsi, les fonctions propres totales prennent..

�n (z) = bn�(1� z)A z
1
2

h
1+
p
1+4a23

i
P

�p
1+4a23;2A

�
n (1� 2z) : (4.53)

o�u b�n est la nouvelle constante de normalisation. Fonction d'onde totale pour le cas de masse

constante pour tout �etatl

�m1=0
n;l (z) = b��(1� z)A�z

1
2

h
1+
p
1+4a�23

i
P

�p
1+4a�23;2A�

�
n (1� 2z) : (4.54)

Les param�etres pour ce cas sont donn�es par A�=
p
a�23 + a�22 + a�21; et

a�21 = a21; (4.55)

a�22 = 4Q24Q2V0 (V0 � E)� l (l + 1) ;

a�23 = �Q2V 2
0 + l (l + 1) :

Nous avons r�esolu analytiquement l'�equation de Klein - Gordon pour le potentiel P�oschl

- Teller param�etre-q dans une dimension dans le cas d'une fonction de masse d�ependant de la

position. Nous obtenons une fonction propre de l'�energie, qui donne des �etats de particule et

d'antiparticule, en utilisant le param�etrique g�en�eralisation de la m�ethode Nikiforov-Uvarov,

et obtenir les fonctions propres correspondantes en termes de Polynômes de Jacobi. Nous

�etudions �egalement les spectres d'�energie pour le cas o�u la masse est constante et les dispari-

tions potentielles. En�n, nous donnons le comportement de la fonction d'onde correspondante

�a z�ero.

Nous avons obtenu une solution approximative de la partie radiale de l'�equation de Klein

- Gordon de masse e�ective pour le potentiel d'Hulth�en dans le cadre d'une approximation

du terme centrifuge pour toutes les valeurs l. Nous avons obtenu les spectres d'�energie et

la partie radiale correspondante des fonctions d'onde en appliquant la m�ethode Nikiforov-

Uvarov. Nous avons trouv�e un v�eritable spectre d'�energie pour le potentiel Hulth�en dans

le cas PDM. Pour v�eri�er nos r�esultats, nous avons �egalement calcul�e les valeurs propres

d'�energie et les fonctions propres de la particule et des antiparticules dans le cas de limite

de masse constante pour les ondes s, et vu que les r�esultats sont compatibles avec ceux de

la litt�erature.
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Conclusion

Le but essentiel de ce m�emoire est la r�esolution de l'�equation de Klein-Gordon par la

m�ethode de Nikiforov-Uvarov pour des syst�emes �a masses d�ependent de la position. Pour

cela nous avons rappel�e les propri�et�es des �equations de Klein-Gordon et de Dirac. Nous

avons ensuite pr�esent�e la m�ethode de r�esolution de Nikiforov-Uvarov d'une EDO du second

ordre. Comme illustration de la m�ethode NU nous avons choisi le cas de la r�esolution de

l'�equation de Klein-Gordon et de celle de Schr�odinger pour un champ coulombien. Par la

suite on s'est int�eress�e aux propri�et�es fondamentales d'un syst�eme quantique dont la masse

varie en fonction de la position, en particuliers les probl�emes li�es au choix des param�etres

d'ambigu��t�e contenus dans l'hamiltonien e�ectif. Tout cela nous a permis de �nalement

aborder la r�esolution via la m�ethode NU de l'�equation de Klein-Gordon pour deux potentiels

physiques d'une grande importance et aussi avec des masses d�ependant de la position. ll

s'est agi des potentiels de P�oschl - Teller q-d�eform�e et du potentiel de Hulth�en. Les spectre

d'�energie ainsi que les fonctions d'onde propres pour ces deux syst�emes ont �et�e �nalement

pr�esent�es.
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