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Résumé

Dans un premier temps nous avons étudié la résolution des équations non relativiste de
Schrodinger, de Klein — Gordon relativiste, et de Dirac pour un champ coulombien et une
masse constante par la méthode de Nikiforov-Uvarov (UV). En second lieu nous avons traité
les problemes liés au choix des parametres d’ambiguité dans ’expression de ’hamiltonien
effectif pour des systemes quantiques avec une masse qui dépend de la position. Enfin, nous
présentons la résolution de I’équation de Klein-Gordon via la méthode NU pour les deux
potentiels de Poschl — Teller et de Hulthén avec des masses qui dépendent de la position.

Les spectres d’énergie ainsi que les fonctions d’onde propres pour ces deux cas de figure sont

donnés
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Abstract

In the first place, we studied the resolution of the equations of no relativistic Schrodinger,
relativistic Klein - Gordon, and relativistic Dirac for a Coulomb field and a constant mass by
the Nikiforov - Uvarov(NU) method. Secondly, we have dealt with the problems related to the
choice of ambiguity parameters in the expression of the effective Hamiltonian for quantum
systems with position depends mass. Finally, we present the resolution of the Klein-Gordon
equation via the NU method for the Poschl-Teller and Hulthén potentials with position-
dependent masses. The energy spectrum as well as the wave eigenfunctions for these two

cases are given.
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Introduction

La mécanique quantique est un outil indispensable pour décrire et étudier les phénomenes
physiques qui se manifestent a 1’échelle atomique et subatomique. Elle est communément
subdivisée en mécanique quantique non relativiste et mécanique quantique relativiste :
la mécanique quantique non relativiste trouve une large application dans beaucoup de
problemes de physique atomique et chimie moléculaire ou les énergies ne sont pas trop
élevées. Pour les phénomenes relevant du domaine des hautes énergies, comme les interac-
tions nucléaires, la mécanique quantique non relativiste s’avere non adéquate et il faut faire
appel a la théorie quantique relativiste. Cette derniere se subdivise en fonction du spin de
la particule. Dans le cas d’un spin nul elle mene a I’équation de Klein - Gordon, et pour les
spins demi-entiers a I’équation de Dirac.

Le theme de notre mémoire est la Résolution de 1’équation de Klein-Gordon généralisée a
des systemes a masses dépendant de la position par la méthode de Nikiforov-Uvarov . Pour
atteindre ce but nous avons structuré notre travail en quatre chapitres.

Dans le premier, nous commencons par un petit rappel sur la résolution d’'une marche
de potentiel par I’équation de Schrodinger valable dans le cas non relativiste. Puis nous rap-
pelons les caractéristiques de I’équation de Klein-Gordon et la conservation du courant. Nous
abordons aussi les thémes liés a : la limite non relativiste, l'interactionen électromagnétique,
les atomes mésoniques, 'effet Zitterbewegung, les antiparticules, Ensuit on s’intéresse a
I’équation de Dirac, en particulier a la conservation du courant et les antiparticules. Enfin,
pour le cas d'une marche de potentiel, nous comparons les résultats de ces deux équations
concernant les antiparticules.

Dans le second chapitre, nous présentons la méthode de Nikiforov-Uvarov pour la résolution
de I'équation différentielle relative aux fonctions spéciales. Comme illustration nous pro-
posons pour le cas fondamental d’un potentiel coulombien, la résolution des I’équations de

Schrodinger, de Klein-Gordon et de Dirac.



Dans le troisieme chapitre nous abordons I’étude quantique de systeme a masse dépendant
de la position, En premier lieu nous discuterons les problemes fondamentaux posés par la
dépendance spatiale de la masse, a savoir le choix d’un hamiltonien effectif, les nouvelles con-
ditions de continuité de la fonction d’onde a travers une hétérojonction, I’ordre des opérateurs
masse et impulsion dans I'opérateur énergie cinétique. En second lieu nous donnons quelques
exemples de résolution de I’équation généralisée de Schrodinger. 11 s’agit des travaux pionniers
de Lévy-Leblond[1I] pour une barriere abrupte en potentiel et en masse, et de Dekar et
al[2] pour une marche douce en potentiel et en masse. Enfin nous donnons aussi les résultats
de travaux faits dans le cadre de deux mémoires de magister dirigée par notre Encadreur a
I'université de Médéa : celui de Bouferrache [3] sur des barrieres simples en potentiel et
en masse et celui de Languer [4] qui a porté sur des doubles barrieres en potentiel et en
masse.

Dans le quatrieme chapitre, nous présentons une synthese entre les themes traités

précédemment, a savoir I’équation de Klein-Gordon, les systéemes a masses dépendant de
la position, et la méthode de résolution de Nikiforov - Uvarov. Comme cas particuliers nous
avons opté pour la présentation de la résolution détaillée via la méthode NU de I’équations de
Klein - Gordon pour les potentiels de poschl - teller et de Hulthén avec des masses dépendant
de la position. Nous présentons les résultats d’une part des spectres d’énergie et d’autre part

des fonctions d’ondes propres pour ces deux derniers potentiels.



Chapitre 1

L’équation de Klein-Gordon

L’équation dynamique décrivant une particule relativiste de spin nul (scalaire) connue
sous le nom d’équation de Klein - Gordon, aurait été en faite introduite pour la premiere
fois par Schrodinger. En effet, les prédictions obtenues n’étant pas conforme aux résultats
expérimentaux assez précis obtenus par Paschen des 1916, Schrodinger se serait alors apergu
que c’était ’équation non relativiste - dite aujourd’hui de Schrodinger - qui donnait le bon
spectre pour I’hydrogene, Schrodinger n’a publié son équation relativiste que dans le qua-
trieme mémoire en 1926. Entre temps, plus précisément entre les mois d’avril et septembre
1926, pas moins de cing autres articles, publiés indépendamment, contenaient 1’équation dite
aujourd’hui de Klein - Gordon.

Enfin, dans son second article de 1926, Fock introduit également la procédure de couplage
minimal, décrivant le couplage d’une particule massive avec une charge électrique a un champ
électromagnétique externe donné, représenté par un quadri-potentiel A,

L’équation de Klein - Gordon, parfois également appelée équation de Klein - Gordon -
Fock, est une version relativiste de I’équation de Schrédinger décrivant des particules massives
de spin nul avec ou sans une charge électrique, établie indépendamment en 1926 par les
physiciens Oskar Klein et Walter Gordon.

Nous étudions en premier lieu ’équation de Schrodinger puis nous présentons de maniere
concise ’étude les équations de Klein - Gordon et de Dirac avec le point de vue de la
mécanique quantique relativiste. On commence chaque fois par une étude générale de ’équation,
des courants conservés ainsi que de la généralisation au cas ou un champ électromagnétique
est présent. On se concentre ensuite sur la limite non relativiste ainsi que son application

au probleme a potentiel Coulombien. On s’attarde particulierement sur I’atome d’hydrogene



avec I’équation de Dirac. L’accent est également mis sur le Zitterbewegung [[] qui est étudié en
détail et de deux manieres différentes. Finalement, on motive la prédiction d’antiparticules

par un exemple d’une marche de potentiel.

1.1 L’équation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger a été concgue par le physicien autrichien Erwin Schrédinger
en 1925, En mécanique quantique non - relativiste, le mouvement d’une particule libre de
masse m, de vecteur impulsion p’, d’énergie E et de fonction d’onde v (¢, 7°) est d“écrit par
I'équation de Schrodinger[5] :

n? = o

—5 -V (%) = i (1.1)

En effet a partir de la relation énergie - impulsion classique d “écrivant le mouvement

d’une particule libre de masse m, d’impulsion 7’ et dénergie cinétique F :

P’

—E (1.2)

[\

m

on peut obtenir I’équation de Schrodinger en remplacant le vecteur impulsion et 1’énergie

par les opérateurs suivants qui s’appliquent & la fonction d’onde ¢ (¢, 7) :
— L= L0
p — —ihV et E — Zh& (1.3)

soit donc, en appliquant ces opérateurs & la fonction d’onde 1 (¢, 7) représentant la

particule :
h? = oY
V%) = ih—= 1.4
2m p=i ot (14)
Comme on se placera dans la suite dans le systeme d’unité naturelle i.e.h = ¢ = 1,

I’équation de Schrodinger s’écrit dans ce cas :

BRI

A partir de I’équation de Schrodinger on peut obtenir ’équation dite de continuité densité-

L Le Zitterbewegung : un mot d’origine allemand qui veut dire mouvement de tremblement



H
courant, reliant la densité de probabilité p au vecteur courant j , donnée par :

— —  Op
T o 1.
\% It 0 (1.6)
H
Ou p et j sont donnés par :
p=v" =y (L.7)
A gy S
J == (Vv =Ty (18)

—
L’opérateur 2h’—mV2 correspond a I’Hamiltonien d“écrivant le mouvement d’une particule
. . . — , .
libre de masse m, de vecteur impulsion p" et d’énergieF.

Marche de potentiel :

ViX) &
Vo
1 |
AN I LYY
® @
.
0 X

soit une particule incidente z, qui subit l'effet d’'une marche de potentiel V' (x) fonction
constante dans certaines régions de ’espace pour un tel potentiel, la fonction d’onde a vari-
ables séparées, ¢ (x,t) = ¢ (x)e ™! décrivant I'état de la particule obéit & ’équation de
Schrodinger.

2

0 h
Bt (3,1) = =5 (,6) + V (2) 8 (2,1 (1.9)
Qui pour les solutions stationnaires peut se mettre sous la forme :

2

R (z) = — 1 A () + V (@) o () (1.10)

2m



Ou encore :

d? 2m

wgp(m)—l——(E—V)(p(x) =0. (1.11)
Les solutions stationnaires de ’équation de la particule son comportement sera différent,

nous considérerons donc plusieurs cas :

A) Cas ou E > V| : réflexion partielle

¢, (z) = Ae'M® - A emthre (1.12)
avec
2m
k2 = yed (1.13)

dans la région II, x > 0 et la fonction d’onde prend la forme :

prr () = Be'™** - B emer (1.14)
5  2m
=21 (v (1.15)

si 'on considere que la particule n’est pas plus réfléchie apres le passage de la barriere
(B’=0) ,nous pouvons écrire les conditions de raccordement en x = 0 (continuité de la

fonction d’onde et de sa dérivée), ou les équations(1.14)et (1.16) deviennent :

@1 (0) = ;7 (0), soit A+ A'=B (1.16)
dey (0) _ dorr (O>’ soit kyA — ki A = kB (1.17)
dx dx

Les équations(|1.17)) et (1.18) nous permettent de calculer les rapports :

A _kh—k B_ 2k

A i+

Ak + ky

(1.18)

En reprenant les expressions des coefficients de réflexion et transmission a l'interface,

nous obtenons pour la marche de potentiel en tenant compte des équations(|l.14]) :

ki — ko |?

ki + ko

(1.19)




ke |B? dkiky
kAP (b + ky)?

(1.20)

On vérifie bienR + T = 1.

Remarques :

-La particule est bien, soit réfléchie, soit transmise, mais on s’apercoit que, a I'inverse des
prévisions de la mécanique classique, il existe une probabilité non nulle qu’elle soit réfléchie
bien que son énergie soit supérieure a la marche.

- Aucun déphasage (retard) n’est introduit ni & la réflexion, ni & la transmission, comme
le montrent I’équation ((1.19) (rapportes d’amplitudes réels).

-Si E est tres grand devant Vy ky = K3 et on retrouve 17" ~ 1.

B) Cas ou E > V| : réflexion totale.

Reprenons les équations et . comme cette fois Vy > F, on peut écrire

ky=1/—23 (Vo —FE) = Z\/—QE—’? (Vo — E) ,et I’équation ((1.16]) devient :
prr (¥) = Be P + B e (1.21)
avec
2m , "
P’ = =3 (Vo — E) réel positif (1.22)

pour que ’équation reste bornée. Il convient que B'= 0 puisque x > 0 dans cette région

La condition de raccordement 1’équation ([1.17)) ne change pas et I'équation (1.18]) devient

alors :

et la combinaison des équations(|1.25)) et(|1.17) nous donne les nouveaux rapports d’am-

plitudes :

A ]{31 - Zpg B 2]{51
4_ 2t 1.24
A kl + sz ¢ A kl + Zp2 ( )

ce qui conduit au facteur de réflexion :

A
A

On retrouve le résultat donne par mécanique classique, la particule est toujours

2 2

Fa—ipa )™ (1.25)

k/’l + ipg




réfléchid?]

1.2 Théorie de Klein-Gordon

On utilise les matrices o' de Pauli dont les définitions sont[6]

et le quadri-opérateur d’impulsion est

Pp = 10,
Ainsi 'opérateur d’impulsion s’écrit
ﬁ
P =—iV.

On note le quadrivecteur d’onde k* par
H
fon = (E k)

—
N , . ’ . — . s 02 N
Ou E est I'énergie k et le vecteur d’onde. Lorsque 'on écrit a’, on fait référence a un

vecteur

—>
a = (al,az,a?’).

Quand on utilise la métrique de Minkowski, on prend la convention

2 _Une différence importante par rapport & la mécanique classique est l'introduction du terme e P2%,

onde évanescente, qui montre que la particule a une probabilité de présence non nulle dans la région II.
Cette probabilité peut étre généralement considérée comme négligeable lorsque x > 1/py, profondeur de
pénétration ou portée de ’onde évanescente.

-La particule, en pénétrant la région x > 0, subit un retard exprimé par un déphasage a la réfléxion,
d’ou le terme imaginaire du rappot d’amplitudes A/A, analogue au déphasage introduit par réflexions sur
un milieu métallique.

-Si Vo — 00, pa—oo, A — A et B — 0. La portée de 'onde dans la région II tends vers 0.



n = diag (1,—1,—-1,-1)

Equation de Klein - Gordon et courant conservé

Soit ¢ (x) un champ scalaire. L’équation de Klein-Gordon est celle qui décrit les particules

de spin 0. Elle est donnée par

avec J = 9,0" . Cette équation est manifestement covariante étant donné que ’opérateur
[ est invariant et que le champ ¢ est scalaire. Il existe un courant conservé j* par les champs

vérifiant I’équation de Klein - Gordon. En effet, en posant

Y koo
J' = 5 (6700 — 60'0") (1.26)

on voit que

Bt = - (8,6" "6 + 606 — 8,60"¢" — $0") =

2m

1
— (¢p" 0" — g0t p*) =0 1.27
S (700 — 60°6") (1.27)
ol I'on a utilisé I’équation de Klein - Gordon pour la derniére égalité. En posant j° = p,

on en déduit facilement que

d dV—/_')d_)—O
ae )M T

en supposant que les champs soient locaux. Ainsi, comme en mécanique quantique non
relativiste, on aurait envie d’interpréter 1/2 comme une densité de probabilité & une particule.
Toutefois, on peut tres vite se rendre compte qu’on rencontre des problemes avec une telle
interprétation directe.
— —

En effet, si 'on considére une onde plane ¢(z) = exp(i'p. x — iEt), I'équation de Klein-

Gordon implique immédiatement que

2 _ 3 2
E°=p"+m (1.28)

et donc E = ++/ 2 4+ m2. De plus, le calcul du courant sur cette onde plane donne



L (E TN\ _p

J* <—, —) =—, (1.29)
m’ m m

et donc p = E/m peut étre soit positif, soit négatif, dépendant du signe de I’énergie. Une

densité de probabilité négative semble évidemment insatisfaisante. On verra par le suite que

I'introduction des antiparticules leve ce probleme.

Solution libres

Nous avons développé jusque la une théorie libre, c’est a dire ne faisant intervenir aucune
interaction. On verra plus loin comment introduire 'interaction électromagnétique dans cette
équation. Pour le moment, on va s’intéresser aux solutions de I’équation libre(??). Pour ce
faire, on va passer dans l'espace de Fourier. La transformée de Fourier de ¢(z) est définie

par

5(k»t)=/(2;)4¢(x,t) eknt qhy, (1.30)

son inverse de fourie est donc

¢ (z,t) = / gﬂﬁ@ (k,t) e Hur", (1.31)

En utilisant la représentation de ’équation(1.32)) pour ¢ (x) et en appliquant I’équation(??),

on trouve que

k' = k* =m? (1.32)

ﬁ
Cette équation fixe I’énergie de 'onde car elle donne £ = +1/ k£ + m?2. L’introduction de
cette contrainte peut se faire de maniére naturelle en modifiant 1’équation (|1.32]). On écrit

alors

¢ (z,t) = / (;ZWI§45(k,t) e e (21) 6 (K — m?) (1.33)

ou le facteur 27 est introduit par souci de normalisation de la fonction §. En utilisant le

fait que cette fonction ¢ peut s’écrire de maniere plus agréable comme

S(K2 —m?) = % (6 (ko — Ey) +6 (ko — E_)). (1.34)

10



ou 'on a défini £ = |E.| . La fonction ¢ solution de I’équation de Klein - Gordon peut

alors s’écrire sous la forme générale

& (1) = / (273% [a Q G(F7=E1) 4y (%) ei(?'mﬁ} (1.35)

— —
ou les fonctions a ( k ) , b ( l{:) sont deux fonctions indépendantes, vu que le champ est
— —
complexe. Si le champ était réel a ( k‘) , b <k>, seraient identifiés. A ce stade, il est tres
important de remarquer que la fonction ¢ comprend une superposition d’onde d’énergies

positives et d’ondes d’énergies négatives.

Intéraction électromagnétique

On aimerait maintenant pouvoir généraliser I’équation(??) en introduisant 'interaction
de la fonction ¢ avec un champ électromagnétique. On sait de la physique quantique tradi-
tionnelle qu’en présence d’un potentiel externe A* = (Ao, Z) le moment canonique p,, = @0,
devient i (0, + igA,) ou g est la charge de la particule représentée par la fonction ¢. On définit

alors la dérivée covariante comme

D, =8, +iqA, (1.36)

et on généralise 1'équation de Klein-Gordon en remplagant 0, par D,. On a ainsi

(D.D" +m?) ¢ (z) = 0. (1.37)
On peut facilement voir que le courant conservé associé a cette équation s’obtient en
remplagant 0, par D,dans I’ancien courant. Ce qui s’écrit

j'=5—(¢"D"¢ — ¢ (D")), (1.38)

1
2m
avec 0, j* = 0. Ainsi, la densité de probabilité j° = p associée est :

p=5—(0"(0: +1iqA,) ¢ — & (O +igA,) ¢7). (1.39)

1
2m
Comme il est évident que D), se transforme comme un quadrivecteur, la nouvelle équation

est manifestement covariante sous transformation de Lorentz. On pourrait également montrer

que la parité, le renversement temporel et les transformations de jauge sont des symétries

11



de cette équation.

Limite non relativiste

Il est possible de définir une limite non-relativiste de l’équation de Klein - Gordon.
Il existe essentiellement deux méthodes pour y arriver. La premiere est une procédure, due
a Foldy-Wouthuysen, de développement systématique dans des puissances inverses de
la masse qui meéne a une expression en série entiere du Hamiltonien final. Cette méthode
est tres calculatoire, mais a ’avantage d’étre systématique. Il existe une autre méthode
moins systématique, mais plus simple, qui permet d’obtenir facilement les premiers termes
du développement. C’est cette derniere méthode qui est présentée ici. On commence par

remarquer que I’équation de Klein - Gordon peut se mettre sous la forme

0, — g Ao 6 (2) = [m2 (7 - q‘Aﬂ o (2) (1.40)

0
Ozt "

oll p* = —i-Z; . L’équation étant du deuxieme degré en temps, on sait qu’il est possible de

la découpler en deux équations du premier degré. On définit ¢ = ¢ et & = # (O +iqAg) ¢

I'équation(|l.41)) meéne a

Enfin, on crée des combinaisons linéaires en définissant quep = 6, + x, et & = 0.— x,,
ou f.et x,sont deux fonctions, puis on introduit le vecteur ¥ (z) = (0., x,). On peut alors

écrire ce systeme sous forme d’une équation de Schrodinger :

i@t\IJa (.T) = Hab\I]b (x)

ou a,b =1, 2et le Hamitonien est

- —\ 2 — —\ 2
m+ (p2:@A) +qA0] (p27an)
N —\ 2 — —\ 2 (142)
—(pQ;A) — lm—i— (PQZLA) } + qAo
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On explicite finalement le systéme pour trouver

—\ 2 — —\ 2
(7 - a4) (P -a4)
10,0, = |m+ +qAp| 0, + X (1.43)
2m 2m
N —\ 2 — —\ 2
(7 - a4) P -q4)
WX, = — |m+ —qAo| Xu — 0. (1.44)
2m 2m

A partir de ces expressions, la limite non relativiste peut étre obtenue moyennant quelques
calculs. Tout d’abord, on va commencer par se débarrasser de la dérivée temporelle. On
écrit donc que ¢ (z,t) = exp[—iEt],, (x) avec E = m + € et,, (x) = (6 (x),x (z)). les
inconnues du probleme sont maintenant les fonctions y, 6 ainsi que l’énergie €. Avec ces

nouvelles définitions, on aboutit au systeme

— —

112 112

(m+e)d = m+%+qA0 9—!—%)( (1.45)
T =

(m+e)x=— m—l-%—qu X—%Q (1.46)

ol I'on a défini T = 7 — q_A>. La limite non-relativiste consiste a dire que 1’énergie ”
est petite devant la masse, que les champs ¢ et A sont faibles par rapport a la masse et que
la variation spatiale des quantités est faible. En passant dans ’espace de Fourier, tous les
opérateurs présents dans les équations et deviennent des nombres. On peut ainsi

ﬁ
résumer nos hypotheses par ¢ << m, |Ag| << m, ‘A‘ << m et |P| << m,ce qui entraine

H
H‘ << m,
bl . . 9 7’ _>
Sans passer dans l’espace de Fourier, on va travailler avec 'opérateur II comme un
nombre et on le réinterprétera et comme un opérateur a la fin du calcul. Comme a partir de
maintenant ce sera toujours le cas, on ne mentionnera plus la subtilité. Le but est maintenant
de trouver des équations pour nos quantités, en allant & l'ordre 1/m? au maximum. En

rappelant qu’au premier ordre 1/(1 + x) ~ 1 — x,

1 T A iE
Y= —— <1+—+u—3> ) (1.47)

et on pourrait vérifier par la suite qu’il ne sert a rien de développer a un ordre plus élevé
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pour cette équation. En remplagant dans 1’équation(|1.48)) on trouve

12 12 I I12q ApIT?

qAo
1— = —_ — Ay — — 12707 1.48
¢ ( 16m4) <2m 8m3 140 16m4 ) ( )

Pour respecter la physique, on cherche une fonction qui soit proprement normée. La den-

sité de probabilité p donnée par I’équation(|1.24]) peut s’exprimer dans les nouvelles variables

comme p = (6" — x*x). Les conditions de normalisations étant que [ pd *x = 1, on doit

—

avoir que [ (6"0 — x*x)d *z =1 . Mais comme y ~ — % il vient

.
* Ir* 3 1 1.49
/9 1_16m4 O0d°z = 1. (1.49)

On définit alors

_ e m -~
AN (AT -

olt la derniere relation est vraie & ordre 1/m?* seulement. La fonction 0 est proprement
normée et c’est donc 1’état physique cherché. En remplagant dans ’équation(|1.51]) et apres

quelques manipulations, on arrive a

TCNTE MigAy Al TPgA I
7 44y | 44 449 >
0=-———=+¢q¢A — 0. 1.51
© <2m g T 3 Tt T T leme ) (1.51)
En remarquant finalement que
— — — —  —
[H2, [HQ, AOH — T4 Ay + ApIT* — 2112 A, IT2 (1.52)
et en se rappelant la définition de ﬁ: il faut résoudre H 0 = £0 avec
N\ 2 4
H (7 -0d) (7 -ad) At (7 = aA) (7 =AY a| . (153
= o g TeAot g {(p—q > ,Rp—q ) . q 0”-(- )

Le premier terme est I’énergie cinétique non relativiste et le deuxieme est la premiere
correction relativiste. Le troisieme terme est simplement 1’énergie potentielle tandis que le

dernier terme est un effet purement quantique. On pourrait en effet montrer que ce terme
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est lié au Zitterbewegung, effet de tremblement de la trajectoire que ’on étudiera plus loin.
Notons finalement que ce qui nous intéresse en général, ce n’est pas tant les fonctions d’ondes
d’un systeme mais plutot son spectre. Ainsi, pour ce qui nous intéresse, il nous suffit de

déterminer le spectre de H.

Atomes mésoniques

Des atomes de spin zéro peuvent exister dans la nature quand un 7~ou un K~ est capturé
par un noyau. On peut calculer approximativement le spectre de ces systemes en utilisant
la formule trouvée pour H. Dans ce probleme, le champ magnétique est nul et le potentiel
est Coulombien. On prend donc A =0et qAy = —% avec Z le nombre de protons et on
rappelle que o« = 1/137. 11 faut alors résoudre le spectre de

—
3 4
~ p- Za  p L= =
'qA 1.54
2m r 8m3 + 32m4[p [P 4o, (1.54)

Le spectre de Hj est connu car c’est celui de 'atome d’hydrogene avec Z # 1

Il est donné par

A
By ==, (1.55)
avec : _
— p2 Za — —
HY, (r) = (—2———)\I!n(7"):E’n\IJn(T) (1.56)
m r

On va alors traiter les deux termes différents de Hy en perturbation. Mais,

1, ,Z%* Z3a®  Z3a?

(m Y, (7) (1.57)

H
Pt N 1 Za N
wq’n(r)—_m(En‘l'T)‘I’n(r)—

— m
2m 4n? n2r 72

et 'on sait de I’atome d’hydrogene que

1 Za /1 , 2%’
i N A G - 1.58
<7’> mn2’<7"2> mn3(l+%)’ ( )

ou (.) signifie la moyenne sur 1’état¥,,. On arrive donc &

P Zha 3

1
- nea 2. (1.59)
8m3 on3 1+5 4n

—_—
En utilisant le fait que V?1 = —474 (7), on voit que [p?, gAy| = —4mad (7).
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Donc,
<‘;57 7, qu]]b + 472 / 5(7) (V20° (F))T, (7) = U* (7) V20, (7) d* = 0. (1.60)

Il n’y a ainsi pas de contribution du Zitterbewegung. Finalement, le spectre

de H, qui est la correction a I’énergie de masse, s’écrit

et =~ 14+ 22 1—2)+...] (1.61)

—
On observe que le terme en p* agit comme un terme de structure fine vu qu’il leve la
dégénérescence en 1 de 'atome d’hydrogene. Il existe également une solution exacte a ce

probleme, qu’on peut obtenir en écrivant I’équation stationnaire de Klein - Gordon :
Zo, 2 2 —
((E+T) +V —m)\If(r):O. (1.62)

Comme le probleme est a symétrie sphérique, I'idée est de partir comme usuellement avec
des fonctions dont la dépendance angulaire et la dépendance en r sont découplées. Moyennant
quelques identifications, on peut se ramener a I’équation de ’atome d’hydrogene mais avec
un nouveau | qui devient continu. On prolonge ensuite analytiquement la solution de I’atome
d’hydrogene pour obtenir une expression exacte de 1'énergie E. Les calculs détaillés sont
donnent

—-1/2

052

Z2
E=m|l1+ 3
(n—l—%+\/(l+%)2—Z2a2>

(1.63)

Dans le développement perturbatif nous avions supposé que ’énergie cinétique était pe-
tite, ce qui s’écrit ]72)/2771 << 1. On peut alors se demander quelle quantité doit étre pe-
tite ici afin de retrouver le développement perturbatif. Le théoréme du viriel nous donne,
(v) = =2(T) i, out T est I'énergie cinétique, tandis que I'équation(1.61)) nous permet d’af-
firmer que (v) ~ —mZ?a?.0n voit donc que ;2)/2771 ~ —mZ?a? ce qui implique qu’il faut
développer la solution dans le petit parametre Z2a? , ce qui est cohérent avec la limite non
relativiste ol on avait supposé que|gAy| << m. En effectuant le développement, on peut
voir que 'on retrouve immédiatement la solution perturbative.

On peut enfin se demander si la formule que nous avons trouvée est cohérente. En étudiant

I'état fondamentle (n = 1, [ = 0) on voit que les énergies deviennent complexes & partir
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deZ =69, car a = 1/137. A partir de Z = 69 on peut écrire I’énergie comme F = Ey+iI'/2

et ’état propre prend la forme générale
U (7) =Pl (T) = P34 (7). (1.64)

Si I'on suppose que ¥ (7”) est normé au temps ¢ = 0, on a alors [ [¢ (7>)|2 d3r =1, et

donc au temps t la probabilité totale d’observer 1’état West
p= / O dPr = e 1. (1.65)

Des énergies complexes représentent alors le fait que 1’état n’est pas stable et qu’il se
désintegre avec un temps de vie 7 = 1/I". Ces résultats sont tout a fait similaires a la
théorie des états métastables de 'approximation semi classique de la physique quantique
non relativiste. Notre théorie prédit ainsi que les atomes mésoniques sont instables a partir
de Z = 69. Remarquons que, a partir de Z = 69, (v) ~ —m et que les phénomenes de
créations de paires ne peuvent étre négligés. Il se trouve que ’on a pu observer des atomes
mésoniques assez stables ayant Z=82 ou encore Z = 92. Cette théorie n’est donc pas parfaite
et devrait étre modifiée. Un petit calcul simple montre que pour un méson 7 le rayon de
Bohr vaut 2.8 fm & Z = 69, alors que le rayon du noyau est R = 1.2.A'3 = 5 fm. En d’autres
termes, un modele de noyau ponctuel ne pourra jamais donner un bon résultat. Il faudrait
alors modifier notre modele en travaillant avec la masse réduite et non la masse, ou encore
prendre en compte que le noyau n’est pas ponctuel, ainsi que considérer les phénomenes de

créations de paires etc..

Zitterbewegung.

Il existe un effet quantique remarquable contenu dans 1’équation de Klein - Gordon qui
donne lieu a un tremblement de la particule libre sur la trajectoire, ou Zitterbewegung. La
maniere la plus commune d’exhiber cet effet est de calculer directement la position moyenne
d’un paquet d’ondes et de montrer qu’on trouve une fluctuation de la trajectoire de I'ordre
de 1/m. Le Zitterbewegung peut également étre mis en avant a 'aide d’une explicitation
purement algébrique de 'opérateur position en faisant intervenir le point de vue de Heisen-

berg de la mécanique quantique. Soit A(t) un opérateur dans la vision de Heisenberg, relié
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a lopérateur A indépendant du temps de la vision de Schrodinger par la relation
A(t) = et Ae 1 (1.66)

ou l'on a supposé que le Hamiltonien est indépendant du temps. La dérivée de 'opérateur
A (t) peut s’écrire comme
dA(t)

5 =i [H,A(t)] +

DA(t)

= (1.67)

Revenons maintenant au probleme physique. Si ’on suppose, dans la formulation a deux

composantes, que la particule est libre alors le Hamiltonien de 1’équation(|1.45) prend la

forme
H

3
p 3., 52 3
H = v (0% +i0”) + mo (1.68)

ol les o* sont les matrices de Pauli. L’opérateur vitesse de la particule s’exprime comme

(1.69)

HV (t)+ vV (t)H =27 (1.70)
On obtient que

dv(t)
dt

=i[H,v(@t)]=i(H)V )+ TV #t)H)—2iv(t)H =2ip — 2iv (t)H. (1.71)

On notev’y = v’ (t = 0), et on pose a'(t) = pH '+ (Vo — pH e 2 En voyant

que I'équation (|1.73]) peut s’écrire
Hv -pHY=—(v -pHYH (1.72)

car [p, H] = 0, et comme [H, @ (t)] =0 on a

dal (t)
dt

= (To— PHY) 2 (“2%H) = Ty — FH e M (~2%H) (1.73)

= 2p —2iv(t)H.
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De plus, comme @ (t = 0) = vg, on doit forcément avoir
T(t)=a{t)=pH+ (V- pH e (1.74)

En posant 7' (t =0) = Z; et en notant symboliquement H~' = 1/H , une simple

intégration de cette derniere expression mene a

— — — ? eith_ 1

On voit alors que 'opérateur position est composé d’une partie de translation a vitesse
constante ainsi que d’une partie oscillante, le Zitterbewegung. Il est a ce stade possible de
calculer la moyenne de cet opérateur position sur un paquet d’ondes afin de retrouver la
formule usuellement énoncée. Ce calcul est également instructif d’'un autre point de vue,
car on va se rendre compte que le calcul de moyennes d’opérateurs est un peu plus subtil
qu’en mécanique quantique traditionnel. On pose ¥ = (f, x,), comme a la sectionl.4. On
peut alors exprimer la densité de probabilité comme p = \9*|2 — | X*‘2 = Utg3W. On voit
donc que le produit scalaire usuel doit étre modifié en insérant une matrice o afin que la
normalisation [ pd3r = 1 soit valable. Ainsi, dans la formulation & deux composantes, la

moyenne d’'un opérateur A s’exprime comme
(A) = (U |A|T) = /\IJ+03A\I/d3r. (1.76)

En revenant aux définitions des fonctions 6, et x, de la section 1.4, on voit qu’en terme

de la fonction d’onde ¢ a une composante ¥ s’écrit

(6(2) + iz (177

(6(2) — — 016

NN

vu que Ag = 0. Lors de I’étude des solutions libres, on a vu qu’on peut écrire

¢(r) comme

ou l'on a redéfini les coefficients devant les exponentielles et on rappelle que
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ﬁ
E =1/ p? + m? .En définissant

0(?) 1 m+ ok
2vmE \ m —oF

(1.79)

ou o = £+1,¥devient alors

d3k Z—>? ag g XY
(z,1) Z/ T a% (1) x° (), (1.80)
o==+1

ou a%(t) signifie que la dépendance temporelle se trouve dans les fonctions aZ. (x(t)) . Si
I'on veut calculer la moyenne(z(t)) il faut se placer en représentation

de Heisenberg. L’évolution temporelle devant se trouver dans les opérateurs, on se place
en t=0 pour calculer la moyenne de 7' (t). En utilisant la définition I’équation sur la
fonction U(z) = ¥(z,t = 0) ainsi que I'équation(1.72)) et le fait que

(x*)" o = 004 o+ le calcul donnerait

‘ 2

a(t) (1.81)

() [o)| w(2)) = 7+ 3 / (j;’jggw

Bk E
+2/(2 >3ﬁsm (Et) R‘a_)a —ikt

Si on avait opté pour la vision de Schrodinger, nous aurions également pu calculer la

) _ ) R
moyenne de 'opérateur 2". Un long calcul nous aurait alors mené a

N Y B
_R[z/(Q 5 gy (007 (t)] (1.82)

On peut évidemment montrer que la moyenne de@ (t) calculée dans la vision de Heisen-

(O(2,t) | 2| O (x, 1)) Z/ dk k

az (t)

berg ou dans la vision de Schrodinger est identique. La premiere composante de cette
moyenne est simplement le mouvement a vitesse uniforme du paquet. La deuxieme com-

posante de I’équation (|1.85]) est par contre telle que
aXr (t)a=r(t) ~ e** (1.83)

et représente ainsi une oscillation dz tres rapide(w > 2m) de la position de la particule

autour de la position centrale. Ce mouvement d’oscillation est clairement di aux interférences
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entre les parties a énergies positives et les parties a énergies négatives. De plus, on voit

facilement que dx ~ 1/m.

Antiparticules

Afin de se rendre compte que I'équation de Klein - Gordon contient effectivement la
description de particules et d’antiparticules, le plus simple est de prendre un exemple dans
lequel on voit la nécessité d’interpréter la présence d’antiparticules. Soit une particule de
Klein - Gordon de masse m, charge e et énergie I/ = \/ ]72) + m? incidente sur une marche de
potentiel

V (x) = Vo (z) = eA° () (1.84)

On a vu a I"équation ([1.81]) que la solution libre était composée de deux paquets d’on-
des, un avec énergies positives et un avec énergies négatives. Nous allons considérer que la
particule incidente sur le potentiel a une énergie positive. La solution peut alors s’écrire

comime

() = {e* 4ae™™ si <0 k=VE2-m? (1.85)
{be'™ si x> q= \/(E—V())Q—m2

Comme habituellement, il faut maintenant imposer que ¢ et sa dérivée sont continues
en 0, ce qui permet de résoudre le systeme pour les coefficients a et b. Les coefficients de

transmission et de réflexion peuvent alors se calculer et valent

q |2 4q
T=== (1.86
P k|1 + 1) )
1— 422
_ 2 _ k
R =la|” = ‘1_% (1.87)

Il y a maintenant 3 cas différents a considérer :
1.0 < Vyp < E—m : L'énergie cinétique est plus grande que la barriere. Dans ce cas k et
q sont réels et on a

k—q

2
79 g0, R+T =1, 1.88
) R (189

T=—"_¢c[0,1], R:(
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L’onde incidente est partiellement réfléchie et partiellement transmise, comme en mécanique
quantique non relativiste.

2. FE—m < Vy < E+m: Dans ce cas q devient imaginaire et on trouve que

T=0, R=1, R+T=1. (1.89)

L’onde incidente est totalement réfléchie, ce qui est analogue au cas non relativiste.
3. EF—m <V, : Dans ce cas q redevient réel mais il faut le choisir négatif pour que

R+T =1, avec

k 2 ak
R:< +|q') >1,T:—¢2<0 (1.90)
k+ ] (k —[al)

La probabilité est toujours conservée mais ceci nous cotite un coefficient de transmission
négatif et un coefficient de réflexion plus grand que 1. L’interprétation de ce dernier cas
est que des paires a énergies positives et négatives sont produites par l'interaction avec le
potentiel. On voit que ce phénomene a lieu lorsque la barriere de potentiel est grande, c’est a
dire lorsque la localisation de la fonction d’onde est tres forte a droite de la barriere. La partie
a énergie positive repart vers la gauche et s’additionne a 1’onde réfléchie pour donner R > 1.
La partie a énergie négative remonte vers la droite et donne 7" < 0. On peut expliquer ceci
par le fait que la premiere correspond & une particule de charge q qui subit le potentiel V()
et contribue de maniere positive au courant électrique, tandis que la deuxieme correspond
a une antiparticule de charge -q. subissant 1'opposé du potentiel et contribuant de facon
négative au courant électrique. Il faut donc se résoudre au fait que l'interprétation de la
fonction d’onde ¢ comme une densité a une particule mene forcément a des complications
étant donné que nous sommes confrontés a un probleme a plusieurs particules. On pourrait
formaliser cette exemple de fagon générale en considérant la relation entre les solutions a
énergies positives (particules) et négatives (antiparticules) en présence d’un champ externe

dans une procédure appelée conjugaison de charge.
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1.3 Théorie de Dirac

Equation de Dirac et courant conservé

Soit ¢ (x) un vecteur a 4 composantes, que 1'on appelle spineur. L’équation de Dirac est

donnée par

(iv*0,, —m) 1 (x) = 0. (1.91)

La quantitéy* est un 4—vecteurs de matrices 4 x 4, agissant sur la fonction d’onde 1) comme
sur un vecteur. Ces matrices 7" restent encore a étre trouvées. Afin de déterminer les pro-
priétés que doivent satisfaire les v#, on commence par imposer que I’équation de Dirac doit

impliquer celle de Klein-Gordon. Pour ce faire, on va appliquer 'opérateur (—iy*0, —m)

sur I’équation(|1.94). On trouve
(V"970,0, + m*) ¥ (z) = 0 (1.92)
En utilisant le fait que les dérivées commutent, on peut réécrire cette équation

(30777100, +12) 6 (2) =0 (193

ou{.,.} signifie 'anti commutateur. En comparant a I’équation de Klein-Gordon qui
s'écrit (70, +m?) ¢ (z) = 0, on en déduit que les matrices v* doivent satisfaire 'algebre
de Clifford :

{7y#4*, 77} =271 (1.94)

On a noté 1 la matrice identité 4 x 4 , que 'on omettra deés lors. On voit donc que
(v")? =1 et que (7')° = —1 . On peut choisir les matrices v* de telle sorte 7° que soit

hermitienne et que les 4" soient anti-hermitiennes, ce qui se résume par

P =0 (1.95)

L’algebre de Clifford n’a pas de solution unique. En effet, on voit facilement que les

matrices

AR = NPT (1.96)

avecU une matrice inversible arbitraire, satisfont aussi 1’algebre de Clifford. Il existe un
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théoreme d’unicité des représentations de ’algebre de Clifford qui affirme que toute paire
de matrices v* et y~* la satisfaisant est reliée par une conjugaison du type l’équation.
On remarquera de plus que, si la matrice U est unitaire, alors les matrices v~* ont aussi
la propriété que y~HT = 4 04~#470 Comme premiere vérification que ’équation de Dirac
n’est pas absurde, on peut voir qu’elle donne lieu a un Hamiltionien hermitien. En effet,
I’équation peut s’écrire

0 (x) = Hip (x) (1.97)

avec

H=mn" —i~%" 0i. (1.98)

En utilisant le fait quey®” = 70 et que (v°9%)" = 4%y on voit facilement que H = H*.
Comme pour 1’équation de Klein-Gordon, il existe un courant conservé par les fonction

Y (z) vérifiant I’équation de Dirac. On pose

T = Pyt (1.99)

et on vérifie en effet que 9,J* = 0 Il s’ensuit que, comme d’habitude, la composante 0

de J* intégrée sur tout I'espace devient une quantité conservée. La densitép = J° s’écrit

p =t (1.100)

On verra que l'interprétation de p comme densité de probabilité a une particule meéne aux
mémes problemes que dans le cas du champ de Klein - Gordon. En ce qui concerne le produit
scalaire, contrairement au cas de Klein - Gordon, on remarque que celui-ci ne doit pas étre
modifié pour calculer la densité p. Il en découle que le calcul des moyennes d’opérateurs ne

comporte aucune subtilité et donc que pour un opérateur A on a

(A) = (| A 9) = / ot Add®s (1.101)

On remarquera enfin que n’'importe quel changement de base de type ’équation(|1.99))
laisse la densité de courant inchangée si les fonctions d’ondes sont modifiées en 17} =U et
que la matrice U est unitaire. Ceci montre clairement que toutes les prédictions physiques

de la théorie de Dirac dépendent uniquement des propriétés algébriques des matrices v*. On

24



va maintenant faire une construction un peu plus explicite des matrices v*. Il est possible de
démontrer qu’il faut que ces matrices soient de dimension paire. Pour d = 2, on sait que les
matrices de Pauli satisfont 1’algebre de Clifford, {0, 07} = 20" Mais comme il n’existe pas
d’autres matrices de dimension 2 qui anti commutent avec les trois matrices o*, 'algebre de
Clifford ne peut pas étre réalisée en dimension 2. En dimension 4 par contre, il est possible de
trouver des représentations de 1’algebre de Clifford. Il existe en effet 5 matrices indépendantes
qui anti commutent entre elles. On peut en identifier 4 aux matrices v* et choisir la derniere

comime

7’ = —i’yly%y? (1.102)

Des propriétés des matrices 4 on en déduit que {v*,7°} =0, (75)> =1 et 45+ = 5.
Il existe deux représentations utiles en physique. La premiere est appelée représentation

standard et elle peut étre donnée en bloc 2 x 2 par

7 = : 7= , 1= . (1.104)

La représentation standard est plus utile pour étudier les solutions de ’équation de Dirac
ainsi que sa limite non relativiste. La représentation de Weyl permet, quant a elle, d’étudier
les propriétés de transformations de I’équation de Dirac. On peut évidemment passer d’une

représentation a ’autre en utilisant une conjugaison du type l’équation (|1.99).

Antiparticules

Comme nous 'avons déja fait, on va prendre un exemple concret qui permet de se rendre
compte que la théorie contient intrinsequement plusieurs particules. Soit une particule de

masse m et énergie £ = 1/ p + m? incidente sur une marche de potentiel
V(z) = Vol (x) = qAp (). (1.105)

On suppose que le paquet d’ondes incident est composé d’énergies positives uniquement.
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La solution au probleme prend la forme

Y(z) = Z Ao (p) €7 + Z Bgug—pe " siz <0 k=v E? —m? (1.106)

= ZCAUA((])e sixz >0 q:\/(EQ—%)2—m2

Il faut imposer la continuité de la fonction d’onde en x = 0. La dérivée de la fonction
n’entre pas en jeu, étant donné que 1’équation de Dirac est du premier degré et que le courant
de probabilité ne dépend pas des dérivées de la fonction d’onde. En utilisant la forme explicite

des spineursu,, I’analyse, composante par composante, nous impose de résoudre le systeme

[E—Vo+m
Aa Ba = Ca 1.107
+ E+m ( )
g E+m [E—Vo+m
A,— B, = = C
pE—-Vo+m E+m «

On peut résoudre ce systeme et les coefficients de transmission et réflexion T et R

s’écrivent

2 2
Rz‘gi :’1;: (1.108)
T:€F£2:_fl_ (1.109)
p Aoc |1+T|2
avec
TZQ_Eiﬁ_:¢ Etm JE-Vo—m (1.110)
pE—Vy+m E—-Vo+m E—m

Il y a alors 3 cas a examiner :
1.0 < Vo < E—m : Lénergie cinétique est plus grande que la barriere. Dans ce cas q
est réel et positif et on a r = |r|.
4r|

L’onde incidente est partiellement réfléchie et partiellement transmise , comme en mécanique
quantique non relativiste.

2. E—m < Vy < E+m: Dans ce cas, ¢ devient imaginaire et on a r = i|r|. De plus,

T=0, R=1 R+T=1. (1.112)
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L’onde incidente est totalement réfléchie, ce qui est analogue au cas non relativiste.
3. E—m < Vy < E+ m : Dans ce cas, q redevient réel, mais il faut le choisir négatif

pour que R+ T =1, et alors r = |r| . Et,

1 2 4
R:< +|T|> >1, T:—le). (1.113)
1= |r] (L—|r[)

La probabilité est toujours conservée, mais ceci nous coute un coefficient de transmission
négatif et un coefficient de réflexion plus grand que 1.

Exactement comme dans le cas de Klein - Gordon, l'interprétation de ces résultats est
que des paires de solutions a énergies positives et négatives se déplacant vers la gauche
et vers la droite s’additionnent et se soustraient aux ondes réfléchies par la barriere. On
interprete alors la composante a énergies positives comme une particule de charge ¢, tandis
que la composante a énergies négatives est interprétée comme une particule de charge —gq.
Cette paire de particule-antiparticule contribue de maniére opposée a R et et ceci explique
que 'on trouve R > 1 et T" < 0. Il faut donc se résoudre au fait que l'interprétation de la
fonction d’onde 1) comme une densité aune particule mene forcément a des complications,
étant donné que nous sommes confrontés a un probleme a plusieurs particules. On pourrait
aussi formaliser cet exemple de facon générale en considérant la relation entre les solutions
a énergies positives (particules) et négatives (antiparticules) en présence de champ externe
dans une procédure appelée conjugaison de charge.

Ce chapitre est un premier approche dans I’étude de 1’équation de Klein-Gordon et de
Dirac. On y traite les implications les plus directes de ces deux équations et on interprete
physiquement ce qu’on trouve.

La structure a été pensée de telle sorte qu’on utilise des résultats déja démontrés connus,
ou dont la démonstration a été acceptée précédemment, ce qui évite de devoir jongler entre
plusieurs parties. Par contre, les équations de Klein - Gordon et de Dirac sont posées sans
aucune argumentation physique. Notons enfin que les étapes de calculs ne sont pas toujours
explicitées, mais que les grandes lignes du raisonnement sont toujours mentionnées.

En ce qui concerne les pré requis, on suppose que la mécanique quantique non rela-
tiviste de base est connue. Des résultats concernant 'atome d’hydrogene seront utilisés sans
démonstration. On utilise également des résultats sur le groupe de Lorentz et la théorie des
groupes. Le formulation covariante de la physique doit aussi étre connue. Par simplicité et

pour éviter la lourdeur des équations, le systeme d’unité est le systeme naturel, z.e . h =c =1
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Chapitre 2

Méthode de Nikiforov-Uvarov

La méthode de Nikiforov-Uvarov 1988 (NU) est basée pour la résolution de 1'équations
de second ordre de type hypergéométrique au moyen des fonctions spéciales orthogonales
pour un potentiel donné, I’équation de Schrodinger comme des équations dans des coor-
données sphériques sont réduites a une équation généralisée de type hypergéométrique avec
un appropriée du meéme rang de la transformation r — s et alors elles peuvent étre résolues
systématiquement pour trouver la solution éxact ou solutions particulieres. Dans la suite
nous présentons en détails la méthode Nikiforov-Uvarov pour la resolution équation de type
hypergéométrique publier dans le livre (fonctions spéciales de la physique mathématique

straduction francaise Edition Mir.Moscou.1983)]7].

2.1 L’équation différentielle pour les fonctions spéciales

Dans un grand nombre de problemes importants de la physique théorique et mathématique,

on est conduit a 1’équation différentielle

u=0 (2.1)

dans laquelle o (2) et o (z) sont des polynomes de degré non supérieur a 2,et 7 (z) un
polynomede degré non supérieur a 1. On rencontre des équations de ce type en résolvant les
équations de la place et d’Helmholtz en coordonnées curvilignes par séparation des variables,
dans les problémes fondamentaux de la mécanique quantique : mouvement d’une particule

dans un champ a symétrie 500 sphérique, oscillateur, de harmonique, recherche des solutions
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d’équations de Schrodinger, de Dirac et de Klein - Gordon pour le potentiel coulombien,
mouvement d’une particule dans un champ électrique ou magnétique homogene
L’équation (2.1)) apparait également dans bon nombre de problemes modeles de la physique
atomique, moléculaire et nucléaire .
Les équations du type (1) admettent comme solutions particulieres des fonctions
spéciales appartenant aux classes suivantes :
- polynémes orthogonaux classiques (polynémes de Jacobi, de laguerre et d’"Hermite) :
- fonctions sphériques ;
- fonctions cylindrique ;
- fonctions hupergéométriques.
Ces fonctions sont souvent appelées fonctions spéciales de la physique mathématique .
Dans le texte qui suit, nous admettrons partout que la variable z et les coefficients des

polynoémes o (2),0 (2) et T (z) sont susceptibles de prendre toute valeur réelle ou complexe

Essayons de mettre ’équation(|2.1)) sous une forme plus simple au moyen du change-

ment u = ¢ (z) y et d'un choix particulier de la fonction ¢ (). Il vient

T YT o
Y+ (22 + ;) Y+ (g + 2 —) y=0 (2:2)

po o2

En vue de rendre I’équation({2.2)) plus simple que I’équation(2.1]) ,on donnera au coefficient
de yl’aspect 7(z) / (2) o,0u 7 (2) est un polynoéme de degré non supérieur a 1 . La fonction

¢ (2) se définira alors par 1'équation

plo=m(z)/o(z), (2.3)

dans laquelle

est un polynome de degré non supérieur a 1 .puisque
QO/ ()0/ ’ 90; 2 T . T 2
£ <_) ¥ (_) - (O +(E)" (25)
¥ ¥ ¥ o o

I’équation(2.2)) devient

=0, (2.6)



7(2) =7(2) 4+ 27 (2), (2.7)

T(2) =G (2)+ 7 () + 7 (2) [T (B) — o' (2)] + 7 (2) 0 (2) . (2.8)

Les fonctions 7 (z2), 7 (2), sont deux polynémes de degré non supérieurs a 1 et 2 respec-
tivement. L’équation est donc de méme type que l’équation. Nous avons trouvé de
cette facons la classe des transformation qui laissent inchangé le type de I’équation : ce sont
les transformations qu’on fait subir a I’équation en opérant le changement u = ¢ (2) y
,ou la fonction ¢ (z) vérifie 'équation(2.3)),quelque soit le polynome du premier degré m (),

L’arbitraire dans le choix 7 (z) nous permettra de choisir ,parmi les formes possibles
de ’équation (2.6)), celle qui est la plus simple et qui se préte le mieux a la discussion.
Choisissons les coefficients du polynéme 7 (2) de telle fagons que le polynéme @ (z) figurant

dans I’équation ([2.6)), soit un multiple exact de o (z) ,i.e.

g(z)=MXo(z). (2.9)

A étant une constante. Cela est possible, car , en identifiant les coefficients qui affectent
les puissances correspondantes de z dans les deux membres de I’égalité I’équation(2.9)), on
obtient trois équations pour trois constantes inconnues : la constante A et deux coefficients

du polynéme 7 (z) . L’équation (2.6) deviendra donc
o(2)y +7(2)y +Iy=0. (2.10)

Nous dirons que est une équation du type hypergéométrique . Il sera donc tout
naturel d’appelés I’équation (2.1) équation généralisée du type hypergéométrique.
pour définir le polynéme 7 (z) et la constante A\, mettons la condition 1’équation
sous la forme : 72 + (7—0)77—1—5—]60:0.

ou

E=XA—m(2). (2.11)

supposant provisoirement la constante k connue, on peut expliciter 7 (z) dans I’équation
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du second degré :

ﬂ(z)zg,;?i\/(a,;;)Z—&“—l—ka, (2.12)

7 (2) étant un polynome, le radicante doit étre le carré d'un polynéme. pour qu’il en
soit ainsi, il faut que soit nul le discriminant du polynéome du second degré sous le signe de
la racine. Cette condition nous conduit a I’équation, en général du second degré, pour la
constante k.

Une fois k trouvé, on cherche 7 (z) par la formule de I’équation (2.12)), puis ¢ (2),7 (2)
et A a laide des formules des équations , et . Il est évident qu’il existe
plus d’une possibilité de réduire I’équation (2.1)) a I’équation du type hypergéométrique de
I'équation ([2.10]), possibilités fouries par le chois de la constante k et celui du signe de 7 (2)
dans la formule de l’équation.

Grace a la transformation proposée, on aura a discuter. au lieu de ’équation ([2.1)), une
équation plus simple du type (9).

Exemple. Mettons sous la forme ’équation I’équation de Bessel

2u+ 2+ (22— 1) u=0

en faisant le changement wu = ¢ (z)y. L’équation de Bessel est un cas particulier de
'équation pour o (z) = 2, 7(2) = 1, 0 = 2?2 — % Annulant le discriminant de ce
trinome du second degré, on obtient I’équation pour la constante k : k? + 412 = 0,

d’ou k = £2ir.I'on a donc, en vertu de l’équation,

m(2) V-2 + 12+ 2ivzy =+ (iz £ v)

Ainsi donc , dans le cas considéré le polynome m (z) peut se mettre sous quatre formes

différentes. Plagons-nous dans le cas ou k = 2iv, 7 (z) = iz + v par exemple. Les formules

des équations (2.3)), (2.7) et (2.11)) nous donnent

p(2) = 2"e”, (2.13)
T(2) =2iz+2v+1, (2.14)
A=k+7'(2)=i 2v+1). (2.15)
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L’équation(2.10)) devient finalement

2y 4+ (2iz4+20+ 1)y +i 2u+1)y=0 (2.16)

Remarque.1. Puisque 'équation(2.1)) ne change pas lorsqu’on multiplie o (z) et 7 (z) par
c et o (2) par ¢ (c étant une constante quelconque) on peut admettre que le coefficient af-
fectant le terme de plus haut degré du polynéme o (z) est égal & un nombre donné. Cette
remarque reste aussi vraie pour ’équation ([2.10)).

2.dans la suite, on peut se borner a considérer les cas ou, dans les équations , ,
le polynéme o (z) n’admet pas de racine multiples. En effet, si le polynéme o (2) admet des
racines multiples, i.e. o (2) = (z —a)?, il suffit de faire le changement z — a = 1/s pour
ramener ’équation a la forme

d *u N 2—5’7:(a+1/s)d_u+ s?0 (a+1/s)
ds? s ds 52

u = 0. (2.17)

Les expressions s7 (a + 1/s) et s2°5 (a + 1/s) sont deux polynémes de degré non supérieur
a 1 et a 2 respectivement en s. Aussi I’équation est-elle une équation du type I’équation
dont le polynome o (z) est égal a s et n’admet donc pas de racines multiples.

3.I1 n’est pas possible de réduire I’équation a une équation du type I’équation ([2.10))
par le procédé décrit si o (z) = 1 et si I'expression (7/2)° — & est un polynéme de premier
degré . Dans ce cas , pour réduire l’équation a une forme plus simple , on peut choisir
le polynéme 7 (z) dans I'équation(2.3) de la condition 7(z) = 0. Alors 7 (z) devient un

polynome du premier degré, et I’équation (2.6 s’écrit
Y + (az+b)y=0. (2.18)

Par un changement linéaire s = az + b , on ramene ’équation(2.18]) & un cas particulier

de I’équation
d?% 1—2ady

ds? + s ds

o2 — 122
+ | (Bys) + =

> y=0, (2.19)

dans laquelle «, 3,7, v sont des constantes. Les solutions de I’équation(2.19)) s’expriment
au moyen de fonction cylindriques.
4. Un autre cas d’application des équations du type hypergéométrique est la solution des

équations différentielles simultanées du premier ordre
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uy = ay (2)ur + agg (2) ug, (2.20)

uy = a9 (2)ur + asn (2)us

aux coeflicients

ai, (2) = (2.21)

ou T (2) est un polynéme de degré non supérieur a 1, et o (z) un polynéme de degré non
supérieur & 2. En éliminant la fonction us (z) entre les équations ([2.20)), on obtient 1’équation

définissant u; (2) :

!/ !/
a a
" 12 ! 12 /
Uy — (an + a9 + —) uy + | a11a22 — 12091 +a11—= —ay; Jur =0 (2.22)
12 a2
Puisque
/ / /
a o T
12 12
— = —— 4 == (2.23)
ai2 o T12

I’équation(|2.22)) sera une équation du type hypergéométrique pour 79, = 0. Si 79, # 0,

on peut effectuer une transformation linéaire

v = aup + Pus, (2.24)

vy = yup + dug,

a, 3,7, 0 étant des constantes. On obtient alors un systeme d’équation du type

vl = a1 (2) v+ agg (2) v, (2.25)

Uy = 521 (Z) v + 522 (Z) ()

ou les fonctions a;; (z) sont des combinaisons linéaire des fonctions a; (2) a coefficients
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constants dépendant de «, (3,7, d;elles s’écrivent donc

air (2 :ﬂk(z)
ST

, (2.26)

T (2) est un polynome de degré non supérieur a 1.

En choisissant les coefficients «, 3,7, de facon a avoir e =0 ( ce que est toujours
possible), on obtient , aprés avoir éliminé la fonction v () entre les équations([2.25)), une
équation généralisée du type hypergéométrique pour la fonction vy (2).

Au cas ol ¢ (2) est un polynéme de premier degré, on peut passer de ’équation ([2.20) &
I’équation généralisée du type hypergéométrique par un procédé différent , on choisissant les
constantes «, 3,7, 0 de telle fagon que le coefficient @15 soit indépendant de z , i.e. T1o = vo (2)

(v étant une constante).

2.2 Résolution de I’équation de Schrodinger pour le
champ coulombien.

Le seul atome pour lequel I'équation de Schrodinger admette une solution exacte est
I’atome d’hydrogene. Or, cela ne diminue nullement 'intérét de cette solution exacte, car les
solutions analytiques dégagées sous formes explicite s’éverent souvent utiles comme point de
départ les calcules approchés relatifs a des systemes de mecanique quantique plus compliqués.

Si I'on veut donner une description de l'atome d’hydrogene en termes de mécanique
quantique, on doit prendre en considération le mouvement relatif de 1’électron ( masse m ,
charge —e ) et du noyau ( masse M , charge e ).

Nous nous appliquerons cependant a résoudre un probleme plus générale, en admettant
que la charge du noyau est égale a 7, . Ce probleme présente un intérét physique immédiat.
car les valeurs propres de I’énergie calculées dans ce cas correspondent, a des effets relativistes
pres, aux niveaux d’énergie observés de I'hatome d’hydrogene (Z = 1), de 'atome d’hélium
simplement ionisé (Z = 2), etc. Un modele d’atome hydrogénoide s’avere en outre utile par
exemple pour I’étude des spectres des éléments alcalins, ainsi que des spectres des rayons X

des atomes a Z élevé.
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la condition de normalisation

(e o]

/R2 (r)dr = 1. (2.27)

0

Le probléeme du mouvement de 1’électron se réduit facilement a celui du mouvement d’un

corps unique : une particule de masse réduit *)

mM
S +M " (2.28)
mobile dans un champ coulombien U (r) = —Z¢e?/r , i.e. & I'équation de Schrodinger
20 Ze?
A — | £+ — = 0. 2.2
(A 2 ( + . )w 0 (2.29)

Puisque ’énergie potentielle U (r) est négative et s’annule & U'infini, il ressort des con-
sidérations physiques que les états du spectre discret n’auront lieu que pour £ < 0.
Passant aux coordonnées sphériques, nous obtenons 1’équation pour la fonction R (r) :

2/ Ze? I (1+1)
R + [ﬁ (E+ . ) —— g | k=0 (2.30)

I1 est bon de passer dans I’équation ([2.30) aux variables sans dimension : a cet effet ,on
utilise le systeme d’unités atomique dans lequel les unités de charge, de longueur et d’énergie

sont respectivement la charge de I'électrons e (e = 0) et les quantités
ag = 1*/ (ne?) , Ey = €*/aq. (2.31)

L’équation (12.30)) devient alors

w (e 2) LD e o

72

Puisque la fonction d’onde ¢ (1) doit étre bornée et de carré intégrable, la fonction LR (r)
sera bornée pour r — 0 et soumise a condition de normalisation(2.27)).

L’équation (2.32)) est une équation généralisée du type hypergéométrique avec
o(r)y=r,7(r)=0,0(r)=2Er*+2Zr —1 (1+1). (2.33)
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En effet, on a en l'occurrence p (r) = 1/r. Aussi la fonction /7 (r) R (r) sera telle de carré
intégrable sur I'intervalle |0, co[ et bornée pour r — 0, car on a la condition de normalisation
et la fonction 1/r R (r) est bornée pour r — 0.

Nous sommes donc en doit d’appliquer la méthode considérée plus haut. Réduisons

l’équation a I’équation du type hypergéométrique
o(r)y"+7(r)y +Ay=0 (2.34)
en posant R (r) = ¢ (r)y(r), ou ¢ (r) est solution de 1'équation
o'jo=m(r)/o(r). (2.35)

Le polynéme 7 (r) s’écrira alors comme suit :

1 1
w(r)zii\/Z—ZETQ—QZT—i—l(l+1)+k‘r. (2.36)

La constante k sera choisie a partir de la condition que I’expression sous le radical admette

des racines multiples. Le polynome 7 (r) prendra alors I'une des formes possibles suivantes :

1, (V=2Er+1+} pour’f—2Z+(2H1)m’} (2.37)

_ 4
T =3 {\/—2Er—l—%pourk:2Z—(2l+1)\/—2E.

I1 convient d’en choisir celle qui assure a la fonction 7 (r) = 7 (r) + 27 (r) d’avoir une
dérivée négative et la racine sur 'intervalle |0, +o00[. Ces conditions sont vérifiées donc par

la fonction

T(r)=2 (l +1- @T) - (2.38)

ce qui nous donne

m(r)=1+1—+v—=2Er, o(r)=rtle V2 (2.39)
A=2 [z (141 \/—ZE] , plr) = r¥tle VT2 (2.40)
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Les valeurs propres de ’énergie E se cherchent a partir de ’équation

n (n’_'l) "

Ant+ 5O =0 (n=0,1,...), (2.41)

qui donne
Z?
E=—" (2.42)
2(n+1+1)
La valeur de I’énergie F se définit completement par le nombre n + [ + 1, appelé nombre
quantique principal.

Les fonctions propres y (1) = yu (1) s’écrivent alors sous la forme

Bnl ar +2l+1 27r
= — " - 2.4
Yot (7) r2ttexp (=) drm [T TP 249

et se confondent & un facteur prés avec les polynoémes de Laguerre L2 (z), ot 2 =

27r *)
n+l+1

La fonction radiale R (r) = R,; () s’écrira définitivement sous la forme

Ry (r) = Crye™ /22T L2 () (2.44)

o0

On s’assure aisément que les fonctions R, (r) satisfont a la condition / R%,(r)dr < o

0
que nous avons imposée des le début.

La constante C,; se cherche de la condition de normalisation :

R, (r)dr =1, (2.45)
0
ou .
1
%C’fbl/eﬂxﬂ“ (L2 (m)]2 dr = 1. (2.46)

0
pour calculer lintégrale figurant dans 1’équation(2.27)), on peut utiliser la relation de

récurrence pour les polynomes de Laguerre. On a

pL2TN =2(n+ 1+ 1) LX = (n+ 1) L — (n+ 20+ 1) L2, (2.47)
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En vertu de la propriété d’orthogonalité des polynomes de Laguerre, on en déduit aussitot

o0 [e.e]

/e_g”xm+2 (L2 (x)}2 de = /e_zmeL?jH () [2(n+1+1) L2 (z) +...] dz (2.48)

0 0
oo

= 2(n+1+1) /6_”’”:152“rl (L2 (a:)}2 dr =2(n+1+1)d2,
0

ou d2 est le carré de la norme du polynéme L2*! (z). On a donc

o A— 4 - (2.49)
(n+20+1)°d2 (n+20+1)"(n+20+1)!

La fonction radiale la plus simple correspond au cas o n =0 :

1 Z
R — —x/2 l+1. 2.50
o) =@y " (2.50)

Pour [ = 0 La fonction radiale est la plus compliquée : elle admet autant de zéros que la
permet 'énergie donnée . Or, dans ce cas la la fonction d’onde dépend des angles 6, ¢ de la
facon la plus simple :

pour [ = 0 elle présente la symétrie sphérique, car

1

Yoo (0, 0) = NS

(2.51)

Exemple 1. Connaissant les fonction radiales R, (), on peut calculer les différentes
caractéristiques de I’atome hydrogénoide, telles I’énergie potentielle moyenne U,,; de I'inter-
action électrostatique entre 1’électron et le noyau , ou la distance moyenne 7,,; entre 1’électron

et le noyau .

A Taide de les équations (2.44)) et de (2.49)), on obtient

o OOZ oo
Uy = / —R% (r)dr=2C? / UL ()]  de = — 2032 (2.52)
T
0 0
- ‘m

Ainsi donc , I’énergie globale de I'électron E (voir I'équation([2.42))) est égale a la moitié

de I’énergie potentielle moyenne.
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Ensuite

r I+1\2 [
Tpl = /TRZZ (r)dr = C’Zl (%) /e‘%m+1 [Li“rl (:1:)]2 dx. (2.53)
0 0

Pour calculer I'intégrale , il suffit de faire intervenir la relation de récurrence de I’équation

(2.47) et de profiter de I'orthogonalité des polynomes de Laguerre :

2
Tu = C2 —) [(n+1)2d2  +4(n+1+1)°d2+ (20 +1)°d2_,] (2.54)

= Oy (TH_ZZZH) (2l;1)!2[3<n+l+1)2—l(l+1)] :5[3(n+l+1)2—1(z+1)}.

Exemple2. Cherchons le potentielle électrostatique créé dans un point donnée de 1’espace
par un atome hydrogénoide en utilisant a cette effet des fonction d’onde hydrogénoides .

Supposons que 1’état stationnaire d’un électron , mobile dans le champ colombien créé
par le noyau de charge Ze , soit caractérisé par les nombres quantiques n,[l,m . La masse
de I’électron étant faible devant celle du noyau , on peut admettre sans grand erreur que le
noyau est immobile dans un point » = 0. Cherchons le potentiel moyen V' (r) créé en r par
I’électron et le noyau , nous rappelant que dans les unités adoptées le potentiel du noyau
s’écrit Z/r . 1l vient

== - / [Vt (7 (r')? dr'dsY.. (2.55)

|r — |
Il est facile de calculer 'intégrale a 1’aide de la fonction génératrice pour les polynomes

de Legendre et du théoreme d’addition pour les fonctions sphérique :

1 = 7 4 : i
|T - 7”/| - Z Sj—l 28 +1 Z }/Sm’ (0/7 ()0/) Yo (97 90)] . (256)
s= O m/'=—s
Puisque
1
wnlm (T,) = FRTLZ (T/) Yim (9/7 (70/> ) (257)
il vient

/ 'wif’"_r ()" dr'dy = Z TS Yo 0 0) [ SR ) x (259

=0
/ @)Y (0, ) Yo, (0, ) dY.



Intégrons suivant ¢’ en utilisant la forme explicite des fonctions sphérique; il ne reste,

dans la somme en m’, qu’un seul terme, celui correspondant a m’ = 0. Il vient définitivement
b )

7 4 s
V) = 2o3 ST .) [ R ) dr
0

r — 25+ 1 ritt

« / Vi (0, ) Y5 (0, 0) Y™, (0, ) 2. (2.59)

o
e r ;.
l'intégrale / ﬁRle (r") dr’ peut s’écrire sous la forme :
0 -

00 s 1 s R2 ,,,,/
/ —R2 (1) dr' = s+1/ (r'")* R2, (v') dr’ + 7“8/ "IZ §+1) dr'. (2.60)
0o T- r J (r")
Iintégrale du produit de trois fonctions sphériques se réduit a celle du produit de trois

fonctions Oy, (cosf) :

/ / * / / * ! / 1
/Ym(e,m lmw,wmo(e,wdn:—/@%m@)@so(x)das. (2.61)

La derniere intégrale se laisse exprimer a l'aide des coefficients de Clebsch-Gordon ou
des coefficients Wigner qui disponibles sous forme de tables *). Comme les fonctions 0y, ()
sont orthogonales, I'intégrale en question n’est nulle que pour s = 0,2, ....... ,21,1.e.]la somme
en s de contient un nombre fini de termes .

Dans le cas ou 1'électron est a son état fondamental (n = 0,1 = 0) ,toutes les intégrales

se calculent sans peine . On obtient en définitive

V(r) = Z-1, (Z + %) e 2, (2.62)

Pour r petits on a , comme il fallait s’y attendre , V (r) = Z/r , et pour r — oo on a

V(r) = (Z —1) /r (I'électron fait écran au champ du noyau).
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2.3 Résolution des équations de Klein-Gordon et de
Dirac pour le champ coulombien

Nous venons de considérer I’équation de Schrodinger pour une particule chargée mobile
dans le champ coulombien, si I’énergie de la particule differe sensiblement de son énergie de
repos égale & Mc?(ou M est la masse de la particule et c la vitesse de la lumiere ), 'équation
de Schrodinger devient inopérante : il convient d’utiliser des généralisations relativistes de
cette derniere, i .e. soit ’équation de Klein-Gordon, soit ’équation de Dirac, en fonction de
la valeur du moment angulaire intrinseque de la particule (spin).

a) Considérons d’abord ’équation de Klein-Gordon qui définit le mouvement d’une par-
ticule chargée de charge —e (e > 0) ,de spin entier et de masse M dans un champ coulombien
d’énergie potentielle U (1) = —Ze?/r , Un tel probléme se pose par exemple quand on étudie
le mouvement des mésons 7 dans le champ des noyaux atomiques. Dans un systeme d’unités
ou la masse de la particule M, la constante de Planck h et la vitesse de la lumiere ¢ son

égales a 1, ’équation de Klein - Gordon prend la forme

A+ [(E + g)Q — 1 =0 (u =2 —) . (2.63)

Pour les états liéson a 0 < F < 1.

Nous chercherons des solutions particulieres de 1’équation par séparation des
variables en coordonnées sphériques, en posant ¢ (r) = F (r)Y (0, ¢) .Procédant dans le
méme ordre qu’avec 1’équation de la place. nous obtiendrons les équation suivantes pour les
fonctions F' (r) et Y (0, ¢) :

NoY +AY =0, (2.64)

1d [ ,dF T A
—— — E+>)Y—-1——=]F(r)=0. 2.65
r2dr <T dr)+[( +r> r2] (r) ( )

On a vu plus haut que 1’équation(2.64) n’admet de solutions bornées et univoques pour
0<f0<m 0<p<2mquesi A=1[(l+1),auquel cas Y (0, ) = Yi,, (0, ) est une fonction

sphérique .L’équation(2.65]) se réduit par le changement R (r) = rF (r) a

u)Q_l_l(l—l—l)

r 72

R+ [(E + } R=0 (2.66)
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L’équation (2.66)) est une équation généralisée du type hypergéométrique avec o (r) =7,
F(r)=0, 5(r)=(Er+p’—r*—1(1+1).

la fonction R (r) doit vérifier la condition de normalisation

/OO R*(r)dr =1 (2.67)

et etre horgnée pour r — 0. Remarquons qu’en résolvant l’équation de Schrodinger
correspondante, on demande que soit bornée pour » — 0 la fonction %R (r), ce qui constitue
une condition plus restrictive.

L’équation(2.66) admet une singularité pour » — 0. Voyons ce que devient R (r) quand

r ~ 0. Puisqu’on a pour » — 0

H>2_1_l(l+1)N,u2—l(l+1)
r rz2 r2

<E + , (2.68)

le comportement de la fonction R (r) se définira approximativement dans le voisinage

du point r = 0 par ’équation d’Euler

2
- 1
gt ZlED

S R=0 (2.69)

dont les solutions se présentent sous la forme

R(r) = Cyr"™ 4+ Cyrv 71, (2.70)

U:—1/2+\/(l+1/2)2—ﬂ2 (2.71)

(il sera supposé par la suite que p < [+ 1/2).Comme la fonction R (r) doit rester bornée
pour 7 — 0, on Cy = 0, i.e. R(r) ~ Cyr*** pour r — 0.

En effet, nous avons dans le cas considéré P (r) = 1/r, en sorte que la fonction \/% R(r)
doit rester bornée pour r — 0 et de carré intégrable sur I'intervalle | 0,00 | en raison du
comportement de R (r) pour r — 0 et conformément a la condition de normalisation de

I’équation ([2.67)).
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Ramenons l’équation a I’équation du type hypergéométrique
o(r)y+7(r)y+iy=0 (2.72)
en posant R (r) = ¢ (r) y (r),ou ¢ (r) est solution de 1'équation
wlo=m(r)/o(r). (2.73)

Le polynome 7 (r) se définira alors par I’expression

m(r)=1/2+ \/(l +1/2)* — 2 = 2uBr + (1 — E2)r2 + kr. (2.74)

La constante k sera choisie de telle facon que 'expression sous le radical admette des

racines multiples. Le polynéme 7 (1) se présentera donc sous l'une des formes suivantes :

1

m(r) = 1/2ﬂ:{v1—E2r+y+§pourk:2uE+(2y+1)\/1—E2. (2.75)
1

w(r) = 1/2j:{\/1—E27“—1/—§pourk:2,uE—(2u+1)\/1—E2.

De toutes les formes possibles de 7 (r) ,on doit choisir celle pour la quelle la fonction
7 (r) =7 (r)+27 (r) a sa racine sur U'itervalle |0, +00[ et une dérivée négative. Ces conditions
seront vérifiées par la fonction 7 (r) =2 (v +1—ar),ou a = /1 — E%, ce qui correspond

a

m(r) = v+l—ar, @(r)=r"Te (2.76)

AN = 2[uE - (v+1)a],p(r) =r2vtte 2

(a = V1-E? uz—%+\/((l+1>2—u2).

2

Les valeurs propres de ’énergie E se cherchent a partir de ’équation

(n—1)

At nrt 2 o =0 (2.77)
|
Exc = E, = 2 (n=0,1,...). (2.78)
1+ (nJrlljJrl)
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Les fonctions propres correspondantes y = y,, () se présentent alors comme suit :

B d"

- T2v+1672ar drm (r”+2V+1€_204T) (279)

Yn (1)

et se confondent & un facteur prés avec les polynomes de Laguerre L2 (), ou x = 2ar.

Les fonctions propres R (r) = R, (r)s’écriront
Ry (r) = Cpa’ e 2L+ (1) (2.80)

On vérifie sans peine que les fonctions R, (x) satisfont & la condition [° R (r)dr < co
formulée au départ. La constante C,,; se trouve de la condition de normalisation de I’équation
, exactement comme dans le cas de I’équation de Schrodinger correspondante.

Examinons le passage a la limite non relativiste dans ce cas la constante p est petite.

Evaluons les autres quantités pour p — 0 :

2

v=Il E~xl-—2t  o=Vi—EPr—t (2.81)
2(n+141) n+l+1
Ry (1) = Cpa!tte 2L () o = 2—“7’ (2.82)
" " " ’ n+l+1" '

en effet, la quantité pr dans notre systéeme d’unités correspond a Zr dans le systeme
atomique, et I’énergie
E=1- ’”‘—22 (2.83)
2(n+1+1)
renferme 1’énergie de repos de la particule Fy = 1.
b) Considérons maintenant I’équation de Dirac qui définit le mouvement d’une particule

chargée de spin demi-entier dans un champ

Ulr)=-2%. (2.84)

Dans ce cas la fonction d’onde de la particule admet quatre composantes ¢, (r) (k = 1,....,4).

Dans un systeme d’unités ou la masse de la particule M, la constante de planck 7 et la vitesse

44



de la lumiere ¢ sont égales al , I’équation de Dirac s’écrira :

z'(E+§+1)w1+ 5t o gy = O (2.85)
i(E+§+1)¢2—08i4+%ﬁ3+i%‘23 )
U N
et B o

Les quantités E et u gardent le méme sens que dans I’équation de Klein - Gordon, avec
O0<FE <1
En coordonnées sphériques (r, 0, ) , les variables dans I’équation(2.85|) se séparent si I'on

veut chercher la solution sous la forme

¥y (7) = [ (r)Qum (0,9), (2:56)
Py (1)

Py (1) _ (_1)% g (1) Qjrm (0, 0),

Yy (1)

Ici j est le nombre quantique caractérisant le moment angulaire total de la particule
(j=1/2, 3/2,...), et I'sont les nombres quantiques orbitaux qui, pour un j donné, peuvent
prendre deux valeurs, j — 1/2 et j + 1/2, avec par ailleurs I'= 2j — [ ; le nombre quantique
m parcourt les valeurs demi-entieres comprises entre —j et j.

Les quantités Qj,, (0, ¢) et Qjn, (6, ) définissent l'influence des variables angulaires
sur la fonction d’onde. Ces quantités, appelées spineurs sphériques, sont liées aux fonction

sphériques Y} ,, (0, ) par les relations suivantes :

iy 1 (0,
Qi = | VL 1/2 (0 ¢) pour 1=j-1/2, (2.87)

%Yl,mﬂp (0, )

_, [Ji=mtly (6, )
I,m—1/2 y P .
Qjim = 2 / pourl=j+1/2,

j—;—ﬁ—;l Yz,m+1/2 (97 @)

pourtant les équations(2.86)) dans (2.85]), on obtient un systeme d’équations pour les
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fonctions f (r) et g (r) :

"/ 1+
F+ xf—<E+1+H>g ~ 0 (2.88)
r
g+;g+<E—1+H)f =0
T
ou
x = —(I+1) pourl=j—1/2 (2.89)

x = [ pourl=j+1/2.

Remarquons qu’en approximation non relativiste on a |f (r)] > |g(r)] (ce qui sera
montré par la suite).

Les conditions définissant les fonctions f (r) et g (r) pour les états du spectre discret se
réduisent a ce qui suit : les fonctions rf (r) et rg (r) doivent rester bornées pour r — 0 et

vérifier la condition de normalisation

/0 TR0+ ()] dr = L. (2.90)

Mettons le systeme d’équations ([2.88)) sous forme matricielle. Soient

up \ | f(r) , U
u = = 3 u =
Uy g(r) Uy
On a alors
u'= Au, (2.91)
ou
. i iz | — 1+ E+£
21 A929 ]_—E—% _l;x

Pour définir u; (r), éliminons usy (), entre les équation(2.91)) ; cela nous donnera une

équation différentielle du second ordre pour la fonction u; (r)

, aia , , a1z
Uy = (a11+a22 + _CL ) U1 + (a11a22 — Q12Q921 — Q11 + —a ail | U1 = 0. (2.92)
12 12
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D’une fagon analogue, en éliminant wu; (), nous obtenons I’équation pour usg (r) :

, a1 , , 21
Uy — <a11+a2g + —a ) Uy + (a]_]_a22 — 12091 — A9 + —a QA92 | Uy = 0. (293)
21 21

Les coefficients de la matriceA s’écrivent
@i, = by, + cix/ T, (2.94)

ou by, et ¢, sont des constantes, les équations (2.92)et(2.93)) ne sont pas des équations

généralisées du type hypergéométrique. Cela tient a ce que

G2 _ __ Cm (2.95)

)
aja  Cio7 + biar?

ce qui fait que les coefficients affectant u} (1) et uy (r) dans I’équation ([2.92)) s’écrivent

a12 y41 (7‘) C12
ap +ag +— = - 5 (2.96)
a9 T C1oT + bior
. dy p2 (1) C12 Cl14b1, T
a11022 — A12021 — A11 + —a11 = —5— — 5 (2.97)
a921 T C12T —I— blgT T

(p1 (1) et po (r) étant des polynomes de degré non supérieur a 1 et a 2 respectivement).
L’équation (12.92) serait une équation généralisée du type hypergéométrique avec o (1) = r
si les coefficients by ou cioétaient nuls. Il y a donc intérét a faire les transformations suivantes.

Un changement linéaire

dans lequel la matriceC' non dégénérée ne dépend pas de r, nous donne un systeme
d’équations pour les fonctions v () et vy () analogue a I’équation ([2.88]). En effet, on obtient

au lieu de I’équation([2.91])
V= Av (2.98)

dans laquelle

v= F—cac— | M ™

U2 Q21 Q22

Les coefficients a;;, représentent évidemment des combinaisons linéaires des a;;. Ils s’écrivent
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donc

ity = big + a7, (2.99)

ou b, et ¢;; sont des constantes.

Les équations définissant les fonctions vy (r) et v (1) seront analogues a les I’équations

ETD)et @) :

R B T W S T T e
U1 — (au + a9 + N—) v + (CL11CL22 — Q12021 — G171 + ~—a11) vy =0, (2.100)
12 12
Y S T W S T pe
Vg — ((111 + a99 + a—) Vg + (a11a22 — A12091 — Q92 + ,d,—(lgz) Vg = 0, (2101)
21 21

Remarquons que le calcul des coefficients dans les équations (2.100]) et(2.101)) est facilité

par la similitude des matrices A et A :
a1 + age = app + age, a11Q22 — A12021 = G11022 — 12021, (2.102)

Pour que I’équation ([2.100)) soit une équation généralisée du type hypergéométrique, il
suffit de poser soit 512 = 0, soit ¢ = 0.pour I'équation(2.101]), la condition est analogue :

soit 521 = 0, soit c9; = 0,Ces conditions impliquent des restrictions au choix de matriceC'.

soit
o
o B
v 0
Alors
5 -
C’_lzi b , A =ad— Py,
AN v a
i 1 (@110 — arpay + a1 36 — axnfy)  apa® — an B’ + (a2 — any) af
=X ’

CL21(52 - CL1272 + (CL11—G22) o) —a11 87 + apay — an Bo + axnay
Avec by =0ona (1+E)a?— (1+E) 52 +0,
> =0 > 2zaf + p (a? + B%) =0,
>bpy=0 > (1+E)2— (1+E)6 =0,
> 0o = 0> 2xa5+u(a2+52):0,
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Nous voyons que les quantités «, 3,7, d peuvent étre choisies de différentes manieres. Les
auteurs des manuels de mécanique quantique se bornent généralement a examiner une seule
variante définie par 512 = 0,321 = 0. Nous allons considérer, a titre d’exemple, le cas ou les
constantes «, (3,7, d sont choisies en posant co; = 0,et ¢o; = 0,

(nous verrons par la suite que ces conditions sont préférables a 512 = 0,521 = ()) .Ces con-

ditions sont vérifiées si la matrice C' se présente sous la forme

ou v = /2% — 2. Nous obtenons alors le systeme d’équations suivant pour les fonctions

/ 1 FE E
vy = (—V L _,u) UL + (1 + _a:) Vg, (2.103)
r v v

v (1) et vy (1) :

r 14

, E -1 E
vy = (1 - Tx) 1+ (V - —“) vs. (2.104)

Si 14 Ex/v # 0, on peut éliminer entre les équations (2.103) et(2.104]) la fonction vy (1)

pour obtenir I’équation différentielle relative a la fonction vy (7) :

2, E?—1)r24+2FBur —v(v+1
i 2o ¢ (B 2By vy

; vy =0 (2.105)

Soit maintenant 1 + Fx/v = 0,i.e. E = —v/x,ce qui ne peut avoir lieu qu’avec = < 0, car

v > 0et F > 0. La solution de ’équation(2.103)) se présente alors sous la forme

Ep

v (r) =Cir v tev . (2.106)

La fonction vy (r) ne peut servir de solution qu’avec C; = 0, auquel cas la fonction vy (7)

définie par I’équation(2.104)) s’écrira

Ep

vy (1) = Cyr”tem T, (2.107)

Pour Cy # 0, la fonction vy (r) peut évidemment servir de solution.

Etudions maintenant la solution de I’équation (2.105]). Voyons ce que devient la fonction
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vy (r) pour r — 0.Puisque
|(E* = 1) r* + 2Epur|v (v +1) (2.108)

pour r — 0, le comportement de v (r) dans le voisinage du point r = 0, se définira

approximativement par 1’équation d’Euler
2] +2rv] — v (v + 1) v, =0, (2.109)
qui a pour solution
vy (r) = Cyr” + Cor 1, (2.110)

Les conditions imposées a v (r) impliquent Cy = 0. pour 7 ~ 0. on a donc v (r) ~ Cyr”.

L’équation est une équation généralisée du type hypergéométrique avec o (r) = r,
T(r)=2,0(r)=(E*=1)r*+2Eur —v (v +1).

En effet, on a dans le cas considéré p (r) = r. La fonction y/p (r) vy () doit étre de carré
intégrable sur I'intervalle |0, co[ et rester normée pour r — 0, en raison de la condition de
normalisation de l’équation et du comportement de v (r) pour r — 0.

Réduisons I’équation a I’équation du type hypergéométrique

o(r)y+7(r)y+iy=0 (2.111)
par le changement vy = ¢ (r) y,ou ¢ (r) vérifie 'équation
glo=m(r)/p(r) (2.112)

7 (r) étant un polynome de degré non supérieur a un.Des quatre formes possibles du
polynéme 7 (r), nous choisirons celle pour laquelle la fonction 7 (r) = 7 (r) + 27 (r) a sa

racine sur l'intervalle |0, 00[ et une dérivée négative. Ces conditions seront vérifiées par la

fonction 7(r) =2(v+1—ar),oua=+v1— E2?et

T(r)=v—ar, ¢(r)=r"e", (2.113)

A=2[uE — (v+1)a], p(r)=r>Tle? (2.114)
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<y - \/W) . (2.115)

Les valeurs de I’énergie E = F,, se déduisent de I’équation
/7 1 4
)\+TLT+§77,(TL—1>U:0 (n=0,1,...), (2.116)
d’ou
WE—(n+v+1)a=0 (a:\/l—Ez). (2.117)
et les fonctions propres, de la formule de Rodrigues

Cn d n —2v— ar d" n+2v —2ar
yn () = p(r)w[a (r)p (r)] = Cur™~te®r — (yr2rtiem2er) (2.118)

Les fonctions y, (r) se confondent, a un coefficient de proportionnalité prés, avec les
polynomes de Laguerre L* ! (x).ou x = 2ar.
La valeur propre de I'énergie F = —v//x obtenue précédemment vérifie I'équation(2.117)

pour n = —1.I1 est donc naturel de remplacer n par n — 1,dans les formules les équations

(2.117)) , (2.118))et de propres de I’énergie a partir de 1’égalité
pE—(n+v)a=0 (n=0,1,..). (2.119)
Les fonctions propres vq (r) s’écriront sous la forme

vy (T') — {AnxuefI/QLiliﬁl (l’) pour n = 17 2’ ey (2120)

=0 pour n = 0.

Il est facile de s’assurer que les fonctions rv; () sont de carré intégrable, comme exigé
initialement.

De I’équation (2.103) on déduit pour F = E,, (n =1,2,...)

vy (r) = — {v'l (r) + (”+ L %> " (r)] . (2.121)

1+% r v
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Portant dans cette formule 'expression de vy (7) ,on obtient
vy (r) = 27" e 2y (), (2.122)

ou y (z) est un polynéme de degré n. Pour définir y (x) ,établissons d’abord 1’équation

pour vs (1) en éliminant v () entre les équations (2.103))et([2.104]) :

B 2, E?2—1)r*4+2EBur+v(l—v
vy (r) + ;Uz + ( ) TQM ( )Ul =0, (2.123)
qui nous conduira a '’équation différentielle pour y () :
x4+ 2v —z)y+ny =0. (2.124)

L’équation([2.124]) est une équation du type hypergéométrique. Sa seule solution polyno-

miale est le polynome de laguerre y (z) = B,L> ! (z), d’ou
vy (1) = Buaz® e 2L (2). (2.125)

On s’assure sans difficulté que cette formule renferme, comme cas particulier pourn = 0,

la solution précédemment on tenue pour £ = —v/z

pour établir la relation entre les constantes A,, et B,, dans les équations ([2.120]) et (2.125)),

confrontons le comportement du premier et du second membres de 1’égalité I’équation(2.103)

pourr — 0. Utilisant la formule

'n+a+1)
Ly(0) = —————= 2.126
0= i (2.126)
on trouve
2v+1 2v+1 Ex 2w-1
2av A, L7 (0) = —2a (v + 1) A, L70(0) + [ 1+ — B,Ly"(0), (2.127)
d’olt
v+ Ex
Ay, =—F8B, =1,2,...). 2.128
an (n + 2v) (n ) ( )
Puisque
EZ 2 E2 2 .2
n(n+2v)=(n+v)’ -2 5 -1’ = #, (2.129)
a a

52



on a
a

:Em—y

Ay

B,. (2.130)

Connaissant les fonctions vy (1) et vy (), on cherche f (r) et g (r) :

fy o1 vy o1 1 wooor—v (2.131)
B ’ - w(r—v) _ :
9 Va rT—v U
Aussi
Bn v—1_-—x v v—
fr)= mlﬂ L2 [ fip L2 () + fol 27 (2)] . (2.132)
Bn v—1_-—x/2 2v+1 2v—1
g(r) = " ° (i L24 () + go L2 ()] - (2.133)
ou
afL a(r—v)
fl Ex_yv f2 T v, 0 Er—v ) g2 22 ( )
1
a=V1-F, E=E, = ———u. (2.135)
1+ (75)

Les formules de f (r) et de g (r) restent valables aussi pour n = 0,auquel cas il convient
d’annuler formellement les termes en L2“%! (1),

Calculons le coefficient de normalisation B, a partir de la condition de normalisation

I’équation(|2.90)).On a

OO 2 2 2 _ BT2L - —x,.2v
/o )+ g (r)]dr = 41/2(x—y)2(2a)3/0 e "x? (2.136)

(a2 (2) + fow L2 (1)) +

2 o ) dr = 1.
[glx n—1 (.T)‘I‘QQZE n (x)}

Dans nos calculs, nous serons amenés a considérer deux types d’intégrables :

Jy = / e Tz LY (2)] d. (2.137)
0

Jy = / e "L | (x) L2 % (v) dx. (2.138)
0
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L’intégrale .J;se laisse exprimer a ’aide du carré de la norme
d? = /Ooo e "z [L2 (2)) dx = %F (n+a+1). (2.139)
en fisant intervenir la relation de récurrence
2L (@) = — (1 +1) Loy () + @+ a+ 1) I8 (@) = (n+a) Lo, (1) (2.140)
et la propriété d’orthogonalité
/00 e "Ly (x) Ly (x)de =0 (m#n). (2.141)
0
D’ou
Ji=02n+a+1) /Ooo e "z [L2 (2))] dx = % Cn+a+1)IT(n+a+1). (2.142)

pour calculer lintégrale Jp, il suffit de développer le polynome L& 2 (x) suivant les
polynomes L (z) :

Ly7% () = e1 Ly () + oLy () + . (2.143)

Les coefficients c1, ¢ s’obtiennent sans peine en identifiant les coefficients de z" et de

2" !dans les deux membres de cette égalité :
C1 = ]_, Cy = —2. (2144)

Il vient alors

(2.145)

Aussi

B, - zaz\/ (z ;F”g ﬁg;)”“. (2.146)

Remarquons que le facteur de normalisation B, conserve sa forme aussi pour n = 0

Il vient finalement

(2.147)

v

£ (r) a2 \/ (Bx—v)nl . oo F S e L4 (x)
= — T e )
g(r) p(r—v)T (n+2v) a9 2L (z)
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ap

B a(r—v)
- Ex—v’

Ex—v’

hi fo=2—v, g1 = g2 = (2.148)

Pour n = 0 on admet que xL2"! (z) = 0,Considérons le passage & la limite non relativiste.
Dans ce cas 1 &~ Z /137 est une quantité tres faible. Evaluons les ordres de pettesse des autre

quantités pour y — 0.0n a

E~1-—p*/(2N?) (N=n+v), (2.149)

a=V1—-E2=u/N, v—|v|~—p®/ (2. (2.150)

Evaluons a présent 1'ordre de petitesse des coefficients fi fo et g1 go devant p.
1) soit [ =j—1/2.0n a alors 'orde x = — (I + 1), . — v = 2z,
Er — v = 2z, don

fi fa p? 1

g1 go S

2) soit l=j—1/2.Onaalorsz=1, s —vmyu?, Ex—vr(E-1lz+(z—v)=
S (N? = 12), d'ou

fi f 1y

g1 92 HoH

On voit d’ici que |g (r)| << |f (r)| dans tout les cas, tandis que

fr) = +2u3? %wle”q&j_l (7). (2.151)

Le signe positif correspond & I = j + 1/2, et le signe négatif & [ = j — 1/2.Le nombre

N = n + v est égal dans le cas non relativiste a n + |z| = n + |j + 1/2|; il correspond au
nombre quantique principal pour les solutions de 1’équation de Schrodinger .

Il est intéressant de noter qu’en mettant les fonction f(r), ¢g(r) sous la forme de

I’équation , nous facilitons considérablement le passage a la limite non relativiste,

car, pour 4 — 0,l'un des coefficients fi, f2, g1,g2 brusquement par rapport aux trois autres.

Au contraire,dans la littérature existante, les fonctions f (r), g (r) sont traditionnellement
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représentées avec des coefficients de méme ordre de petitesse. On est donc amené, afin
d’établir la correspondance en entre la solution de ’équation de Schrodinger et la limite
non relativiste, a faire intervenir accessoirement les relation de récurrence pour les fonctions
hypergéométriques.

Les polynomes de laguerre figurant dans les expressions de f (r) et de ¢ (r) se laisse

définir a I'aide des fonctions hypergéométriques dégénérées, en appliquant la relation connue

I'n+a+1)

Ly (x) = Aot 1) F(—n,a+1,2). (2.152)

La représentation ’équation (2.147)) devient alors

f(r) Dol fi fa xF (—n+1,2v 4 2,x) | (2.153)
g (T) 91 92 F (_nv 2v, :L’)
ou
1 (Ex —v)I'(n+2v)
D vl (2u+2)\/ plx—v)n! 7’ (2.154)
fi=ap(Ex+v), fo=2wa*2v+1)(z —v), (2.155)
Gi=a(z—v)(BEx+v), G =2uwa*2v+1), (2.156)

Les expressions ainsi obtenues de f (r) et de g (r) restent aussi vraies, a un facteur de
normalisation prés, pour les valeurs du spetre continu, a condition de prendre, au lieu des n

entiers, une constante n = n (E) liée a la valeur donnée de F par la relation de 1’équation

@2.119).i.c.

n=—2>__ _y E>1 (2.157)

ivE? -1
Nous venons d’examiner quelques problemes fondamentaux de mécanique quantique. Bon
nombre de problemes modeles de mécanique quantique se laissent résoudre par les mémes
méthodes.
Dans ce chapitre nous avons introduit la méthode NU pour la résolution d’'une EDO du
second ordre. Cette méthode est tres performante et facile a appliquer. Nous avons aussi
vu que le cas d’un potentiel coulombien avec une masse constante traitre soit d’une facons

non relativiste par celles de Klein-Gordon et de Dirac peut mener & une EDO qui vérifie les
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criteres de la méthode NU.

Comme autre illustration de I'application de cette méthode NU, nous reprendrons dans
le chapitre IV le cas d'un potentiel coulombien décrivant l'interaction d’un électron de
charge e~ se déplacant dans le champ électrostatique du noyau. Mais cette fois-ci la masse de
I’électron sera considérée comme dépondant de la position, et I’étude sera faite pour le cas
relativiste a travers I’équation de Klein-Gordon.Si le noyau est le noyau se compose unique-
ment d’un proton de charge positive e*, le probleme étudié est celui de I’atome d’hydrogene
qui est un véritable systeme physique a trois dimensions. Ainsi, ’atome d’hydrogene consiste
en un électron se déplacant dans un puits de potentiel sphérique en raison de l'attraction
Coulombienne du proton. Ce systeme & deux particules (électron - proton) peut étre con-
verti en un systeme avec une particule fictive (de masse réduite) se déplagant par rapport

au barycentre du systeme électron-proton.
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Chapitre 3

Les systemes a masses dépendant de

la position

Beaucoup de travaux ont abordé le sujet de I'hamiltonien généralisé a des systemes
a masses effectives dépendent de la position. De nombreux auteurs ont été attirés par la
recherche dans ce domaine aux applications diverses et multiples dans la vie scientifique con-
temporaine (physique nucléaire, physique des matieres condensées, semi conducteurs. .. ). A
cause de cette importance, nous allons dans ce chapitre, collecter et résumer les principaux
articles des différents auteurs qui étaient a ’avant garde des chercheurs dans ce domaine. Il
est remarquable qu’a I’exception des articles que ’on résumera dans ce qui suit et d’autres
cités en référence, aucun ouvrage propre a ce domaine n’a été écrit jusqu’a présent. Pour
toutes ces raisons, nous avons relevé le défi pour offrir un cadre ou un repere dans lequel nous
avons mis en ordre les auteurs et les articles les plus pertinents aux quels une personne trés
restrent intéressée par ce domaine ne peut ni les ignorer ni les omettre comme références.

Ce chapitre contient un aspect, une revue historique. Dans cette aspect, nous passons
en revue de fagon chronologique, les apports les plus importants pour la compréhension des

propriétés liées a des systemes a masses dépendant de la position.
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3.1 L’hamiltonien généralisé :

3.1.1 Revue historique :

D. J. Ben Daniel et C. B. Duke (1966)

Dans cet article [§] , le modele de Bethe-Sommerfeld pour Ueffet tunnel d’un électron est
pris comme cadre pour I’étude de la pénétration a travers une barriere. En particulier ils
ont étudié le cas ou la courbure (la masse de 1’électron) et le centre de surface des surfaces
d’énergie constante d’un électron varient a travers la jonction. En conclusion, ces auteurs

préconisent la forme adéquate suivante de ’hamiltonien Bgpp = P [m ()] p/2;[3].

Thaddeus Gora et Ferd Williams (1968)

Dans cet article[9], Thaddeus Gora et Ferd Williams ont étudié des semi-conducteurs
lentement gradués dont les masses effectives dépendent de la position, décrits en termes
d’un hamiltonien effectif. Ce dernier est pris sous la forme hermetique

Hewiy = (p*[m ()] + [m ()] p?) /4; Les semi-conducteurs qui ont une gradation
lente dans leur composition présentent des bandes d’énergie et des masses effectives qui
dépendent de la position, et qui globalement sont décrits par un hamiltonien effectif a travers
une équation a masse effective. Le probleme des phénomenes de transport des porteurs de
charge minoritaires pour des systemes gradués sont gouvernés par un champ effectif qui inclut
le champ électrostatique plus un terme en fonction du gradient de la pente de la bande, et un
autre terme qui dépend du gradient de la masse effective. La durée de vie de la recombinaison
locale radiative ainsi que la densité locale des états des semi-conducteurs inhomogenes y sont
discutés. L’équation pour I’exces de la concentration des porteurs de charge minoritaires dans
un semi-conducteur inhomogene y est déduite et differe de celle d’un systeme homogene par
le fait que : le champ effectif est remplacé par le champ électrique, la dépendance spatiale de
la durée de vie et de la mobilité, et aussi par le terme dépendant du gradient de la mobilité

des charges [3].

Apport de Von Roos (1983)

Dans cet article [10] Le mouvement des porteurs libres (des électrons et des trous) dans
les semi-conducteurs de composition chimique non uniforme est parfois décrit au moyen

d’un hamiltonien possédant une masse efficace dépendent de la position. Dans des travaux
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précédents il a été prouvé que le fait que les masses dépendent de la position mene a des con-
tradictions et ce a cause du théoreme de Bargmann, qui postule qu'une superposition logique
des états des différentes masses (paquets d’ondes) est interdite. Il propose une extension du
théoreme de Bargmann mais qui meéne a un hamiltonien avec masses dépendent de la position
ne vérifiant plus I'invariance galiléenne. Il montre aussi que la dérivation usuelle de I’hamilto-
nian avec masse efficace dépendant de la position est nullement unique. Il existe en général,
beaucoup de hamiltonians inégaux issus de la méme approximation, tous dérivés de beau-
coup de formes d’hamiltonians de base. Et tant que le concept d’une masse dépendante de la
position est maintenu ni I'unicité ni 'invariance galiléenne des hamiltoniens ne sont assurées.
Il semble pour 'auteur approprié d’abandonner le concept d’une masse dépendante de la po-
sition, dans ses travaux antérieurs, il a montré comment le faire avec succes. L’importance
d’une compréhension théorique des phénomenes de transport dans les semi-conducteurs avec
une composition chimique variable et dépendante de la position pour des dispositifs tech-
nologiques modernes n’a plus besoin d’étre soulignée. Le théoreme de Wannier-Slater valide
pour les semi-conducteurs homogenes avec une composition chimique uniforme peut s’avérer
étre un point de départ normal pour une extension et une généralisation aux matériaux non
uniformes, il suppose une masse scalaire dépendante de la position m(r) et propose la forme

suivante de 'opérateur énergie cinétique :

T = —1*/4 (m*Vm’Vm" + m"Vm Vm®) (3.1)
et
at+pB+y=-1
L’opérateur de Gora et William est obtenu pour a = —1 et = v = 0, alors que celui de

Zhu et Kroemer pour « =y = —1/2 et = 0. Pour le cas « = =0 et f = —1lon abouti a

un troisieme opérateur tres usité [4].

I.2. Jean-Marc Lévy-Leblond (1995)

L’invariance galiléenne instantanée est employée pour dériver a partir des principes pre-
miers de la formulation hamiltonienne, I’expression de 'opérateur énergie cinétique d’un
électron ayant une masse efficace dépendante de la position. Et par conséquent les condi-

tions de raccordement de la fonction d’onde a travers des hétérojonctions abruptes. Afin
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de soutenir sa these il propose également un modele tres élémentaire dans le cadre de ’ap-
proximation de la fonction d’enveloppe. L’étude d’hétéro structures de semi-conducteurs et
plus généralement, de cristaux non homogenes a donné lieu, dernierement, a une discussion
approfondie sur I'utilisation de modeles avec masse effectives simples (liées aux approxima-
tions de fonction d’enveloppe) pour la dynamique des électrons dans de tels systemes. Les
principales conclusions de son étude sont : a) Les conditions de continuité normales sur les
interfaces abruptes, a savoir la continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée doivent étre
remplacées par la continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée divisée par la fonction
masse m(x).

b) Comment généraliser la forme de 'opérateur cinétique afin de le rendre hermétique
pour le cas d'une masse dépendent de la position, sachant que 'opérateur masse m ne
commute plus avec I'opérateur impulsion p.

c¢) Lapplication du concept PDM, en tant qu’idée dans la théorie quantique non relativiste
est intimement liée a la notion d’invariance galiléenne dans la théorie de la particule libre, qui
ne permet pas l'utilisation d’'une masse effective non constante dans la structure d’un cristal
non homogene. Se basant sur la notion d’invariance galiléenne il a abouti a la conclusion
que :

a) Les conditions de raccordement aux interfaces doivent étre la continuité de la fonction
d’onde et de sa dérivée divisée par la masse.

b) L’opérateur énergie cinétique correct doit étre sous la forme : T = P[1/2m(x)| P

c¢) Lidée de I'utilisation d’une masse dépendant de la position est non seulement intéressante

mais elle est aussi consistante [4]

L.dekar et L.Chetouani et T.F.Hammann (1995)

Dans cet article sous le titre :”Fonctions de Green, via le formalisme des intégrales de
parcours pour des systémes a potentiels et & masses constants par morceaux [12], et ont étudié
des systemes a potentiels et a masses constants par morceaux. Ils ont utilisé le formalisme
des intégrales de parcours pour relier, la fonction de Green de systémes a potentiels et a
masses constants par morceaux a celle a masse constante. L’application de ce résultat aux
cas d’une marche abrupte et d’'une barriere rectangulaire en potentiel et en masse, leurs a
permis d’'une part, d’extraire de la discontinuité de la fonction de Green, la fonction d’onde,

et d’autre part les conditions de continuité & travers la jonction [3]
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L.dekar et L.chetouani et T.F.Hammann (1999)

Dans leurs article sous le titre : ”Wave function for smooth potential and mass step” [?] il
ont proposé la solution de I’équation de Schrodinger unidimensionnelle, pour I’hamiltonien
effective généralisé

Hyen = —1/4(m*PmP PmY + mYPmPPm®) + V, ot a+ B+ v = —1. Pour des systémes
a marches douces en potentiel et en masse, la fonction d’onde dépend de la fonction de
Heun. En étudiant le passage a la limite ou les marches douces tendent vers des marches
abruptes ils arrivent a la conclusion que les parametres d’ambiguité doivent prendre les
valeurs a = v = 0,5 = —1, ce qui suggere que la forme appropriée pour ’hamiltonien pour
une masse effective abrupte devrait avoir la forme Hyppypr = 1/ 2(Pm~1P) + V. Cette forme

implique que les conditions de raccordement a travers une interface abrupte doivent étre la

continuité de ¢ (z) et de [m(x)~t]d(¢(x))/dx [3]

Dutraet Almeida(2000)

Dans 'article dénommé ”Solvabilité exacte des potentiels avec masse effective dépendant
de la position ”[13], Dutra et Almeida ont effectué un essai de fiabilité sur l'ordre des
parametres disponibles dans la littérature. Ils ont employé un modele exactement solvable
(potentiel de Morse) et ont conclu que ordre de Gora et de Williams (a = f =7 =0,a = —1)
et Ben Daniel et Duke (a = a =y = 0,5 = —1) devrait étre rejetés pour le fait qu’ils meénent
a des énergies complexes et donc non physiques. Ce pendant, ils ont classifié 'ordre de Zhu et
de Kroemer (a = 0, = v = —1/2,8 =0), et celuide Liet de Kuhn (a = a =0, =v = —1/2)
comme étant corrects. En conséquence, ils suggerent que les conditions de continuité aux

frontieres de I’hétérojonction obtenue par Zhu et Kroemer sont les plus fiables

[3]

Mustafa et Mazharimousavi(2007)

Ces auteurs [14] ont utilisé la notion d’opérateur pseudo - moment pour aboutir a la

conclusion que le “ bon ordre fiable ” est le choix (8 = —1/2,a =~ = —1/4)[3]
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3.2 Ordre des opérateurs dans ’hamiltonien avec masse

effective dépendant de la position

3.2.1 L’hamiltonien pour une masse effective dépendant de la po-
sition

I’Hamiltonien dans ce cas lest écrit sous la forme

T=— (h2/2) meVmz’Vm® + v, ou 2a+ f = —1

H : I'opérateur de I'énergie cinétique

est appliqué au probleme d’hétéro structures périodiques avec des interfaces abruptes et
une distribution de masse discontinue. Afin de déterminer I'opérateur le plus approprié, les
résultats numériques de 1’énergie de la transition des inter-bandes et d’inter-sous-bandes sont
comparés aux données expérimentales pour différents super-réseaux GaAs/AlxGal — xAs
et puits quantiques. L’ordre en relation avec le décalage d’énergie comme une fonction des
parametres structuraux (épaisseur du puits, épaisseur et hauteur de la barriere) y a été
étudiée. Il a constaté que la variation de l'opérateur d’énergie cinétique peut causer un
exces de décalage d’énergie de transition de 'ordre de 40MeV, le modele avec o = 0 et
£ = —1 produit le meilleur accord avec les résultats expérimentaux. La théorie de la masse
efficace (Ef fective MasseTheory = EMT) est un outil important et utilisé largement
dans la physique des semi-conducteurs. A l'origine, elle a été développée pour 'analyse
des cristaux homogenes, cette théorie appliquée aux hétéro structures avec masse efficace
dépendante de la position, devient asymptotiquement exacte quand les perturbations des
états de I’électron et du trou sont suffisamment lisses. Toute ’approche devra étre mod-
ifiée afin de tenir compte du cas de structures avec des hétéro interfaces abruptes. malgré
cela, (EMT) continue d’étre extensivement utilisée comme un outil important pour cal-
culer et déterminer 1’électrodynamique, 1’électrostatique, 1’électronique ainsi que les pro-
priétés optiques de beaucoup d’hétéro structures a interfaces abruptes, y sont inclus des
super réseaux et des puits quantiques. Il a été reconnu depuis longtemps, que 'application
dIEMT aux interfaces abruptes souffre du probleme d’ambiguité dans I'opérateur d’énergie
cinétique (KineticEnergyOperator = K EO), les opérateurs moment —ihV et masse efficace

dépendant de la position m(z) ne commutent plus, ceci meéne & la non unicité de (K EO),
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qui peut étre écrite dans sa forme générale comme
T = — (1?/4) m*Vm’Vm" + m"Vm’Vm®

Avec

at+f+y=-1

Pour des interfaces abruptes a doit étre égale a ~, autrement la fonction d’onde s’annule
a I’hétéro interface, ce qui aurait été clairement un résultat non physique. En outre, sauf si
a = 7y, 'énergie de 1'état fondamental diverge dans la limite des interfaces abruptes. Ceci

réduit 1’équation(1) a :
T=-— (h2/2) meVmPVm® avec a + = —1

Les valeurs possibles du parametre [ varie de —1 a 0. Les conditions de raccordement pour
la fonction d’onde enveloppe ©(z) et sa dérivée diy(z)/dz sont la continuité aux interfaces

de :
(] (2) et [m]d([m*]¢ (2)) /dz (3.2)

Un effort considérable a été dépensé afin d’établir une valeur préférée de 3, avec I’espérance
que cette valeur devrait étre universelle et ne devrait pas dépendre des matériaux particuliers
formant les interfaces abruptes. Divers auteurs sont arrivés, cependant, a des conclusions
diamétralement opposées, soit 5 = 0 ou f = —1 jugés pour étre des choix les plus plausibles.
Il convient de noter que la condition de la continuité de la probabilité du courant a travers
une interface abrupte ne peut pas étre employée comme critere pour choisir la valeur de
[, car elle mene a une condition de continuité qui est indépendante de ’ordre choisi. Les
conclusions pour 8 = 0 ont été tirées en reformulant le probléme de régle de raccordement en
extrapolant d’abord la fonction enveloppe de chaque coté d’'un hétéro interface comme si le
semi-conducteur était homogene, et en comparant les résultats du calcul du modele de Kronig
- Penney de la transmission d’électron par un ensemble de centres diffuseurs a potentiels sous
formes de fonctions ¢ de Dirac avec le coefficient de transmission obtenue en utilisant I/ EMT
. La conclusion opposée, avec f = —1 a été atteinte en employant la représentation de Kohn
- Luttinger et la transformation canonique, en étudiant des conditions appropriées pour la

fonction d’onde a travers une hétérojonction abrupte a trois dimensions, en considérant des
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limites inhérentes pour 'uniformité dans un puits de potentiel sous forme d’une fonction o
de Dirac extrémement étroit, en comparant les calculs exacts de la structure de la bande
microscopique avec celles qui résultent de I/EM'T pour les super-réseaux a puits quantique et
potentiels localisés, par I’application de 'invariance galiléenne instantanée, et en considérant
le passage a la limite abrupte du potentiel et de la masse contintiment variables. Il a abouti
a la conclusion que le parametre [ doit étre égal a —1, ce qui correspond a I’hamiltonien
proposé par Ben Daniel, et ’ordre obtenu pour les semi-conducteurs d’une non homogénéité
a variation lente en utilisant un ensemble de base qui diagonalise exactement I’hamiltonien
dans la limite homogene. D’autres valeurs intermédiaires de 3 ont été également suggérées.
Par exemple, la considération de la limite non relativiste de ’hamiltonien de Dirac avec
une masse dépendant de la position, prise par I'intermédiaire de ’approximation de Foldy-
Wouthuysen mene a I’adoption de o = 0, § = —% et v = —% ce qui est en violation de la regle
de Morrow et Brownstein a = v, Cavalant et al ont constaté que pour les hétérojonctions
GaAs/Al0 — 3Ga0 — 7As, il n’y a pratiquement aucune différence entre les divers modeles
de KFO, il concluent que les résultats actuels suggerent qu’aucune expérience ne peut étre
exécutée de nos jours sur des échantillons de semi-conducteur pour déterminer la forme de
KFEO pour des systemes avec la masse efficace spatialement variable puisque les largeurs
réelles d’'interface excluent cette possibilité.

Cavalant et al notent que la transmission est sensible a K EFO seulement quand on con-
sidere une interface abrupte, cependant, ils pensent qu’il est essentiel d’inclure la discon-
tinuité de la distribution de la masse efficace en traitant une interface abrupte (a4 moins
que I'hétéro structure soit séverement dégradée) : m(z) = my + Amys S(2), olt ©(z) est la
fonction marche de Heaviside, m1 la masse efficace dans un des deux matériaux, et Amqs
la différence des masses efficaces pour ces matériaux. Dans le cadre d/EMT il est prouvé
que différentes hypotheses initiales peuvent mener a différentes lois de K EO, il est incer-
tain si une solution générale existe, néanmoins, il est toujours possible de comparer les
prévisions théoriques pour S avec les résultats expérimentaux afin de déterminer la forme
correcte de K FO. Galbraith et Duggan ont comparé les calculs optiques de I’énergie de la
transition a basse température de spectres d’excitation de photoluminescence de puits quan-
tiques GaAs/Al0.35Ga0.65As. Leurs résultats pour deux échantillons (épaisseur de puits 5
et 7nm) ont montré que § = —1 £ 0.1 et § = —1.1 + 0.5 malheureusement, leur ensem-

ble de parametres n’a pas été completement édité ainsi ils ne pourraient pas répéter leurs
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résultats. Dans un autre travail, F'u et C'hao ont signalé que les observations expérimentales
de I’énergie de transition d’inter bande n’étaient pas sensibles au choix de 3. Dans cet article,
ils démontrent que, contrairement a l'affirmation de Fu et deChao, les énergies de transition
d’inter bande changent sensiblement avec 3. en outre, ils montrent cela dans le cadre d’EMT
pour les interfaces abruptes et une distribution de masse discontinue, les énergies de transi-
tion d’ inter-sous-bandes peuvent également changer sensiblement avec 3, La comparaison
avec des données disponibles confirme que le choix de § = —1 fournit le meilleur accord avec
résultats expérimentaux [4]

Nous avons traité dans ce chapitre des systemes quantiques avec une masse qui dépend
de la position (MDP), donc nous avons traité ’'Hamiltonien effectif généralisé et nous avons
vérifié I’étude de Jean-Marc Levy-Leblond. Nous donnons un rappel historique sur les travaux
les plus importants réalisés par les auteurs dans ce domaine, ainsi que les valeurs proposées

pour les parametres d’ambiguité («, 3, 7),
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Chapitre 4

La résolution de I’équation de Klein -
Gordon pour différents potentiels et

différentes masses

Dans des dernieres années, le formalisme construit pour la variation de la masse dépend
de la position a regu beaucoup d’attentions a cause de trouver de nombreuses applications
dans différents domaines. Le formalisme de masse dépendant de la position a été utilisé pour
décrire les propriétés électroniques des semi - conducteurs et des points quantique, il aussi
donne également des résultats intéressants dans I'étude de (*He) et liquides quantiques. Le
formalisme de masse dépendant de la position pose des problemes fondamentaux des I’études
des systemes physiques, tel que les discontinuités possibles des fonctions des masse choisies,
I'invariance de la théorie sous la transformation de Galiliée, 'ambigiiité de ’ordre entre
impulsion, et les opérateurs de masse dans le terme d’énergie cinétique.

Récemment, les solutions de I’'équation d’onde non-relativiste avec une masse ont été
généralisiée au cas masse dépendant de la position.

L’équation de Schrodinger avec une masse dépendant de la position est étudiée en utilisant
I’algebre paramétrique, et dans les espaces courbes a été étudié dans I’exemple de potentiel
coulombien, la technique d’invariance de forme a été appliquée aux hamiltoniens solvables.
Bagchi et AL, ont généré un formalisme pour obtenir des hamiltoniens PT-symétriques
dans le cas PDM. En a été fait une généralisation de la transformation canonique de point
résoudre 1’équation de Schrodinger en d-dimension. Les auteurs ont également étudié la-

pseudo-hermicité des hamiltoniens non-hermitiens avec masse dépendant de la position. le

67



investigation d’un hamiltonien non-hermitien pour un oscillateur défini par le modele de
Swanson a été réalisée dans le cadre de la super symétrie N-fold. Un autre domaine a regu
beaucoup d’attentions est I’extension des solutions non-relativistes aux solutions relativistes
du point de vue du formalisme de masse dépendant de la position. Les spectres d’énergie et
les fonctions d’onde correspondantes des équations de Klein-Gordon et Dirac ont été trouvé
pour différents potentiels en utilisant des méthodes différentes, telles que Lorentz complex-
ifiée interactions scalaires, potentiel de Coulomb, potentiels hyperboliques, non hermétiques
potentiels complexifiés, potentiel trigonométrique PT-symétrique, PT-symétrique oscillateur
harmonique, PT-symétrique inversement linéaire plus linéaire, et PT- symétrique potentiels,
potentiel inversement linéaire plus linéaire, et potentiel Scarf II.

Dans cette étude, nous résolvons 1’équation radiale de Klein - Gordon pour le potentiel
de Poschl - Teller et Hulthén en utilisans la méthode de Nikiforov-Uvarov dans le cadre
d’une approximation du potentiel centrifuge. La méthode de Nikiforov-Uvarov est basé sur
la résolution de I’équation du second ordre en réduisant a une équation généralisée de type

hypergéométrique.

4.1 Résolution de I’équation de Klein - Gordon avec

un Potentiel Poschl - Teller

La déformation quantique a regu beaucoup d’attention a cause de sa relation avec ap-
plications dans les noyaux, la théorie statistique quantique, théorie des cordes /mon braine
et conformation théorie des champs. en termes des fonctions hyperboliques a la vue de
déformation q, [16]

des potentiels de cette la famille peut étre écrite comme :

Vo

V(wq) =~
(;4) cosh? ()

(4.1)
dans la limite ¢ — 1, k est un parametre réel, et e¥ = ¢ dans I’équation ci-dessus. le

fonctions hypergéométriques a parametre g dans I'équation (4.1]) sont définis

sinhg (2) = = (€” — qe™*) ; coshy (z) = = (¢* + ge™?), (4.2)

N | —
N | —
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e —qge 2
—q; sechy = ———— (4.3)

tanh, =
Dans le présent travail, nous avons l'intention de résoudre de facon analytique le modele
unidimensionnelle I’équation de Klein - Gordon pour le potentiel de Poschl-Teller de parametre-
q pour étudier 'effet de la MDP sur les faits des spectres d’énergie et les faits sur les fonctions
d’onde correspondantes. Nous choisissons une exponentielle fonction de distribution de masse
qui permet de résoudre analytiquement de I’équation de Klein - Gordon. Nous utilisons la
généralisation paramétrique de la méthode de Nikiforov-Uvarov (NU) trouver les valeurs
propres d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes. La méthode Nikiforve - Uvarof
(NU) décrit la fagon de résoudre une équation de type Schriodinger en la transformant en
une représentation ’équation de type B hypergéométrique.
L’organisation de ce travail est la suivante. Dans la section II, nous résolvons la dimen-
sion unidimensionnelle I'équation de Klein - Gordon pour le potentiel de Poschl -Teller a

parametre q, et donner le spectre d’énergie, et les fonctions d’onde correspondantes dans le

cas d’une masse dépendant de la position. nous résumer notre conclusion a la section III.

4.1.1 Etats liés a I’équation de Klein - Gordon

L’équation de Klein - Gordon unidimensionnelle pour une particule de masse m soumise

a un potentiel scalaire V; (x), et vecteur V,, (x), lectures de potentiels (A = ¢ = 1)

d*) ()

dx?

+[[BE =V, (@) = [m = Vi (2)]] ¢ (z) = 0, (4.4)

ou F est I'énergie relativiste de la particule.

Nous préférons utiliser la fonction de masse égale a la partie vectorielle du potentiel

—2ax

m (z) = mo + 4V} (4.5)

(1+ qe‘hz)w

pour obtenir une équation type de Schrodinger exactement résolue a partir de I'équation (4.4
en l'absence de potentiel scalaire. La fonction de masse devrait également étre une distri-

bution physique, de sorte que nous restreindons dans la rangée 0 < x < oo , qui donne les
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valeurs de masse finie suivantes

m (z)

m0+2‘/0(f07nq—>1)7 $—>07

mo,

(4.6)

En effet, cette distribution correspond a la fonction du potentiel scalaire décalé dans

le probleme. Substituer avec I'équation(4.1]), et I'équation(4.5) dans 1’équation(4.4)), nous

obtenons

&>y (z)

da?

En utilisant la nouvelle variable s = ¢72%% (0 < s < 1), nous avons

+{(E—m0+8‘/0

—2ax

(1 + ge=2o7)

PP (x)  1+gs di(s) 1

ds? s(1+qs)

ds " [s(Ut+ o)

) B+ o )

~0, (4.7)

(4.8)

X {n2q2 (E2 - mg) s2+ [2772(1 (E2 — mg) + 802V, (B — mo)] s+n? (E2 — m%)}w (s),

ot n? = 1/4a?, nous obtenons le jeu de parametres

(€3]

(6%}

a3

Oy

(67

(67

Q7

Qg

Qg

Q10

11

12

Q13

&3
2 1,
51+Q52+Qf3+_q

4
1+24/¢,

—2q +2 (\/51 + @€y + ¢*§5 + iq2 - qx/@)

Vés,

g— (\/51+Q§2+Q2§3+EQQ—Q\/§_3>
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ou

~& = n*¢* (B —mj)
& = 20°q (B —md) + 8n°Vo (E —my)

& = 0 (5 )

et nous déduisons les parametres requis pour la méthode

n(s) = s { :

1 1
ZQQ - 261\/772 (m§ — E?) [8‘/077261 (E —mqg) + ZQQ] s

1

= [20°a (B" = mg) — 2\/ 0 (mf — E?) [8‘/0772q (E —mo) + Zq?} s (4.10)
i (E2 _ mg)}l/z
1
k= 2\/772 (mg — E?) [81/0772(1 (E—mg) + ZqQ} , (4.11)
1
T(s) = 1-—2gs—2{ \/8%ﬂ2Q(E —mo) + 10° = q\/n* (m§ — E?)| s
—\/7? (m§ — E?)} (4.12)
Nous devons savoir A et A,
1
A= —2\/772 (m§ — E?) {8%77261 (E —mo) + fo] +7'(s), (4.13)
1

An = —n [—Qq — 2\/8%7}%] (E—mgp) + 1q2 + 2qy/n? (M2 — E?)

—qn (n —1), (4.14)

pour obtenir I’équation de valeur propre pour les spectres d’énergie du potentiel de Poschl
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- Teller de parametre-q comme

1 1 2V, 1
“mi B -+ 2 (B mg) =nt 4.15
RVAKC + 4+q0z2( mo) n+2, (4.15)

ce qui donne deux solutions indépendantes correspondant aux états des particules et des

antiparticules. Ce ’équation donne F = +mqy pour le cas de masse constante lorsque le
potentiel s’annule. Les fonctions propres non normalisées correspondantes sont obtenues en

fonction des fonctions suivantes

p(s) =5 P (m§—122) (1+ qs)fQV gV (B-mo)+3, (4.16)

(o PA5) 2/ S5 )

Un (8) = Py (14 2gs), (4.17)
et
6 (s) = sV (=) (1 4 gg) T2V Vo (Emmo ) (4.18)
comme

v, (s) =« S\/W(l +q8)_%_\/m

n

2y/n2(mE—E2%),—2,/2Von2(E—mo)+3
><Pn( Vo (md= )=y Vert (B-mor+ ) (14 2¢s). (4.19)

ou an est une constante de normalisation. Les fonctions propres dépendent
le polynomes de Jacobi pleP (). Le comportement asymptotique de la fonction d’onde

pourrait étre donné dans limites s — 0 comme

Uy (8) — 0, (4.20)

I'(a+n+1)

I (iTa) et nous écrivons la fonction d’onde pour s — 0 comme

parce que P (1) =
Uy (8) ~ PY P (14 29) (4.21)

ou une solution physique peut étre obtenue seulement pour —1 < g < 1.
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4.2 Résolution de I’équation de Klein - Gordon avec
un potentiel de Hulthén

Dans la section I, nous résolvons la partie radiale de I’équation Klein - Gordon en utilisant
une approximation pour le terme centrifuge, et calculer les valeurs propres d’énergie des états
liés et les fonctions propres correspondantes. Les valeurs propres de I’énergie et les fonctions
propres correspondantes du modele unidimensionnel de ’équation Klein - Gordon avec le
potentiel de parametre-q est analytiquement obtenue dans le formalisme de masse dépendant
de la position. La généralisation paramétrique de la méthode de Nikiforov-Uvarov est utilisé

dans les calcules en choisissant une distribution de masse.[15]

4.2.1 Proceéder Nikiforov-Uvarov et 1’états liés

La partie radiale de 1’équation Klien - Gordon se lit

{% i+ hjCQ [m?ct — (E_U)Q]}¢(r) =0, (0<7r<o0) (4.22)

72

ol [ est le nombre quantique du moment angulaire, E est 1’énergie de la particule, ¢ est
le la vitesse de la lumiere.
Le potentiel Hulthén a la forme:

e T

V=Y

(4.23)

ou Vp, et f =1/a sont des parametres constants.

I’équation ne peut pas étre résolu exactement a cause du potentiel centrifuge. Donc,
il faut utiliser une approximation pour ce terme. Cette approximation peut étre considérée
comme :

Li+1) e T

— ~ L(l+1) T (4.24)

r

1. Il y a tres différentes distributions de masse sont utilisées dans la littérature, comme une
exponentielle, et quadratique des fonctions de masse, distributions de masse trigonométriques

et masse fonctions des formes m(r) = ra ou a > 0, en particulier pour les problemes
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tridimensionnels. Ici, nous préferent utiliser la masse spatialement dépendante suivante

my

mr=mo = T

(mo > my). (4.25)

Ce qui correspond & une particule de décroissance, et nous fournit une solution approx-
imative de la partie radiale de I’équation de Klien - Gordon efficace. mg et m; dans cette
distribution sont deux parametres positifs arbitraires . La fonction de masse de cette forme
nous permet de vérifier les résultats dans le limite de la masse constante.

2. Il est bien connu que ’équation de Schrodinger devrait étre reproduite dans le cas d’une
masse dépendant de la position, en raison de 1’ordre-ambigu probléeme entre I'impulsion, et
les opérateurs de masse en terme d’énergie cinétique. L’énergie cinétique terme devrait étre
écrit comme p#(x)p. Lorsque la masse dépend des coordonnées.

Le probleme d’ordre-ambiguité n’apparait pas dans le cas de 1’équation Klien - Gordon.

Substituer des équations(4.23))et(4.25]) dans I’équation(4.22)), et en utilisant 1’équation(4.24)),

nous obtenons

d? 2 e Br 1)
= l(l+1)m+w
E2+ QEX/Oﬁ — mct ¢ (r) = 0. (4.26)
2.4
+2m077_11<;4 - mic
\ L=e? (17675T)2 ),

En utilisant la transformation z = 1 — e™#" (0 < z < 1), on obtient

d2¢ <z> _ < do (Z> 1 —a?2? —ar — a2 z) =
dz? 2(1—2) dz - (2 (1 — 2)]2 [ 1 2 3] ¢ (2) =0, (4.27)

Ou
—ai = Q% (E* = 2EVp + Vg — mgc?) .

—a3 = Q? (2m0m104 +2EVy — VO2) +I1(1+1).

—a3 =Q* (Vg —mic") —1(1+1) (4.28)

et Q% = 1/B%*h*c®. Maintenant, pour appliquer la méthode Nikiforv-Uvarov (NU), nous
réécrivons équation(4.27) dans le texte de la forme suivant

¢ (z) =0. (4.29)
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ol o(z) et 7 (z) sont des polynomes de second degré, au plus, et 7 (z) est un polynéme

avec le premier degré. Nous définissons une transformation pour la fonction d’onde totale

¢(2) =e(2)¥(2). (4.30)

Ainsi équation(|4.29)) est réduit a une équation de type hypergéométrique

o (2) () +7(2)¥(2) + M (2) = 0 (4.31)

Nous définissons également la nouvelle valeur propre pour 1’équation(4.29) comme :

—1
A=\, = —nr'— %a". (n=0,1,2,..) (4.32)

ou

7(2) =7 (2) + 2mz. (4.33)

La dérivée de 7(z) doit étre négative. A (\,) est obtenu & partir d’une solution particuliere
du polynéme ¥, (z) avec le degré de n. ¥,,(z) est la fonction de type hypergéométrique dont

les solutions sont données par

b, d"

¥i(2) = " () (), (.31

ou la fonction de poids p(z) satisfait 1’équation
—lo(@)p ()] =7(2)p(2). (4.35)
D’autre part, la fonction e(z) vérifie la relation

e(2)/e(z) =7 (2) o (2). (4.36)
Comparaison de I’équation avec I’équation , nous avons

T(2)=—2 o0(2)=2(1—-2), 0(2)=—al2®— a3z —aj (4.37)

75



Le 7(z) a la forme

m(z) = o) =7 () + \/(M> —0'(2) + ko (2) (4.38)

1 1 1 1
W(z)za(l—z)ﬂ:\/(z—ka%—k‘) z2+(a§+k§)z+a§+z, (4.39)

La constante k est déterminée en imposant une condition telle que le discriminant sous
la racine carrée devrait étre zéro. Les racines de k sont ki o = —a3 — 2a3 £ Ay/1 + 4a3,.
En substituant ces valeurs dans 1’équation (4.39)), on obtient 7 (2)

7(2)(k—k)==-(1-2)% (A— i—i—ag)z— i—i—ag, (4.40)

N —

et
m(2) (k — ky) =

N | —

- : : -
(1—2)+ (A—i— Z—i—ag)z— Z—I—ag, (4.41)

On calcule maintenant le polynome 7 (z) de 7(z) tel que sa dérivée par rapport a z doit étre

négatif. Nous prenons donc le premier choix

1 1
T(z)=1-2 §+a§—2<A—\/Z+a§+1>z. (4.42)

La constante A = k + 7 (z) devient :

1 1
/\:—a§—2a§+A\/1+4a§—§—<A— Z+a§>, (4.43)

et ’équation(4.32)) nous donne

1
)\n:2n<A—\/Z+a§+1>+n2—n (4.44)

Substituer les valeurs des parametres donnés par ’équation(4.28)), et en définissant \ = \,,,
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on peut trouver les valeurs propres d’énergie comme

Vo 1 .
E, = 2 —9
nl 5 T 10? (N2+4Q2V62){8Q mac* (my — 2mo)

+N[16Q* (Vy — mic?) (mic* — dmomac® + dmic* — V)

+8Q*N? (2mic* — 2momuc* + mict — Vi) — N42Y, (4.45)

ou
N=02n+1)+/1+4d}. (4.46)

Nous voyons que les niveaux d’énergie pour les particules et les antiparticules sont symétriques,
et le sol I’énergie de I'état est différente de zéro.
Nous obtenons les fonctions propres également d’énergie pour le cas de masse constante

pour les états s

_ Vo ) m2c? 1
Em=0 — 2 4+ N 0 — 4.47
n,l=0 2 \/4@2‘/02 + ]VQ 16Q2 ) ( )

ou
N'=(2n+1) 4 /1 — 4Q2V2. (4.48)

C’est le méme résultat avec ceux de la littérature pour ¢ = 1. Maintenant, trouvons les
fonctions propres. Nous calculons d’abord la fonction de poids & partir des équations(4.33)

et (4.39))
p(z) = VIR (1 = 4 (4.49)

et les fonctions d’onde deviennent

b, (2) = by, d" |:Zn+\/1+4a§ (1— Z)n+2A . (4.50)

2V (1 - )24 dz"

ol b, est une constante de normalisation. Les solutions polynomiales peuvent étre écrites en

termes de les polynomes de Jacobi

a?,2A
oo () =PV o oas 1 a2 s 1 (4.51)

D’autre part, autre partie de la fonction d’onde est obtenue a partir de 1’équation (|4.36))

comime

C(2) = 22 [HVAT3] (4 (4.52)
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Ainsi, les fonctions propres totales prennent..

b (2) = by(1 — o)A 3V p(ViFEd2a) |y ) (4.53)

n

ou b, est la nouvelle constante de normalisation. Fonction d’onde totale pour le cas de masse

constante pour tout étatl

et o \/14+4a2 24
G0 (2) = B(1 — 2) ¥ V1) plVrii) (1—22). (4.54)
Les parametres pour ce cas sont donnés par A'= /a2 + a2 + a?, et
ai = i, (4.55)

a; = 4Q4Q*Vo (Vo — E) —1(1+1),

a2 = —QVZ+I(+1).

Nous avons résolu analytiquement 1’équation de Klein - Gordon pour le potentiel Poschl
- Teller parametre-q dans une dimension dans le cas d’une fonction de masse dépendant de la
position. Nous obtenons une fonction propre de ’énergie, qui donne des états de particule et
d’antiparticule, en utilisant le paramétrique généralisation de la méthode Nikiforov-Uvarov,
et obtenir les fonctions propres correspondantes en termes de Polynomes de Jacobi. Nous
étudions également les spectres d’énergie pour le cas ol la masse est constante et les dispari-
tions potentielles. Enfin, nous donnons le comportement de la fonction d’onde correspondante
a zéro.
Nous avons obtenu une solution approximative de la partie radiale de I’équation de Klein
- Gordon de masse effective pour le potentiel d’Hulthén dans le cadre d’une approximation
du terme centrifuge pour toutes les valeurs [. Nous avons obtenu les spectres d’énergie et
la partie radiale correspondante des fonctions d’onde en appliquant la méthode Nikiforov-
Uvarov. Nous avons trouvé un véritable spectre d’énergie pour le potentiel Hulthén dans
le cas PDM. Pour vérifier nos résultats, nous avons également calculé les valeurs propres
d’énergie et les fonctions propres de la particule et des antiparticules dans le cas de limite
de masse constante pour les ondes s, et vu que les résultats sont compatibles avec ceux de

la littérature.
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Conclusion

Le but essentiel de ce mémoire est la résolution de ’équation de Klein-Gordon par la
méthode de Nikiforov-Uvarov pour des systemes a masses dépendent de la position. Pour
cela nous avons rappelé les propriétés des équations de Klein-Gordon et de Dirac. Nous
avons ensuite présenté la méthode de résolution de Nikiforov-Uvarov d’'une EDO du second
ordre. Comme illustration de la méthode NU nous avons choisi le cas de la résolution de
I’équation de Klein-Gordon et de celle de Schrodinger pour un champ coulombien. Par la
suite on s’est intéressé aux propriétés fondamentales d’un systéme quantique dont la masse
varie en fonction de la position, en particuliers les problemes liés au choix des parametres
d’ambiguité contenus dans ’hamiltonien effectif. Tout cela nous a permis de finalement
aborder la résolution via la méthode NU de I’équation de Klein-Gordon pour deux potentiels
physiques d’une grande importance et aussi avec des masses dépendant de la position. 1l
s’est agi des potentiels de Poschl - Teller g-déformé et du potentiel de Hulthén. Les spectre
d’énergie ainsi que les fonctions d’onde propres pour ces deux systemes ont été finalement

présentés.
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