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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire, nous étudions les nombres de Fibonacci et de Lucas, leurs propriétés et
les relations entre ces deux nombres. Nous présentons aussi les généralisations des nombres
de Fibonacci. Tous ses résultats et les propriétés fondamentales sont les manipulations de la
fonction génératrice et la matrice associée, d’ailleurs c’est ce qu’a été clairement concrétisé
dans cette étude.

A la fin de ce mémoire des exemples d’application étaient le fruit de ce travail.
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INTRODUCTION

La suite de Fibonacci est l’une des suites mathématiques les plus connues, c’est le ma-
thématicien français Edourd Lucas (1842− 1891) qui l’a nommé suite de Fibonacci en 1877,
découverte initialement par Leonardo Fibonacci en 1202, elle peut être considérée comme
étant le premier modèle mathématique en dynamique des populations ! En effet, elle décrit
la croissance d’une population de lapins sous des axiomes idéaux, c-à-dire : si on a un couple
de lapins pour le premier mois. Le deuxième mois, on n’a toujours que ce même couple,
mais en troisième mois on a déjà 2 couples, puis 3 couples, le quatrième mois sera 5 couples
et ainsi de suite, autrement dit chaque couple de lapins, engendre chaque mois un nouveau
couple de lapins, et ce indéfiniment, la croissance de cette population est décrit par la suite
de Fibonacci, d’ailleurs c’est ce qu’a était présenté dans cette étude.

Dans le même contexte dans ce premier chapitre nous avons donné quelques définitions
élémentaires à savoir : les coefficients binomiaux, les fonctions génératrices, les suites de ré-
currences linéaires ainsi que le triangle de Pascal.

Pour le deuxième chapitre, il a été consacré aux définitions des suites classiques, appelée
de Fibonacci et Lucas et les relations entre ces deux types de suites de même pour ce qui
est de la relation entre le fameux triangle de Pascal et les nombres de Fibonacci.

Pour ce qui est du troisième chapitre on s’est intéressé à l’étude des polynômes de Fi-
bonacci qui ne sont qu’une généralisation des nombres de Fibonacci, et leurs propriétés
analytique ainsi que les polynômes de Lucas classiques.

En fin de compte et pour le dernier chapitre, nous mettons en évidence que cette étude
comporte plusieurs domaines d’application, ou nous citons à titre d’exemple l’approximation
polynomiale, la résolution des équations algébriques et des équations à drivée partielle.
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CHAPITRE 1

DÉFINITIONS ÉLÉMENTAIRES

L’objectif de ce chapitre est de présenter et fixer les notations de certains outils analy-
tiques dont nous aurons besoin au long de ce document.

Dans ce chapitre, nous citons les définitions élémentaires des coefficients binomiaux, fonctions
génératrices, triangle de Pascal, suites récurrentes linéaires d’ordre deux, nombre d’or, va-
leurs propres et vecteurs propres, ainsi que des polynômes de Tchebychev. Pour des notions
plus précises voir [1, 5, 7, 9].

1.1 Coefficients binomiaux

Le coefficient binomial, noté
(
n
k

)
, est défini pour tous entiers n et k (0 ≤ k ≤ n) par

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
,

avec la convention
(
n
k

)
= 0 pour k ≤ 0 ou k ≥ n.

Le coefficient
(
n
k

)
peut être interprété comme le nombre de façons de choisir k éléments

parmis n.
Ces coefficients apparaissent dans le développement de (a + b)n, appelé relation du binôme
de Newton, ou a et b sont des nombres réels ou complexes.

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k ,

et satisfont une relation de récurrence à trois tèrmes(
n
k

)
=

(
n− 1
k − 1

)
+

(
n− k
k

)
. (1.1)
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1.2. Fonctions génératrices 1. Définitions élémentaires

A partir de la relation récurrente (1.1) nous pouvons construire le triangle de Pascal
(n = 10, k = 10).
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Ce triangle satisfait plusieurs propriétés, par exemple, on remarque que les lignes du
triangle sont symétrique i.e (

n
k

)
=

(
n

n− k

)
.

Autres propriétés.

Pour tous entiers n et k, on a

•
(
n
k

)
=
n

k

(
n− 1
k − 1

)
, k 6= 0.

•
n∑
k=0

(
n
k

)
= 2n.

•
n∑
k=0

(
n
k

)(
k
m

)
=

(
n
m

)
2n−m.

•
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
= 0 n > 0.

•
r∑

k=0

(
n
k

)(
m

r − k

)
=

(
n+m
r

)
.

•
n∑
k=0

(
n
k

)2

=

(
2n
n

)
.

1.2 Fonctions génératrices
Les fonctions génératrices forment un lien entre l’analyse mathématique des fonctions à

valeurs réelles et les problèmes portant sur les séquences, utiliser les fonctions génératrices
pour résoudre des récurrences et des problèmes de dénombrement d’ ensembles. En 1718, le
mathématicien français Abraham De Moivre(1667−1754) a utilisé les fonctions génératrices
afin de résoudre la relation de récurrence de Fibonacci.

Notons que le polynôme 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 peut être écrit (x6 − 1)(x − 1) par
la méthode de la division euclidiènne, dont la suite des coefficients 1, 1, 1, 1, 1, 1 présente les
coefficients de la fonction génératrice de ce polynôme.
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1.2. Fonctions génératrices 1. Définitions élémentaires

De manière plus générale, nous donnons les définitions suivantes :

1.2.1 Fonction génératrice ordinaire

Définition 1.2.1. Soient n un entier naturel et (an)n≥0 une suite de nombres complexes.
On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite (an)n≥0, la fonction

G(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + .... =
+∞∑
n=0

anx
n.

Exemple 1. G(x) = 1 + 2x + ... + (n + 1)xn + ... est la fonction génératrice de la suite
1, 2, 3, 4, ...

L’addition de deux fonctions génératrices ordinaires est définie par

F (x) +G(x) =
+∞∑
n=0

(an + bn)xn,

où

F (x) =
+∞∑
n=0

anx
n, et G(x) =

+∞∑
n=0

bnx
n, n ∈ N.

Le produit de deux fonctions génératrices ordinaires est défini par

F (x)G(x) =
+∞∑
n=0

cnx
n,

où

cn =
n∑
k=0

akbn−k.

La dérivée d’une fonction génératrice est donnée par

F ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1.

Deux fonctions génératrices F (x) =
∞∑
n=0

anx
n et G(x) =

∞∑
n=0

bnx
n sont égales si

an = bn, pour n ≥ 0.

Exemple 2.

1(
1− x

)2 =
1

1− x
.

1

1− x

=
( ∞∑
n=0

xn
)( ∞∑

n=0

xn
)

=
∞∑
n=0

( n∑
k=0

1× 1xn
)

=
∞∑
n=0

(n+ 1)xn

= 1 + 2x+ 3x2 + ...+ (n+ 1)xn + ...

4



1.2. Fonctions génératrices 1. Définitions élémentaires

et on a

1(
1− x

)3 =
1

1− x
.

1(
1− x

)2
=

( ∞∑
n=0

xn
)( ∞∑

n=0

(n+ 1)xn
)

=
∞∑
n=0

( n∑
k=0

1.(n+ 1− k)
)
xn

=
∞∑
n=0

(
1 + 2 + 3 + ...+ (n+ 1)

)
xn

=
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2
xn

= 1 + 3x+ 6x2 + 10x3 + ...

Exemple 3.
Pour trouver une fonction génératrice ordinaire de la suite (an) = (n2), on a

F (x) =
+∞∑
n=0

xn =
1

1− x
,

alors, la dérivée de F (x) est

F ′(x) =
+∞∑
n=1

nxn−1,

ce qui donne

xF ′(x) =
+∞∑
n=1

nxn =
+∞∑
n=0

nxn,

donc (
xF ′(x)

)′
=

+∞∑
n=1

n2xn−1.

En multipliant l’identité précédente par x, on trouve

x
(
xF ′(x)

)′
=

+∞∑
n=0

n2xn,

donc
x
(
xF ′(x)

)′
= x

(
x
( 1

1− x

)′)′
=
x(1 + x)

(1− x)3
,

et on obtient la fonction génératrice de la suite (n2)n≥0

∞∑
n=0

n2xn =
x(1 + x)

(1− x)3
.
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1.3. Suites récurrentes linéaires d’ordre deux 1. Définitions élémentaires

1.2.2 Fonction génératrice exponentielle

Définition 1.2.2. Soient n un entier naturel et (an)n≥0 une suite de nombres complexes. On
appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (an)n≥0, la fonction

x 7→
∑
n≥0

an
xn

n!
.

Soient F (x) =
∞∑
n=0

an
xn

n!
et G(x) =

∞∑
n=0

bn
xn

n!
, n ∈ N.

L’addition de deux fonctions génératrices exponentielles est définie par

F (x) +G(x) =
∞∑
n=0

(an + bn)
xn

n!
.

Le produit de deux fonctions génératrices exponentielles est défini par

F (x)G(x) =
∞∑
n=0

cn
xn

n!
,

où

cn =
n∑
k=0

(
n
k

)
anbn−k.

Fonctions génératrices usuelles

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn; exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!

1

1− x
=
∞∑
n=0

xn;
1

1− λx
=
∞∑
n=0

λnxn

x

(1− x)2
=
∞∑
n=0

nxn;
x2

(1− x)3
=
∞∑
n=0

(
n
2

)
xn

1

(1− x)α+1
=
∞∑
n=0

(
n+ α
n

)
xn;

xm

(1− x)m+1
=

∞∑
n=m

(
n
m

)
xn

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n!
xn; ln(

1

1− x
) =

∞∑
n=0

xn

n

1.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre deux
Notons par A(N,K), l’espace vectoriel formé des suites à valeurs dans un corps commu-

tatif K, avec K = R ou C.

Définition 1.3.1. On appelle suite récurrente linéaire, toute suite Vn ∈ A(N,K) définie par
ses deux valeurs initiales V0 et V1 et la relation de récurrence

Vn+2 − cVn+1 − dVn = f(n), (c, d) ∈ K2

avec f(n) est une application de N dans K.
Lorsque f(n) = 0, la suite récurrente linéaire est dite homogène.
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1.3. Suites récurrentes linéaires d’ordre deux 1. Définitions élémentaires

Théorème 1.3.1. Soit (c, d) ∈ C×C∗, l’ensemble H des suites (Vn)n≥0 vérifiant la relation

Vn = cVn−1 + dVn−2 (n ≥ 2),

est un sous−espace vectoriel de A(N,K) de dimension deux.

L’équation caractéristique associée à toute suite appartenant à H est

r2 − cr − d = 0 et r ∈ C. (1.2)

Si cette équation admet deux racines distinctes r1 et r2, alors : une base deH est
(
(rn1 )n≥0, (r

n
2 )n≥0

)
.

Dans ce cas, toute suite (Vn)n≥0 de H s’écrit

Vn = λrn1 + µrn2 ,

où λ et µ vérifient les conditions

V0 = λ+ µ et V1 = λr1 + µr2.

Ces deux dernières relations permettent de déterminer λ et µ :

λ =
V0r2 − V1
r2 − r1

et µ =
V0r1 − V1
r1 − r2

.

La série génératrice exponentielle de la suite (Vn)n≥0 s’écrit

GV (x) =
∞∑
n=0

Vn
xn

n!

= λer1x + µer2x

=
(V0r2 − V1)er1x − (V0r1 − V1)er2x

r2 − r1

Si l’équation caractéristique (1, 2) admet une racine double r1 = r2 =
c

2
, alors, une base de

H est
(

((
c

2
)n)n≥0, ((

c

2
)n)n≥0

)
.

Dans ce cas, toute suite (Vn)n≥0 de H s’écrit

Vn =
(
λn+ µ

)( c
2

)n
,

où λ et µ vérifient les conditions

V0 = µ et V1 =
(
λ+ µ

) c
2
.

La série génératrice exponentielle de la suite (Vn)n≥0 s’écrit

GV (x) =
(

(V1 − V0
c

2
)x+ V0

)
e

c
2
x.
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1.4. Nombre d’or 1. Définitions élémentaires

En effet,

GV (x) =
∞∑
n=0

Vn
xn

n!

=
∞∑
n=0

(
λn+ µ

)( c
2

)nxn
n!

=
∞∑
n=0

(
λn+ µ

)( c
2
x
)n 1

n!

= λ
∞∑
n=0

n
( c

2
x
)n 1

n!
+ µ

∞∑
n=0

( c
2
x
)n 1

n!

= λ
c

2
e

c
2
x + µe

c
2
x

=
(

(V1 − V0
c

2
)x+ V0

)
e

c
2
x.

Si l’équation caractéristique (1, 2) possède deux solutions complexes conjuguées ω et ω.

Posons r = |ω| et θ = arg ω. Dans ce cas, toute suite (Vn)n≥0 de H s’écrit

Vn = λrncos(nθ) + µrnsin(nθ), n ∈ N.

1.4 Nombre d’or
Il existe deux modes de définitions du nombre d’or, celle géométrique qui s’exprime sous

forme de proportion et celle algébrique qui définit le nombre comme l’unique racine positive
d’une équation.

Définition 1.4.1. Deux longueurs a et b (strictement positives) respectent la "proportion
d’or" si le rapport de a sur b est égal au rapport a+ b sur a

a

b
=
a+ b

a
(1.3)

Il existe une interprétation graphique de cette définition, conséquence des propriétés des
triangles semblables illustrés par la figure 1. Les segments bleus sont de longueur a et le
rouge de longueur b. Dire que la proportion définie par a et b est d’or revient à dire que
les triangles OAB et OCA sont semblables. Euclide exprime la " proportion d’or ", qu’il
appelle " extrême et moyenne raison ", de la manière suivante : " Une droite est dite coupée
en extrême et moyenne raison lorsque la droite entière est au plus grand segment comme le
plus grand segment est au plus petit."

8



1.5. Valeurs propres et vecteurs propres 1. Définitions élémentaires

figure 1.

Le rapport a
b
ne dépend pas des deux valeurs a et b, dès lors que ces deux nombres sont

en proportion d’extrême et de moyenne raison. Cela donne une nouvelle définition d’or :
L’équation (1, 3), définissant la proportion d’or, peut être écrit de la manière suivante,

obtenue en multipliant l’ égalité par a
b
.

a+ b

a
=
a

b
⇐⇒ 1 +

b

a
=
a

b
⇐⇒ a

b
+ 1 =

(a
b

)2
⇐⇒

(a
b

)2
−
(a
b

)
− 1 = 0.

Ce qui montre que la proportion d’or a
b
notée α, est une solution d’équation du second degré,

cette propriété donne la définition :

Définition 1.4.2. Le nombre d’or est l’unique solution positive de l’équation du second degré
suivante :

x2 − x− 1 = 0.

Le nombre d’or α = 1+
√
5

2
qui a une valeur approximative de 1.61803...

Notons par β = α = 1−
√
5

2
, la deuxième solution de l’équation précédente.

1.5 Valeurs propres et vecteurs propres
Soient E un K−espace vectoriel de dimension n, ϕ un endomorphisme de E et M =

(αij) sa matrice carrée associée par rapport à une certaine base B de E.

Définition 1.5.1. Un vecteur non nul x ∈ E est dit vecteur propre de ϕ si ϕ(x) appartient
au sous−espace de E engendré par x c’est à dire

x vecteure propre de ϕ⇐⇒ ∃λ ∈ K : ϕ(x) = λx.

Le scalaire λ ∈ K est dit valeur propre de ϕ et le vecteur x ∈ E est dit vecteur propre associé
à λ.

Définition 1.5.2. L’ensemble des valeurs propres de l’endomorphisme ϕ est appelé le spectre
de ϕ. Le sous−espace propre associé à λ est formé par les vecteurs propres et sera noté

Eλ = Ker(ϕ− λIdE).
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1.6. Polynômes de Tchebychev 1. Définitions élémentaires

1.5.1 Polynôme et équation caractéristique

Définition 1.5.3. Le polynôme caractéristique de ϕ est défini par

p(λ) = detB(M − λI).

Définition 1.5.4. L’équation caractéristique de l’endomorphisme ϕ est l’équation

p(λ) = detB(M − λI) = 0.

1.6 Polynômes de Tchebychev
Les polynômes de Tchebychev, nommés ainsi en l’honneur du mathématicien russe Paf-

nouti Lvovitch Tchebychev (1821−1894) sont deux suites de polynômes, notées (Tn(x))n≥0
pour les polynômes de Tchebychev de première espèce et (Un(x))n≥0 pour les polynômes de
Tchebychev de seconde espèce.

Ces polynômes sont définis par les relations

T0(x) = 1, T1(x) = x et Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), pour n ≥ 2,

U0(x) = 1, U1(x) = 2x et Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x), pour n ≥ 2.

Les premiers polynômes de Tchebychev de première espèce sont

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1.

Les premiers polynômes de Tchebychev de seconde espèce sont

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

U2(x) = 4x2 − 1

U3(x) = 3x3 − 4x

U4(x) = 16x4 − 12x2 + 1.

Le théorème suivant explique l’origine de la définition des polynômes de Tchebychev

Théorème 1.6.1. Pour tout nombre réel θ, on a

Tn

(
cos(θ)

)
= cos(nθ),

et

Un

(
cos(θ)

)
=
sin
(

(n+ 1)θ
)

sin(θ)
.
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1.6. Polynômes de Tchebychev 1. Définitions élémentaires

Propriétés des polynômes de Tchebychev de première espèce

• Pour tout entier n > 0, on a la forme explicite

Tn(x) =
n

2

bn\2c∑
k=0

(−1)k
(n− k − 1)!

k!(n− 2k)!
(2x)n−2k,

où bn \ 2c désigne la partie entière supérieure.

• La parité de Tn dépend de n.

Tn(−x) = (−1)nTn(x).

• Pour tout entier naturel n,
Tn(1) = 1.

• Pour touts entiers n,m et pour tout réel x,

Tn(Tm(x)) = Tmn(x).

• Pour tout entier n strictement positif, les n racines de Tn sont

a
(n)
k = cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, pour k ∈ {1, ..., n}.

• La fonction génératrice ordinaire de Tn est
∞∑
n=0

Tn(x)tn =
1− tx

1− 2tx+ t2
.

• La fonction génératrice exponentielle de Tn est
∞∑
n=0

Tn
xn

n!
=

1

2

(
e(x−

√
x2−1)t + e(x+

√
x2−1)t

)
.

Propriétés des polynômes de Tchebychev de seconde espèce

• Pour tout entier n > 0, on a la forme explicite

Un(x) =

bn\2c∑
k=0

(−1)k
(
n− k
k

)
(2x)n−2k.

• La parité de Un dépend de n.

Un(−x) = (−1)nUn(x).

• Pour tout entier naturel n,
Un(1) = n+ 1.

• Pour tout entier n strictement positif, les n racines de Un sont

a
(n)
k = cos

(
(kπ)

n+ 1

)
, pour k ∈ {1, ..., n}.

• La fonction génératrice ordinaire de Un est
∞∑
n=0

Un(x)tn =
1

1− 2tx+ t2
.
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CHAPITRE 2

LES SUITES DE FIBONACCI CLASSIQUES

2.1 Suite des nombres de Fibonacci
La suite de Fibonacci est une suite d’entier dans laquelle chaque terme est la somme

des deux termes qui le précédent. Elle commence généralement par les termes 0 et 1 et ses
premiers termes sont :

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

Elle doit son nom à Leonardo Fibonacci qui, dans un problème récréatif posé dans
l’ouvrage Liber abaci publié en 1202, décrit la croissance d’une population de lapins : "un
homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous les cotés par un mur. combien
de couples obtient−on en un an si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple
à compter du troisième mois de son existence ?". Les résultats de ce chapitre sont extraites
des ouvrages [9].

2.1.1 Formule de récurrence

Définition 2.1.1. La suite de Fibonacci, notée (Fn)n≥0, est définie par les valeurs initiales

F0 = 0, F1 = 1,

et par la relation de récurrence suivante :

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2. (2.1)

2.1.2 Fonction génératrice

Théorème 2.1.1. Soit (Fn)n≥0 la suite de Fibonacci, alors la fonction génératrice ordinaire
de la suite de Fibonacci est

∞∑
n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2
. (2.2)

Démonstration. La relation de récurrence (2.1), donne :

∞∑
n=2

Fnx
n =

∞∑
n=2

Fn−1x
n +

∞∑
n=2

Fn−2x
n,
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

donc
∞∑
n=0

Fnx
n − F0 − xF1 = x

∞∑
n=2

Fn−1x
n−1 + x2

∞∑
n=2

Fn−2x
n−2.

Par un changement de variable d’indice, on obtient
∞∑
n=0

Fnx
n − F0 − xF1 = x

∞∑
n=0

Fnx
n − F0 + x2

∞∑
n=0

Fnx
n,

d’ou
∞∑
n=0

Fnx
n = x+ x

∞∑
n=0

Fnx
n + x2

∞∑
n=0

Fnx
n,

ce qui nous donne
∞∑
n=0

Fnx
n =

x

1− x− x2
.

2.1.3 Forme de Binet

La forme de Binet est une formule explicite s’écrit en fonction des racines de l’équation
caractéristique associée à la relation de récurrence.

Théorème 2.1.2. La forme de Binet de la suite de Fibonacci Fn est

Fn =
αn − βn

α− β
, (2.3)

où

α =
1 +
√

5

2
et β =

1−
√

5

2
.

α et β sont les racines de l’équation caractéristique x2 − x− 1 = 0 associée à la relation
de récurrence (2.1).

Démonstration. Notons par G(x), la fonction génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci,
alors

G(x) =
∞∑
n=0

Fnx
n

=
x

1− x− x2

=
1√
5

(
1

1− αx
− 1

1− βx

)
ce qui est équivalent à

√
5G(x) =

1

1− αx
− 1

1− βx

=
∞∑
n=0

αnxn −
∞∑
n=0

βnxn

=
∞∑
n=0

(
αn − βn

)
xn,
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

et donc

G(x) =
∞∑
n=0

αn − βn√
5

xn.

L’égalité de deux fonctions génératrices, donne

Fn =
αn − βn√

5
=
αn − βn

α− β
,

d’ou la forme de Binet de Fn.

Autre méthode.

Comme la suite de Fibonacci est linéairement récurrente d’ordre 2, son équation carac-
téristique est une équation du second degré

x2 − x− 1 = 0,

dont les deux solutions sont :

x1 = α =
1 +
√

5

2
et x2 = β = − 1

α
=

1−
√

5

2
,

où α est le nombre d’or.

Les suites (αn)n≥0 et (βn)n≥0 engendrent alors l’espace vectoriel des suites vérifient

Vn+2 = Vn+1 + Vn.

Il en résulte que :

Fn = λαn + µβn

où λ et µ sont des constantes à déterminer à partir de F0 et F1.
Les conditions initiales F0 et F1 conduisent au système suivant : λ+ µ = 0

λ− µ =
2√
5

ce qui donne

λ =
1√
5

et µ = − 1√
5

=
1−
√

5

2
.

Nous obtenons finalement l’expression fonctionnelle recherchée, qui porte le nom de formule
de Binet :

Fn =
1√
5

(αn − βn) avec α =
1 +
√

5

2
et β =

−1

α
.

Corollaire 2.1.1. (Limite des quotients) On a la limite suivante

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= α.

et plus généralement, on a

lim
n→∞

Fn
Fn−r

= αr.
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

Démonstration. D’après la formule de Binet (2.3), on a :

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= lim

n→∞

αn+1 − βn+1

α− β
αn − βn

α− β

= lim
n→∞

αn+1
(

1−
(β
α

)n+1)
αn
(

1−
(β
α

)n)
= lim

n→∞

α
(

1−
(β
α

)n+1)
(

1−
(β
α

)n) ,

et puisque |β| < α, alors

lim
n→∞

(β
α

)n
= 0,

ce qui résulte

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= α.

En général, on peut écrire lim
n→∞

Fn
Fn−r

= lim
n→∞

Fn
Fn−1

Fn−1
Fn−2

...
Fn−r+1

Fn−r
= αr.

Corollaire 2.1.2. La suite (Fm+n) est caractérisée par la fonction génératrice ordinaire
suivante :

∞∑
n=0

Fm+nx
n =

Fm + Fm−1x

1− x− x2
.

Démonstration. La forme de Binet de Fm+n, donne

∞∑
n=0

Fm+nx
n =

∞∑
n=0

αm+n − βm+n

α− β
xn

=
1

α− β

(
αm

∞∑
n=0

αnxn − βm
∞∑
n=0

βnxn
)

=
1

α− β

( αm

1− αx
− βm

1− βx

)
=

(
αm − βm

)
+
(
αm−1 − βm−1

)
x(

α− β
)(

1− αx
)(

1− βx
)

=
Fm + Fm−1x

1− x− x2
,

d’ou le résultat.
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

2.1.4 Les identités combinatoires

Les nombres de Fibonacci répondent à de nombreuses identités découvertes au cours des
siècles. Dans ce chapitre, nous explorons plusieurs de ces identités fondamentales.

Plusieurs auteurs utilisent les deux racines de l’équation caractéristique dans les preuve
de Fibonacci.
En effet, on remarque par exemple qu’on a

α + β = 1, α− β =
√

5, α.β = −1, α2 = 1 + α, β2 = 1 + β. (2.4)

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence qu’on a la propriété remarquable sui-
vante

αn = αFn + Fn−1, ∀n ≥ 1.

Nous commençons par remarque que si on multiplie l’avant dernière et la dernière égalité
dans (2, 4) par α et β, on trouve α3 = 2α + 1 et β3 = 2β + 1. Ainsi, la formule de binôme
nous donne

α3n =
n∑
k=0

(
n
k

)(
2α
)k

et β3n =
n∑
k=0

(
n
k

)(
2β
)k
.

Maintenant, la soustraction des deux sommes précédentes nous donne

F3n =
n∑
k=0

2k
(
n
k

)
Fk.

Les identités suivantes à une application pour la théorie des graphes.

Théorème 2.1.3. La somme des n premiers termes de nombres de Fibonacci est donnée
par

n∑
k=1

Fk = Fn+2 − 1.

Démonstration. En utilisant la relation de récurrence de la suite de Fibonacci (2.1), on trouve

F1 = F3 − F2

F2 = F4 − F3

F3 = F5 − F4

.

.

.

Fn−1 = Fn+1 − Fn
Fn = Fn+2 − Fn+1

En sommant terme à terme de deux côtés, on obtient

n∑
k=1

Fk = Fn+2 − F2 = Fn+2 − 1.
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

Exemple 4.

20∑
k=0

Fk = F22 − 1 = 17711− 1 = 17710.

Théorème 2.1.4. La somme des n premiers termes impairs de nombres de Fibonacci est
donnée par

n∑
k=1

F2k−1 = F2n.

Démonstration. La relation de récurrence de la suite de Fibonacci (2.1), donne

F1 = F2 − F0

F3 = F4 − F2

F5 = F6 − F4

.

.

.

F2n−3 = F2n−2 − F2n−4

F2n−1 = F2n − F2n−2

En prenant la somme entre 1 et n, on obtient
n∑
k=1

F2k−1 = F2n − F0,

et comme F0 = 0, alors
n∑
k=1

F2k−1 = F2n,

donc la propriété est démontrée.

Exemple 5.

10∑
k=1

F2k−1 = F20 = 6765.

Corollaire 2.1.3. La somme des n consécutifs premiers termes pairs de la suite de Fibonacci
est donnée par

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

F2k = F2n+1 − 1.

Démonstration. D’après la relation de récurrence (2.1) et les théorèmes (2.1.3) et (2.1.4), on
trouve

n∑
k=1

F2k =
2n∑
k=1

Fk −
n∑
k=1

F2k−1

= (F2n+2 − 1)− F2n

= F2n+1 − 1
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

Théorème 2.1.5. La somme des carrés des n premiers nombres de Fibonacci se simplifie

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

F 2
k = FnFn+1. (2.5)

Démonstration. Par récurrence. Pour n = 1, on a

1∑
k=1

F 2
k = F 2

1 = 1 = 1× 1 = F1F2,

donc l’identité (2.5) est vraie lorsque n = 1. On suppose que (2.5) est vraie pour n, et on
montre pour n+ 1. Donc

n+1∑
k=1

F 2
k =

n∑
k=1

F 2
k + F 2

n+1

= FnFn+1 + F 2
n+1

= Fn+1(Fn + Fn+1),

et comme Fn+2 = Fn + Fn+1, alors la relation (2.4) est démontrée.

Exemple 6.
Pour n = 25, on a

25∑
k=1

F 2
k = F25F26 = (75025)(121393) = 9107509825.

Théorème 2.1.6. Pour tout n ≥ 0, on a

F 2
n+1 + F 2

n = F2n+1,

et pour n ≥ 1, on a
F 2
n+1 − F 2

n−1 = F2n.

Théorème 2.1.7. (L’identité de D’ocagne) Pour n, r ∈ N, on a

Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn = (−1)nFr.

Démonstration. Posons

un = Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn, pour n ≥ 0.

Tout d’abord, pour n = 0, on a

u0 = FrF1 − Fr+1F0 = Fr,

et pour n ≥ 0, on a

un+1 = Fn+r+1Fn+2 − Fn+r+2Fn+1

= Fn+r+1

(
Fn+1 + Fn

)
−
(
Fn+r+1 + Fn+r

)
Fn+1

= Fn+r+1Fn+1 + Fn+r+1Fn − Fn+r+1Fn+1 − Fn+rFn+1

= Fn+r+1Fn − Fn+rFn+1

= −un.

18



2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

La suite (un)n≥0 est donc géométrique de premier terme u0 = Fr et de raison −1.

Il en découle un = (−1)nFr pour tout n ≥ 0, c’ est-à-dire

Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn = (−1)nFr.

Théorème 2.1.8. (L’identité de Catalan ) Pour tout n, r ∈ N, on a

F 2
n − Fn+rFn−r = (−1)n−rF 2

r .

Démonstration. Par la forme de Binet (2.3), pour n, r ∈ N, on obtient

F 2
n − Fn+rFn−r =

(αn − βn
α− β

)2
−
(αn+r − βn+r

α− β

)(αn−r − βn−r
α− β

)
=

(αn − βn
α− β

)2
−
(α2n − αn+rβn−r − βn+rαn−r + β2n

(α− β)2

)
=

1

(α− β)2

(
α2n − β2n − 2(αβ)n − α2n + αn+rβn−r + βn+rαn−r + β

)2)
=

1

(α− β)2

(
− 2(αβ)n + αn+rβn−r + βn+rαn−r

)
=

(αβ)n

(α− β)2

(
− 2 + αrβ−r + βrα−r

)
=

(αβ)n

(α− β)2

(
− 2 +

αr

βr
+
βr

αr

)
=

(αβ)n

(α− β)2
(αr − βr)2

(αβ)r

= (αβ)n−r
(αr − βr
α− β

)2
= (−1)n−rF 2

r . (car αβ = 1)

Ce qui nous donne le résultat.

Nous obtenons le résultat suivant comme conséquence de théorème 2.1.7, en prenant
r = 1.

Corollaire 2.1.4. ( L’identité de Cassini) Pour tout n ≥ 1, on a

Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n.

Théorème 2.1.9. (L’identité de Johnson ) Soient k, l,m, n et r ∈ N, tels que k + l =
m+ n, alors

FkFl − FmFn = (−1)r
(
Fk−rFl−r − Fm−rFn−r

)
.

Démonstration. Soient k, l,m, n et r ∈ N, tels que k + l = m + n. D’après la formule (2.3),
d’une part, on a

FkFl − FmFn =
(αk − βk
α− β

)(αl − βl
α− β

)
−
(αm − βm

α− β

)(αn − βn
α− β

)
=

1

(α− β)2

(
αk+l − βlαk − βkαl + βk+l − αm+n − βnαm − βmαn + βm+n

)
=

1

(α− β)2

(
− βlαk − βkαl + βnαm + βmαn

)
,
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

et d’autre part

(1)r
(
Fk−rFl−r − Fm−rFn−r

)
= (−1)r

[(αk−r − βk−r
α− β

)(αl−r − βl−r
α− β

))
−

(αm−r − βm−r
α− β

)(αn−r − βn−r
α− β

)]
=

(αβ)r

(α− β)2

[
− βl−rαk−r − βk−rαl−r + βn−rαm−r + βm−rαn−r

]
=

1

(α− β)2

(
− βlαk − βkαl + βnαm + βmαn

)
= FkFl − FmFn.

Donc, on a la résultat suivant

FkFl − FmFn = (−1)r(Fk−rFl−r − Fm−rFn−r).

2.1.5 Relation entre le triangle de Pascal et les nombres de Fibo-
nacci

Les nombres de Fibonacci sont liés au triangle de Pascal par la figure 2. La somme des
diagonales montantes du triangle de Pascal forme la suite de Fibonacci.

figure 2.

2.1.6 La suite de Fibonacci d’indice négatif

En général, on n’étudie pas les nombres de Fibonacci pour des valeures négatives de n,
bien que la formule de récurrence les définisse aussi de proche en proche :

Fn = Fn+2 − Fn+1. (2.6)
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

Donc autour de 0, la suite est :..., 5,−3, 2,−1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...
On remarque sur ces premières valeurs que :{

F−n = −Fn, si n est pair
F−n = Fn, si n est impair

De manière plus générale, on donne la formule de la suite de Fibonacci pour les nombres
négatifs :

F−n = (−1)n+1Fn.

2.2 Suite des nombres de Lucas

2.2.1 Formule de récurrence

La suite des nombres de Lucas est, parmi les suites de Lucas, qui sont liés étroitement avec
la suite de Fibonacci, introduite par combinaison linéaire de deux nombres de Fibonacci, est
appelée suite associée ou companion. Elle est donc définie par la même relation de récurrence
linéaire mais par deux valeurs initiales différentes.

Définition 2.2.1. La suite des nombres de Lucas, notée (Ln)n≥0, est définie par la relation
de récurrence suivante :

Ln+1 = Ln + Ln−1 avec L0 = 2, L1 = 1. (2.7)

Les premier termes de la suite de Lucas sont 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, ...

Remarque. Avec les mêmes méthodes utilisées dans les démonstrations de Fibonacci, on
obtient les résultats suivants

2.2.2 Fonctions génératrices

Théorème 2.2.1. Soit (Ln)n≥0 la suite de Lucas, alors la fonction génératrice ordinaire de
la suite de Lucas est

∞∑
n=0

Lnx
n =

2− x
1− x− x2

.

Démonstration. Par le formule (2.7), et en faisant la somme sur n, on trouve
∞∑
n=2

Lnx
n =

∞∑
n=2

Ln−1x
n +

∞∑
n=2

Ln−2x
n,

alors
∞∑
n=0

Lnx
n − L0 − xL1 = x

∞∑
n=2

Ln−1x
n−1 + x2

∞∑
n=2

Ln−2x
n−2,

et par un changement de variable d’indice n, on obtient
∞∑
n=0

Lnx
n − 2− x = x(

∞∑
n=0

Lnx
n − L0) + x2

∞∑
n=0

Lnx
n,

ce qui nous donne le résultat suivant

(1− x− x2)
∞∑
n=0

Lnx
n = 2− x.
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

2.2.3 Forme de Binet

Le terme général Ln de la suite de Lucas s’exprime en fonction du nombre d’or α par la
formule de Binet dans le théorème suivant, analogue à la formule de Binet pour les nombres
de Fibonacci.

Théorème 2.2.2. La suite (Ln)n≥0 est donnée par la forme de Binet

Ln = αn + βn. (2.8)

Démonstration. En utilisant les propriétés de la fonction génératrice et par le théorème 2.2.1,
on trouve

∞∑
n=0

(
αn + βn

)
xn =

∞∑
n=0

αnxn +
∞∑
n=0

βnxn

=
1

1− αx
+

1

1− βx

=
2− (α + β)x

(1− αx)(1− βx)

=
2− x

1− x− x2

=
∞∑
n=0

Lnx
n.

Le théorème suivant donne la fonction génératrice de la suite (Lm+n)

Théorème 2.2.3. La suite (Lm+n) est caractérisée par la fonction génératrice ordinaire
suivante :

∞∑
n=0

Lm+nx
n =

Lm + Lm−1x

1− x− x2
(2.9)

Démonstration. Par la formule de Binet de Lm+n, et les propriétés de la fonction génératrice,
on trouve

∞∑
n=0

Lm+nx
n =

∞∑
n=0

(αm+n + βm+n)xn

= αm
∞∑
n=0

αnxn + βm
∞∑
n=0

βnxn

=
αm

1− αx
+

βm

1− βx

=
αm(1− βx) + βm(1− αx)

(1− αx)(1− βx)

=
(αm + βm)− (αmβx+ αβmx)

1− x− x2

=
(αm + βm)− αβ(αm−1 + βm−1)x

1− x− x2

=
(αm + βm) + (αm−1 + βm−1)x

1− x− x2

=
Lm + Lm−1x

1− x− x2
.

D’ou le résultat.
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

2.2.4 Les identités combinatoires.

Théorème 2.2.4. La somme des n premiers termes de Lucas est donnée par

n∑
k=1

Lk = Ln+2 − 3.

La somme des n premiers nombres de Lucas avec indices impairs est donnée par

n∑
k=1

L2k−1 = L2n − 2.

Démonstration. A partir de définition de la suite de Lucas (2.7), on peut écrire

Lk = Lk+1 − Lk−1 et L2k−1 = L2k − L2k−2

En prenant la somme entre 1 et n, on obtient les résultats.

Corollaire 2.2.1. Pour tout n ≥ 1, on a

n∑
k=1

L2k = L2n+1 − 1.

Démonstration. Par la formule récurrente (2.7) et en faisant la somme sur k, on obtient

2n∑
k=1

Lk =
n∑
k=1

L2k +
n∑
k=1

L2k−1,

alors
n∑
k=1

L2k =
2n∑
k=1

Lk −
n∑
k=1

L2k−1,

et d’après le théorème (2.2.4), on trouve

n∑
k=1

L2k = (L2n+2 − 3)− (L2n − 2)

= (L2n+2 − L2n)− 1

= (L2n+1 + L2n − L2n)− 1

= L2n+1 − 1.

Ce qui nous donne le résultat.

Théorème 2.2.5. Pour tout n ≥ 1, on a

n∑
k=1

L2
k = LnLn+1 − 2.

Démonstration. Par récurrence. Pour n = 1, on a

1∑
k=1

L2
k = L2

1 = 1 = 1× 3− 2 = L1L2 − 2
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

on montre pour n+ 1

n+1∑
k=1

L2
k =

n∑
k=1

L2
k + L2

n+1

= LnLn+1 + L2
n+1 − 2

= Ln+1(Ln+1 + Ln)− 2

= Ln+1Ln+2 − 2.

Théorème 2.2.6. (L’identité de Cassini) Pour n ≥ 1, on a

Ln−1Ln+1 − L2
n = 5(−1)n−1.

2.2.5 Relations entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas.

Théorème 2.2.7. 1. Pour tout n ≥ 1, on a

Ln = Fn−1 + Fn+1.

2. Pour tout n ≥ 2, on a
Fn+2 − Fn−2 = Ln.

3. Pour tout n ≥ 0, on a
F2n = FnLn.

Démonstration. 1. En utilisant la forme de Binet (2.3), on obtient

Fn−1 + Fn+1 =
αn−1 − βn−1

α− β
+
αn − βn

α− β

=

(
αn+1 + αn−1

)
−
(
βn+1 + βn−1

)
α− β

=

αn
(
α +

1

α

)
− βn

(
β +

1

β

)
α− β

et comme
1

α
= −β, alors

Fn−1 + Fn+1 =
αn(α− β) + βn(α− β)

α− β
= αn + βn

= Ln.

2. Pour n ≥ 2, on a

Fn+2 − Fn−2 = (Fn+1 − Fn)− Fn−2
= Fn+1 + (Fn−1 + Fn−2)− Fn−2
= Fn+1 + Fn−1

et comme Fn+1 + Fn−1 = Ln, on trouve

Fn+2 − Fn−2 = Ln
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

3. Les formes de Binet de Fn et de Ln, donnent le résultat.

F2n =
α2n − β2n

α− β

=

(
αn − βn

α− β

)
(αn + βn)

= FnLn.

Théorème 2.2.8. Pour tout n ≥ 1 et m ≥ 1, on a

FmLn + Fm−1Ln−1 = Lm+n−1.

Démonstration. Par la fonction génératrice de Fn et en utilisant (2.7), on obtient

∞∑
m=0

(
FmLn + Fm−1Ln−1

)
xn = Ln

∞∑
m=0

Fmx
n + Ln−1

∞∑
m=0

Fm−1x
n

= Ln
x

1− x− x2
+ Ln−1

x

1− x− x2

=
Ln−1 + (Ln − Ln−1)x

1− x− x2

=
Ln−1 + Ln−2x

1− x− x2

=
∞∑
m=0

Lm+n−1x
n

donc
FmLn + Fm−1Ln−1 = Lm+n−1.

Autres relations.

• L2
n = 5F 2

n + 4(−1)n, et ainsi la suite
(Ln
Fn

)
converge vers

√
5.

• Fn+k + (−1)kFn−k = LkFk.

• Ln+k − (−1)kLn−k = 5FkFn.

• Fn =
Ln−1 + Ln+1

5
.

Relation entre Ln, Fn et le nombre d’or.

Théorème 2.2.9. La relation entre Ln, Fn et α est donnée par

αn =
Ln + Fn

√
5

2
, βn =

Ln − Fn
√

5

2
.

Démonstration. Les formes de Binet de Fn et de Ln, donnent directement les résultats.
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CHAPITRE 3

LES POLYNÔMES DE FIBONACCI

Dans ce chapitre nous proposons quelques généralisations des résultats discutés dans le
premier chapitre, appelées les polynômes de Fibonacci. Toutes ces généralisations considérées
se réduisent au cas des nombres autour de x = 1. Parmi ces polynômes, les polynômes de
Catalan, les polynômes h(x)−Fibonacci, et les polynômes (p, q)−Fibonacci. Pour plus de
détails voir [2, 6, 8, 9].

3.1 Les polynômes de Fibonacci classiques

3.1.1 Relation de récurrence

Définition 3.1.1. Les polynômes de Fibonacci classiques fn(x), étudiés par Catalan sont
définis par la relation de récurrence

fn(x) = xfn−1(x) + fn−2(x), n ≥ 2 (3.1)

où f1(x) = 1, f2(x) = x.

Les premiers termes de ces polynômes sont :

f0(x) = 0

f1(x) = 1

f2(x) = x

f3(x) = x2 + 1

f4(x) = x3 + 2x

f5(x) = x4 + 3x2 + 1

f6(x) = x5 + 4x3 + 3x

f7(x) = x6 + 5x4 + 6x2 + 1

f8(x) = x7 + 6x5 + 10x3 + 4x

f9(x) = x8 + 7x6 + 15x4 + 10x2 + 1

f10(x) = x9 + 8x7 + 21x5 + 20x3 + 5x.

Pour x = 1, on trouve la suite de Fibonacci classiques (Fn)n≥0.
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3.1. Les polynômes de Fibonacci classiques 3. Les polynômes de Fibonacci

Les polynômes de Fibonacci classiques d’indices négatifs peuvent être définis par :

f−n(x) = (−1)n+1fn(x). (3.2)

En prenant x = 1 dans la formule (3.2), on trouve la formule des nombres négatifs pour la
suite de Fibonacci.

3.1.2 La fonction génératrice

Théorème 3.1.1. La fonction génératrice ordinaire de fn(x) est donnée par :

∞∑
n=0

fn(x)tn =
t

1− xt− t2
. (3.3)

Démonstration. Notons

gf (t) =
∞∑
n=0

fn(x)tn,

alors

xtgf (t) =
∞∑
n=0

xfn(x)tn+1,

et

t2gf (t) =
∞∑
n=0

fn(x)tn+2,

ce qui donne

gf (t)− xtgf (t)− t2gf (t) =
∞∑
n=0

fn(x)tn −
∞∑
n=0

xfn(x)tn+1 −
∞∑
n=0

fn(x)tn+2,

c’est-à-dire

(1− xt− t2)gf (t) = f0(x) + tf1(x) +
∞∑
n=2

fn(x)tn − xtf0(x)−
∞∑
n=1

xfn(x)tn+1 −
∞∑
n=0

fn(x)tn+2,

puisque f0(x) = 0 et f1(x) = 1, on obtient

(1− xt− t2)gf (t) = t+
∞∑
n=2

fn(x)tn −
∞∑
n=0

xfn−1(x)tn −
∞∑
n=0

fn+2(x)tn,

donc

(1− xt− t2)gf (t) = t+
∞∑
n=2

tn[fn(x)− xfn−1(x) + fn−2]

(1− xt− t2)gf (t) = t,

alors
gf (t) =

t

1− xt− t2
.
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3.1. Les polynômes de Fibonacci classiques 3. Les polynômes de Fibonacci

Les théorèmes suivants donnent les formules explicites pour les polynômes de Fibonacci
fn(x).

3.1.3 Forme de Binet

Théorème 3.1.2. La suite (fn(x))n≥0 s’exprime en fonction du nombre d’or par la forme
de Binet suivante :

fn(x) =
αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)
,

où

α(x) =
x+
√
x2 + 4

2
, et β(x) =

x−
√
x2 + 4

2
.

α(x) et β(x) sont les racines de l’équation caractéristique t2 − xt− 1 = 0.

Démonstration. En utilisant le théorème 3.1.1 et les propriétés des fonctions génératrices,
on trouve

∞∑
n=0

αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)
tn =

1

α(x)− β(x)

[ ∞∑
n=0

αn(x)tn −
∞∑
n=0

βn(x)tn
]

=
1

α(x)− β(x)

[ 1

1− α(x)t
− 1

1− β(x)tn

]
=

1

α(x)− β(x)

(
α(x)− β(x)

)
t(

1− α(x)t
)(

1− β(x)t
)

=
t

1− xt− t2

=
∞∑
n=0

fn(x)tn.

L’égalité de deux fonctions génératrices, donne le résultat.

Exemple. Pour n = 5, on a

f5(x) =

(x+
√
x2 + 4

2

)5
−
(x−√x2 + 4

2

)5
x+
√
x2 + 4

2
− x−

√
x2 + 4

2

=
1

32
√
x2 + 4

[(
x+
√
x2 + 4

)5
−
(
x−
√
x2 + 4

)5]
=

32
(
x4 + 3x2 + 1

)√
x2 + 4

32
√
x2 + 4

=
(
x4 + 3x2 + 1

)
Une autre formule explicite pour fn(x) est donnée par le théorème suivant.

Théorème 3.1.3. Pour n ≥ 0, on a

fn(x) =

b(n−1)\2c∑
k=0

(
n− k − 1

k

)
xn−2k−1.
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3.1. Les polynômes de Fibonacci classiques 3. Les polynômes de Fibonacci

Démonstration. D’une part, d’après le théorème 3.1.1, on a
∞∑
n=0

fn(x)yn =
y

1− xy − y2
,

et d’autre part, la forme explicite pour le polynôme de Chebychev de seconde espèce, est

Un(t) =

bn\2c∑
k=0

(−1)k
(
n− k
k

)
(2t)n−2k.

Pour z = iy et t = x \ 2i et i2 = −1, on trouve

1

1− xy − y2
=
∞∑
n=0

inU(x \ 2i)yn,

et
y

1− xy − y2
=
∞∑
n=0

inUn(x \ 2i)yn+1, (3.4)

et d’aprés les équations (3.3) et (3.4), on trouve que :

fn+1(x) = inU(x \ 2i)

= in
bn\2c∑
k=0

(−1)k
(
n− k
k

)
(x \ i)n−2k

=

bn\2c∑
k=0

(
n− k
k

)
xn−2k

=

b(n−1)\2c∑
k=0

(
n− k − 1

k

)
xn−2k−1,

3.1.4 Les identités combinatoires

Théorème 3.1.4. Pour n ≥ 1, on a

f ′n(x) =
∑

1≤k≤n−1

fk(x)fn−k(x).

Démonstration. Par le théorème 3.1.1 et la formule de binôme de Newton, on obtient
∞∑
n=0

f ′n(x)tn =
( t

1− xt− t2
)2

=
[ ∞∑
n=0

fn(x)tn
]2

=
∞∑
n=0

[ ∑
1≤k≤n

fk(x)fn−k(x)
]
tn

alors
f ′n(x) =

∑
1≤k≤n

fk(x)fn−k(x).
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3.1. Les polynômes de Fibonacci classiques 3. Les polynômes de Fibonacci

Exemple. Pour f0(x) = 0, on a

f6(x) = x5 + 4x3 + 3x

f ′6(x) = 5x4 + 12x2 + 3

∑
1≤k≤6

fk(x)f6−k(x) = f1(x)f5(x) + f2(x)f4(x) + f3(x)f3(x) + f4(x)f2(x) + f5(x)f1(x)

= 2f1(x)f5(x) + 2f2(x)f4(x) + f 2
3 (x)

= 2(1)(x4 + 3x2 + 1) + 2x(x3 + 2x) + (x2 + 1)2

= 5x4 + 12x2 + 3

= f ′6(x)

Théorème 3.1.5. Pour n ≥ 1, on a

x

n∑
k=1

fk(x) = fn+1(x) + fn(x)− 1.

Démonstration. Par la relation de récurrence (3.1) et en prenant la somme entre 1 et n, on
trouve

n∑
k=1

fk+1(x) = x
n∑
k=1

fk(x) +
n∑
k=1

fk−1(x),

ce qui donne

x
n∑
k=1

fk(x) =
n∑
k=1

fk+1(x)−
n∑
k=1

fk−1(x),

c’est−à−dire

x
n∑
k=1

fk(x) =
(
f2(x) + f3(x) + ....+ fn+1(x)

)
−
(
f0(x) + f1(x) + ....+ fn−1(x)

)
,

donc

x
n∑
k=1

fk(x) = fn+1(x) + fn(x)− f1(x)− f0(x),

et comme f0(x) = 0 et f1(x) = 1, on trouve

x

n∑
k=1

fk(x) = fn+1(x) + fn(x)− 1,

d’ou le résultat.

Pour x = 1, le théorème 3.1.5 devient le théorème 2.1.3.

Théorème 3.1.6. Pour n,m ≥ 0, on a

fm+n+1(x) = fm+1(x)fn+1(x) + fm(x)fn(x).
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3.1. Les polynômes de Fibonacci classiques 3. Les polynômes de Fibonacci

3.1.5 Matrice associée aux polynômes de Fibonacci

Dans cette section nous présentons la matrice Q(x) qui joue le rôle de la matrice Q dans
le cas des nombres de Fibonacci. La matrice Q définie par

Q =

(
1 1
1 0

)
.

La matrice Q est un outil important pour démontrer et construire des identités pas
seulement pour les nombres ou les polynômes de Fibonacci, mais pour n’importe qu’elle
famille de polynômes qui vérifie une récurrence linéaire finie ou non. La matrice Q est parfois
appelée "la matrice companion". Dans le cas de Fibonacci classique, la matrice companion
prend la forme suivante

Q(x) =

(
x 1
1 0

)
.

Théorème 3.1.7. Pour tout n ≥ 1, on a

Qn(x) =

(
fn+1(x) fn(x)
fn(x) fn−1(x)

)
. (3.5)

Démonstration. On montre par récurrence. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons qu’il
est vrai jusqu’à l’ordre n (n ≥ 1) et montrons à l’ordre (n+ 1). Alors

Qn+1(x) = Qn(x)Q(x)

=

[
fn+1(x) fn(x)
fn(x) fn−1(x)

] [
x 1
1 0

]
=

[
xfn+1(x) + fn(x) fn+1(x)
xfn(x) + fn−1(x) fn(x)

]
=

[
fn+2(x) fn+1(x)
fn+1(x) fn(x)

]
ainsi la formule (3.5) est vraie pour tout entier strictement positif.

D’autre part, sachant que le déterminant de Q égale à 1, on en déduit le résultat suivant

Théorème 3.1.8. (Identité de Cassini) Pour n ≥ 1, on a

fn+1(x)fn−1(x)− f 2
n(x) = (−1)n.

Démonstration. Pour n ≥ 1, |Q| = −1, |Qn| = (−1)n, donc

fn+1(x)fn−1(x)− f 2
n(x) = (−1)n.

Pour x = 1, on obtient l’identité de Cassini pour les nombres de Fibonacci.

On peut utiliser la matrice companion pour démontrer ( par la multiplication de deux
matrice ) des identités plus compliquées. Citons à titre d’exemple les formules suivantes.
sachant que Q2n+1(x) = Qn+1(x)Qn(x).

f2n+1(x) = f 2
n+1(x) + f 2

n(x)

31



3.2. Les polynômes de Lucas classiques 3. Les polynômes de Fibonacci

f2n(x) = fn+1(x)fn(x) + fn(x)fn−1(x),

f2n+1(x) = fn+2(x)fn(x) + fn+1(x)fn−1(x).

En effet,

Q2n+1(x) =

[
f2n+2(x) f2n+1(x)
f2n+1(x) f2n(x)

]
=

[
fn+2(x) fn+1(x)
fn+1(x) fn(x)

] [
fn+1(x) fn(x)
fn(x) fn−1(x)

]
=

[
fn+2(x)fn+1(x) + fn+1(x)fn(x) fn+2(x)fn(x) + fn+1(x)fn−1(x)

f 2
n+1(x) + f 2

n(x) fn+1(x)fn(x) + fn(x)fn−1(x)

]
.

Ce qui achève la démonstration. De même, on peut trouver le résultat suivant par le produit
matriciel Qm+n(x) = Qm(x).Qn(x)

Théorème 3.1.9. Pour n ≥ 1 et m ≥ 1, on a

fm+n(x) = fm+1(x)fn(x) + fm(x)fn−1(x).

3.2 Les polynômes de Lucas classiques
Définition 3.2.1. Les polynôme de Lucas notés ln(x) définis par la relation de récurrence
suivante :

ln(x) = xln−1(x) + ln−2(x), n ≥ 2

où l0(x) = 2, l1(x) = x.

Les premiers termes de la suite (ln(x))n≥0 sont :

l1(x) = x

l2(x) = x2 + 2

l3(x) = x3 + 3x

l4(x) = x4 + 4x2 + 2

l5(x) = x5 + 5x3 + 5x

l6(x) = x6 + 6x4 + 9x2 + 2

l7(x) = x7 + 7x5 + 9x3 + 7x

l8(x) = x8 + 8x6 + 20x4 + 16x2 + 2

l9(x) = x9 + 9x7 + 27x5 + 30x3 + 9x

l10(x) = x10 + 10x8 + 35x6 + 50x4 + 25x2 + 2.

Pour x = 1, on obtient les nombres de Lucas Ln.

3.2.1 La fonction génératrice

Théorème 3.2.1. La fonction génératrice de ln(x) est donnée par la relation suivante :

gl(t) =
2− xt

1− xt− t2
.
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3.2. Les polynômes de Lucas classiques 3. Les polynômes de Fibonacci

Démonstration. On a

gl(t) =
∞∑
k=0

ln(x)tn

donc

xtgl(t) =
∞∑
k=0

xln(x)tn+1

t2gl(t) =
∞∑
k=0

ln(x)tn+2

alors

gl(t)− xtgl(t)− t2gl(t) =
∞∑
k=0

ln(x)tn −
∞∑
k=0

xln(x)tn+1 −
∞∑
k=0

ln(x)tn+2

(1− xt− t2)gf (t) = l0(x) + tl1(x) +
∞∑
k=2

ln(x)tn − xtl0(x)−
∞∑
k=1

xln(x)tn+1 −
∞∑
k=0

ln(x)tn+2

donc

(1− xt− t2)gl(t) = 2 + tx− 2xt+
∞∑
k=2

ln(x)tn −
∞∑
k=2

xln−1(x)tn −
∞∑
k=2

ln+2(x)tn

(1− xt− t2)gl(t) = 2− xt+
∞∑
k=2

tn[ln(x)− xln−1(x) + ln−2]

D’ après la relation de récurrence des polynômes de Lucas, on a

ln(x) = xln−1(x) + ln−2(x), n ≥ 2,

(1− xt− t2)gl(t) = 2− xt,
alors

gf (t) =
2− xt

1− xt− t2
.

3.2.2 Forme de Binet .

Théorème 3.2.2. Les polynômes de Lucas ln(x) sont caractérisés par la forme de Binet
suivante :

ln(x) = αn(x) + βn(x),

avec

α(x) =
x+
√
x2 + 4

2
, et β(x) =

x−
√
x2 + 4

2

Le théorème suivant donne les relations entre les polynômes de Fibonacci classiques et
de Lucas classiques.

Théorème 3.2.3. Pour tout n ≥ 1, on a

ln(x) = fn−1(x) + fn+1(x)

f2n(x) = fn(x)ln(x).
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3.3. Les polynômes h(x)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

Théorème 3.2.4. Pour n ≥ 1 et m ≥ 1,

fm+n(x) + (−1)nfm−n(x) = fmln(x).

Démonstration. D’après le théorème 3.1.9, on a

fm+n(x) = fm+1(x)fn(x) + fm(x)fn−1(x).

En remplaçant n par −n et par la formule (3.2), on obtient

fm−n(x) = fm+1(x)f−n(x) + fm(x)f−n−1(x)

= (−1)n+1fm+1(x)fn(x) + (−1)n+2fm(x)fn+1(x)

maintenant, en utilisant le théorème 3.2.3, on trouve

fm+n(x) + (−1)nfm−n(x) = fm(x)fn−1(x) + fm(x)fn+1(x)

= fm(x)(fn−1(x) + fn+1(x))

= fmln(x).

Ce qui complète la démonstration.

On remplace n par k et m par m−k dans le théorème 3.2.4, on trouve l’identité suivante

fm(x) = lk(x)fm−k(x) + (−1)k+1fm−2k(x).

3.3 Les polynômes h(x)−Fibonacci
Définition 3.3.1. Soit h(x) un polynôme à coefficients réels, les polynômes h(x)-Fibonacci
notés (fh,n(x))n≥0 sont définis par la relation de récurrence suivante :

fh,n+1(x) = h(x)fh,n(x) + fh,n−1(x), (3.6)

avec les conditions initiales fh,0(x) = 0, fh,1(x) = 1.

Pour h(x) = x, on trouve les polynômes de Fibonacci classiques étudiés dans la section
précédente.

3.3.1 Fonction génératrice

Théorème 3.3.1. La fonction génératrice gf (t) de la suite (fh,n(x))n≥0 est définie par

gf (t) =
∞∑
n=0

fh,n(x)tn =
t

1− h(x)t− t2
. (3.7)

Démonstration. Nous avons

gf (t)− h(x)tgf (t)− t2gf (t) =
∞∑
n=0

fh,n(x)tn − h(x)t
∞∑
n=0

fh,n(x)tn − t2
∞∑
n=0

fh,n(x)tn

=
∞∑
n=0

fh,n(x)tn − h(x)
∞∑
n=0

fh,n(x)tn+1 −
∞∑
n=0

fh,n(x)tn+2

= fh,0 + tfh,1(x) +
∞∑
n=2

fh,n(x)tn − h(x)tfh,0 − h(x)
∞∑
n=1

fh,n(x)tn

−
∞∑
n=0

fh,n(x)tn+2
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3.3. Les polynômes h(x)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

et comme
fh,0(x) = 0 fh,1(x) = 1,

alors

gf (t)− h(x)tgf (t)− t2gf (t) = t+
∞∑
n=2

fh,n(x)tn − h(x)
∞∑
n=2

fh,n−1(x)tn −
∞∑
n=2

fh,n−2(x)tn

= t+
∞∑
n=2

tn
[
fh,n(x)− h(x)fh,n−1(x)− fh,n−2(x)

]
,

maintenant la récurrence (3.6) conduit à la résultat.

Théorème 3.3.2. Supposons que h(x) soit un polynôme impair. Alors

∀n ∈ N, fh,n(−x) = (−1)n+1fh,n(x).

Démonstration. On a
∞∑
n=0

fh,n(−x)(−t)n =
−t

1− h(x)t− t2
,

alors, en multipliant les deux équations par (−1), on trouve

∞∑
n=0

(−1)n+1fh,n(−x)tn =
t

1− h(x)t− t2

=
∞∑
n=0

fh,n(x)tn,

l’égalité de deux sériés génératrices, donne le résultat.

3.3.2 Forme de Binet.

Théorème 3.3.3. Pour tout entier positif n, on a la formule de Binet suivante :

fh,n(x) =
αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)
, (3.8)

avec

α(x) =
h(x) +

√
h2(x) + 4

2
, β(x) =

h(x)−
√
h2(x) + 4

2

α(x) et β(x) sont les racines de l’équation caractéristique v2 − h(x)v − 1 = 0.

donc α(x) + β(x) = h(x), α(x)β(x) = −1 et α(x)− β(x) =
√
h2(x) + 4.

Une autre formule explicite pour fh,n(x) est donnée dans le théorème suivant.

Théorème 3.3.4. Pour tout entier strictement positif n, la forme explicite des polynômes
fh,n(x) est donnée par

fh,n(x) =

b(n−1)\2c∑
k=0

(
n− k − 1

k

)
hn−2k−1(x). (3.9)
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3.3. Les polynômes h(x)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

Démonstration. D’après la formule (3.3) et par la forme de binôme de Newton, on trouve

t

1− (h(x)t+ t2)
= t

∞∑
n=0

(h(x)t+ t2)n

= t
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n
k

)
(h(x)t)n−k(t2)k

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n
k

)
hn−k(x)tn+k+1

posons n+ k + 1 = m, alors

∞∑
n=0

fh,n(x)tn =
∞∑
m=0

[ b(m−1)\2c∑
k=0

(
m− k − 1

k

)m−2k−1
(x)
]
tm,

ce qui prouve (3.9).

Théorème 3.3.5. Pour n ≥ 1, on a

fh,n(x) = 21−n
b(n−1)\2c∑

k=0

(
n

2k + 1

)
hn−2k−1(x)

(
h2(x) + 4)

)k
.

Démonstration. On a

αn(x)− βn(x) = 2−n
[(
h(x) +

√
h2(x) + 4

)n − (h(x)−
√
h2(x) + 4

)n]
= 2−n

[ n∑
k=0

(
n
k

)
hn−k(x)

(√
h2(x) + 4

)k
−

n∑
k=0

(
n
k

)
hn−k(x)

(
−
√
h2(x) + 4

)k]
= 2−n+1

b(n−1)\2c∑
k=0

(
n

2k + 1

)
hn−2k−1(x)

(√
h2(x) + 4

)2k+1

,

la formule de Binet de fh,n(x), donne

fh,n(x) =
αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)

=
αn(x)− βn(x)√

h2(x) + 4

= 2−n+1

b(n−1)\2c∑
k=0

(
n

2k + 1

)
hn−2k−1(x)

(
h2(x) + 4

)k
.

Le polynôme fh,n(x) s’exprime en fonction de polynôme de Tchebychev de seconde espèce.

Théorème 3.3.6. Pour n ≥ 1,

fh,n(x) = in−1Un−1

(
h(x)

2i

)
, (3.10)

avec i2 = −1, et Un(t) le polynôme de Tchebychev de seconde espèce.
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3.3. Les polynômes h(x)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

Démonstration. On a
∞∑
n=0

Un(t)zn =
1

1− 2tz − z2
.

Pour z = iy et t =
h(x)

2i
, on obtient

∞∑
n=0

inUn

(
h(x)

2i

)
yn =

1

1− h(x)y − y2
,

donc
∞∑
n=0

inUn

(
h(x)

2i

)
yn+1 =

y

1− h(x)y − y2
,

et d’après le Théorème 3.1.1, on obtient (3.10).

Théorème 3.3.7. Soit Dn(x) la matrice d’ordre n définie comme suit :

Dn(x) =



1 i
0 h(x) i

h(x) i .
. . .
. . .
. . i
i h(x)


; n ≥ 1,

avec i2 = −1 et D0(x) = (0). Alors

detDn(x) = fh,n(x), n ≥ 0.

Démonstration. Par récurrence. Pour n = 1 et n = 2, le résultat est vrai.

detD1(x) = 1 = fh,1(x) et detD2(x) = h(x) = fh,2(x).

On suppose
detDn−1 = fh,n−1 et detDn−2 = fh,n−2, n ≥ 3.

Alors

detDn(x) = h(x)detDn−1(x)− i2detDn−2(x) = h(x)fh,n−1(x) + fh,n−2(x).

Par la relation récurrente (3.6), on obtient

detDn(x) = fh,n(x).

3.3.3 Matrice associée aux polynômes h(x)−Fibonacci

Définition 3.3.2. La matrice Qh(x) associée aux polynômes h(x)−Fibonacci est définie par :

Qh(x) =

[
h(x) 1

1 0

]
.
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3.4. Les polynômes h(x)−Lucas 3. Les polynômes de Fibonacci

Théorème 3.3.8. Pour tout n ≥ 1 , on a

Qn
h(x) =

[
fh,n+1(x) fh,n(x)
fh,n(x) fh,n−1(x)

]
. (3.11)

Démonstration. On montre par récurrence, le résultat est vrai pour n = 1. Supposons qu’il
est vrai jusqu’à l’ordre n (n ≥ 1) et montre à l’ordre (n+ 1). Alors

Qn+1
h (x) = Qn

h(x)Qh(x)

=

[
fh,n+1(x) fh,n(x)
fh,n(x) fh,n−1(x)

] [
h(x) 1

1 0

]
=

[
h(x)fh,n+1(x) + fh,n(x) fh,n+1(x)
h(x)fh,n(x) + fh,n−1(x) fh,n(x)

]
=

[
fh,n+2(x) fh,n+1(x)
fh,n+1(x) fh,n(x)

]
ainsi la formule (3.11) est vraie pour tout entier strictement positif.

Sachant que le déterminant de Qh égale à 1, on en déduit le résultat suivant

Corollaire 3.3.1. (Identité de Cassini) pour n ≥ 1, on a

fh,n+1(x)fh,n+1(x)− f 2
h,n(x) = (−1)n.

Démonstration. On a |Qh(x)| = (−1), alors |Qn
h(x)| = (−1)n, et on a

|Qn
h(x)| = Fh,n+1(x)Fh,n+1(x)− F 2

h,n(x)

donc
Fh,n+1(x)Fh,n+1(x)− F 2

h,n(x) = (−1)n.

Corollaire 3.3.2. Pour n,m ≥ 1, on a

fh,2n+1(x) = f 2
h,n+1(x) + f 2

h,n(x)

et
fh,2n(x) = fh,n(x)

(
fh,n+1(x) + fh,n−1(x)

)
.

Démonstration. La démonstration se fait par le produit matriciel Q2n+1
h (x) = Qn+1(x)Qn(x).

3.4 Les polynômes h(x)−Lucas
Définition 3.4.1. Soit h(x) un polynôme à coefficients réels, les polynômes h(x)-Lucas notés
(lh,n(x))n≥0 sont définis par la relation de récurrence suivante :

lh,n+1(x) = h(x)lh,n(x) + lh,n−1(x), n ≥ 1 (3.12)

avec les conditions initiales lh,0(x) = 2 et lh,1(x) = h(x).

Théorème 3.4.1. Pour tout n ≥ 1,

lh,n(x) = fh,n+1(x) + fh,n−1(x).
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3.4. Les polynômes h(x)−Lucas 3. Les polynômes de Fibonacci

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Le résultat et vrai pour n = 1. Sup-
posons qu’il est vrai jusqu’à l’ordre n, alors

lh,n+1(x) = h(x)lh,n(x) + lh,n−1(x)

= h(x)
(
fh,n+1(x) + fh,n−1(x)

)
+
(
fh,n(x) + fh,n−2(x)

)
=

(
h(x)fh,n+1(x) + fh,n(x)

)
+
(
h(x)fh,n−1(x) + fh,n−2(x)

)
= fh,n+2(x) + fh,n(x)

donc le résultat est vrai.

Corollaire 3.4.1. Pour n ≥ 1

lh,n(x) = h(x)fh,n(x) + 2fh,n−1(x).

Démonstration. D’après la récurrence (3.6)

h(x)fh,n(x) + 2fh,n−1(x) =
(
h(x)fh,n(x) + fh,n−1(x)

)
+ fh,n−1(x)

= fh,n+1(x) + fh,n−1(x)

= lh,n(x),

ce qui donne le résultat.

3.4.1 Fonction génératrice

Théorème 3.4.2. La fonction génératrice gl(t) =
∞∑
n=0

lh,n(x)tn de la suite
(
lh,n(x)

)
n≥0 est

définie par l’expression suivante :

gl(t) =
2− h(x)t

1− h(x)t− t2
.

Démonstration.

gl(t)− h(x)tgl(t)− t2gl(t) =
∞∑
n=0

lh,n(x)tn − t
∞∑
n=0

h(x)lh,n(x)tn+1 −
∞∑
n=0

lh,n(x)tn

= lh,0 + tlh,1(x) +
∞∑
n=2

lh,n(x)tn − h(x)tlh,0 −
∞∑
n=1

h(x)lh,n(x)tn

−
∞∑
n=0

lh,n(x)tn+2

= 2 + h(x)t− 2h(x)t+
∞∑
n=2

lh,n(x)tn −
∞∑
n=2

h(x)lh,n−1(x)tn −
∞∑
n=2

lh,n−2(x)tn

= 2− h(x)t+
∞∑
n=2

tn[lh,n(x)− h(x)lh,n−1(x)− lh,n−2(x)]

la relation de récurrence h(x)−Lucas (3.12), donne

gl(t) =
2− h(x)t

1− h(x)t− t2
.
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3.4. Les polynômes h(x)−Lucas 3. Les polynômes de Fibonacci

Théorème 3.4.3. Supposons que h(x) soit un polynôme impair. Alors

∀n ∈ N, lh,n(−x) = (−1)nlh,n(x).

Démonstration. On a

gl(t) =
∞∑
n=0

lh,n(x)tn =
2− h(x)t

1− h(x)t− t2

alors
∞∑
n=0

lh,n(−x)(−t)n =
2− h(x)t

1− h(x)t− t2

donc
∞∑
n=0

(−1)nlh,n(−x)tn =
2− h(x)t

1− h(x)t− t2

=
∞∑
n=0

lh,n(x)tn,

l’égalité de deux fonctions génératrices, donne le résultat.

3.4.2 Forme de Binet

Théorème 3.4.4. Pour n ≥ 0,

lh,n(x) = αn(x) + βn(x)

avec

α(x) =
h(x) +

√
h2(x) + 4

2
, β(x) =

h(x)−
√
h2(x) + 4

2
Corollaire 3.4.2. Pour n ≥ 0,

αn(x) =
lh,n +

√
h2(x) + 4fh,n(x)

2
.

βn(x) =
lh,n −

√
h2(x) + 4fh,n(x)

2
.

Démonstration. L’addition, respectivement la soustraction des formes de Binet de fh,n(x) et
lh,n(x), donnent les résultats immédiatement.

Corollaire 3.4.3. Pour n ≥ 0,

l2h,n(x)−
(
h2(x) + 4

)
f 2
h,n(x) = 4

(
−1
)n
.

Démonstration. D’après le Corollaire 3.4.3, on résulte

2αn(x)− lh,n(x) =
√
h2(x) + 4.fh,n(x).

La fonction carrée de deux nombres, donne

l2h,n(x)−
(
h2(x) + 4

)
f 2
h,n(x) = −4α2n(x) + 4αn(x)l2h,n(x)

= −4α2n(x) + 4αn(x)
(
αn(x) + βn(x)

)
= 4

(
α(x)β(x)

)n
= 4

(
− 1
)n
.

Le corollaire est démontré.
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3.4. Les polynômes h(x)−Lucas 3. Les polynômes de Fibonacci

Corollaire 3.4.4. Pour n ≥ 0, on a

fh,2n(x) = fh,n(x)lh,n(x).

Démonstration. Par le Théorème 3.2.1 et en utilisant le Théorème 3.4.4, on obtient

fh,2n(x) =
α2n(x)− β2n(x)

α(x)− β(x)

donc
fh,2n(x) =

(
αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)

)(
αn(x) + βn(x)

)
ce qui donne

fh,2n(x) = fh,n(x)lh,n(x).

Théorème 3.4.5. Pour n ≥ 1,

lh,n(x) =
1

2n−1

bn\2c∑
k=0

(
n
2k

)
hn−2k(x)

(
h2(x) + 4

)k
.

Démonstration. Par le Théorème 3.4.4 et en utilisant la formule de binôme de Newton, on
trouve

lh,n(x) = αn(x) + βn(x)

= 2−n
[(
h(x) +

√
h2(x) + 4

)n
+
(
h(x)−

√
h2(x) + 4

)n]
= 2−n

[ n∑
k=0

(
n
k

)
hn−k(x)

(√
h2(x) + 4

)k
+

n∑
k=0

(
n
k

)
hn−k(x)

(
−
√
h2(x) + 4

)k]
= 2−n+1

b(n−1)\2c∑
k=0

(
n
2k

)
hn−2k(x)

(√
h2(x) + 4

)2k
=

1

2n−1

b(n−1)\2c∑
k=0

(
n
2k

)
hn−2k(x)

(
h2(x) + 4

)k
.

La relation entre les polynômes h(x)−Fibonacci et le polynôme de Tchebychev de pre-
mière espèce donnée par le théorème suivant.

Théorème 3.4.6. Pour n ≥ 0,

lh,n(x) = 2inTn
[
h(x)2i

]
avec i2 = −1 et Tn(t) est un polynôme de Tchebychev de première espèce.

Théorème 3.4.7. Soit Rn(x) la matrice tridiagonale d’ordre n, définie par :

Rn(x) =



2 i

0
h(x)

2
i

h(x) i .
. . .
. . .
. . i
i h(x)


; n ≥ 1
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3.5. Les polynômes (p,q)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

avec i2 = −1, alors
detRn(x) = lh,n−1(x), n ≥ 0.

Théorème 3.4.8. Les racines d’équation caractéristique de Qn
h(x) sont αn(x) et βn(x).

Démonstration. Le polynôme caractéristique de Qn
h(x) est défini par :

|Qn
h(x)− λI| = det

[
Fh,n+1(x)− λ Fh,n(x)

Fh,n(x) Fh,n−1 − λ(x)

]
|Qn

h(x)− λI| = λ2 − λ(Fh,n+1(x) + Fh,n−1(x)) + (Fh,n+1(x)Fh,n+1(x)− F 2
h,n(x)).

En appliquant le Théorème 3.4.1, on trouve

|Qn
h(x)− λI| = λ2 − λLh,n(x) + (−1)n

Les racines d’équation caractéristique de Qn
h(x) sont

λ =
Lh,n(x)±

√
L2
h,n(x)− 4(−1)n

2

alors
λ = αn(x) ou λ = βn(x).

3.5 Les polynômes (p,q)−Fibonacci
Nous proposons encore une nouvelle généralisation apparaît en combinatoire mais nous

allons emprunter leur construction d’un point de vue analytique et non combinatoire.

Définition 3.5.1. Soient p(x) et q(x) deux polynômes à coefficients réels, on définit les
polynômes (p,q)−Fibonacci notés (fp,q,n(x))n≥0 par la relation récurrente suivante :

fp,q,n+1(x) = p(x)fp,q,n(x) + q(x)fp,q,n−1(x), n ≥ 1

avec les conditions initiales fp,q,0(x) = 0 et fp,q,1(x) = 1.

Les premiers termes de la suite (fp,q,n(x))n≥0 sont

fp,q,2(x) = p(x)

fp,q,3(x) = p2(x) + q(x)

fp,q,4(x) = p3(x) + 2p(x)q(x)

fp,q,5(x) = p4(x) + 3p2(x)q(x) + q2(x).

Pour p(x) = q(x) = 1, on obtient les nombres de Fibonacci. Pour p(x) = h(x) et q(x) = 1, on
obtient les polynômes h(x)−Fibonacci et pour p(x) = x et q(x) = 1, on trouve les polynômes
de Fibonacci classiques.
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3.5. Les polynômes (p,q)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

3.5.1 Fonction génératrice

Théorème 3.5.1. La fonction génératrice ordinaire (p, q)−Fibonacci, notée gf (t) est donnée
par :

gf (t) =
∞∑
n=0

fp,q,n(x)tn =
t

1− p(x)t− q(x)t2
.

Démonstration. On a

gf (t) =
∞∑
n=0

fp,q,n(x)tn

= fp,q,1(x) + fp,q,2(x)t2 +
∞∑
n=3

fp,q,n(x)tn

= t+ t2p(x) +
∞∑
n=3

[
p(x)fp,q,n−1(x) + q(x)fp,q,n−2(x)

]
tn

= t+ t2p(x) +
∞∑
n=3

p(x)fp,q,n−1(x)tn +
∞∑
n=3

q(x)fp,q,n−2(x)tn

= t+ t2p(x) + t

∞∑
n=3

p(x)fp,q,n−1(x)tn−1 + t2
∞∑
n=3

q(x)fp,q,n−2(x)tn−2

= t+ t2p(x) + tp(x)
∞∑
n=2

fp,q,n(x)tn + t2q(x)
∞∑
n=1

fp,q,n(x)tn

= t+ t2p(x) + tp(x)

[ ∞∑
n=1

fp,q,n(x)tn − t
]

+ t2q(x)
∞∑
n=1

fp,q,n(x)tn

= t+ t2p(x) + tp(x)
[
gf (t)− t

]
+ t2q(x)gf (t)

donc
gf (t) = t+ t2p(x)− t2p(x) + t2q(x)gf (t) + tp(x)gf (t)

et d’après la Définition 3.5.1 on a(
1− tp(x)− t2q(x)

)
gf (t) = t

alors
gf (t) =

t

1− p(x)t− q(x)t2

3.5.2 Forme de Binet

Théorème 3.5.2. Les polynômes (p,q)−Fibonacci sont caractérisés par la forme de Binet
suivante :

fp,q,n(x) =
αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)
avec

α(x) =
p(x) +

√
p2(x) + 4q(x)

2
, et β(x) =

p(x)−
√
p2(x) + 4q(x)

2

α(x) et β(x) sont solutions de l’équation caractéristique suivante : t2 − p(x)t− q(x) = 0.

On a α(x) + β(x) = p(x), α(x)β(x) = −q(x) et α(x) + β(x) =
√
p2(x) + 4q(x).

43



3.5. Les polynômes (p,q)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

Démonstration. Par les propriétés de la fonction génératrice et le Théorème 3.5.1, on obtient

∞∑
n=0

αn(x)− βn(x)

α(x)− β(x)
tn =

1

α(x)− β(x)

[ ∞∑
n=0

αn(x)tn −
∞∑
n=0

βn(x)tn
]

=
1

α(x)− β(x)

[ 1

1− α(x)t
− 1

1− β(x)tn

]
=

1

α(x)− β(x)

(
α(x)− β(x)

)
t(

1− α(x)t
)(

1− β(x)t
)

=
t

1− p(x)t− q(x)t2

=
∞∑
n=0

fp,q,n(x)tn,

L’égalité de deux fonctions génératrices, donne le résultat.

Une autre formule explicite pour fp,q,n(x) est donnée par le théorème suivant.

Théorème 3.5.3. Pour n ≥ 1,

fp,q,n(x) =

b(n−1)\2c∑
i=0

(
n− i
i

)
pn−2i(x)qi(x).

Théorème 3.5.4. Pour n ≥ 0,

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)qn−k(x)fp,q,k(x) = fp,q,2n(x)

Démonstration. Par le Théorème 3.5.2 et la formule de binôme de Newton, on trouve

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)qn−k(x)fp,q,k(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)qn−k(x)

αk(x)− βk(x)

α(x)− β(x)

=
1

α(x)− β(x)

( n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)qn−k(x)

(
αk(x)− βk(x)

) )
=

1

α(x)− β(x)

( n∑
k=0

(
n
k

)(
p(x)α(x)

)k
qn−k(x)

−
n∑
k=0

(
n
k

)(
p(x)β(x)

)k
qn−k(x)

)
=

1

α(x)− β(x)

[(
p(x)α(x) + q(x)

)n
+
(
p(x)α(x) + q(x)

)n]
et comme α(x) et β(x) sont les solutions de l’équation caractéristique t2 − p(x)t− q(x) = 0,
alors

α2(x) = p(x)α(x) + q(x)

β2(x) = p(x)β(x) + q(x)
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3.5. Les polynômes (p,q)−Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

donc
n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)qn−k(x)fp,q,k(x) =

(
α2(x)

)n − (β2(x)
)n

α(x)− β(x)

= fp,q,2n(x)

Théorème 3.5.5. Pour n ≥ 0,

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)

(
−q(x)

)n−k
fp,q,k(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)(
−2q(x)

)n−k
fp,q,2(n−k)(x).

Démonstration. Par le Théorème 3.5.2 et la formule de binôme de Newton, on trouve

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)

(
− q(x)

)n−k
fp,q,k(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)

(
− q(x)

)n−kαk(x)− βk(x)

α(x)− β(x)

=
1

α(x)− β(x)

( n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)

(
− q(x)

)n−k
(x)

×
(
αk(x)− βk(x)

))
=

1

α(x)− β(x)

( n∑
k=0

(
n
k

)(
p(x)α(x)

)k(
− q(x)

)n−k
(x)

−
n∑
k=0

(
n
k

)(
p(x)β(x)

)k
(−q(x))n−k(x)

)
=

1

α(x)− β(x)

((
p(x)α(x)− q(x)

)n
+
(
p(x)α(x)− q(x)

)n)
,

et comme α(x) et β(x) sont solutions de l’équation caractéristique t2 − p(x)t − q(x) = 0,
alors

p(x)α(x)− q(x) = α2(x)− 2q(x)

p(x)β(x)− q(x) = β2(x)− 2q(x)

donc
n∑
k=0

(
n
k

)
pk(x)

(
−q(x)

)n−k
fp,q,k(x) =

(
α2(x)− 2q(x)

)n (
β2(x)− 2q(x)

)n
α(x)− β(x)

=
n∑
k=0

(
n
k

)(
−2q(x)

)n−k
fp,q,2(n−k)(x)

3.5.3 Matrice associée aux polynômes (p,q)−Fibonacci

Définition 3.5.2. Soit Qp,q(x) la matrice carrée, définie par :

Qp,q(x) =

(
p(x) q(x)

1 0

)
.
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3.6. Les polynômes (p,q)−Lucas 3. Les polynômes de Fibonacci

Théorème 3.5.6. Pour n ≥ 0, on a

Qn
p,q(x) =

(
fp,q,n+1(x) q(x)fp,q,n(x)
fp,q,n(x) q(x)fp,q,n−1(x)

)
.

Théorème 3.5.7. (L’identié de Cassini) Pour n ≥ 1

fp,q,n+1(x)fp,q,n−1(x)− f 2
p,q,n(x) = (−1)nqn−1(x).

Démonstration. On a
|Qp,q| = −q(x)

alors
|Qn

p,q| = (−1)nqn(x)

et comme
|Qn

p,q| = q(x)fp,q,n+1(x)fp,q,n−1(x)− q(x)f 2
p,q,n(x)

on obtient
q(x)fp,q,n+1(x)fp,q,n−1(x)− q(x)f 2

p,q,n(x) = (−1)nqn(x)

ce qui donne
fp,q,n+1(x)fp,q,n−1(x)− f 2

p,q,n(x) = (−1)nqn−1(x).

3.6 Les polynômes (p,q)−Lucas
Définition 3.6.1. Soient p(x) et q(x) deux polynômes à coefficients réels, on définit les
polynômes (p,q)−Lucas (fp,q,n(x))n≥0 par la relation récurrente suivante :

lp,q,n+1(x) = p(x)lp,q,n(x) + q(x)lp,q,n−1(x), n ≥ 1

avec les conditions initiales lp,q,0(x) = 2 et lp,q,1(x) = p(x)

Les premiers termes de la suite (lp,q,n(x))n≥0 sont

lp,q,0(x) = 2

lp,q,1(x) = p(x)

lp,q,2(x) = p2(x) + 2q(x)

lp,q,3(x) = p3(x) + 3p(x)q(x)

lp,q,4(x) = p4(x) + 4p2(x)q(x) + 2q2(x).

En particulier, pour p(x) = q(x) = 1, on obtient les nombres de Lucas. Pour p(x) = h(x)
et q(x) = 1, on obtient les polynômes h(x)−Lucas et pour p(x) = x et q(x) = 1, on trouve
les polynômes de Lucas classiques.

3.6.1 Fonction génératrice

Théorème 3.6.1. La fonction génératrice ordinaire gl(t), (p, q)−Fibonacci est donnée par :

gl(t) =
∞∑
n=0

lp,q,n(x)tn =
2− p(x)t

1− p(x)t− q(x)t2
.
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3.6. Les polynômes (p,q)−Lucas 3. Les polynômes de Fibonacci

3.6.2 Forme de Binet

Théorème 3.6.2. Les polynômes (p,q)−Lucas sont caractérisés par la forme de Binet sui-
vante

lp,q,n(x) = αn(x) + βn(x),

avec

α(x) =
p(x) +

√
p2(x) + 4q(x)

2
, et β(x) =

p(x)−
√
p2(x) + 4q(x)

2
.

Théorème 3.6.3. Pour n ≥ 0,
n∑
k=0

(
n
k

)
pn−k(x)

(
−1
)k
lp,q,k(x) = lp,q,n(x).

Démonstration. On a p(x)− α(x) = −q(x) \ α(x) et p(x)− β(x) = −q(x) \ β(x), alors
n∑
k=0

(
n
k

)
pn−k(x)

(
−1
)k
lp,q,k(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
pn−k(x)

(
−1
)k (

αk(x) + βk(x)
)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
pn−k(x)(−α(x))k

+
n∑
k=0

(
n
k

)
pn−k(x)(−β(x))k

=
(
p(x)− α(x)

)n
+
(
p(x)− β(x)

)n
=

(
−q(x)

α(x)

)n
+

(
−q(x)

β(x)

)n
=

(
− q(x)

)n(αn(x) + βn(x)

(α(x)β(x))n

)
= lp,q,n(x).

Théorème 3.6.4. Pour n ≥ 0, on a

fp,q,n+m(x)− (−q(x))mfp,q,n−m(x) = fp,q,n(x)lp,q,n(x).

Démonstration. On a

fp,q,n+m(x)− (−q(x))mfp,q,n−m(x) =
αn+m(x)− βn+m(x)

α(x)− β(x)
− (−q(x))m

αn−m(x)− βn−m(x)

α(x)− β(x)

=
αn+m(x)− βn+m(x)− (−q(x))m

(
αn−m(x)− βn−m(x)

)
α(x)− β(x)

et comme α(x)β(x) = −q(x), alors

fp,q,n+m(x)− (−q(x))mfp,q,n−m(x) =
αn+m(x)− βn+m(x)− (α(x)β(x))m

(
αn−m(x)− βn−m(x)

)
α(x)− β(x)

=
αn+m(x)− βn+m(x)−

(
αn(x)βm(x)− αm(x)βn(x)

)
α(x)− β(x)

=

(
αm(x)− βm(x)

)
−
(
αn(x) + βn(x)

)
α(x)− β(x)

=
αm(x)− βm(x)

α(x)− β(x)

(
αn(x) + βn(x)

)
= fp,q,n(x)lp,q,n(x).
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3.7. Un q−analogue de polynôme de Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

Théorème 3.6.5. Pour n ≥ 1,

lp,q,n(x) = fp,q,n+1(x) + q(x)fp,q,n(x).

Théorème 3.6.6. Pour n ≥ 0

fp,q,2n(x) = fp,q,n(x)lp,q,n(x).

3.7 Un q−analogue de polynôme de Fibonacci
Le q−analogue est une extention utilisée dans plusieurs domaines mathématiques, impli-

quant un nouveau paramètre q et qui se spécialise en théorie original lorsque l’on prend la
limite quand q tend vers 1.
Rappelons quelques notions et définitions du coefficient q−binomial, où q est un nombre
différent de 1. Notons par[

n
]
q

= 1 + q + ...+ qn−1,
[
n
]
q
! =

[
1
]
q

[
2
]
q
...
[
n
]
q

[
n
k

]
q

=

[
n
]
q
![

k
]
q
!
[
n− k

]
q

.

Les nombres de Gauss
[
n
k

]
q

généralisent les coefficients binomiaux, ils convergent les

binomiaux lorsque q −→ 1. Les relations récurrentes de q−binomial sont données par les
formules suivantes [

n+ 1
q

]
q

=

[
n
k

]
q

+ qn−k+1

[
n

k − 1

]
q

.[
n+ 1
k

]
q

= qk
[
n
k

]
q

+

[
n

k − 1

]
q

.

Maintenant nous allons proposer une famille q−analogue au Fibonacci notées (Fn(q)),
définie à l’aide de la récurrence suivante

Fn+1(q) = Fn(q) + qn−1Fn−1(q),

avec les conditions initiales F1(q) = F2(q) = 1. Par conséquent, on peut obtenir les résultats
suivants

proposition 3.7.1. Pour tout n ≥ 1, les q−Fibonacci définis ci−dessus vérifiant la factori-
sation suivante

Fn+3(q) + q2n−1Fn−1(q) =
(

1 + qn + qn+1
)
Fn+1(q)

F2n+1(q)− qn
2

=
n∑
k=1

F2k(q)
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3.7. Un q−analogue de polynôme de Fibonacci 3. Les polynômes de Fibonacci

La version précédente à été généralisée par Carlitz en définant des polynômes q−analogue
à l’aide de la récurrence suivante

fn+1(x, q) = xfn+1(x, q) + qn−1fn+1(x, q),

avec les conditions initiales f1(x, q) = 1 et f2(x, q) = x.
A l’aide des multiplications des séries entières, Carlitz avait obtenus plusieurs résultats et
expressions de ces polynômes. En faite il a réussi la forme simple suivante

fn(x) =
∑
2r≤n

[
n− r
r

]
q

qr(r−1)xn−2r.

Carlitz avait donné également la formule inverse dans ce cas, c−à−dire, l’expression de xk
en terme des polynômes fn(x, q).

49



CHAPITRE 4

APPLICATIONS

Parmi les applications de la suite de Fibonacci, nous citons

4.1 Solutions d’équations au différence de Riccati
Nous étudions les solutions de deux types particuliers de l’équation au différence de Ric-

cati xn+1 =
1

1 + xn
et yn+1 =

1

−1 + yn
de sorte que leurs solutions sont associées aux nombres

de Fibonacci. Pour des notions plus précises voir [4].

Considérons l’équation de différence de Riccati

xn+1 =
a+ bxn
c+ dxn

, n ∈ N. (4.1)

De toute évidence, en prenant a = c = d = 1, b = 0 et a = d = 1, c = −1, b = 0, l’équation
(4.1), se transforme en équations suivantes :

xn+1 =
1

1 + xn
, n ∈ N (4.2)

yn+1 =
1

−1 + yn
, n ∈ N (4.3)

où les conditions initiales sont x0 ∈ R − (−Fm+1

Fm
)m≥1 et y0 ∈ R − (−Fm+1

Fm
)m≥1 et Fm

est le nombre d’ordre m de Fibonacci. L’objectif de cette étude et les solutions d’équations
(4.2) et (4.3).

Théorème 4.1.1. Pour tout entier positif n, les solutions des équations (4.2) et (4.3) sont
les suivantes :
(i)− Pour x0 ∈ R− ({ 1

α
,

1

β
} ∪ (−Fm+1

Fm
)m≥1), xn =

Fn + Fn−1x0
Fn+1 + Fnx0

.

(ii)− Pour y0 ∈ R− ({α, β} ∪ (−Fm+1

Fm
)m≥1), yn =

F−n + F−(n−1)y0
Fn+1 + F−ny0

.

Démonstration. Tout d’abord, ici, nous allons simplement prouver (ii) que (i) peut être
pensé de la même manière. (ii) Nous allons prouver ce Théorème par induction. supposons
maintenant que

yk =
F−k + F−(k−1)y0
Fk+1 + F−ky0

, (4.4)
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pour k = 0,
F0 + F1y0
F−1 + F0y0

=
0 + 1y0
1 + 0y0

= y0,

est vrai pour tous les entiers positifs k. Par suite, nous devons montrer que c’est vrai pour
k + 1 prise dans le compte F−n = F−n+2 − F−n+1 et (4.4), nous écrivons

yk+1 =
1

−1 + yk

=
F−ky0 + F−(k+1)

F−k − F−(k+1) + (F−(k−1) − F−k)y0

=
F−(k+1) + F−ky0

F−(k+2) + F−(k+1)y0
.

Qui met fin à l’induction et à la preuve.

4.2 Les équations de diffusion fractionnaire
Ces dernière années, de nombreuses études ont été développées sur les équations aux

dérivées partielles fractionnaires. Les equations aux dérivées partielles fractionnées se ren-
contrent dans de nombreux problèmes physiques et d’ingénierie, tels que les équations de
diffusion d’ordre fractionnaire qui sont des généralisations des équations de diffusion clas-
sique.

La méthode de collocation de Fibonacci basée sur les polynôme de Fibonacci est pré-
senté pour résoudre les équations de diffusion fractionnaires avec des coefficients variables.
Les dérivées fractionnaires sont d’écrits au sens se Caputo. Pour des raisons d’études, dans
cette partie nous nous intéressons que par un exemple démonstratif sans citer la notion de
cette méthode. Pour des notions plus précises voir [3].

Considérons l’équation de diffusion fractionnaire avec des coefficients variables :

∂u(x, t)

∂t
= c(x)

∂αu(x, t)

∂xα
+ q(x, t), 0 < x < l, 0 ≤ t ≤ τ, 1 < α < 2 (4.5)

avec des conditions
u(x, 0) = K(x), 0 < x < l,

et les conditions aux bords

u(0, t) = g0(t), 0 < t ≤ τ.

u(l, t) = g1(t), 0 < t ≤ τ,

où c(x) 6= 0 est le coefficient de diffusion, q(x, t), K(x), g0(t) et g1(t) sont des fonctions
connues, et la fonction u(x, t) est inconnue.

En développant la méthode de collocation Fibonacci, nous obtiendrons la solution ap-
proximative de l’équation (4.5) sous la forme d’une série de Fibonacci

uN(x, t) =
N∑
m=1

N∑
m=1

amnFm(x)Fn(t),
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où amn;m,n = 1, N sont les coefficients inconnus de Fibonacci et Fn(x), Fm(x) ; m,n = 1, N
sont les fonctions de Fibonacci définies par

Fn(x) =

[(n−1)\2]∑
j=0

(
n− j − 1

j

)
xn−2j−1,

[n− 1

2

]
=

{
n−2
2

, n pair
n−1
2

, n impair

où [.] désigne la partie entière.

4.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 4.2.1. La définition de Caputo de la dérivée d’ordre fractionnaire est définie
comme

Dαf(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

0

f (n)(t)

(x− t)α+1−ndt, n− 1 < α < n, n ∈ N

où α > 1 est l’ordre de dérivée, Γ(.) est la fonction Gamma. Rappelons que pour α ∈ N,
l’opérateur différentiel de Caputo coincide avec l’opérateur différentiel habituel d’ordre entier.
Pour la dérivée de Capotu :

Dαxβ =

 0 avec β ∈ N0, et β < [α]
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
, avec β ∈ N0 \ N, β > [α]

Nous utilisons également N = {1, 2, 3...} et N0 = {0, 1, 2, ...}. L’opérateur différentiel
fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire.
Exemple 1.(Deghan 2006)

∂u(x, t)

∂t
= c(x)

∂1.8u(x, t)

∂x1.8
+ q(x, t), 0 < x < l, 0 < t < 2

où q(x, t) = (6x3 − 3x2)e−t, le coefficient de diffusion c(x) = Γ(1.2)x1.8

avec la condition initiale
u(x, 0) = x2 − x3, 0 < x < 1

et les conditions aux bords

u(0, t) = 0.

u(1, t) = 0.

La solution exacte de ce problème est u(x, t) = (x2 − x3)e−t
La figure 3. donne la comparaison entre la solution exacte (a) et la solution approchée (b)
par le polynôme de Fibonacci pour N = 5.
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figure 3.

Exemple 2.(Saadatmandi et Deghan 2011)

∂u(x, t)

∂t
= c(x)

∂1.5u(x, t)

∂x1.5
+ q(x, t), 0 < x < l, 1 < t < 2

où q(x, t) = (x2 + 1)cos(t+ 1)− 2xsin(t+ 1), le coefficient de diffusion c(x) = Γ(1.5)x0.5

avec la condition initiale

u(x, 0) = (x2 + 1)sin(1), 0 < x < 1

et les conditions aux bords

u(0, t) = sin(t+ 1).

u(1, t) = 2sin(t+ 1).
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La solution exacte de ce problème est donnée par u(x, t) = (x2 + 1)sin(t+ 1)
Figure 4. Comparaison des fonctions d’erreur absolue |u(x, t) − uN(x, t)| de la solution
polynomiale de Fibonacci pour N = 8 (a) et N = 12 (b).

figure 4.
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CONCLUSION

La suite de Fibonacci est récurrente linéaire d’ordre deux trés riche en propriétés. Par
conséquent, on attend de l’étude de cette suite de nombreux résultats. En effet, dans le do-
maine des mathématiques on trouve beaucoup de chercheurs intéressés par cette suite ou ils
travaillent sur d’autres problèmes de suites récurrentes linéaires référés toujours à cette suite.

Parmi les applications de ces nombres, la résolution des équations à dérivées partielles,
les équations algébriques et la théorie des graphes.
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