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RESUME

Dans ce mémoire, nous étudions les nombres de Fibonacci et de Lucas, leurs propriétés et
les relations entre ces deux nombres. Nous présentons aussi les généralisations des nombres
de Fibonacci. Tous ses résultats et les propriétés fondamentales sont les manipulations de la
fonction génératrice et la matrice associée, d’ailleurs c’est ce qu’a été clairement concrétisé
dans cette étude.

A la fin de ce mémoire des exemples d’application étaient le fruit de ce travail.
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INTRODUCTION

La suite de Fibonacci est I'une des suites mathématiques les plus connues, c’est le ma-
thématicien frangais Edourd Lucas (1842 — 1891) qui I’a nommé suite de Fibonacci en 1877,
découverte initialement par Leonardo Fibonacci en 1202, elle peut étre considérée comme
étant le premier modéle mathématique en dynamique des populations ! En effet, elle décrit
la croissance d’une population de lapins sous des axiomes idéaux, c-a-dire : si on a un couple
de lapins pour le premier mois. Le deuxiéme mois, on n’a toujours que ce méme couple,
mais en troisiéme mois on a déja 2 couples, puis 3 couples, le quatrieme mois sera 5 couples
et ainsi de suite, autrement dit chaque couple de lapins, engendre chaque mois un nouveau
couple de lapins, et ce indéfiniment, la croissance de cette population est décrit par la suite
de Fibonacci, d’ailleurs c’est ce qu’a était présenté dans cette étude.

Dans le méme contexte dans ce premier chapitre nous avons donné quelques définitions
élémentaires a savoir : les coefficients binomiaux, les fonctions génératrices, les suites de ré-
currences linéaires ainsi que le triangle de Pascal.

Pour le deuxiéme chapitre, il a été consacré aux définitions des suites classiques, appelée
de Fibonacci et Lucas et les relations entre ces deux types de suites de méme pour ce qui
est de la relation entre le fameux triangle de Pascal et les nombres de Fibonacci.

Pour ce qui est du troisiéme chapitre on s’est intéressé a I’étude des polyndomes de Fi-
bonacci qui ne sont qu'une généralisation des nombres de Fibonacci, et leurs propriétés
analytique ainsi que les polynomes de Lucas classiques.

En fin de compte et pour le dernier chapitre, nous mettons en évidence que cette étude
comporte plusieurs domaines d’application, ou nous citons a titre d’exemple I'approximation
polynomiale, la résolution des équations algébriques et des équations a drivée partielle.



CHAPITRE 1

DEFINITIONS ELEMENTAIRES

L’objectif de ce chapitre est de présenter et fixer les notations de certains outils analy-
tiques dont nous aurons besoin au long de ce document.

Dans ce chapitre, nous citons les définitions élémentaires des coefficients binomiaux, fonctions
génératrices, triangle de Pascal, suites récurrentes linéaires d’ordre deux, nombre d’or, va-
leurs propres et vecteurs propres, ainsi que des polyndémes de Tchebychev. Pour des notions
plus précises voir [1, 5, 7, 9].

1.1 Coefficients binomiaux

Le coefficient binomial, noté <Z), est défini pour tous entiers n et k (0 < k < n) par

(:) = o

avec la convention (Z) =0 pour k <0ouk >n.

Le coefficient (Z) peut étre interprété comme le nombre de fagons de choisir k£ éléments

parmis n.
Ces coeflicients apparaissent dans le développement de (a + b)™, appelé relation du binoéme
de Newton, ou a et b sont des nombres réels ou complexes.

(a+b)" = i (Z) a* ok

k=0

et satisfont une relation de récurrence & trois térmes

-G+ (). "



1.2. Fonctions génératrices 1. Définitions élémentaires

A partir de la relation récurrente (1.1) nous pouvons construire le triangle de Pascal
(n =10, k = 10).
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Ce triangle satisfait plusieurs propriétés, par exemple, on remarque que les lignes du

triangle sont symétrique i.e
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1.2 Fonctions génératrices

Les fonctions génératrices forment un lien entre I'analyse mathématique des fonctions a
valeurs réelles et les problémes portant sur les séquences, utiliser les fonctions génératrices
pour résoudre des récurrences et des problémes de dénombrement d’ ensembles. En 1718, le
mathématicien frangais Abraham De Moivre(1667 — 1754) a utilisé les fonctions génératrices
afin de résoudre la relation de récurrence de Fibonacci.

Notons que le polynome 1 + x + 2% + 2® + 2* + 2° peut étre écrit (2% — 1)(z — 1) par
la méthode de la division euclidiénne, dont la suite des coefficients 1,1,1,1,1,1 présente les
coefficients de la fonction génératrice de ce polyndme.




1.2. Fonctions génératrices 1. Définitions élémentaires

De maniére plus générale, nous donnons les définitions suivantes :

1.2.1 Fonction génératrice ordinaire

Définition 1.2.1. Soient n un entier naturel et (a,)n>0 une suite de nombres complezes.
On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite (a,)n>0, la fonction

+oo
G(z) = ap + a1z + asr® + aza® + ... = Zanfﬂn-
n=0

Exemple 1. G(z) =1+ 2z + ...+ (n+ 1)z™ + ... est la fonction génératrice de la suite
1,2,3,4, ...

L’addition de deux fonctions génératrices ordinaires est définie par

+oo

P(z) +G(a) = (an+bu)a",
n=0
ou . .
F(x) = Zanx”, et G(x)= anx", n € N.
n=0 n=0

Le produit de deux fonctions génératrices ordinaires est défini par

F(x)G(x) = Z ",

ol
n
Cp = E arbn_.
k=0

La dérivée d’une fonction génératrice est donnée par
“+o0

F'(z) = E na,z" .
n=1

o0 o0
Deux fonctions génératrices F'(z) = Y a2 et G(x) = > b,a™ sont égales si
n=0 n=0

a, = by, pour n > 0.

Exemple 2.
1 1 1
m T 1-s1-=
- (X))
- ;(;1x1x”>
= Z(n—i—l)aj"
n=0

= 1+20+32%+ ..+ (n+Da" + ...

4



1.2. Fonctions génératrices 1. Définitions élémentaires

et on a
1 1 1
(1-2)® 1

_ Z_% (n+ 1)2(n+2)x”

= 1432+ 622+ 102% + ...

Exemple 3.
Pour trouver une fonction génératrice ordinaire de la suite (a,) = (n?), on a

+oo
= E xTL =
n=0

alors, la dérivée de F(z) est
+o0
_ n—1
= E nx" ",
n=1
ce qui donne

oF'(x Zn:p —an

donc

<xF' >/ Zn2 nl

En multipliant I'identité précédente par x, on trouve

/

2(2F'(0)) = Zn

(or@) =2(:(:2)) =T

et on obtient la fonction génératrice de la suite (n?),>o

donc

= z(l+x)
S 22000

=0




1.3. Suites récurrentes linéaires d’ordre deux 1. Définitions élémentaires

1.2.2 Fonction génératrice exponentielle

Définition 1.2.2. Soient n un entier naturel et (a,),>o une suite de nombres complexes. On
appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (an)n>o0, la fonction

xn
T E Ap—.
n!

n>0

" "

Soient F'(x) = n;() s et G(z) = n;() bnm,

L’addition de deux fonctions génératrices exponentielles est définie par

n € N.

o0 n

F(z)+G(z) =Y (an + bn)%.

n=0

Le produit de deux fonctions génératrices exponentielles est défini par

ol
n
n
Cp = A Anbp_t;.
k=0

Fonctions génératrices usuelles

(1+x)* = i (g) " exp(x) = nio% Z—T
=P - i” Toap - i ()
T i ("27) f; ()
In(1 + z) :nf; (—2!n+1xn, 1n(1ix) = :Oo%n

1.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre deux

Notons par A(N,K), I'espace vectoriel formé des suites a valeurs dans un corps commu-
tatif K, avec K =R ou C.

Définition 1.3.1. On appelle suite récurrente linéaire, toute suite V,, € A(N,K) définie par
ses deux valeurs initiales Vi et Vi et la relation de récurrence

Viia — Viyr —dVi, = f(n), (c,d) € K?

avec f(n) est une application de N dans K.
Lorsque f(n) =0, la suite récurrente linéaire est dite homogéne.

6



1.3. Suites récurrentes linéaires d’ordre deux 1. Définitions élémentaires

Théoréme 1.3.1. Soit (¢,d) € C x C*, l’'ensemble H des suites (V,,)n>0 vérifiant la relation
Vo=V +dVi,y (n > 2)7
est un sous—espace vectoriel de A(N,K) de dimension deu.

L’équation caractéristique associée a toute suite appartenant & H est
r?—cr—d=0 et r e C. (1.2)
Si cette équation admet deux racines distinctes 7 et ro, alors : une base de H est ((r}")n>0, (15)n>0) .-
Dans ce cas, toute suite (V,),>0 de H s’écrit
Vo = Arl + pry,
ol \ et p vérifient les conditions
Vo=A+pu et Vi = Ay + prs.

Ces deux derniéres relations permettent de déterminer A et p :

Vora = V1 Vori = Vi

o —T rn —7re

A

La série génératrice exponentielle de la suite (V,,),,>o s’écrit
P n/)n>0

o0 [L‘n
Gy(z) = ZVng
n=0 ’

— \e"® +M€r2w
(Vorg — Vi)e® — (Vory — Vy)e™™*

ro—7

c
Si ’équation caractéristique (1,2) admet une racine double r| = ry = 2 alors, une base de

Cc

H est (((5) 0. ((5)")a0).

Dans ce cas, toute suite (V,),>0 de H s’écrit

C n
Vo= () (3)
2
ou A et p vérifient les conditions
c
Vo=n et V1:<)\+,u>§.
La série génératrice exponentielle de la suite (V},),>0 s’écrit

Gy (z) = ((v1 . Vog)x + vo) e5%.




1.4. Nombre d’or 1. Définitions élémentaires

En effet,

|
— 2 n!
> c \1 c \71
=2 n(5e) e (3) o
= A—e e
5 2

Si I’équation caractéristique (1,2) posséde deux solutions complexes conjuguées w et w.

Posons r = |w| et § = arg w. Dans ce cas, toute suite (V},),>o de H s’écrit

Vo = Mr"cos(nf) + pr"sin(nd), n € N.

1.4 Nombre d’or

Il existe deux modes de définitions du nombre d’or, celle géométrique qui s’exprime sous
forme de proportion et celle algébrique qui définit le nombre comme 'unique racine positive
d’une équation.

Définition 1.4.1. Deuz longueurs a et b (strictement positives) respectent la "proportion
d’or" si le rapport de a sur b est égal au rapport a + b sur a

a a+b
7=, (1.3)
Il existe une interprétation graphique de cette définition, conséquence des propriétés des
triangles semblables illustrés par la figure 1. Les segments bleus sont de longueur a et le
rouge de longueur b. Dire que la proportion définie par a et b est d’or revient a dire que
les triangles OAB et OC A sont semblables. Euclide exprime la " proportion d’or ", qu’il
appelle " extréme et moyenne raison ", de la maniére suivante : " Une droite est dite coupée
en extréme et moyenne raison lorsque la droite entiére est au plus grand segment comme le
plus grand segment est au plus petit."




1.5. Valeurs propres et vecteurs propres 1. Définitions élémentaires

O

figure 1.

Le rapport § ne dépend pas des deux valeurs a et b, dés lors que ces deux nombres sont
en proportion d’extréme et de moyenne raison. Cela donne une nouvelle définition d’or :

L’équation (1,3), définissant la proportion d’or, peut étre écrit de la maniére suivante,
obtenue en multipliant 1" égalité par ¢.

eietrimie =) = (6) - ()10

7 notée a, est une solution d’équation du second degré,

Ce qui montre que la proportion d’or
cette propriété donne la définition :

Définition 1.4.2. Le nombre d’or est ['unique solution positive de l’équation du second degré
sutvante :

2—r—1=0.

Le nombre d’or o = 15 qui a une valeur approximative de 1.61803...

2
1’2\/5, la deuxiéme solution de I’équation précédente.

Notons par =& =

1.5 Valeurs propres et vecteurs propres

Soient K un K—espace vectoriel de dimension n, ¢ un endomorphisme de E et M =
(aj) sa matrice carrée associée par rapport a une certaine base B de E.

Définition 1.5.1. Un vecteur non nul x € E est dit vecteur propre de ¢ si p(x) appartient
au sous—espace de FE engendré par x c’est a dire

x vecteure propre de p <= AN € K: p(z) = Az.

Le scalaire A € K est dit valeur propre de ¢ et le vecteur x € E est dit vecteur propre associé
a .

Définition 1.5.2. L’ensemble des valeurs propres de l’endomorphisme o est appelé le spectre
de . Le sous—espace propre associé a \ est formé par les vecteurs propres et sera noté

E\ = Ker(p — Mldg).

9



1.6. Polynoémes de Tchebychev 1. Définitions élémentaires

1.5.1 Polyndéme et équation caractéristique

Définition 1.5.3. Le polyndome caractéristique de o est défini par
p(A) = detg(M — \I).
Définition 1.5.4. L’équation caractéristique de [’endomorphisme @ est ’équation

p(A) =detg(M — \I) = 0.

1.6 Polyndémes de Tchebychev

Les polynémes de Tchebychev, nommés ainsi en 'honneur du mathématicien russe Paf-
nouti Lvovitch Tchebychev (1821—1894) sont deux suites de polyndmes, notées (7),(x))n>0
pour les polynémes de Tchebychev de premiére espéce et (U, (z)),>0 pour les polynémes de
Tchebychev de seconde espéce.

Ces polyndmes sont définis par les relations
To(x) =1, Ti(x) ==z et T (z) = 22T, 1(z) — Ty—2(x), pour n > 2,

Up(z) =1, Upy(z) =2z et Up(x) = 22U, _1(x) — U,_2(x), pour n > 2.

Les premiers polyndémes de Tchebychev de premiére espéce sont

To(x) = 1

Ti(z) = x

Ty(z) = 22° -1

T3(z) = 4a° -3z
Ty(x) 8t — 82 + 1.

Up(z) = 1

Ui(z) = 2z

Us(r) = 4r*—1

Us(z) = 3% — 4o

Uyr) = 162" —122% + 1.

Le théoreme suivant explique 1'origine de la définition des polynémes de Tchebychev

Théoréme 1.6.1. Pour tout nombre réel 0, on a
T, <cos(6)> = cos(nb),

et
sin((n+1)0
Un (COS(Q)) - <sm(0) > '

10



1.6. Polynoémes de Tchebychev 1. Définitions élémentaires

Propriétés des polyndomes de Tchebychev de premiére espéce

e Pour tout entier n > 0, on a la forme explicite
[n\2]

(o) = § 3 (-1 e,

ou |[n \ 2] désigne la partie entiére supérieure.

e La parité de T,, dépend de n.
To(—z) = (=1)"T,(x).

e Pour tout entier naturel n,
T,(1) = 1.

e Pour touts entiers n, m et pour tout réel z,
T (T () = Ty ().

e Pour tout entier n strictement positif, les n racines de T,, sont

a,in) = cos ((2/{2;1%) , pour k € {1,...,n}.
n

e La fonction génératrice ordinaire de 7T;, est

> 1 —tx
T ()" = — "
nz; @ =T

e La fonction génératrice exponentielle de T, est

ZTnx_T — 1 <6(x7\/:):271)t + 6(:p+\/x271)t> .
n

2
n=0

Propriétés des polyndomes de Tchebychev de seconde espéce

e Pour tout entier n > 0, on a la forme explicite

U () = Lnz\?(—m'f (” . "’) (22)"2.

e Pour tout entier naturel n,
Un(l) =n+ 1.

e Pour tout entier n strictement positif, les n racines de U, sont
k
a\™ = cos (k) , pour k € {1,...,n}.
n+1

e La fonction génératrice ordinaire de U, est

> 1
U ()t = ——
nz_:o @t =5

11



CHAPITRE 2

LES SUITES DE FIBONACCI CLASSIQUES

2.1 Suite des nombres de Fibonacci

La suite de Fibonacci est une suite d’entier dans laquelle chaque terme est la somme
des deux termes qui le précédent. Elle commence généralement par les termes 0 et 1 et ses
premiers termes sont :

0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Elle doit son nom a Leonardo Fibonacci qui, dans un probléme récréatif posé dans
I'ouvrage Liber abaci publié en 1202, décrit la croissance d’'une population de lapins : "un
homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous les cotés par un mur. combien
de couples obtient—on en un an si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple
a compter du troisiéme mois de son existence ?". Les résultats de ce chapitre sont extraites
des ouvrages [9].

2.1.1 Formule de récurrence

Définition 2.1.1. La suite de Fibonacci, notée (F,)n>0, est définie par les valeurs initiales
Fo=0, F1 =1,
et par la relation de récurrence suivante :

Fn = anl + Fn727 n Z 2. (21)

2.1.2 Fonction génératrice

Théoréme 2.1.1. Soit (F,),>0 la suite de Fibonacci, alors la fonction génératrice ordinaire
de la suite de Fibonacci est

o0 :L‘
Fa"=— " 2.2

Démonstration. La relation de récurrence (2.1), donne :
o0 [e.e] o0
n=2 n=2 n=2

12



2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

donc - - o
Z Foa" —Fy—xF, ==z Z F,_ a4 22 Z F,_ox" 2.
n=0

n=2 n=2

Par un changement de variable d’indice, on obtient

ian" —Fy—aF, = xian” — Fp —i—xzianv",
n=0

d’ou
oo o o0
g Fx"=z+x g F,z" + 22 g F.x",
n=0 n=0 n=0

ce qui nous donne

2.1.3 Forme de Binet

La forme de Binet est une formule explicite s’écrit en fonction des racines de I’équation
caractéristique associée a la relation de récurrence.

Théoréme 2.1.2. La forme de Binet de la suite de Fibonacci F,, est
am/_yﬁn

Fp="
a—p

(2.3)

ol

1 1—
+5 o 5=
2 2

2

IS

a et B sont les racines de I’équation caractéristique x* — x — 1 = 0 associée a la relation

de récurrence (2.1).

Démonstration. Notons par G(z), la fonction génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci,
alors

G(z) = Zan"
n=0
B T
1 —x— 22

ce qui est équivalent a

1 1
\/EG@) - l—az 1-px
_ 2{:(ln$n/__§£:%3nwn
n=0 n=0




2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

et donc

L’égalité de deux fonctions génératrices, donne

V5 a-p"

F, =
d’ou la forme de Binet de F,,.

Autre méthode.

Comme la suite de Fibonacci est linéairement récurrente d’ordre 2, son équation carac-
téristique est une équation du second degré

- —1=0,

dont les deux solutions sont :

T = o=
ou « est le nombre d’or.

Les suites (a™),>0 et (8")n>0 engendrent alors 'espace vectoriel des suites vérifient
Vn+2 - Vn+1 + Vn

Il en résulte que :

F, = Xa" + upg"

ou A et u sont des constantes & déterminer a partir de Fjy et Fj.
Les conditions initiales Fy et F} conduisent au systéme suivant :

A+ p=0
2
A—p=—
s )

ce qui donne
1 I 1-+5
A=— et =——= .
V5 V5 2

Nous obtenons finalement ’expression fonctionnelle recherchée, qui porte le nom de formule
de Binet :

1 1 5) -1
F,=—(" =" avec a= +2\/_ et f=—.
Q

V5

Corollaire 2.1.1. (Limite des quotients) On a la limite suivante

Fn+1

et plus généralement, on a




2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

Démonstration. D’aprés la formule de Binet (2.3), on a :

. Fn+1 o . - 5
R
a—f3

et puisque |5| < «, alors

lim <é> =0,
n—oo \ (¥
ce qui résulte
lim Fnia =«
n—oo F, '
F, . By Fuq B,
En général, on peut écrire lim = lim ! o O

n—oo I, _, n—oo I, 1 Fy F,_,

Corollaire 2.1.2. La suite (F,,4,) est caractérisée par la fonction génératrice ordinaire
sutvante :

- Fo+ Fpqx
Y Fpyna = ="
1—a2—a2
n=0
Démonstration. La forme de Binet de F,,,,,, donne

o0 oo

am—‘rn _ Bm—l—n
E Fm+n$n = E —BI’N
n=0 @

d’ou le résultat. ]
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

2.1.4 Les identités combinatoires

Les nombres de Fibonacci répondent & de nombreuses identités découvertes au cours des
siecles. Dans ce chapitre, nous explorons plusieurs de ces identités fondamentales.

Plusieurs auteurs utilisent les deux racines de ’équation caractéristique dans les preuve
de Fibonacci.
En effet, on remarque par exemple qu’on a

a+pB=1 a-B8=vV5 af=-1d’=14a, ?=1+0. (2.4)

Plus généralement, on peut démontrer par récurrence qu’on a la propriété remarquable sui-
vante
o =aF,+ F,_1, Vn > 1.

Nous commencons par remarque que si on multiplie 'avant derniére et la derniére égalité
dans (2,4) par « et 3, on trouve o® = 2a + 1 et 3° = 2 + 1. Ainsi, la formule de bindéme

nous donne . .
P (1)) () )

k=0

Maintenant, la soustraction des deux sommes précédentes nous donne

Fy=Y 2" (Z) Fy.
k=0

Les identités suivantes a une application pour la théorie des graphes.

Théoréme 2.1.3. La somme des n premiers termes de nombres de Fibonacci est donnée
par

> Fi=Fop—1
k=1

Démonstration. En utilisant la relation de récurrence de la suite de Fibonacci (2.1), on trouve

F1:F3—F2
F2:F4—F3
F3=F5 - F}

anlenJrl_Fn
Fn:FnJrQ_FnJrl

En sommant terme a terme de deux cotés, on obtient

Y Fi=Fus— Fo=Fua— L.
k=1

16



2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

Exemple 4.

20
§:Fk:Fﬁ—1:ﬂ7ﬂ1—1:1WMl
k=0

Théoréme 2.1.4. La somme des n premiers termes impairs de nombres de Fibonacci est

donnée par
n
E Fop 1 = Fap.
k=1

Démonstration. La relation de récurrence de la suite de Fibonacci (2.1), donne

F=F—F
Iy = Fy — F3
Fy=Fs—Fy

F2n—3 = F2n—2 - F2n—4
FQn—l = F2n - FQn—Q

En prenant la somme entre 1 et n, on obtient
n
Z Fop_y = Fy, — Fy,
k=1

et comme Fj = 0, alors

n
E Fop_1 = Fyp,
=1

donc la propriété est démontrée. O
Exemple 5.

10

Z ngfl - F20 = 6765
k=1

Corollaire 2.1.3. La somme des n consécutifs premiers termes pairs de la suite de Fibonacci
est donnée par

Vn € N*, ZFQk = F2n+1 —1.
k=1

Démonstration. D’apreés la relation de récurrence (2.1) et les théorémes (2.1.3) et (2.1.4), on
trouve

n 2n n
D P = 3 Fi= ) Fu
k=1 k=1 k=1
(Fonyo — 1) = Fyy,
- F2n+1 -1

17



2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

Théoréme 2.1.5. La somme des carrés des n premiers nombres de Fibonacci se simplifie

VneN, Y F=F,F.. (2.5)
k=1

Démonstration. Par récurrence. Pour n =1, on a
1
§ FP=Fl=1=1x1=FF,
k=1

donc l'identité (2.5) est vraie lorsque n = 1. On suppose que (2.5) est vraie pour n, et on
montre pour n + 1. Donc

n+1 n
Z Fl? = Z sz + FSH
k=1 k=1
FoFn + FELH
= Fn+1(Fn+Fn+1)>
et comme F, o = F, + F, 11, alors la relation (2.4) est démontrée. O

Exemple 6.
Pour n = 25, on a

25
D F} = FysFys = (75025)(121393) = 9107509825,

k=1

Théoréme 2.1.6. Pour toutn >0, on a
F2 o+ F2 = Fona,

et pourn >1, on a
F3+1_F3—1:F2n'

Théoréme 2.1.7. (L’identité de D’ocagne) Pour n,r € N, on a
Fn+an+1 - Fn+r+1Fn = (_1>nFr
Démonstration. Posons

Up = For b1 — Fugri1 By pour n > 0.

Tout d’abord, pour n =0, on a
ug = by — Foy Fo = Fy
et pour n > 0, on a

Unpy1 = Fn+7‘+1Fn+2 - Fn+r+2Fn+l

- Fn—l—r—l—l (Fn—l-l + Fn) - <Fn+r+1 + Fn—l—r)Fn—i—l

- Fn—l—r—l—an—l—l + Fn+r+1Fn - Fn+r+1Fn+1 - Fn+7'Fn+1
= Fn+r+1Fn - Fn+an+1

= —U,.

18



2.1. Suite des nombres de Fibonacci 2. Les suites de Fibonacci classiques

La suite (u,),>0 est donc géométrique de premier terme ug = F, et de raison —1.

Il en découle u,, = (—1)"F, pour tout n > 0, ¢’ est-a-dire

Fn+an+1 - Fn+r+1Fn = (_1)nF7“

Théoréme 2.1.8. (L’identité de Catalan ) Pour tout n,r € N, on a
F? — Fop By = (—1)""F2.

Démonstration. Par la forme de Binet (2.3), pour n,r € N, on obtient

e = (S - (S ()

a—pf
n 2 2n __ n+7" n—r n+r . n—r 2n
- (5 ﬁ) 5 ‘1a_52“ =)

a2 — B 9(af)" — a2 n+rﬁnr+ﬁn+ranr+ﬁ)2>

QB+ Bra —'r’>

2

a

- 5 ( @ g
(-2
(-

oo i 2+—+ )

( ) (a" — )
(a=p)> (aB)
. o — Br 2
= @ (T=7)
= (=1)""F? (car aff = 1)

Ce qui nous donne le résultat. O

Nous obtenons le résultat suivant comme conséquence de théoréme 2.1.7, en prenant
r=1.

Corollaire 2.1.4. ( L’identité de Cassini) Pour tout n > 1, on a
Fop1 By — F2 = (—1)™.

Théoréme 2.1.9. (L’identité de Johnson ) Soient k,l,m,n etr € N, tels que k + 1 =
m -+ n, alors

F.F — F,F, = (_1)T <Fk—rﬂ—r - Fm—TFn—T’>-

Démonstration. Soient k,l,m,n et r € N, tels que k + 1 = m + n. D’aprés la formule (2.3),
d’une part, on a

k _ nqk I al m _ am n_ pan
an-mn = (=) () - () )
= (0t - et = gl g g gran g )
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2.1. Suite des nombres de Fibonacci

2. Les suites de Fibonacci classiques

et d’autre part

(1)" (Fk—rFl—r - Fm—an—'r) = (=1 [(ak; : gkr> (al; : glqn))

Donc, on a la résultat suivant

e =)
_ (0(50‘_5)674)2 [_ BTk — ghraleT 4 g gmeT 4 ﬁm—ran—'r]
= FyF— F,F,.

FkE - Fan - (_]-)T(Fk—rF’l—r - Fm—an—r)~

O

2.1.5 Relation entre le triangle de Pascal et les nombres de Fibo-

nacci

Les nombres de Fibonacci sont liés au triangle de Pascal par la figure 2. La somme des
diagonales montantes du triangle de Pascal forme la suite de Fibonacci.

Nombres de Fibonacci
12830840813 21
— el
1 L J,f {r' /// ”,/ r}; #
/1zf ’:tz ’-',, /r,r ”// r,‘,"/ ;
zizz Jzz. 1F/ ,f'{// ,f’f ,J/
A AR dEd P
L (.-_._f .-ﬁ." —— ‘
,1; :r#f. /a. “{#/ 1
A5 |w|10]5 |1
A B|15(20]15| 6 | 1
17 |21|35]|35[21| 7| 1
Triangle de Pascal

figure 2.

2.1.6 La suite de Fibonacci d’indice négatif

En général, on n’étudie pas les nombres de Fibonacci pour des valeures négatives de n,
bien que la formule de récurrence les définisse aussi de proche en proche :

Fn = I'ny2 — Fn+1. (26)
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

Donc autour de 0, la suite est :...,5,—3,2,—1,1,0,1,1,2,3,5,8, ...
On remarque sur ces premiéres valeurs que :

F_, = —F, sinestpair
., = F,, sinestimpair

De maniére plus générale, on donne la formule de la suite de Fibonacci pour les nombres
négatifs :
F_,=(-1)""FE,.

2.2  Suite des nombres de Lucas

2.2.1 Formule de récurrence

La suite des nombres de Lucas est, parmi les suites de Lucas, qui sont liés étroitement avec
la suite de Fibonacci, introduite par combinaison linéaire de deux nombres de Fibonacci, est
appelée suite associée ou companion. Elle est donc définie par la méme relation de récurrence
linéaire mais par deux valeurs initiales différentes.

Définition 2.2.1. La suite des nombres de Lucas, notée (Ly),>o0, est définie par la relation
de récurrence sutvante :

Ln+1 = Ln + Ln—l avec LO = 2, L1 = 1. (27)
Les premier termes de la suite de Lucas sont 2,1, 3,4,7,11, 18,29, ...

Remarque. Avec les mémes méthodes utilisées dans les démonstrations de Fibonacci, on
obtient les résultats suivants

2.2.2 Fonctions génératrices

Théoréme 2.2.1. Soit (L,)n>0 la suite de Lucas, alors la fonction génératrice ordinaire de

la suite de Lucas est
9 _
E L,z" v
T 1z —22

Démonstration. Par le formule (2.7), et en faisant la somme sur n, on trouve

0 00 0
Lnx = Ln—lx + Ln—2x ’
n=2 n=2 n=2
alors

i Lnl'n — LO — fELl =X i Lnfll'nil + x2 i Ln72xn72a
n=0

n=2 n=2
et par un changement de variable d’indice n, on obtient

f: Lya" —2—x= x(i Lnx™ — L) + 2* f: L,z",
n=0 n=0

n=0

ce qui nous donne le résultat suivant

(1—x—x2)ZLnx”:2—:c.

n=0
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

2.2.3 Forme de Binet

Le terme général L,, de la suite de Lucas s’exprime en fonction du nombre d’or a par la
formule de Binet dans le théoréme suivant, analogue a la formule de Binet pour les nombres
de Fibonacci.

Théoréme 2.2.2. La suite (Ly,)n>o est donnée par la forme de Binet
L,=a"+ " (2.8)

Démonstration. En utilisant les propriétés de la fonction génératrice et par le théoréme 2.2.1,
on trouve

n=0 n=0

n=0 = =
o 1
N 1—ozx+1—ﬁx
B 2—(a+ pP)x
(1 —ax)(1 - Bx)
B 2—x
-z —a?

[o.¢]
= E L,z".
n=0

Le théoréme suivant donne la fonction génératrice de la suite (L,1p)

Théoréme 2.2.3. La suite (L,.,) est caractérisée par la fonction génératrice ordinaire
sutvante : -
L —f- L 1T
n __ m m

> Lypna” =  — (2.9)

n=0
Démonstration. Par la formule de Binet de L,, ,,, et les propriétés de la fonction génératrice,
on trouve

0 0
ZLm—Q—nIn _ Z(am—i-n _‘_ﬁm—&—n)mn
n=0 n=0
0 0
_ amzoénxn_i_ﬂmZﬁnxn
n=0 n=0
a™ Bm

1—ax + 1— Bz
a™(1—fz)+ (1 — ax)
(1~ az)(1 - )
(@™ +B™) — (@B + af™z)
1—a2—2a2
(@™ +B™) —aB(a™ '+ ™
1—2— 22
(@ + 8") + ("t 4 5" )
1—a— 22
Lm + Lm_lx
| R
D’ou le résultat. O
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

2.2.4 Les identités combinatoires.

Théoréme 2.2.4. La somme des n premiers termes de Lucas est donnée par

> Li=Ly—3
k=1

La somme des n premiers nombres de Lucas avec indices impairs est donnée par

> Lo1= Lo —2
k=1

Démonstration. A partir de définition de la suite de Lucas (2.7), on peut écrire
Ly = Lty — Li—1 et Lop1 = Log — Lo
En prenant la somme entre 1 et n, on obtient les résultats. O]

Corollaire 2.2.1. Pour toutn > 1, on a

Z Lo = Lopy1 — 1.

k=1

Démonstration. Par la formule récurrente (2.7) et en faisant la somme sur k, on obtient

2n n n
Z Ly = Z Loy, + Z Log_1,
k=1 k=1 k=1
alors . o .
> L= Li— Y Ly,
k=1 k=1 k=1

et d’aprés le théoréme (2.2.4), on trouve

> Loy = (Long2—3) = (Lan — 2)
k=1

= (L2n+2 - L2n) -1
= (Lopt1 + Loy — Loy) — 1
= Lopy1 — 1.

Ce qui nous donne le résultat. O
Théoréme 2.2.5. Pour toutn >1, on a
n
> Li=LpLna -2
k=1
Démonstration. Par récurrence. Pour n = 1, on a

1
Y Li=Li=1=1x3-2=1L1L,—2
k=1

23



2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

on montre pour n + 1

n+1 n
Z Li = Z Li + Liﬂ
k=1 k=1

= LpLpp+ L5, —2
= Ln+1(Ln+1 + Ln) -2
= Ln+1Ln+2 —2.

Théoréme 2.2.6. (L’dentité de Cassini) Pourn > 1, on a

Ly 1Lpy — L2 =5(—1)"""

2.2.5 Relations entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas.
Théoréme 2.2.7. 1. Pour toutn > 1, on a
L,=F, +Fn+l-

2. Pour toutn > 2, on a
Fn+2 - Fn72 = Ln

3. Pour toutn > 0, on a
b, = F,L,.

Démonstration. 1. En utilisant la forme de Binet (2.3), on obtient

n—1 _ An—1 n __ an
o s a" =

Foa+F = o + —

(an+1 _I_anfl) _ (/Bn+1 _}_ﬁnfl)

= o

1 1

fard)-p(3+1)

= "

et comme l = —f, alors
o
Fn—1+Fn+1 = a”(&—ﬁo)é—l—g”(@_ﬁ)

= Oén—l—ﬂn

= L.
2. Pour n > 2, on a

Fn+2_Fn—2 = (Fn+1_Fn>_Fn—2
Fn+1+(Fn71+Fn72)_Fn72
= Fn+1+Fn—1

et comme F, 1 + F,,_1 = L,, on trouve

Fn+2_Fn—2:Ln
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2.2. Suite des nombres de Lucas 2. Les suites de Fibonacci classiques

3. Les formes de Binet de F;, et de L,,, donnent le résultat.

2n _ AQ2n
R, = 70"
a—f
a" — ﬁn n n
(5= ) i
= F,L,.
O
Théoréme 2.2.8. Pour toutn >1etm >1, on a
Foly+ Fp1Ly, 1 = Lm+n—1-

Démonstration. Par la fonction génératrice de F), et en utilisant (2.7), on obtient
Z (Fan + Fm—an—1>xn = Ly, Z men + Ly Z Fm—lwn
m=0 m=0 m=0

T T
= L,——+ L, . ———
1—3:—;52+ 1o — a2
o Lnfl + (Ln - Lnfl)l'
N 1—x—2a2
o Ln,1 + Ln—2x
 l—x— a2
= Z Lern lxn
m=0
donc
Fan + meanfl = Lernfl-
O

Autres relations.

Ly,
o [2 =5F%+4(—1)", et ainsi la suite <F> converge vers /5.

o Frin+ (=1)FF,_ = Ly Fy.
L] Ln+k - (—1)kLn_k = 5Fan

Lnfl + Ln+1

o [, =
)

Relation entre L,, F,, et le nombre d’or.
Théoréme 2.2.9. La relation entre L,, F, et o est donnée par

« :T, 6 :T

Démonstration. Les formes de Binet de F), et de L,,, donnent directement les résultats. [
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CHAPITRE 3

LES POLYNOMES DE FIBONACCI

Dans ce chapitre nous proposons quelques généralisations des résultats discutés dans le
premier chapitre, appelées les polynémes de Fibonacci. Toutes ces généralisations considérées
se réduisent au cas des nombres autour de x = 1. Parmi ces polyndémes, les polynémes de
Catalan, les polynémes h(z)—Fibonacci, et les polynomes (p,q)—Fibonacci. Pour plus de
détails voir [2, 6, 8, 9.

3.1 Les polynémes de Fibonacci classiques

3.1.1 Relation de récurrence

Définition 3.1.1. Les polynomes de Fibonacci classiques f,(x), étudiés par Catalan sont
définis par la relation de récurrence

fu(2) = 2 fra(z) + fra(x), n>2 (3.1)

ot fi(z) =1, folx) = =.

Les premiers termes de ces polynomes sont :

folx) = 0

filz) =1

fax) = =z

fa(z) = 241

fa(z) = 2°+ 22

f5(x) = a*+32° +1

fo(z) = 2°+42°+ 32

fr(z) = 2% +52" +62° +1

fs(x) = 2" +62° +102° + 4z

fo(z) = 2%+ 72% 4+ 152" + 102 + 1
fio(z) = 2 + 82" + 212° + 202° + 5.

Pour z = 1, on trouve la suite de Fibonacci classiques (F,)n>0-
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3.1. Les polynémes de Fibonacci classiques 3. Les polynémes de Fibonacci

Les polyndémes de Fibonacci classiques d’indices négatifs peuvent étre définis par :

fonl@) = (=1)"" ful2). (3.2)

En prenant z = 1 dans la formule (3.2), on trouve la formule des nombres négatifs pour la
suite de Fibonacci.

3.1.2 La fonction génératrice

Théoréme 3.1.1. La fonction génératrice ordinaire de f,(x) est donnée par :

n=0

Démonstration. Notons

= Z fn(m)tna

alors .
wtgs(t) = Z x f(z)t"
n=0
et

=3 fa@r?,
n=0

ce qui donne

97(t) — wtgg(t) — t2g(t) Z fal)t" = fo()t" — Z ful)t" "2,
n=0
c’est-a-dire
(1wt = )gs(t) = fo(x) + thi(w) + Y fal@)t" = atfolx) = Y wfale)t™™ = fulx)t"?,
n=2 n=1 n=0
puisque fo(z) =0 et fi(x) = 1, on obtient
(1 —at —t*)gs(t —t+2fn "= wfaa(x) me ,
n=0
donc
(1—at —t)gs(t) =t + Zt” fal@) = 2 fur (@) + fas
(1 —at—1*)gs(t) = t,
alors
t
9l =1
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3.1. Les polynémes de Fibonacci classiques 3. Les polynémes de Fibonacci

Les théorémes suivants donnent les formules explicites pour les polynomes de Fibonacci

fal).

3.1.3 Forme de Binet

Théoréme 3.1.2. La suite (fn(x))n>0 $’exprime en fonction du nombre d’or par la forme
de Binet suivante :
a"(z) — B*(x)

a(z) = px)

T+ vVri+4 r—Vaz+4
alr) = ——o——, et fa)=——g——

a(z) et B(x) sont les racines de ’équation caractéristique t* — xt — 1 = 0.

fn(x) =

o

Démonstration. En utilisant le théoréme 3.1.1 et les propriétés des fonctions génératrices,
on trouve

= a(z) — B(z) , B 1 ooanxn_oo n(p)en

S AW T R @ ]
B 1 [ 1 _ 1 }
T a@ - li—a@r 1= B
o (ae) - B )¢
o) = Bl) <1 - a(m)t) (1 - B(x)t)

t
T ol—at—p
= Y falo)t".
L’égalité de deux fonctions génératrices, donne le résultat. O]

Exemple. Pour n =5, on a
<x+\/.r2+4>5_ (a:— $2+4>5
2

:1:~|—\/:v2~|—4_a:—\/:£22~|—4
2 2
1 5 5
BTl m[(m—i—@) —(x— x2+4>}
32<x4+3x2+1> 2 +4
32V + 4
= (x4+3x2+1>

fs(z) =

Une autre formule explicite pour f,(x) est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.3. Pourn >0, on a

TIPS
fo(z) = Z ( . ) =21

k=0
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3.1. Les polynémes de Fibonacci classiques 3. Les polynémes de Fibonacci

Démonstration. D’une part, d’apreés le théoréme 3.1.1, on a
(o) . y
W)Y = ——,
% @' = T

et d’autre part, la forme explicite pour le polynéme de Chebychev de seconde espéce, est

[n\2]
0t = Y- (-0t (") o

k=0

Pour z =iy et t =z \ 2i et i* = —1, on trouve

[e.9]

1
_— = VA
o 2
1l—azy—y ‘

Uz \ 2i)y"

et

_Z iUy (z\ 20)y" Y, (3.4)

1—xy y? —

et d’aprés les équations (3.3) et (3.4), on trouve que :

frpa(x) = i"U(z\ 21)

= anm(_nk (” . k) (w32

k=0
O
3.1.4 Les identités combinatoires
Théoréme 3.1.4. Pourn > 1, on a
1<k<n—1
Démonstration. Par le théoréme 3.1.1 et la formule de binéme de Newton, on obtient
o - ()
n=0
=[S nor]
=0
= Y[ a@he@)e
n=0 1<k<n
alors
fulz) = fi(@) frr(@).
1<k<n
O
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3.1. Les polynémes de Fibonacci classiques 3. Les polynémes de Fibonacci

Exemple. Pour fy(z) =0, on a
fo(r) = 2° +42° + 3z

fi(x) = 5ot + 1222 +3

Y. @) for(@) = fi@)fs@) + fol@) falw) + fo(2) fs(x) + fa(x) fol) + fo(x) fi(2)

1<k<6
= 2fi(x)fs(x) +2fa(x) fa(x) + f3(2)
= 2(1)(z* + 322 4+ 1) + 22(2® + 22) + (27 + 1)
= 5zt + 1222 + 3
= fs(2)

Théoréme 3.1.5. Pourn >1, on a

ﬁka = for1(2) + fu(z) — L.

Démonstration. Par la relation de récurrence (3.1) et en prenant la somme entre 1 et n, on

trouve . . "
Y frn@) =2 file) + Y frl)
k=1 k=1 k=1

ce qui donne

2Y fr@) =) (@) =Y fra (@)

c’est—a—dire

xsz = (L) + H@) + o+ fusa (@) = (@) + A@) + o+ fua (@),

donc
x Z fio(@) = fas1(2) + fulw) = filz) — fol2),
et comme fo(x) =0et fi(z) =1, on trouve
z fk(x) :fn+1(x)+fn(x) _17
k=1
d’ou le résultat. ]

Pour x = 1, le théoréme 3.1.5 devient le théoreme 2.1.3.

Théoréme 3.1.6. Pour n,m >0, on a

fm+n+1(x) = fm+1<x)fn+1(x) + fm(x)fn(x)

30



3.1. Les polynémes de Fibonacci classiques 3. Les polynémes de Fibonacci

3.1.5 Matrice associée aux polynéomes de Fibonacci

Dans cette section nous présentons la matrice Q(x) qui joue le role de la matrice () dans
le cas des nombres de Fibonacci. La matrice () définie par

11
=1 40)
La matrice ) est un outil important pour démontrer et construire des identités pas
seulement pour les nombres ou les polyndémes de Fibonacci, mais pour n’importe qu’elle

famille de polyndémes qui vérifie une récurrence linéaire finie ou non. La matrice () est parfois
appelée "la matrice companion". Dans le cas de Fibonacci classique, la matrice companion

prend la forme suivante
rz 1
Q(m) - (1 0) :

Théoréme 3.1.7. Pour toutn >1, on a

n foa(x) - fulz) )
x) = . 3.5
Démonstration. On montre par récurrence. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons qu’il
est vrai jusqu’a l'ordre n (n > 1) et montrons a l'ordre (n + 1). Alors

Q" (z) = Q"(x)Q(x)

_ -fn—l—l(x) fn( ) 1 |::L‘ 1:|
fu(x)  fua(z)] |10
_ :L‘fn+1(l')+fn<l’) fn+1( )1
[z fo(2) + fra(x)  fulz)
_ fn+2(x) fn+1(x>1
_fn—l—l(x) ( )

ainsi la formule (3.5) est vraie pour tout entier strictement positif. [l
D’autre part, sachant que le déterminant de () égale a 1, on en déduit le résultat suivant

Théoréme 3.1.8. (Identité de Cassini) Pourn>1, on a
fri1(2) faa (@) = fr(z) = (1)
Démonstration. Pour n > 1, |Q] = —1, |Q" = (—1)", donc

farr(@) faoa(z) = fi(z) = (=1)".

Pour x = 1, on obtient 'identité de Cassini pour les nombres de Fibonacci.

On peut utiliser la matrice companion pour démontrer ( par la multiplication de deux
matrice ) des identités plus compliquées. Citons a titre d’exemple les formules suivantes.

sachant que Q*"*1(z) = Q"™ (z)Q"(x).

fons1(@) = fia(2) + fo(@)
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3.2. Les polynémes de Lucas classiques 3. Les polynémes de Fibonacci

f2n<x> = fn+1(x)fn<x) + fn(x)fnfl(x)a
f2n+1<x> = fn+2<x)fn<$> + fn+1(x)fnfl(x)'

En effet,

2n+1 _ -f2n+2(95) Jont1(x)
R f%(ﬂc)}

| font1
fn+1(1’)} {fwl(@ fa(2)

-fn+2 (I)
_fn+1($> n() falz)  foa(2)
)

-fn+2(x fn+1(x> + fn+1($)fn($) fn+2($)fn(x) + fnJrl(x)fnfl(x)
r%—i—l(m) + fz(l’) fn—f—l(m)fn(x) + fn(m)fn—l(x) ‘

Ce qui achéve la démonstration. De méme, on peut trouver le résultat suivant par le produit

matriciel Q™" (z) = Q™ (z).Q™(x)

Théoréme 3.1.9. Pourn>1etm>1, on a

frin(@) = frnia (@) fu (@) + fin (@) frioa ().

3.2 Les polyndémes de Lucas classiques

Définition 3.2.1. Les polynéme de Lucas notés l,(x) définis par la relation de récurrence
sutvante :
ln(z) = xly_1(z) + lh—o(x), n>2

ot lo(x) =2, li(z) = =.

Les premiers termes de la suite (I,,(x))n>0 sont :

Liz) = x

l(z) = 2242

Is(x) = 2%+ 3z

IL(z) = z*+422+2
Is(x) = a°+ 52+ bz

= 254621 +922+2

= 2" +72°+92° + Tx

= 2% 4 82% + 202" + 162° 4 2

= 224927 +272° + 302% + Ox

= 2'04 102% + 352° + 502 + 2522 + 2.

o
8

8

o~ o~
[ed] ~

8

S
8

8

N N N /N /N /N /N /N /N o/
~— '

o~
—_
[e=]

Pour z = 1, on obtient les nombres de Lucas L,,.

3.2.1 La fonction génératrice
Théoréme 3.2.1. La fonction génératrice de l,(x) est donnée par la relation suivante :

2 —uxat

o
a9t =1 _p
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3.2. Les polynémes de Lucas classiques 3. Les polynémes de Fibonacci

Démonstration. On a

k=0
donc .
xtg(t) = Z wl, (z)t"
k=0
Pa(t) =Y L (x)t"
k=0
alors - - .
ai(t) = wtg(t) — La(t) =Y (@)t = aly (@)™ = 1 (x)t"
k=0 k=0 k=0
(1= ot —£2)gp(t) = lo(x) + th(x) + > lu(x)t" — atly(z) = Y aly (@)™ =Y "1, (z)t"
k=2 k=1 k=0
donc
(1 —at —t*)g(t) =2+ to — 2t + Z Ln(2)t" — Z xly 1 (x)t" — Z Lyio(z)t"
k=2 k=2 k=2

(L—at—)g(t) =2 —at+ Y t"[lo(z) — alp_1(x) + o]
k=2
D’ aprés la relation de récurrence des polynomes de Lucas, on a

ln(x) = xly_q1(2) + lh—a(x), n > 2,

(1 —at —tHg(t) =2 — at,

alors
2 —uat

) =T

3.2.2 Forme de Binet .

Théoréme 3.2.2. Les polynomes de Lucas l,(x) sont caractérisés par la forme de Binet
sutvante :

In(x) = o™ () + "(2),

T+ vVai+4 r—Vri+4
ofx) = TEVEEL op iy = TV

Le théoréme suivant donne les relations entre les polynéomes de Fibonacci classiques et
de Lucas classiques.

avec

Théoréme 3.2.3. Pour toutn > 1, on a

In(z) = foo1(@) + foq (o)
fén(f) = fﬁ(ljln(w)'
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3.3. Les polynémes h(x)—Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

Théoréme 3.2.4. Pour n>1et m > 1,
fran(®) + (=1)" frnn(®) = frnln(2).
Démonstration. D’aprés le théoréme 3.1.9, on a
fm+n($) = fm+1(x)fn(x) + fm(w)fnfl(x)

En remplagant n par —n et par la formule (3.2), on obtient

fm-n(@) = for1(@)fon(@) + fin(2) f-n1(x)
= (_1)n+1fm+1(x)fn<x> + (_1)n+2fm(x)fn+l(x>

maintenant, en utilisant le théoréme 3.2.3, on trouve

fm+n($) + (_1)nfmfn<w> = fm<l'>fn,1($) + fm(x)fnJrl(x)
= fm(@)(fa-1(2) + frta(2))
= fmln(x).

Ce qui compléte la démonstration. O

On remplace n par k et m par m — k dans le théoréme 3.2.4, on trouve 'identité suivante

(@) = 1(@) frnon(2) + (1) fruau ().

3.3 Les polynoémes h(x)—Fibonacci

Définition 3.3.1. Soit h(x) un polynome & coefficients réels, les polynomes h(x)-Fibonacci
noté€s (frn(x))n>0 sont définis par la relation de récurrence suivante :

Jop1(x) = h(@) fon(@) + frn-1(2), (3.6)
avec les conditions initiales fro(z) =0, fri(z) =1

Pour h(z) = z, on trouve les polynoémes de Fibonacci classiques étudiés dans la section
précédente.

3.3.1 Fonction génératrice

Théoréme 3.3.1. La fonction génératrice g;(t) de la suite (fin(x))n>0 est définie par

t) = go Snn(@)t" = m (3.7)

Démonstration. Nous avons

95(t) = h(@)tgs (1) = gs(t) = D fual@)" =h(2)t Y fan(@)t" =) frala)t

= Z frn(2)t" — h(z) Z fh,n(l')tn—’_l - Z fh,N(x)tm_Q

= foo+tfhi(z +thn )t frno—h thn

_ Z fh,n(x)tn+2
n=0
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3.3. Les polynémes h(x)—Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

et comme
Jrno(@) =0 fra(z) =1,
alors
g5(t) = h(@)tgp(t) = g5 (t) = t+ ) fan@)t" =h(2) Y frna(@t" =D fan-a(@)t"
n=2 n=2 n=2
=t 3 funl®) = A@) a1 (@) = fina(@)].
n=2
maintenant la récurrence (3.6) conduit a la résultat. O

Théoréme 3.3.2. Supposons que h(x) soit un polynéme impair. Alors

Vn € Na fh,n(_‘r) = <_1>n+1fh,n(x)-

Démonstration. On a
- —t
n(—2) (=) = s,
S oA =
n=0
alors, en multipliant les deux équations par (—1), on trouve

[e o]

t
D) ()t = s
o 1—h(z)t—t
- Z fh,n(x)tnv
n=0
I’égalité de deux sériés génératrices, donne le résultat. O

3.3.2 Forme de Binet.

Théoréme 3.3.3. Pour tout entier positif n, on a la formule de Binet suivante :

a”(x) — B (x)

Junl®) = = =50y (3.8)
avec h(x) + /R2(x) + 4 _ h(x) — \/W
a(z) = 5 , Blx) = 9

a(z) et B(x) sont les racines de I’équation caractéristique v? — h(z)v — 1 = 0.
donc a(z) + (z) = h(z), a(z)B(z) = —1 et a(x) — B(x) = /h?(z) + 4.

Une autre formule explicite pour fj,,(z) est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.4. Pour tout entier strictement positif n, la forme explicite des polynémes
fnn(x) est donnée par

L(n—1)\2]
fin(z) = Y (” N ]’j - 1) 2L (), (3.9)

k=0
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3.3. Les polynémes h(x)—Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

Démonstration. D’aprés la formule (3.3) et par la forme de binéme de Newton, on trouve

t 2\n
e @)
= o (3) oy

0 k=0
n

(Z) Bk (x)tn—l-k—l-l
n=0 k=0

posons n + k 4+ 1 = m, alors

oo oo [(m—=1)\2] m— k— 1\ %1
S =3[ 5 (") @l
n=0 m=0 k=0
ce qui prouve (3.9). O

Théoréme 3.3.5. Pour n>1, on a

[(n—1)\2] n 3
fon(z) =217 Z (2]{; . 1) R () (R () + 4)) .

k=0

Démonstration. On a

o"(z) = BM(x) = 27" [(h(z) + /h2(x) —|—4)n — (h(x) — /h3(z) +4)n}

= o [S (1) (VT ) z (1) o (- v 1) |
R L(n DA2] (2k+1) =i hQ(x)+4>2kH,

la formule de Binet de f, ,(z), donne

0 (x) ~ (2
Pl = ) = )
e
h2(x) + 4

L(n—1)\2]

= 2 Y <2kn+1) R () (R(2) +4)".

O
Le polynoéme f;,,(z) s’exprime en fonction de polynéme de Tchebychev de seconde espéce.

Théoréme 3.3.6. Pourn > 1,

frm(x) =" U,y (%f)) , (3.10)

avec i2 = —1, et U,(t) le polynome de Tchebychev de seconde espéce.
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3.3. Les polynémes h(x)—Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

Démonstration. On a

S 1
% Un()2" = =5
Pour z =iy et t = %, on obtient
= h(x n 1
2" (%) T el
donc -
n h(x n
et d’aprés le Théoréme 3.1.1, on obtient (3.10). O

Théoréme 3.3.7. Soit D, (z) la matrice d’ordre n définie comme suit :

avec 1* = —1 et Dy(x) = (0). Alors
detD,(z) = fnn(x), n > 0.
Démonstration. Par récurrence. Pour n =1 et n = 2, le résultat est vrai.
detDy(x) =1 = fr1(x) et detDy(x) = h(x) = fra(x).

On suppose
detD,,_, = fh,n—l et detD,,_, = fh,n—2> n > 3.

Alors
detD,(z) = h(z)detD, 1 (z) — i*det D, _o(x) = h(z) frn_1(%) + frn_o(z).
Par la relation récurrente (3.6), on obtient

detDy,(x) = frnn(z).

3.3.3 Matrice associée aux polynoémes h(x)—Fibonacci

Définition 3.3.2. La matrice Qn(x) associée auz polynomes h(x)— Fibonacci est définie par :

Qn(x) = [h(lx) (1)} :
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3.4. Les polynémes h(x)—Lucas 3. Les polynémes de Fibonacci

Théoréme 3.3.8. Pour toutn>1, on a

ney _ | frn1(@) fan(@)
Qp(z) = { fh,:(l“) fh,n—l(-T)] . (3.11)

Démonstration. On montre par récurrence, le résultat est vrai pour n = 1. Supposons qu’il
est vrai jusqu’a 'ordre n (n > 1) et montre a 'ordre (n + 1). Alors

px) = QZ(CL’)Qh()

_ fhn+1l’ fhn

= [ el
[h(2) famar () + frn(®)  frmer (2 )}
h(x) fon(T) + frm1(x)  fan(z)

o fh,n+2(x) fh,nJrl(x)}
_fh,nJrl (LU) fh,n(x)

ainsi la formule (3.11) est vraie pour tout entier strictement positif. ]

Sachant que le déterminant de (), égale & 1, on en déduit le résultat suivant
Corollaire 3.3.1. (Identité de Cassini) pour n > 1, on a
Srn1(2) fopir (@) — fro (@) = (=)™
Démonstration. On a |Qp(x)| = (—1), alors |Q7(z)| = (—1)", et on a
Q5 ()| = Fhns1(2) Fhnir (z) = Fy ()

donc
Fh,n+1(x)Fh,n+1(x) - Fi?,n(m) = (_1)71

Corollaire 3.3.2. Pour n,m >1, on a

fh,2n+1(x> = fl%,nJrl(x) + f}?,n(x)

et
Fron(@) = frn(@) (frne1(2) + fana(2)) .

Démonstration. La démonstration se fait par le produit matriciel Q"™ (z) = Q" (z)Q"(x).
]
3.4 Les polynémes h(x)—Lucas

Définition 3.4.1. Soit h(x) un polynéme a coefficients réels, les polynomes h(z)-Lucas notés
(Ihn(2))n>0 sont définis par la relation de récurrence suivante :

lhn1(z) = h(x)lpn(x) + lhpno1(z), n>1 (3.12)
avec les conditions initiales U o(z) = 2 et 1 1(z) = h(x).

Théoréme 3.4.1. Pour toutn > 1,
lh,n(x) = fh,n-l—l(x) + fh,n—l(w)-
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3.4. Les polynémes h(x)—Lucas 3. Les polynémes de Fibonacci

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Le résultat et vrai pour n = 1. Sup-
posons qu’il est vrai jusqu’a l’ordre n, alors

lhnii(x) = h(@)lhn(z) + a1 ()
= h(z) (fh,n+l(w) + fh,nfl(x)) + <fh,n(95) + fh,nf2(33)>
= (h@fns1(@) + fia®)) + (3@ frn1(2) + frn-ale)
= frnso(z) + fh7n($)
donc le résultat est vrai. -

Corollaire 3.4.1. Pour n>1

Ihn(7) = W) fon(z) + 2 fnn-1(7).

Démonstration. D’aprés la récurrence (3.6)

h@) frn(@) + 2frns(2) = (h(@)fan@) + frn1(2)) + frns ()

fh,n+1 ('T> + fh,n—l (l’)
lh,n<x)>

ce qui donne le résultat. O

3.4.1 Fonction génératrice

o0
Théoréme 3.4.2. La fonction génératrice gi(t) = - lnn(x)t" de la suite (Inn(x)) ., est
n=0 -
définie par lexpression suivante :

2= h(x)t
9 =T -

Démonstration.

a(t) = h(2)tg(t) — Pa(t) = > la(@)t” =t Y (@)l (@)t =Y b ()t
= lhp + tl}hl(iﬂ) + i lhm(.T)tn — h(.ﬁlﬁ)tlhp — i h($)lh7n($)tn

_ Z lh,n (x)tn+2
n=0

= 24 h(@)t = 20(@)t+ Dl (@) =Y (@) a2 =Y Lo ()"

n=2

= 2= h@)t+ Y 'hn(r) = B@)lhnr (@) = lhna ()]

la relation de récurrence h(x)—Lucas (3.12), donne

2 — h(x)t

9 =T — e
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3.4. Les polynémes h(x)—Lucas 3. Les polynémes de Fibonacci

Théoréme 3.4.3. Supposons que h(x) soit un polynome impair. Alors
VneN, l,(—z)=(-1)"l,(z).

Démonstration. On a

- 2 —h(x)t
t) = Zolh,n(ﬂﬂ)tn = T)(f)—t?

alors
> 2 — h(x)t
lhn(—2)(=)" = —————
nz; an(=2)(=t) 1— h(z)t — 2
donc
i( 1Yl (— )t 2 — h(x)t
—L1) (= = T
— 1 — h(z)t —t2
= Z lhm(l‘)tn,
n=0
I’égalité de deux fonctions génératrices, donne le résultat. O

3.4.2 Forme de Binet

Théoréme 3.4.4. Pourn > 0,

avec

Corollaire 3.4.2. Pourn > 0,

an(x) _ lh,n —|— \/ h2($) —|— 4fh,n(x)
2

n o lhﬂ — h2($) + 4fh,n(x)
B (@) = g

Démonstration. L’addition, respectivement la soustraction des formes de Binet de f, ,(x) et
lhn(x), donnent les résultats immédiatement. O

Corollaire 3.4.3. Pour n > 0,

() = (h2(x) +4) f7,(x) =4 (=1)".

Démonstration. D’aprés le Corollaire 3.4.3, on résulte

20"(x) — lpn(z) = VE2(2) + 4. frn(o

La fonction carrée de deux nombres, donne

@) = (R@) +4) 2 (2) = —40™(2) + 40" (@)1}, ()
= —4a™(z) +4a"(2) (a"(x) + 5"(x))
- 4<a x)ﬁ(:v)
- 4(-1)"
Le corollaire est démontré. O
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3.4. Les polynémes h(x)—Lucas 3. Les polynémes de Fibonacci

Corollaire 3.4.4. Pourn >0, on a

Jhon(®) = frn(@)lhn(2).

Démonstration. Par le Théoréme 3.2.1 et en utilisant le Théoréme 3.4.4, on obtient

a?(z) — 7 (x)
a(z) — p(z)

fh,2n(x) =

donc
a"(x) — B"(z)
a(r) — B(x)

frante) = ( ) (@ (@) + 5w

ce qui donne

fh,2n(£> = fh,n(x)lh,n(aj)'

Théoréme 3.4.5. Pourn > 1,
1 [n\2]

=5 3% () 5 0+

Démonstration. Par le Théoréeme 3.4.4 et en utilisant la formule de binéme de Newton, on
trouve

lh,n(x) + 5n($)

)
(h(z) + VR2(@) + 4)" + (h(z h2<> )”}

— ot % (%) P ) ( hz(x)+4>2k

]

La relation entre les polynémes h(z)—Fibonacci et le polynéme de Tchebychev de pre-
miére espeéce donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.6. Pourn > 0,

Unn(x) = 20" T, [h(z)2i]
avec i2 = —1 et T, (t) est un polynome de Tchebychev de premiere espéce.
Théoréme 3.4.7. Soit R, (x) la matrice tridiagonale d’ordre n, définie par :

h(x)

2
0 =~/
2
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3.5. Les polynoémes (p,q)—Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

avec 12 = —1, alors
detR,(x) = lppn-1(x), n > 0.

Théoréme 3.4.8. Les racines d’équation caractéristique de Q3 (x) sont o"(z) et f™(z).

Démonstration. Le polynome caractéristique de Q7 (z) est défini par :

— det Fh,n—i—l(l‘) - A Fh,n(x)

|Qh(x) — Al Fyn() Fhn-1— M)

Qi (@) = M| =X = XM Fnr1(2) + Fono1(2)) + (Fhns1 () Frnir () = i (2))-
En appliquant le Théoréme 3.4.1, on trouve
|Qh(x) = M| = A* = ALp () + (—1)"

Les racines d’équation caractéristique de @ (x) sont

alors

3.5 Les polynémes (p,q)—Fibonacci

Nous proposons encore une nouvelle généralisation apparait en combinatoire mais nous
allons emprunter leur construction d'un point de vue analytique et non combinatoire.

Définition 3.5.1. Soient p(x) et q(x) deux polyndomes a coefficients réels, on définit les
polynomes (p,q)—Fibonacci notés (fpqn(2))n>0 par la relation récurrente suivante :

fran+1(2) = p(@) fpan(®) + ¢(2) frgn-1(x), n 21
avec les conditions initiales fp,0(x) =0 et foq1(x) = 1.

Les premiers termes de la suite (fp4n(2))n>0 sont

fpvq,Q(x) = p(z)

foas(x) = P*(x) +q(2)

foaal®) = p*(x) +2p(z)q(x)
foas(@) = p'(z) +3p*(x)q(z) + ¢*(x)

Pour p(z) = g(x) = 1, on obtient les nombres de Fibonacci. Pour p(z) = h(x) et g(z) = 1, on
obtient les polynémes h(z)—Fibonacci et pour p(x) = z et ¢(z) = 1, on trouve les polynémes
de Fibonacci classiques.
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3.5. Les polynoémes (p,q)—Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

3.5.1 Fonction génératrice

Théoréme 3.5.1. La fonction génératrice ordinaire (p, q)—Fibonacct, notée g¢(t) est donnée
par :

oo " t
t) = 2 fp,q,n(x)t = 1 — p(l‘)t — q((l?)tz'

Démonstration. On a

50 = 3 foanlol
= Do)+ o+ 3 fuanlo
=t £2p( +Z ) fpagn-1(®) + () fpgn-2(z)] "
= t+t2p<x>+§_;p(x)fp,q,n1 o)t +Z 2) foqn—2(2)t"
= t+t2p($)+t§:p(x)fp7q7n1 A tQZ ) fpqma(2)t" 2
= t+t*p(z) + tp(x prqn )"+ t2q( :c)pr,q,n(x)t
1

= t+t*p(x) + tp(x) Lzl Tpan()t" — t} + t2q(x) Z Tpan(T)t

— b () + tp(e) [g() — 1] + Ea(@) gy (2)
donc
95 (t) =t + *p(a) — t*p(x) + () g5 (t) + tp(x)gs (t)
et d’apres la Définition 3.5.1 on a
(1 —tp(x) — t2q(x)) gy (t) =t

alors
t

950 = T — a0

3.5.2 Forme de Binet

Théoréme 3.5.2. Les polynéomes (p,q)—Fibonacci sont caractérisés par la forme de Binet

suivante :
_ a"(x) — p"(z)
foan(T) = a(z) - B(@)
o(z) = p(z) + v/p*(z) +4Q($)7 et flz) = p(x) — \/p2(x) + 4q(z)

2 2

a(z) et B(x) sont solutions de 'équation caractéristique suivante : t2 — p(z)t — q(z) = 0.

On a a(z) + f(z) = p(x), a(z)B(r) = —q(z) et a(z) + B(x) = /P*(z) + 4q(z).
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Démonstration. Par les propriétés de la fonction génératrice et le Théoréme 3.5.1, on obtient

2 o = e | 2o = 3]
1 1 1
" a(x) - Bx) [1 —alz)t 1-— ﬁ(:c)t"}
| (az) - (=) )¢
a(z) — B(x) (1 — a(x)t) (1 - ﬁ(m)t)

t
1 —p(z)t — g(x)t?

= Z foan()t?,
n=0

L’égalité de deux fonctions génératrices, donne le résultat. O]
Une autre formule explicite pour f, ,.(z) est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.3. Pourn > 1,

)= S (” - ) 7 (2)g'(2).

i=0
Théoréme 3.5.4. Pourn > 0,

n

> (1) 0 @hfante) = (o)

k=0
Démonstration. Par le Théoréme 3.5.2 et la formule de bindme de Newton, on trouve

n n

Z (Z) PH(@) " (@) frgn(T) = Z (Z) p’“(x)q”—’f(g;)o‘k(f‘f);g’;g

k=0

et comme a(z) et B(x) sont les solutions de I’équation caractéristique t* — p(z)t — q(z) = 0,
alors
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donc

Théoréme 3.5.5. Pour n >0,

i (Z) P@) (=a@)"" fran(z) = i (Z) (=29(2))"" fpa2m-n (@)-

k=0 k=0
Démonstration. Par le Théoréme 3.5.2 et la formule de bindéme de Newton, on trouve

n

S (1)r@(-a) ) = 3 (1)) (—atw) L2

k=0 k=0

~ alo) - B(a) (g (Z) P (-a@) @
0-5)

X
/N

Q

ol

= ~

et comme «a(z) et 3(x) sont solutions de I’équation caractéristique t? — p(x)t — g(x) = 0,
alors

donc

3.5.3 Matrice associée aux polynoémes (p,q)—Fibonacci

Définition 3.5.2. Soit Q, () la matrice carrée, définie par :
p(x) qlz
QP#I(I) = ( (1 O )) .
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3.6. Les polynémes (p,q)—Lucas 3. Les polynémes de Fibonacci

Théoréme 3.5.6. Pourn >0, on a

n _ fp,q,n-&-l(x) Q(x)fp,q,n(x)
)= (et i)

Théoréme 3.5.7. (L’identié de Cassini) Pourn > 1

Fran+1(@) fpan-1(z) = fogn(®) = (=1)"¢" ' (2).

Démonstration. On a

|@pql = —q(x)
alors
|Qpql = (1)"¢"(z)
et comme
Qo = 4(2) frgn1 (%) frgm—1(x) = a(x) f 4 ()
on obtient

() foqn+1(2) frqn-1(2) = 4(@) frq0(2) = (=1)"¢"(2)
ce qui donne
Foan+1(@) fogn-1(2) = fpgn(@) = (=1)"¢" "' (2).

3.6 Les polynémes (p,q)—Lucas

Définition 3.6.1. Soient p(x) et q(x) deux polyndomes a coefficients réels, on définit les
polynomes (p,q)—Lucas (fpqn(x))n>0 par la relation récurrente suivante :

bpgn+1(x) = p(@)lpgn(7) + () lpgn-1(2), n > 1
avec les conditions initiales 1, ,0(z) = 2 et I, ,1(x) = p(z)

Les premiers termes de la suite (I, 4., ())n>0 sont

lpg0(x) 2

lpai(z) = p(z)

lpg2(x) = p*(z) +2q(z)

lpgs(x) = p’(x) +3p(z)q(x)

lLpga(z) = p*(x) +4p*(2)q(z) + 2¢%(v).

En particulier, pour p(xz) = ¢(x) = 1, on obtient les nombres de Lucas. Pour p(x) = h(x)
et g(x) = 1, on obtient les polynémes h(z)—Lucas et pour p(z) = z et ¢(z) = 1, on trouve
les polynomes de Lucas classiques.

3.6.1 Fonction génératrice

Théoréme 3.6.1. La fonction génératrice ordinaire g,(t), (p,q)— Fibonacci est donnée par :

2 —p(x)t
— p(z)t — q(z)t*

() =Y lpgn(2)t" = 5
n=0
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3.6.2 Forme de Binet

Théoréme 3.6.2. Les polynomes (p,q)— Lucas sont caractérisés par la forme de Binet sui-
vante

lpgn(z) = " (2) + " (),
avec

a(x):p(l’)Jr p22(fv)+4Q($)’et Blz) =

Théoréme 3.6.3. Pour n >0,

() + )
= () (s )
= lpgn(®)
O
Théoréme 3.6.4. Pourn >0, on a
Soantm(®) = (=0(2))" fpgn-m(®) = fpgn(@)lpgn(@).
Démonstration. On a
i L arm@) =BT et ) = )
foamim(®) = (=q(x))" fp.qn-m(T) a(z) — B(z) (—q(z)) a(z) — Blz)
0" (@) = B () = (—q()" (0" (x) = B (@)

et comme a(z)fB(x) = —q(x), alors

foanim(T) = (=q(2)" fpgn-m(x) =

) - 5l
") = ) — (0(2)87(@) — a”(2)8" (@)
() - (@)
_ (0"(@) = (@) — (o"(a) + "(a)
() = (@)
= LI (e 1 pr(a)




3.7. Un g—analogue de polynéme de Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

]

Théoréme 3.6.5. Pour n > 1,

lp7q,n($) = fp,q,n+1 (:E) + Q(I)fp,q,n(l‘)-

Théoréme 3.6.6. Pourn >0

fpa20 () = fpgn(@)lpgn(T).

3.7 Un g—analogue de polynéme de Fibonacci

Le g—analogue est une extention utilisée dans plusieurs domaines mathématiques, impli-
quant un nouveau parameétre ¢ et qui se spécialise en théorie original lorsque 1’on prend la
limite quand ¢ tend vers 1.

Rappelons quelques notions et définitions du coefficient ¢—binomial, ol ¢ est un nombre
différent de 1. Notons par

o] = teat et o] 1= 1] 2] o]

Les nombres de Gauss L{} généralisent les coefficients binomiaux, ils convergent les

q
binomiaux lorsque ¢ — 1. Les relations récurrentes de g—binomial sont données par les

formules suivantes
n+l _|n n—k+1| M
SR HET )

] B e,

Maintenant nous allons proposer une famille g—analogue au Fibonacci notées (F),(q)),
définie a ’aide de la récurrence suivante

Froi(q) = Fulq) + ¢" ' Faza(q),

avec les conditions initiales F(q) = Fy(q) = 1. Par conséquent, on peut obtenir les résultats
suivants

proposition 3.7.1. Pour tout n > 1, les g— Fibonacci définis ci—dessus vérifiant la factori-
sation sutvante

Frea(@) + 0" s (@) = (10" + 4" ) Fua (@)

Fany1(q) — an = Z Fa(q)
k=1
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3.7. Un g—analogue de polynéme de Fibonacci 3. Les polynémes de Fibonacci

La version précédente a été généralisée par Carlitz en définant des polynomes ¢g—analogue
a l'aide de la récurrence suivante

fn+1(x7Q) = Ifn+1<l’,q) + qnilfnJrl(xaqx

avec les conditions initiales fi(z,q) =1 et fo(x,q) = x.
A Taide des multiplications des séries entiéres, Carlitz avait obtenus plusieurs résultats et
expressions de ces polynomes. En faite il a réussi la forme simple suivante

b= 3 177 v

2r<n

Carlitz avait donné également la formule inverse dans ce cas, c—a—dire, 'expression de z*
en terme des polynomes f,(z,q).
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CHAPITRE 4

APPLICATIONS

Parmi les applications de la suite de Fibonacci, nous citons

4.1 Solutions d’équations au différence de Riccati

Nous étudions les solutions de deux types particuliers de I’équation au différence de Ric-
1

1+ x, —1+y,
de Fibonacci. Pour des notions plus précises voir [4].

cati 41 = et Ypi1 = de sorte que leurs solutions sont associées aux nombres

Considérons 1'équation de différence de Riccati

a+ bz,
n - 9 e N; 4;1
Lnt1 ¢+ dz, n (4.1)
De toute évidence, en prenant a =c=d =1, b=0eta=d =1, c= —1, b =0, 'équation
(4.1), se transforme en équations suivantes :
1
n == 9 E N 4.2
Tn+1 1+, n (4.2)
1
np1 = ————, n €N 4.3
Yn+1 1+, n (4.3)
Fm+1 Fm+1

ou les conditions initiales sont zy € R — (— 2 Jm>1 et yo € R — (— 7 Jm>1 et Fi,

est le nombre d’ordre m de Fibonacci. L’objectif de cette étude et les solutions d’équations

(4.2) et (4.3).

Théoréme 4.1.1. Pour tout entier positif n, les solutions des équations (4.2) et (4.3) sont
les suivantes :

. 11 Fm+1 Fn +Fn71x0

— P ER-—{—,=}U(— m>1), n=—————.

()= Pouray € R — ({1 5} U (- )z, = pr
.. Fm+1 an + F_(n—l)yO
11)— Pour yp € R — ({a, B} U (— m>1), n = .

Démonstration. Tout d’abord, ici, nous allons simplement prouver (i7) que (i) peut étre
pensé de la méme maniére. (74) Nous allons prouver ce Théoréme par induction. supposons
maintenant que

F_p+ F_g—1)yo

, 14
Fro1+ F_ryo (4.4)

Y =
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4.2. Les équations de diffusion fractionnaire 4. Applications

pour k =0,
F0+F1y0 . 0+1y0 .

Fi+Fy 1+0y

Yo,

est vrai pour tous les entiers positifs k. Par suite, nous devons montrer que c¢’est vrai pour

k + 1 prise dans le compte F_,, = F_, 1o — F_,, 1 et (4.4), nous écrivons

1
—1 4y
F_yyo + F_ (k41
Fop = F oy + (F_(e—1) — Fi)yo
F_ry1y + Fryo
F_hio) + F_ernyyo

Yk+1 —

Qui met fin & 'induction et a la preuve.

4.2 Les équations de diffusion fractionnaire

Ces derniére années, de nombreuses études ont été développées sur les équations aux
dérivées partielles fractionnaires. Les equations aux dérivées partielles fractionnées se ren-
contrent dans de nombreux problémes physiques et d’ingénierie, tels que les équations de
diffusion d’ordre fractionnaire qui sont des généralisations des équations de diffusion clas-

sique.

La méthode de collocation de Fibonacci basée sur les polynéme de Fibonacci est pré-
senté pour résoudre les équations de diffusion fractionnaires avec des coefficients variables.
Les dérivées fractionnaires sont d’écrits au sens se Caputo. Pour des raisons d’études, dans
cette partie nous nous intéressons que par un exemple démonstratif sans citer la notion de

cette méthode. Pour des notions plus précises voir [3].

Considérons I’équation de diffusion fractionnaire avec des coefficients variables :

t “u(z,t
%:c(gj)%—l—q(l’,t% O<z<l, 0<it<7, I<a<?2

avec des conditions
u(z,0) = K(z), 0<z<l,

et les conditions aux bords

u(0,t) = go(t), 0<t<T.
u(l,t) =ag1(t), 0<t<m,

ou c¢(x) # 0 est le coefficient de diffusion, q(z,t), K(z), go(t) et gi(t) sont des fonctions

connues, et la fonction u(x,t) est inconnue.

En développant la méthode de collocation Fibonacci, nous obtiendrons la solution ap-

proximative de I’équation (4.5) sous la forme d’une série de Fibonacci

N N

UN(JT; t) = Z Z amnFm(x)Fn(t)v

m=1m=1




4.2. Les équations de diffusion fractionnaire 4. Applications

Ol Qppp; mym = 1, N sont les coefficients inconnus de Fibonacci et F,(z), F,(z); m,n=1N
sont les fonctions de Fibonacci définies par

Y

n—1)\2]

(( . _ .
_ n—=7—=1\ n91 [”_ 1} _} %, npair
Fale) = Z ( J ) ’ ’ 2 1 = n impair

3=0 27

[\

| Do

ou [.] désigne la partie entiére.

4.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 4.2.1. La définition de Caputo de la dérivée d’ordre fractionnaire est définie
comme

wpy 1 AQ,
Df(a:)_l“(n—a)/o (x—t)aﬂ—”dt’ n—1l<a<n, neN

ot v > 1 est 'ordre de dérivée, I'(.) est la fonction Gamma. Rappelons que pour a € N,
Iopérateur différentiel de Caputo coincide avec 'opérateur diftérentiel habituel d’ordre entier.
Pour la dérivée de Capotu :

0 avec P €Ny, et <]q]
a, B __
D% = Lg+1) avec € Ng\N, 8> [a]

[B+1-a)
Nous utilisons également N = {1,2,3...} et Ny = {0,1,2,...}. L’opérateur différentiel
fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire.
Exemple 1.(Deghan 2006)
Ou(z,t OBu(z,t
) 0 e
ot Ox'8

ou q(z,t) = (623 — 32?)et, le coefficient de diffusion c(x) = I'(1.2)x!®
avec la condition initiale

+q(z,t), O0<z<l 0<t<?2

u(z,0) =2 —2°, O0<z<l1

et les conditions aux bords

u(0,t) = 0.
u(l,t) = 0.

2 —t

La solution exacte de ce probléme est u(z,t) = (2% — 23)e
La figure 3. donne la comparaison entre la solution exacte (a) et la solution approchée (b)
par le polynéme de Fibonacci pour N = 5.

52



4.2. Les équations de diffusion fractionnaire 4. Applications

figure 3.

Exemple 2.(Saadatmandi et Deghan 2011)

ou(z,t)
ot

ol q(x,t) = (z* + 1)cos(t + 1) — 2xsin(t + 1), le coefficient de diffusion ¢(x) = T'(1.5)2?
avec la condition initiale

81.5 t
:c(m)%—{—q(x,t), O<z<l, 1<t<2

u(z,0) = (2* + D)sin(1), 0<wz<1

et les conditions aux bords

u(0,t) = sin(t+1).
u(l,t) = 2sin(t+1).
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4.2. Les équations de diffusion fractionnaire 4. Applications

La solution exacte de ce probléme est donnée par u(z,t) = (22 + 1)sin(t + 1)
Figure 4. Comparaison des fonctions d’erreur absolue |u(x,t) — un(x,t)| de la solution
polynomiale de Fibonacci pour N =8 (a) et N =12 (b).

figure 4.
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CONCLUSION

La suite de Fibonacci est récurrente linéaire d’ordre deux trés riche en propriétés. Par
conséquent, on attend de I’étude de cette suite de nombreux résultats. En effet, dans le do-
maine des mathématiques on trouve beaucoup de chercheurs intéressés par cette suite ou ils
travaillent sur d’autres problémes de suites récurrentes linéaires référés toujours a cette suite.

Parmi les applications de ces nombres, la résolution des équations a dérivées partielles,
les équations algébriques et la théorie des graphes.
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