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Résumé

Ce mémoire de Master intitulé "Sur une classe des polyndémes de type
Appell'. On s’intéresse a I’étude de quelques exemples des polynomes d’Appell
dans le cas simple et le cas généralisé, puis on donne un représentation de ces
polynémes dans le cadre des probabilité dans les deux cas précédant.
Mots-Clés : Fonction génératrice, Polynomes d’Appell, Polynémes d’Appell
généralisés.
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Abstract

This Master’s thetis entitled " On a class of Appell polynomials'. We are
interested in the studing some examples of Appell polynomials in the simple case
and the generalized case. Then we give a representation of these polynomials
in the framework of probabilities in the two previous cases.

Keywords : Generating function, Appell polynomials, generalization of Appell.
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Notation

N I’ensemble des entiers naturels.

[n] I'ensemble {1,2,...,n}.

7 I’ensemble des entiers relatifs.

R I’ensemble des nombres réels.

Q I’ensemble des nombres rationnels.

C I’ensemble des nombres complexes.

(Z) les coefficients binomiaux.

()" la factorielle montante.

() la factorielle descendante.

s(n, k) les nombres de Stirling de premiere espece signés.
{ Z } les nombres de Stirling de seconde espece.
Q I’espace fondamentale.

X La variable aléatoire.

p(A) La probabilité de I’évenement A.

E(X) I’esperance mathematique de X.

V(X) la variance de X.
Fx(z) la fonction de répartion.
fx(z;) la fonction de densité.

Px(x;) la fonction de masse.
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les nombres de Cauchy de premiére espece.
les nombres de Cauchy de seconde espece.
les nombres d’Hermit.

les nombres de Bernoulli.

les nombres d’ Euler.

les polynomes d’Appell.

les polynomes de Cauchy.

les polynomes d’Hermit.

les polynomes de Bernoulli.

les polynomes d’ Euler.

les polynémes d’ Apostol-Euler.

les polynomes d’Appell généralisés.

les polynomes de Cauchy généralisés.

les polynomes d’Hermit généralisés.

les polynomes de Bernoulli généralisés.

les polynomes d’ Euler généralisés.

les polynomes d’ Apostol-Euler généralisés.

la fonction génératrice des moments.



Introduction Générale

Plusieurs familles de polynémes jouent un réle fondamental dans divers do-
maines mathématiques et sciences appliquées. Surtout apres les travaux d’Ap-
pell. Les polynémes d’Appell font ’objet de beaucoup d’attention et leur théorie
fait I'objet de nombreuses études. En effet, la recherche active sur cette famille
de polyndomes est motivée par ses nombreuses applications dans les divers do-
maines mathématiques et sciences appliquées, en particulier la combinatoire,
la théorie analytique des nombres et la théorie de 'approximation asympto-
tique. Parmi les diverses méthodes et techniques utilisées dans la littérature
pour étudier les polynémes d’Appell et leurs généralisation, on trouve celles
développées par " Srivastava 'en termes d’intégrale de Stieltjes. Costabile et
al, qui ont proposé une forme déterminentale pour les polynémes de Bernoulli.
Quelques années apres "Costabile et Longo», ont étendu cette représentation
pour les polynémes d’Appell.

Verde-Star et Srivastava visent a donner certaines formules binomiales pour les
polynomes d’Appell généralisés en utilisant I’approche de la fonction généra-
trice.

Plusieurs caractérisations de la famille des polynémes d’Appell A, (z),~,, ou
deg(A,) = n, ont été données dans diverses études. -
Principalement, il été montré que :

d
%An(a:) =nA,_1(z), n >0,

équivalent a l’existence d’une série formelle f(t) = Zo an;—n, avec ag # 0, vérifiant
n> :
I’équation :
xt "
f)e™ =3 An(x)—.
n>0 n'

Afin de réaliser ce travail, nous avons organisé cette mémoire de la maniere
sulvante :



Chapitre 1 : Définition et notions de base

Le premier chapitre introductif vise a présenter les définitions et les notions
de base de quelques structures combinatoires dans la premiere partie, les no-
tions et les définitions fondamentaux de probabilité dans la deuxieme partie .

Chapitre 2 : Quelques exemples des polynémes d’Appell

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a 1’étude des polynémes d’Appell,
en particulier les polynémes de Cauchy, Hermit, Bernoulli, Euler et Apostol-
Eulre. Nous commencons d’abord par le cas simple puis le cas généralisés. Nous
donnons quelques types des nombres classiques et présentons quelques proprié-
tés de ces nombres. Ensuite, nous introduisons ces polynémes et donnons leurs
propriétés combinatoires a savoir la fonction génératrice, la relation de récur-
rence, la formule explicite et ainsi leurs propriétés.

Chapitre 3 : La représentation probabiliste des polynomes d’Appell

Nous terminons ce mémoire par une étude probabiliste des polynémes d’Ap-
pell dans le cas simple et le cas généralisés. Commencons par la représentation
probabiliste de ces polynémes qui sont étudier dans le chapitre précédent dans
le cas simple, apres nous donnons cette représentation dans le cas généralisés.



Chapitre 1

Définitions et notions de base

Ce chapitre est subdivisé en deux parties. La premiere partie est relative
aux définitions et notions de base de quelques structures combinatoires. La
deuxieme partie, concerne des définitions et des concepts sur les notions de pro-
babilité. Pour des notions plus précises et détaillées, consulter les références|s,

, 10]

Combinatoire élémentaire

Commencons donc par les notions de base de la combinatoire élémentaire.

1.1 Partition

Définitions 1.1.1 Soit un ensemble E quelconque, un ensemble P = {Py, Py, --- |, P;}
de sous-ensemble de E est une partition de E si :

1. Aucun élément de P n’est pas vide.

2. L’union des éléments de P est égale a E.

3. Les élément de P sont deux a deuz disjoints.

Exemple 1.1.0.1 Considérons le cas suivant :
Soit A ={1,2,3} les partitions de A sont :

{15425 331, ({125,433, ({135, {23, {{2,3) {1}}, {{1,2,3}}.

1.2 Les factorielles montantes

Soient x un nombre réel ou complexe et n un entier positif, on définit la
factorielle montante de x d’ordre n, notée (z)", par :

. 1 stm =0
(v) _{$($+1)($+2)"'($+n_1)7 st n>1.



1.3 Les factorielles descendantes

Soient x un nombre réel ou complexe et n un entier positif, on définit la
factorielle descendante de « d’ordre n, notée (z),, par :

1 stn=20

(x)n_{x(x_l)(x_Q)...(x_n—{—l), st n > 1.

1.4 Les coefficients binomiaux

En combinatoire, le coefficient binomiale noté (Z) est le nombre de facons de

choisir un sous-ensemble a k éléments dans un ensemble a n éléments.

On peut aussi définir le coefficient binomiale pour tous entier n et k par :

(Z) B k!(nni k)l (Z3k

avec (Z) = 0 pour k >n, et (Z) = 1 pour k=0 ou k=n.

Exemple 1.4.0.2 Dans l’ensemble [4], il y a six facons de choisir deux élé-
ments :

{1,2};{1,3};{1,4};{2,3};{2,4}; {3, 4},

par conséquent (;L) = 6.

En remplacant le n par 4, et k par 2, on obtient :

aH_ooa e
2] (4—-2)12!  20x2 7

Ces coefficients apparaissent dans le développement de (a + b)", appelée la
relation de bindome de newton, ou a et b sont des nombres réels, cette relation
est donnée par :

(a+b)" =% (Z) ok, (1.1)

k=0

satisfont la formule de Pascal :



n n—1 n—1
= > 1. .
(/c) (k—l) —i—( . ), pour tout n > 1 (1.2)

A partir de la formule (1.2) nous pouvons construire le triangle de Pascal :

nNkJO 1 2 3 4 5 6 7
0 |1

1|11

2 |12 1

3 113 3 1

4 |14 6 4 1

5 |1 510 10 5 1

6 |16 15 20 15 6 1
7 |17 21 35 35 21 71

TABLE 1.1 — Les premieres valeurs de (Z)

1.5 La Fonction génératrice

La fonction génératrice est un outil algébrique qui permet de reformulé des
problemes de combinatoire, afin de les transformer en probleme de manipula-
tion d’expressions algébriques.

En particulier, en combinatoire, il s’agit souvent de déterminer le nombre d’ob-
jets de certaines types qui sont de taille n; ce qui donne lieu & une suite (a;),>0
dont on cherche a déterminer le n-ieme terme.

1.5.1 La fonction génératrice ordinaire :

Définitions 1.5.1 Soit n un entier naturel et (a,),>0 une suite de mnombres
complezes. La fonction génératrice ordinaire de la suite (a,)n>0 est définie par :

Alt) = 3 ant™, (1.3)

n>0

cette série a une indéterminée x et da coefficient (a,)n>0 dans un anneau K.

o L’addition de deux séries génératrices ordinaires Y ant" et Y b,t",
n>0 n>0



est définie par :

S (an +b)t" = D> at" + > byt".

n>0 n>0 n>0

e La multiplication de deux séries génératrices ordinaires est définie par :

(n%o a"tn> (ngo b”tn> =2t

n>0

avec

n
Cn = apby k.
k=0

1.5.2 La fonction génératrice exponentielle :

Définitions 1.5.2 Soit n un entier naturel et (a,),>0 une suite de nombres
complexes, on appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (a,)n>0, la
fonction B(t) donnée par :
tn
n>0 .

e L’addition de deux séries génératrices exponentielle est définie par :

t" t"
Z(an—f—bn)*‘: Zan '+ an

t?’L
n>0 n: n>0 T 5>0 n!

e La multiplication de deux séries génératrices exponentielle est définie par :

S anl) (S bt v L
(nZO ”n!) (nZO ”n!) — >Zocnn!7

avec

n
Cp — Z (k)akbn_k.

n>0

1.6 Les nombres de Stirling

Les nombres de Stirling jouent un réle fondamental dans plusieurs domaines
et notamment en combinatoire. Ils ont été introduits par J.Stirling et furent
nommeés ainsi, par Nielsen. Il sont divisés en deux catégories : les nombres de
Stirling de premiere espece et les nombres de Stirling de seconde espece.
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1.6.1 Les nombres de Stirling de premiere espece

Définitions 1.6.1 Les nombres de Stirling de premiere espéce signés motés
s(n, k), sont les coefficients de développement de la factorielle descendante
dans la base canonique, c’est-a-dire que :

=Y s(n, k)t (1.5)

Exemple 1.6.1.1

()3 = w(z = 1)(z - 2)
= 23 — 32° + 2z,
d’ou l'on tire :
s(3,0) =0, s(3,1)=2, s(3,2)=-3 et s(3,3)=1.
Définitions 1.6.2 Les nombres de Stirling de premiere espece mon Signés
| s(n, k) | sont les coefficients de développement de la factorielle montante dans
la base canonique ()", c’est-a-dire :

n

(2)" = X [S(n, k)|2",

k=0

Exemple 1.6.1.2 On prend n = 2, alors :

(2)* = a(z +1)
= 12 + z,

nous pouvons dire a partir de cet exemple que :

| 5(2,0) |= 0.
| 5(2,1) |= 1.
1 5(2,2) |= 1.

Interprétation combinatoire

Les nombres de Stirling de premiere espece | S(n, k) | comptent le nombre de
permutation de n objets composés exactement k cycles disjoints.

Remarque 1 Pour tout n,k € N, avec k < n, les nombres de Stirling de
premicére espéce signés ont le méme signe que (—1)"7*.

7



La relation de récurrence

Voici une table donnant quelques valeurs des s(n, k), que 'on calculer ligne
par ligne grace a la relation de récurrence suivante :

s(n,0) = s(0,k), sauf s(0,0) =1
s(n,k)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k), (n,k>1).

k0 1 2 3 4 5 6 7
0 |1

1 o 1

2 o -1 1

3 o 2 -3 1

4 o -6 11 -6 1

5 [0 24 -5 35 —10 1

6 |0 —120 274 —225 85 —15 1
7 [0 720 —1764 1624 —735 175 —21 1

TABLE 1.2 — Les premieres valeurs des nombres de Stirling de premiere espece signés.

La fonction génératrice

Les nombres de Stirling de premiere espece s(n, k) ont une fonction génératrice
exponentielle :

0 " (In(1+x))*
n:ks(n, k)ﬁ = X :

La formule explicite

La formes explicites pour les nombres de Stirling de premiere espece signés est
donnée par :

Sk ="y

. .
kUi i=n e

et pour | S(n, k) | la formule :
e (b (n—1+h
S(n, k) |= —13+h(,>( )
|5 k)| 0<j<%:<n—k( ) g)\n—k+h

Remarque 2 Pour tout (n > 1), on donne la relation entre les nombres de
Stirling de premiére espéce signés et non signés par :

| s(n, k) |= (=1)""s(n, k).

8



1.6.2 Les nombres de Stirling de seconde espéce

Définitions 1.6.3 Les nombres de Stirling de seconde espéce notés {Z}, sont
les coefficients du développement de polynome x" dans la base descendante,
c’est-a-dire :

Interprétation combinatoire

Les nombres de Stirling de seconde espece {Z}, compte le nombre des partitions

d’un ensemble & n éléments en k sous-ensembles non vide (0 < k < n).

Exemple 1.6.2.1

e Sin =1 : on a une seule partition de N, donc S(1,1)=1 (la partition
grossiere) est celle dont la seul bloc est N.

e Sin=2:avec N ={a,b} , il y a deux partitions : {a,b} {{a},{b}} donc :
S(2,2) = S(2,1) = 1.

e Sin =3 :avec N = {a,b,c}, on trouwve les cing partitions suivantes :

[{a}, {6}, {eh, {{ab, {b,e}}, {10} {a, b}, {{eh fa.b}}, {a.b.c} done :
S(3,3) =1, 5(3,2) =3, 5(3,1) = 1.
La fonction génératrice

La fonction génératrice ordinaire et exponentielle des nombres de Stirling de
seconde espece sont données respectivement par :

et

La forme explicite

La forme explicite pour les nombre de Stirling de second espéce est donnée par :

{Z} = kl!jio(—w—j (’;)]n



La relation de récurrence

Les nombres de Stirling de second espéce sont définis par la formule de récur-
rence suivante :

{0} =) = Lsauf{} =1

G =+ 4% nzk

Voici une table donnant quelques valeurs des {Z} que l'on calculer ligne par
ligne grace a la relation de récurrence précédent :

kO 1 2 3 4 5 6 7
0 |1

1 o 1

2 o1 1

3 o1 3 1

4 o1 7 6 1

5 o115 25 10 1

6 |0 131 90 65 15 1
7 |0 1 63 301 350 140 20 1

TABLE 1.3 — Les premieres valeurs des nombres de Stirling de second espéce.

1.6.3 Transformation de Stirling

La transformation de Stirling d’une suite (a,) et la suite (b,) donnée par :
“n
bn — Z { k }a’n7
k=0

ou! " § sont les nombres de Stirling de seconde espece.

k

La transformation inverse est donnée par :

a, = Y s(n,k)by,
k=0

s(n, k) sont les nombres de Stirling de premiere espece.
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Probabilité élémentaire

1.7 La variable aléatoire

Définitions 1.7.1 Etant donné un espace probabilisé (Q, F,P), on appelle va-
riable aléatoire sur cet espace, toute application X de €2 dans R telle que :

X:F—=R
w— X(w)

Définitions 1.7.2 Soit (0, F, P) un espace probabilisé, une variable aléatoire
X est une application mesurable de (2, F, P) dans (R, Bg).

1.8 La variable aléatoire discrete

Définitions 1.8.1 Une variable aléatoire est dite discrete, si elle ne prend que
des valeurs discontinues dans un intervalle ( borné ou non borné ). L’ensemble
des nombres entiers est discrets en régle générale, si X () est un ensemble fini
ou dénombrable.

1.9 La loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete

Définitions 1.9.1 La loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete est en-
tierement déterminée par les probabilités py des événements {X = k}.

Remarque 3 Afin de simplifier [’écriture, nous notons dans la suite :
Pqgsq({X = k}) équivalent a P(X = k).

1.9.1 La fonction de masse

Définitions 1.9.2 La fonction de masse d’une variable aléatoire discréte X
est une fonction f : R — R, définit par :

flw) = fx(e) = P(X =)

ou: P(X =x2)=P{w e Q/X(w) =z}).

Propriétés 1.9.1
1. fx(z) >0 VaeR,
2. {x/fx(x) >0} = X(Q) fini ou dénombrable,

3. erfo(SL’) =1.
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1.9.2 La fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire discrete, on définit la fonction de répartition F' de
X par la fonction :

F:R—[0,1] telle que Fx(z)=P(X <ux).

e Si X est une variable aléatoire discrete ayant une loi de probabilité
P(X = k), F la fonction de répartition est une fonction en escalier définie
par :

Fx(z) = > P(X = k).

k<z
propriétés

e ' est une fonction monotone croissante, c¢’est-a-dire :

Fx(a) < Fx(b) si a<b.

e La limite de F'x a gauche est 0, et la limite a droite est 1 :

lim Fy(x)=0 et lim Fx(z)=1

T——00 r—+00

1.10 L’espérance et la variance

Une loi de probabilité peut caractériser par certaines valeurs typiques correspon-
dant aux notions de valeurs centrale, de dépression et de forme de distribution.

L’espérance mathématique

Définitions 1.10.1 L’espérance d’une variable aléatoire X correspond a la
moyenne des valeurs possibles de X pondérées par la probabilité associe a ces
valeurs. C’est un parameétre de position qui correspond au moment d’ordre 1 de
la variable aléatoire X .

Définitions 1.10.2 Soit X wune wvariable aléatoire discréte définie sur un
univers probabilisé ). On appelle espérance de X, le réel définit par :

12



Remarque 4
o F(X) n'est pas une valeur possible de X.
o B(X) excite si >, | x| fx(x) < oc.

Propriétés

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers €2,
admettant une espérance, alors :

e E(X+Y)=FEX)+EY),
o H(aX)=aFE(X), VaeR,
e Si X >0 alors E(X)>0,

e Si X est une variable aléatoire constante, tel que Yw € €}
X(w) =k, alors E(X)=k.
par simple indication, il vient
corollaire 1.10.1 Soient X1, X, ..., X,, des variables aléatoires sur ) , alors :

EXi+Xo+ ..+ X,) =EX1)+EXy) +...4+ E(X,) => E(X)).
i=1
La variance

Définitions 1.10.3 Soit X une variable aléatoire ayant espérance E(X). On
appelle variance de X le réel :

V(X) = B([X - E(X)),

ou bien :
V(X) = B(X?) - [B(X)]".

Définitions 1.10.4 Soit X une variable aléatoire ayant une variance V(X).
On appelle [’écart-type de X le réel :

o(X) =/ V(X).
Propriétés 1.10.1
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e VaeR V(aX)=d*V(X),
e V(a,b) e R? V(aX +0b) = a*V(X),

e V(X)=0 & X=EX).

1.11 Les lois de probabilités discretes usuelles

1.11.1 La loi uniforme discréete

Définitions 1.11.1 Une loi uniforme discrete est une loi de probabilité dis-
créete, indiquant une probabilité de se réaliser identique (équiprobabilité) a
chaque valeur d’un ensemble fini de valeurs possibles. Sa densité est donnée
par :

fz) =

L siz=1,2--n
n
0 sinon .

théoreme 1 Soit X wune wvariable aléatoire suit la loi uniforme décrete,
l'espérance et la variance de X sont données par :

o 'espérance E(X) = ™.
e La variance V(X) = 51,

1.11.2 La loi de Bernoulli

Définitions 1.11.2 Une variable aléatoire réelle X est de Bernoulli, si elle ne
prend que les valeurs 0 et 1 avec des probabilités non nulles.

P(X=k)={p stk =1 (1.6)

q stk=0.
On note X ~» B(p).

théoreme 2 Soit X une variable aléatoire suit la loi de Bernoulli de parametre
p tel que : 0 < p < 1. L’espérance, la variance et [’écart-type de X sont données
par :

o L’espérance FE(X) =p.
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e La variance V(X)=p(l—p)=pq.
o L’écart-type o = ./pq.

1.12 Loi binomial

Définitions 1.12.1 Soit X une variable aléatoire discrete, on dit que X suit
la loi binomial de parameétres n et p, notée X ~» B(n,p), si sa fonction de
masse est donnée par :

Px(x) = (Z)px(l —p)" ", pour tout x=1,2,---n. (1.7)

On note X ~» B(n,p).

théoréme 3 Soit X une variable aléatoire suit la loi binomial de paramétre n
et p, l'espérance et la variance de X sont données par :

o Lespérance E(X) = np.
e La Variance V(X)=np(l—p)=pg.

1.13 Loi de poisson

Définitions 1.13.1 Soit X une variable aléatoire discrete, on dit que X suit
la loi de poisson de parametre A > 0, si sa fonction de masse est donnée par :

k,—A
P(X = q) = 26

o ko

théoreme 4 Soit X une variable aléatoire suit la loi de poisson de parametre
A, Uespérance et la variance de X sont données par :

o Lespérance FE(X)= A

e La variance V(X) = A
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1.14 La loi géométrique

Définitions 1.14.1 Soit X une variable aléatoire qui suit la lot géométrique
de paramétre p, noté X ~~ G(p), définit par la fonction de masse suivante :

Px(z) = (1—p)*'p, pour tout x=1,2,---n.

théoreme 5 Soit X wune wvariable aléatoire suit la loi de géométrique de
parameétrep, 'espérance et la variance de X sont données par :

o Lespérance FE(X)=
e La variance V(X) =12

1.15 La variable aléatoire continue

Définitions 1.15.1 Une variable aléatoire X qui peut prendre comme valeurs,
tous les nombres réels d’un certain intervalle I de R est dite continue.

1.15.1 La densité

Définitions 1.15.2 X une variable aléatoire continue, s’il existe une fonction
f:R —R* telle que :

P(zx € B) = /B fx(x)dz,
f est appelé densité de X, VB C R.
Propriétés 1.15.1

1. fx(l‘) >0 VzreR,
2. {x/fx(z) >0} = X(Q) fini ou dénombrable,
3. R fX(.I) = 1.

1.15.2 La fonction de répartition

Définitions 1.15.3 Soit X une wvariable aléatoire continue ayant une loi de
probabilité fx(x), sa fonction de répartition est définie par :

FX(QZ): ffX(t)dt.
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propriétés

e [ est une fonction monotone croissante, c¢’est-a-dire :

Fx(a) < Fx(b) si a<b.

e La limite de F'x a gauche est 0, et la limite a droite est 1 :

lim Fy(x)=0 et lim Fx(z)=1

T——00 T—>+00

1.15.3 L’espérance mathématique

Définitions 1.15.4 Soit X wune variable aléatoire continue. On appelle espé-
rance de X, le réel défini par :

E(X) = [ afx(x)d.

La variance

Définitions 1.15.5 Soit X une variable aléatoire ayant espérance F(X). On
appelle variance de X le réel :

V(X) = B(X - E(X)P),

ou bien :
V(X) = B(X* - (B(X))".

1.16 Les lois de probabilités continues usuelles

1.16.1 La loi uniforme continue

Définitions 1.16.1 La loi uniforme continue est une généralisation de la fonc-
tion rectangle a cause de la forme de sa fonction densité de probabilité. Elle est
paramétrée par les plus petites et plus grandes valeurs a et b, sa densité est
donnée par :

pour tout réel x :

0 St non .

F(e) = { e SeEwd 18)

théoreme 6 Soit X une variable aléatoire suit la lov uniforme, [’espérance et
la variance de X sont données par :
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o Liespérance B(X) = “I?.
e La variance V(X) = (b— a)?/12.

1.16.2 La loi Exponentielle

Définitions 1.16.2 Soit X wune variable aléatoire continue, suit la lot expo-
nentielle de paramétre (A > 0), sa densité est donnée par :

fx(z) =X, x>0, A>0. (1.9)

théoreme 7 Soit X wune variable aléatoire suit la loi exponentielle de para-
métre (A > 0), alors L’espérance et la variance de X sont données par :

o L’espérance FE(X)=1/\.
e La variance V(X)=1/\%

1.17 La loi Gamma

Définitions 1.17.1 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi gamma, Pour
a,b > 0, sa densité est définie par :

b b
fx(z) = F(@)x“_le_bx, avec I'(a) = 0/ " e dr.

1.17.1 La loi béta

Définitions 1.17.2 Soit X une variable aléatoire suit la loi béta de parametre
a et B, oua, >0, sa densité est donnée par :

B 71 — )Pt
PO= 50
telle que
B(a, B) = 5((3);(?) t INa) = 0/ e de.
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théoreme 8 Soit X wune wvariable aléatoire suit la loi béta, [’espérance et la
variance de X sont données par :

o Llespérance E(X) = ;5

e La variance V(X) = (a%)(f(‘glﬂ“).

1.17.2 La loi normale

Définitions 1.17.3 Soit X wune wvariable aléatoire suit la loi normale de
paramétre u et o si sa densité est donnée par :

_ L ey
fX(:z:)—a\/%e :

1.17.3 La loi normale centrée réduite

Définitions 1.17.4 La loi normale centrée réduite est une loi normale de para-
meétrem = 0 et o = 1. On la note par X ~» N(0,1) et sa densité est définie par :

Fila) = \/12_76—1/%2. (1.10)
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Chapitre 2

Quelques exemples des polyndémes
d’Appell

Ce chapitre est consacré a une étude sur les polynomes d’Appell et ses pro-
priétés dans le cas simple et le cas généralisé. Nous énumérons quelques relations
reliant ce concept avec la combinatoire élémentaire. De plus, les résultats obte-
nus dans cette partie seront exploités et utilisant différents
approches, comme les fonctions génératrices, les formes explicites et les relations
de récurrences. On présente ainsi plusieurs identités combinatoires. Pour des no-
tions plus précises et détaillées, consulter les références|2, 3, 4, 5, 6, 7, 11, 13].

2.1 Les nombres classiques

2.1.1 Les nombres de Cauchy

Les nombres de Cauchy ont les méme propriétés que les nombres de Bernoulli
de seconde espece. On distingue deux types de ces nombres :

1. Les nombres de Cauchy de premiere espece notés C,.

2. Les nombres de Cauchy de deuxieme espece notés C.,.

2.1.1.1 Les nombres de Cauchy de premieéere espéece

Les nombres de Cauchy de premiere espece notés C),, sont définis par I'inté-
grale suivante :

.
= n!o/ (n) dzx,

satisfont les propriétés suivantes :
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1. La forme explicite :

La forme explicite des nombres de Cauchy de premiére espece est donnée par :

n o s(n, k)

Cn: )
2kt

avec s(n,k) sont les nombres de Stirling de premiére espece.

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Cauchy de premiere espece
est donnée par :

t" t
go Gl = In(141t)

3. Identité

Les nombres de Cauchy de premiere espece satisfont 'identité suivante :
" |n 1
Cpr=—,
Eo{ k } SR |
{ Z } sont les nombres de Stirling de seconde espece.

4. Les premiéres valeurs des nombres de Cauchy de premiere espéce

Pour tout entier naturel, on donne les premieres valeurs des nombres de

Cauchy par :
® C() = 1,
o () = %;
o (h = ?217
L] 03 = 2*14

2.1.1.2 Les nombres de Cauchy de seconde espéce

Les nombres de Cauchy de seconde espéce notés C.,., sont définis par I'intégrale :

G, = (1) b}(az)”daz
_ (_1)n§x(x+ 1)+ (z+n—1)da
_ é’l(—x)(—x ) (ca—n 4 Dda



ces nombres satisfont les propriétés suivantes :

1. La forme explicite

La forme explicite des nombres de Cauchy de seconde espeéce est donnée par :

P n s(n, k)
=3 (1)
O= 2

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Cauchy de seconde espece
C,, est donnée par :
t" t

EO Ol = (L+t)n(l+t)

3. Identité

Les nombres de Cauchy de seconde espece satisfont 'identité suivante :
n n - —1)"
k=0 (n+1)

4. Les premieres valeurs des nombres de Cauchy de seconde espéce

Pour tout n € N, on donne les premieres valeurs des nombres de Cauchy de
seconde espece par :

° C():l,

o« C1 =—-1/2,
° @\2:—1/6,
L 673:—1/4.

2.1.2 Les nombres d’Hermit

Les nombres d’'Hermit notés H,,, sont définis par :

1. La forme explicite

La forme explicite des nombres d’Hermit est donnée par :

g 2T

- T =n)
alors :
0 St n impaire
Hn = (_1)71/2”! . .
(in); St M pair.
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2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres d’Hermit H,, est donnée par :

> Hy

tn _t2

7' = € .
n>0 n!

3. La relation de récurrence

Puisque Hy =1 et H; = 0, la relation de récurrence des nombres d’Hermit H,,
est donnée par :

H,=-2(n—1)H,—2, n>2.

4. Les premiéres valeurs des nombres d’Hermit

.H0:17
0H1:0,
.H2:_2,
0H3:0,

o H, =12,
° H; =0,

o Hg= —120.

2.1.3 Les nombres de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli notés B,,, construisent une suite des nombres ra-
tionnels. Ils ont initialement été étudiés en cherchant a calculer les sommes de

type f) i* ou n et k sont deux entiéres positifs.
i=1
Dans cette partie, nous allons découvrir les importants résultats concernant

ces nombres, en citant les nombres de Bernoulli classiques avec By = 1/2 ou
By =—1/2.
2.1.3.1 Les nombres de Bernoulli avec B; = 1/2

Les nombres de Bernoulli avec By = 1/2 sont définis par :

1. La forme explicite

On peut calculer ces nombres explicitement par la relation :

B, = (—1>”,§3;(‘1)kk111 { k }

avec { Z } sont les nombres de Stirling de second espece.

23



On peut définir aussi par :

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Bernoulli B,
avec By = 1/2 est donnée par :

t’n
Z Bnm =

n>0

te!
et — 1

3. La relation de récurrence

On a la formule de récurrence suivante :
n n-+1
3 ( !

)Bk:n—|—1, pour n > 0.
k=0

4. Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli avec B; = 1/2

L4 BO = 1,

o B =1/2,

e By =1/6,

® B3 = 0,

o By=—1/30,
e B-=0

2.1.3.2 Les nombres de Bernoulli avec B; = —1/2

Depuis Euler, les nombres de Bernoulli avec By = —1/2 sont définis par :

1. La forme explicite

On peut calculer explicitement ces nombres par la formule :

B, = ¥ (-1 {Z}

k=0 k+1

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Bernoulli
avec By = —1/2 est donnée par :

t?’l
Z B,— =
n!

n>0

t
et — 1
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3. La relation de récurrence

On définit ces nombres par la relation de récurrence pour By =1 :

-1 " in+1
B, = Br, n>1.
n+1 ,CZZO ( k ) o=
4. Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli avec B; = —1/2
b BO = 17
L4 B1 = —1/2,
L4 BQ = 1/6,
o B3 = 0,
o By =—1/30,
L4 B5 = 0.

5. Les propriétés des nombres de Bernoulli

o Vp € N*, By, 1 =0,
2p

¢ pEN, By = ¥ () By.

2.1.4 Les nombres d’Euler

Les nombres d’Euler sont des constantes importantes, qu’on retrouve dans
des nombreux contextes et qui constitue la base des logarithmes naturels. Ils
forment une suite des entiers, notés F,. Sont définis par :

1. La forme explicite

Les deux formules suivantes expriment les nombres d’Euler en termes de
nombres de Stirling de second espece.
Pour tout n > 1, on donne la premiere relation par :

RO RG]

By, = —42" %‘: (—1)k { 2}:& } <3>k, n> 1.

et on donne :

Skt 1 4

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres d’Euler E,, est donnée par :

t" 2
Z Ep— =

= t<m).
o nlettet (t<m
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3. La relation de récurrence
Les nombres d’Euler ont une formule de récurrence, s’écrit sous la forme :
(E+1)"+(E-1)"=0, Ey=1,

en notation symbolique (E, = E").

3. Les premieres valeurs des nombres d’Euler

Les nombres d’Euler d’indice impair sont tous nuls alors on donne :
L EO — 17

L4 EQ = —1,
® E4 = 5,

® E6 = —61,
o s = 1385,

o 1 = —50521,
o [y = 2702765,

2.2 Les polynomes d’Appell

Les polynomes d’Appell forment une classe de polynémes sur le corps des
nombres complexes, qui contient des nombreux polynomiaux classiques. Ils
ont été introduits pour la premiere fois par Paul Emille Appell en 1880, qui
s’est intéressé aux suites des polynomes (A, (z);n € N), vérifiant les conditions
suivantes :

1. Pour tout entier n € N, le degré de polynome A, (x) est égal a n.
2. Pour tout n € N* les polynomes d’Apell A,(z) de variable réelle «,
caractérisée par :

d d
%An(m) =nA, 1(z) et %AO(SU) = 0.

3. Sin =0, alors Ay(x) # 0.

Définitions 2.2.1 : Soit (a,)n>0 une suite des nombres réels ou compleze. La
suite (Ay)n>0 des polynomes d’Appell associée da (ay)n>o est définie par la fonc-
tion génératrice exponentielle :



Cette définition montre que le polynéme d’Appell A, (x) associé a la suite a,,,
peut étre définie explicitement par :

INGESS (Z) s

k=0
propriétés
1. La formule de translation :

Soient z,y € R et n € N alors :

2. La formule de différence :

Soient x € R et n € N alors :

Ady(@) = Az +1) — Ap(z) = 5 (”) Ay().

k=0 \F
Par la suite, nous présentons quelques exemples classiques des polynémes
d’Appell, en particulier les polynémes d’Hermit , Bernoulli, Cauchy, Apostol-
Euler et les polynémes d’Euler, dans le cas simple et dans le cas généralisé.

2.2.1 Les polynomes de Cauchy

Les polynomes de Cauchy notés C,(x), sont définis par :

1. La forme explicite

La forme explicite des polynomes de Cauchy est donnée par :

1 nds(n—1,k) .,

n = n ) > 17
Gl = o A ") n(0),
on peut définir aussi par :
"o (n
Cuta) = 3= (1) cutalos
k=0

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des polynémes de Cauchy est donnée
par :

" t xt
e (2.1)



3. La relation de récurrence

Les polynomes de Cauchy satisfont la relation de récurrence suivante :

Co(z +1) = Co(z) = Coy (1),

ou équivalent :

ACn(.TJ) = C’n_l(ac).

4. Les premieéres valeurs des polynéomes de Cauchy

o Co(z) =1,

o Ci(z) =z +3,

(] CQ($) = % — %,

[ ) 03(58) = ll’ — %I’Q + i,

o Cy(z) = g2t — ¢ + fa® — &

5. Autres propriétés des polynémes de Cauchy

e C,(0)=0C,,

o Cy(—1) = (=1)"Cy,

L CQn—l—l(n - %) = 07

o Cou(n—1+y)=Coh(n—1-y).

2.2.2 Les polynémes d’Hermit

Les polynomes de Hermite sont les polynomes nommés en I’honneur de
Charles Hermite, on été définis par Pierre-Simon Laplace en 1810 et ont été
surtout étudiés par Joseph-Louis Lagrange lors de ses travaux sur les probabi-
lités.

Les polynémes d’Hermit sont une séquence polynémiale orthogonale
classique, notés H,(x), ont les propriétés suivantes :

1. La forme probabiliste
La forme probabiliste des polynémes d’Hermit est donnée par :

_.2
2d% s
2

dz™

H,(z)=(—-1)"e
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2. La forme physique

Les polynomes d’Hermit ont une forme physique donnée par :

2
= xzd”e r

H, () = (—1)"e” =

Y

avec

o~

H,(z) = 22 H,(V/2x).

3. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des polyndémes d’Hermit H,,(x) est don-
née par :
t" t2

> Hylx) = % (2.2)

n>0 !

4. La relation de récurrence

Les polynomes d’Hermit sont obtenus a partir la relation de récurrence sui-
vante :

/

1 (z) = wHy(z) — H,(v)

n

=aH,(z) — nH, 1(x).

5. Les premiéres valeurs des polynomes d’Hermit

o H()(x) =1,

o Hi(z)=2x,

] HQ(.’L‘) = 4:52 — 2,

o H3(x) =8z — 12z,

o Hy(z) = 162" — 482° + 12,

o Hj5(z) = 322° — 16023 + 120,

o Hg(z) = 6425 — 4802 + 72022 — 120.

6. Autres propriétés des polynomes d’Hermit

!

o H)(x) = nH, (z),
o H(z+y) = ]EO " H, 1 (y),

o Hy(—z)=(—1)"H,.

2.2.3 Les polynomes de Bernoulli

Les polynémes de Bernoulli du nom Bernoulli, combinent les nombres de
Bernoulli et les coefficient binomiaux. Sont 'unique suite des polynomes notés
(Bn(z))nen, qui vérifiée les propriétés suivantes :
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1. La forme explicite
La forme explicite des polynémes de Bernoulli est donnée par :

Bn(z) = zn: ( Z ) By *

k=0

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des polynomes de Bernoulli est donnée
par :
o te™

B, (v)— = .
,go (x)n' el —1

(2.3)

3. La relation de récurrence

IL existe une unique suite de polyndémes (B, (x)),eny de R, définis par la
relation de récurrence :

4. Les premieres valeurs des polynémes de Bernoulli

Voici les premieres valeurs des polynomes de Bernoulli que Lehonard Euler a
obtenu :

] Bo(l‘) = 1,

o Bi(z) =1 —1/2,

e Bo(x) = 2% — 2+ 1/6,

o B3(x) = 2% —3/22% +1/2x,

o By(x) = z* —22° + 2% — 1/30,

o Bs(z) =2° —5/2x* +5/3x3 — 1/6x

5. Autres propriétés des polynémes de Bernoulli

Les polynomes de Bernoulli vérifient les identités suivantes :
e Vn >0, B,(0) = B,(1),
o Vp € N, Byp:+1(0) = Bypia(1) =
e Vn e N, B,(x) =(— ) (1
e Vne N, B,(x+1)— B,(z) =
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2.2.4 Les polynémes d’Euler

Les polynémes d’Euler sont les polynomes réels de degré n, notés F,(x), sont
définis par :
1. La forme explicite

On note Ej le k-ieme nombre d’Euler, alors la forme explicite des polynomes
d’Euler E,(z) est donnée par :

B =3 () ) B

k=0

ou par la relation suivante pour tout (n > 0) :

E,(z)= kzon(Z) (x _ ;)”k é?:

2. La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des polynémes d'Euler E, () est donnée
par :

n 261‘1%
E,(r)— = . 24
nS0 (x)n' el +1 (2.4)
Remarque 5 : Les valeurs de x = 1/2 définissent les nombres d’Euler, on

donne la relation suivante :

E, = 2"E,(1/2).

3. Les premieres valeurs des polynémes d’Euler

o [y(x)=1,

o Fi(z)=2—1/2,

o [h(x) =1 —x,

o [3(x)=a%—3/22%+1/4
o Ey(x) =o' — 223+ z.

4. Autres propriétés des polynomes d’Euler

Les polyn@mes d’Euler satisfont les identités suivantes :

o Ly(z+1)+ Ey(z) = 22",
En(1—z) = (=1)"En(),
° E (z) =nE, 1(x).
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2.2.5 Les polynomes d’Apostol-Euler

Les polynémes d'Apostol — FEuler notés E,(x,\), on d’abord été définis par
Apostol lorsqu’il a étudié les fonctions Lipschitz-Lerch Zeta, sont définis par :

1. La fonction génératrice

Pour un parametre arbitraire réel ou complexe A, les polynémes d’Apostol-Euler
sont définis par la fonction génératrice exponentielle :

tn xt

En 7)‘7: )
go (@ )n! 1+ A(ef —1)

(It + log A| < 7). (2.5)

2. La forme explicite

On note E,(\) = E,(0,\) le n-iétme nombres d’Apostol-Euler. Par conséquent,
I’expression permet d’obtenir la convolution binomiale suivante :

<&@J%=Z<@ﬂ%ﬁﬁﬂ-

k=0

3. Autres propriétés des polynémes d’Apostol-Euler

D’apres les travaux mentionnés, nous pouvons voir que les polynémes
d’Apostol-Euler ont des nombreuses propriétés intéressantes et utiles donnée
par :

n
i En(x + v, )\) = k§0 (Z)Ek(xa )\)En—k(ya >\)7

o JEX(x+1,A) = zE,(x,\) — Epr(2, M),

o F2(x,\) =2E,1(z,\) — (x — 1)2E,, (z, \).

2.3 La généralisation des polynomes d’ Appell

Dans cette parti, on établit quelques identités combinatoires pour les poly-
nomes d’Appell généralisés, en utilisant la fonction génératrice.

Définitions 2.3.1 : Soit a un nombre réel, les polynomes d’Appell d’ordre «
sont les polynomes dans R[X] de degré n, notés A\ (z), définis par leur fonction
génératrice exponentielle :

() e = 3 AL (@)

n>0 n'
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Nous présentons I'identité de convolution pour les polynémes d’Appell A (z)
d’ordre « de degré n par :

Définitions 2.3.2 : Soient o et § € R et ASLO‘)(:L“) un polynome d’Appell d’ordre
«, alors :
n

A = 3 (1) A0l 400

k=0

Conséquence 1 :
Posons § =0 et y = 1 dans la formule précédant, on obtient :

A1) = £ (1) i),

k=0

Le résultat suivant donne une forme explicite pour les polyndémes d’Appell
d’ordre a de degré n, en termes des polynomes de Bernoulli et d’Euler comme
suite :

Définitions 2.3.3 : Soit Aff‘)(x) un polynome d’Appell d’ordre o et de degré
n, alors :
La formule de convolution en termes des polynomes de Bernoulli est donnée

-E[E )]

La formule de convolution en termes des polynomes d’Euler est donnée par :

a0+ =3 3 | (an+ £ (1) (D ar,w| B

=k J + 1\

A (x4 )

Remarque 6 : Pour a = 1 on trouve une formule explicite pour les polynomes
d’Appell A, (z) en termes des polynomes de Bernoulli et d’Euler :

antasn) = 3 15 5 (0) (1) At Bu

=0 Li=kJ t1\J

a0 =3 S (1At + £ 1 (7) (1) | £

2 =0 =k J+1\J
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2.3.1 Les polynomes de Cauchy généralisés

La fonction génératrice

Les polynémes de Cauchy généralisés C')(z) sont définis par la fonction géné-
ratrice exponentielle suivante :

n t @
ClNz)— = | e, |t| <27 2.6
T = () <o 2:6)
2.3.2 Les polynémes d’Hermite généralisés

La fonction génératrice
La fonction génératrice exponentielle des polynomes de Hermite généralisés
H{®)(x) est donnée par :
(@) " rt—alk
> H)Y(x)— =€, |t| < 2m. (2.7)
n>0 n'
2.3.3 Les polynomes de Bernoulli généralisés
La fonction génératrice
Les polynémes de Bernoulli d’ordre « sont les polynomes réels de degré n,

introduits par Norland, notés B®(z), définis par leur fonction génératrice ex-
ponentielle :

n taezt

3 Bff‘)(:c)n! =@ t| < 2m. (2.8)

n>0

Les propriétés des polynomes de Bernoulli généralisés

« B (z) =1,

o (B (x)) = nBY,(x),

n

s B ty) = 2 (B @)BW)

e BW(z+1) - B (z) = nB\" 1V (2),

n

° Béa)(g; +y) = kz::O (Z)B]ga)(y)xn—k_

34



2.3.4 Les polynomes de Euler généralisés

La fonction génératrice

Les polynomes d’Euler d’ordre « sont les polynomes réels de degré n, introduits
par Norland, notés E\®(z), définis par leur fonction génératrice exponentielle :

2
el +1

n

> B0 =

n>0 TL'

)w, 1] < 2. (2.9)

Les propriétés des polynémes d’Euler généralisés

g éa)(x) =1,

o (B(x)) =nE\(x),

* Bt y) = 3 (D@ ),
o E0(w+1) - E(x) = nBi"y " (@),

« B +y)= % ()E ()t

2.3.5 Les polynémes d’Apostol-Euler généralisés

La fonction génératrice

Les polynémes d’Apostol-Euler d’ordre « sont les polynomes réels de degré
n, introduits par Luo, notés Eff‘)(a:, A), définis par leur fonction génératrice
exponentielle :

tn 1 )
E) — = ot 27, 2.1
S BNy = (1) O M<a @
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Chapitre 3

La représentation probabiliste des
polynémes d’Appell

Dans ce chapitre, nous donnons la représentation probabiliste pour les poly-
nomes d’Appell et les polynomes d’Appell généralisés, a partir de la fonction
génératrice de ces polynomes.

La fonction génératrice exponentielle des polynomes d’Appell généralisés s’écrit
sous la forme générale :

> AN (@) = f()%", (3.1)

n>0 n'
Maintenant nous donnons la représentation probabiliste :

tn ext

@ = ¢ .
ZAn ( ) (E(ety))a7 (3 2)

n>0 n!

avec Y est une variable aléatoire suit une loi de probabilité.

Alors, on cherchons la loi de probabilité qui s’accorde avec chaque poly-
nomes d’Appell. Pour plus détails consulter les références [1, 12].

3.1 La représentation probabiliste des polynomes d’ Ap-
pell dans le cas a =1

3.1.1 La représentation probabiliste des polynomes de Cauchy

On considére les polynomes de type Cauchy, définis par leur fonction géné-
ratrice exponentielle, donnée dans (2.1).
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Théoréme 3.1.

Soient X et Y deux variables aléatoires continues et indépendantes, telle que X
suit la loi exponentielle de parametre 1, sa fonction de densité est donné dans
(1.9), et soit Y une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur 'intervalle
[—1,0] , sa densité est donné dans (1.8).

Les polynomes de Cauchy ont une représentation probabiliste s’écrit sous la
forme :

Démonstration
On veut calculer d’abord :
B = [* B )Y =) fr(y)dy
= " B Y = y)dy
- / (e"¥)dy,

puisque on a fy(y) = 1 et X et Y sont indépendants, maintenant calculons
E(evX)

() = [T e f(2)da
= /+OO Texp(—x)dz

_ /+oo 2(1— ty

= a(l-ty) )+
1 —tye 0

maintenant on calcule :

_/0 1

B 11—tyy
11—t

- —t/O 1ty

= — In(1 —ty)|°

In(1+41)

=y



alors :

E(eXY) = ln(ljt) (3.3)

3.1.2 La représentation probabiliste des polynémes d’Hermit

On a H, la suite des polynémes d’Hermit, qui est définie par la fonction géné-
ratrice exponentielle dans (2.2).

Théoréme 3.2.

Soit X une variable aléatoire continue qui suit la loi normale centrée réduit, sa
densité est donnée par (1.10).
La représentation probabiliste des polynémes d’Hermit peut donner par la forme
suivante :

tn ext

2 @) = ey

Démonstration
On calcule :
+o0
E(e®) = / e fx (x)dx
+00
|
= | ——e"e 2 dx
_ZO V2T
+00
|
= e dy
_ZO \ 2T
“+00 1
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faisons un changement de variable : x —t =y, on trouve : dx = dy,
le dernier égalité devient :

400
1 1,2 1>
E(e) = / mezy 2 dy

2 too
= e7\/2r / eleQdy
—00

262’

alors :

+2

E(e¥)=e?. (3.4)

3.1.3 La représentation probabiliste des polynémes de Bernoulli

On considere les polynémes de Bernoulli B,(x), définis par la fonction géné-
ratrice exponentielle, donnée dans (2.3)

Théoréme 3.3.

Soit X une variable aléatoire continue qui suit la loi uniforme sur l'intervalle
[0.1], sa densité est donné dans (1.8).

Ces polynomes de Bernoulli ont une représentation probabiliste s’écrit comme
étant :

Z B ( )tn ext
n\L)— = .
n>0 TL' E(etX)

Démonstration

On veut calculer :

1
E(e) :/0 e 1dx

1tx1
= —€
e

et — 1

alors :
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3.1.4 La représentation probabiliste des polynémes d’Euler

On a E, la suite des polynémes d’Euler, définit par la fonction génératrice
exponentielle qui est donnée dans(2.4).

Théoréme 3.4.

Soit X une variable aléatoire discrete, telle que X suit la loi de Bernoulli de
parametre (p = 1/2), sa fonction de masse est donnée par (1.6).
La représentation probabiliste des polynomes d’Euler s’écrit comme suite :

tn eart

Z En@:)i' - E(th)'

n>0 n.

Démonstration
On va calculer :
1
E(®) =Y "P(X = x)
x=0

=P(X=0)+P(X =1)

=1—p+pe

=14+p(e" —1), pourp=1/2

=1+1/2(e" — 1)
=1+1/2¢"—1/2

GCE!
=—
alors :
¢
1
E(e¥) = 2+ (3.6)

3.1.5 La représentation probabiliste des polynémes d’Apostol-Euler

On considere les polynémes de type Apostol-Euler E,(z,\), la fonction géné-
ratrice exponentielle de ces polynémes est donnée dans(2.5).

Théoréme 3.5.

Soit X une variable aléatoire discrete, telle que X suit la loi de Bernoulli de
parametre p, sa fonction de masse est donnée dans (1.6).
La représentation probabiliste de ces polynémes donnée par :

Z z ( )tn ea:t
n\L,P)— — .
o TP T (et
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Démonstration

On calcule :
1
E(e®) =Y e"P(X =2)
=0

=P(X=0)+P(X=1)

=1—p+ pe

=1 +p<et T 1)7
alors :

E(e®)=14p(e' —1). (3.7)

3.2 La représentation probabiliste des polynémes d’ Ap-
pell généralisés

3.2.1 La représentation probabiliste des polynémes de Cauchy gé-
néralisés

corollaire 3.2.1 On considere les polynomes de Cauchy généralisés Cfla)(x),
définis par leur fonction génératrice exponentielle :

n eta:

> C’ﬁf‘)(x)n! = m?

n>0

(3.8)

Démonstration

d’aprés la formule (3.3) et (3.8), on déduit la représentation probabiliste des
polynomes de Cauchy généralisés :

s ool - () o

n>0 E a 1+t
3.2.2 La représentation probabiliste des polynémes d’Hermit géné-
ralisés

corollaire 3.2.2 On consideére les polynomes d’Hermit généralisés H}f‘)(a:), dé-
finis par leur fonction génératrice exponentielle :

> H @) = s (3.9

n>0
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Démonstration

d’apres la formule ( 3.4) et (3.9), on déduit la représentation probabiliste des
polynomes d’Hermit généralisés :

tn etx

> H,ﬁf‘)(x)— = m-

n>0 TL'
3.2.3 La représentation probabiliste des polynémes de Bernoulli gé-
néralisés

corollaire 3.2.3 On considére les polynomes de Bernoulli généralisés B\ (x)
d’ordre réel o, définis par leurs fonction génératrice exponentielle :

Démonstration

d’apres les deux formules (3.5) et (3.10), on déduit la représentation probabiliste
des polynomes de Bernoulli généralisés :

00 tn taext

2 Br(La)(fE)m = m-

3.2.4 La représentation probabiliste des polynémes d’Euler généra-
lisés

corollaire 3.2.4 On considére les polynomes d’Euler généralisés E\™(x)
d’ordre réel o, définis par leur fonction génératrice exponentielle :

> Ee) = ey (3.11)

n=0
Démonstration

d’apres les deux formules (3.6) et (3.11), on déduit la représentation probabiliste
des polynomes d’Euler généralisés :

o ¢ 1\
S BO)(a) —(“*)éf

n=0 n' a 2
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3.2.5 La représentation probabiliste des polynémes d’Apostol-Euler
généralisés
corollaire 3.2.5 On considere les polynomes d’Apostol-Euler généralisés
E,(LO‘)(:U, A\) d’ordre réel o, définis par leur fonction génératrice exponentielle :
tn etm

S OIS A
2 B p) (B (3.12)

Démonstration

d’apres la formule (3.7) et (3.12), on déduit la représentation probabiliste des
polynomes d’Apostol-Euler généralisés :

00 tn etcc
E9(z,p)— = :
2P = e = 1)
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Conclusion

Cette mémoire représente une modeste contribution reliant les polynémes
de types Appell avec les probabilités.
Au cours de cette mémoire, nous avons abouti a établir certaines propriétés
importantes sur les nombres classiques. D’autre part, nous sommes données
une étude sur les polyndémes d’Appell. Plus précisément, nous sommes dé-
finies quelques propriétés des polynémes d’Appell et des polynomes d’Apell
généralisés. Dernierement, nous avons trouvé une application probabiliste du
polynomes d’Appell et des polyndémes d’Appell généralisés.
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