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Résumeée

Ce travail illustre deuz interprétations géométriques de deux équations solitons
importantes : L’équation de Schrodinger non linéaire et [’équation de Sine-Gordon.l outil
essentiel s’appuie sur la géométrie différentielle classique des courbes et des surfaces
dans R3.
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Introduction

1l est bien connu que certaines équations solitons admettent des interprétations
géométriques intéressantes. Parmi les exemples les plus importants, on trouve :

e L’interprétation géométrique de l’équation de Schrodinger non linéaire qui
controle les courbures principales d’une courbe intégrable dans R® solution de 1’é-
quation de l'anneau de fumée dans le cadre de la géométrie différentielle classique
des courbes dans R3.

o L’interprétation géométrique de l’équation de Sine-Gordon par une surface pseus-
dophérique dans R3. Cette équation est lice aux équations de Gauss-Codazzi de la
géométrie différentielle classique des surfaces dans R3. En effet, si la courbure de
Gauss est constante et négative, [’équation de Sine-Gordon correspond auzx équations
de Gauss-Codazzi.

Le mémoire est organisé comme suit, le chapitre un, donne une présentation des no-
tions générales nécessaires a l’étude. Dans le chapitre deux on introduit les équations
solitons. On étudie dans le chapitre trois linterprétation géométrique de l’équation
de Schrodinger non linéaire. Enfin, on s’intéresse a linterprétation géométrique de
l’équation de Sine-Gordon dans le chapitre quatre.



Chapitre 1
Généralités

I.1 Courbes paramétrés

I.1.1 Courbes paramétrés(paramétrage)

Définition 1.1.1. Une courbe paramétrée ou (un arc paramétré) est une application
v : I — R" de classe C définie sur un intervalle I de R.
L’image ~(I) est appelée le support de la courbe paramétrée.

Exemple 1.1.1.1. Droite dans R?

La droite dans R? passant par les points (1,2) et (2,—3) peut étre paramétrée par :

z(t) =1+t
y(t) =2—3t

Remarquons que v(0) = (1,2) et v(1) = (2,—=3). De plus, ¢'(t) = (_13) # K pour

tout t € R. Donc, v est un paramétrage régulier sur R.

Exemple 1.1.1.2. Cercle

Le cercle C' de rayon 2 et de centre (1, —1) est donné par ’équation :
(z—1P+@y+1)7=4

On peut prendre le paramétrage suivant pour C' :

z(t) = 14 2cost
y(t) = —1+ 2sint

En effet, on a :

(z(t) —1)* + (y(t) + 1)* = (1 +2cost — 1)® + (=1 + 2sint + 1)?
=4cos’t 4+ 4sin’t
=4
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I.1.2 Vecteur tangent

Définition 1.1.2. Soit 7y : [a,b] — R™(n =2 ou n = 3) un arc paramétré et
tp € [CL, b}

1. v/(t) est appelée le vecteur tangent v au point y(t).

2. Un point v(ty) est dit singulier si v'(t) =0 (ou 0 est le vecteur nul de R™).
3. Un point y(ty) est dit régulier si~'(t) # 0

4. L’arc paramétré v est dit réguliersi tous ses points sont réquliers.

5. Siy est de classe C?, le point p=-(to) est dit birégulier si les deur vecteurs

¥ (to) = S (to) = (& 1), 2 (10)

' (t0) = St t0) = (o) . (1)

sont linéairement indépendants dans R™
6. L’arc paramétré v est dit birégulier si v est de classe C* et tous ses points sont
birégulires .

Ezemple 1.1.2.1. L’application v(t) = (t*,t*), t € R est un paramétrage de la
parabole de I’équation y = x2. C’est un arc paramétré non régulier. En effet : v/(t) =
(2t,4t3) pour t = 0,+'(0) = (0,0) donc le point v(0) = (0,0) est un point singulier
d’ou v est non réqulier sur R.

Exemple 1.1.2.2. L’arc parammeétré :

v :R — R3
t — ) = (¢ 3t%23).

est birégulier. En effet. En effet, o/ (t) = (1,6t,6t?) et ~"(t) = (0,6,12t) sont

des vecteurs non nuls et non colinéaires donc linéairement indépendants.

I.1.3 Longeur d’arc

Soit C une courbe dans R? ( ou dans R?)

Définition 1.1.3. La longueur de l'arc de C d’origine y(a) et d’extrémité ~(t) est
donnée par :

L) = [l

Exemple 1.1.3.1. Soit un paramétrage d’un cercle C' dans le plan

v :10,27] — R2
t —> 7(t) == (rcost,rsint).

pourt =m :
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L(v) Z/ﬂlh’(t)HdtZ/ﬂrdtZW

La longueur du support de v (la circonférence du cercle) est :

27

L(y) = 7||7’(t)||dt _ / rdt = 2.

I.1.4 Abscisse curviligne

Définition 1.1.4. On appelle abscisse curviligne d’origine P= ~(a) la fonction
numérique définie par :

v :la,b) — [0, L] t
t o s(t) = [l (w)du

Remarque 1.1.4.1. L’abscisse curviligne s = s(t) est une fonction différentiable
et croissante. En efet :

t
ds d , ,
= [ @la =y @] > o

Donc s = s(t) est une bijection de [a,b] sur [0, L]. Son inverse est t = t(s).
De plus on a :

dt 1
— =
ds &

Définition 1.1.5. Soit v : [a,b] — R™ un paramétrage d’une courbe C.
L’arc 7y est dit paramétrage par abscisse curviligne (par longueur d’arc ou a vi-
tesse unitaire ) noté p.a.c si v'(t) est un vecteur unitaire pour tout t € [a, b].

Exemple 1.1.4.1. Soit un paramétrage d’une droite

y(t) = (1+¢,2— 5t).
v(t) = (1,-5). Alors

s(t) = /||7’(u)||du = /J%du = V/26t.

la fonction inverse est
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1.2  Quelques résultats sur les EDOs

Proposition 1.2.1. Soient ey, ..., e, : [a,b] — R™ des applications différentiables,
et que eq(t),...,en(t) soit une base orthonormale (o.n.) de R™ pour tout t € [a,b].
Alors :

(1) 1l existe une fonction matricielle A(t) = (a;;(t)) telle que
er(t) =) ay(t)e;(t)
j=1

(2) Q5 = 6;-.61'
(3) Qi + Qj; = O, i.e.,A(t)

Preuve 1.2.0.1. Puisque eq, ..., e, forment une base o.n de R™, on peut écrire
comme une combinaison linéaire de €(t) ei(t),...,en(t). Ce que prouve (1). e;
ei.ej =0y €j.ej+e.e; =0

1l découle de la définition de produit matriciel que

(U1, ..., 0p) (xl,...,xn) = Zxkvk,
k

Ou vy, ...,v, sont les vecteurs colonnes. Donc on écrire sous forme matricielle

g9(t) = (ex(t), - . en(t)),
A(t) = (ai;())-

on note la i-éme colonne de A, on obtient le coefficient de € et on garde la base
orthonormée eq, ..., €,.

Théoreme 1.2.1. Théoréme d’existence et d’unicité

Soit I un intervalle de R, U un sous ensemble ouvert de R™ , et soit

F I xU — R" une application lisse. on pose ty € I et py € U , alors il existe
d > 0 et une unique et lisse x : (ty — d,tg +0) — U avec = est une solution de
probleme de valeur initial suivant :

2'(t) = F(t,z(1)),
z(to) = po

(L1)

Soit gl(n) Uespace de tout les matrices réelles. C' une matrice dite orthogonale si
CtC = 1. 1l découle de la définition du produit matriciel que :
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Proposition 1.2.2. On suppose A(t) = (a;;(t)) est symétrique oblique pour tout
t. Si C € gl(n) est une matrice orthogonale, ty € (a,b), g : (a,b) — gl(n) est la
solution de

g(to =C
Alors g(t) est orthogonale pour tout t € (a,b).
Preuve 1.2.0.2. Donner y = g'g. on calcul la dérivée 3y pour obtenir
y=09)9+99=(9)9+99 = (94)g+g'(g4) = A'y + yA

Puisque la fonction constante y(t) = I est une solution verfiante les conditions
initiales y(to) = 1, il découle de l'unicité des solutions de I’EDO (Théoréme 1.2.1)
que y(t) = I pour tout t € (a,b)

Ensuite, nous décrivons les repéres paralléles. Soit (eq,&1,&) un repere ortho-
normé régulier le long de « tel que ey = & Alors, par la proposition (1.2.1), il existe
trois fonctions régulieres fi, fa, f3 telles que

0 —fi —f
(61,51,52)/ = (61,51752) fi 0 —f3
fa 3 0

Nous voulons changer le repére normal orthonormé (&1,&2) en (vi,vq) de sorte que
Uentrée 23 de la matrice de coefficients de (e1,v1,v9) soit nulle. Pour ce faire, on
tourne le repére normal &;(t), &(t) par un angle B(t) :

v1(t) = cos B(t)& + sin B(t)&
vy(t) = —sin B(t)&1 + cos B(t)&2

On veut choisir  de sorte que v} - vo = 0. Mais

vy - vy = f'(—sin BE; + cos BEy) - (sin BE; + cos BE,) + (cos BE] + sin BEL) - (sin BE; 4 cos BEy)
= '+ (cos* &} - & —sin® 5&; - &)
=0+ f

Donc si on choisit 5(t) tel que

ﬁl = _f37 (12)
Alors le nouveau repére orthonormé (ey,v1,vs) satisfait
0 —k —ky
(e1,61,8) = (e1,61,8) [ 1 O 0
ke 0 0

Ou

ki = e} v = e} - (cos B + sin B,) = ficos B+ fasin 3,
ky=¢e} vy =—fisin B+ fycosf
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Le repére orthonormé (ey, vy, vs) est appelé un repére paralléle le long . La rai-
son de ce nom est que la composante normale de la dérivée du champ de vecteurs
normaux est nulle. Les fonctions k1, ky sont appelées les courbures principales le long
de o, respectivement. Cependant, le choix du repere parallele n’est pas unique car
n’a besoin que de satisfaire (1.2), donc on peut remplacer B par B plus une constante
6o. Si on fait tourner(vy, ve) par une rotation constante 6y pour obtenir (v, vs), alors
(e1,01,7s) est encore paralléle. Mais la courbure principale ky le long de vy est

ky = e} -1 = €] - (cos Byvy + sin Oyvy) = cosbpky + sin Ogks
un calcul similaire donne
]52 = —sin 90]{71 -+ cos 60/{32

On note la dérivée secondaire

" / 7. ~ 7. ~
o =€ = klUQ + ]{21)2 = /{1?)1 + k2v2.
Donc on a

Proposition 1.2.3. Soit a une courbe dans R3 paramétrée par la longueur d’arc,
(v1,v2) un repere paralléle le long de «, et ky, ko les courbes principales par rapport
a v, vy respectivement. Alors o = kivy + koo

Corollaire 1.2.1. Soit (vy,v) un repére paralléle normal pour o, ky, ko les courbes
principales correspondantes, (e, es,e3) le repére de Frenet, et k, 7 la courbe de tor-
sion de . Alors

(1) il existe B(t) telle que vy = cos ey + sin feg, vy = —sin feg + cos fes, et
ﬁ/ =T,
(2) k1 = kcos B, ky = —ksin .

Preuve 1.2.0.3. Utiliser & = es, & = e3 dans le calcul avant la proposition Etant
donné que fi =k, fo =0 et f3 =71, les équations impliquent le corollaire.

Théoreme de Frobenius

Le théoreme de Frobenius, également connu sous le nom de théoréeme de com-
patibilité, est un théoreme fondamental en mathématiques qui traite de [’existence
de solutions aux systémes d’équations différentielles ordinaires (EDO) du premier
ordre. Il a été démontré par Ferdinand Georg Frobenius en 1879. Le théoréme de
Frobenius établit que certaines conditions de compatibilité sont satisfaites si et seule-
ment si, un systeme d’EDO du premier ordre posséde une solution de classe C*° dans
un voisinage d’un point donné. Ces conditions de compatibilité sont exprimées sous
la forme d’équations différentielles partielles (EDP) que les coefficients du systéme
d’EDO doivent satisfaire.

Soit O un ouvert de R?, et A, B; O x R — R des applications de classe C™.
Considérons le systeme d’EDP de premier ordre suivant pour u : O — R

o (L.3)

{g_z = Az, y,u(z,y)),
o= B(x,y,u(l",y))»
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Le théoreme de Frobenius donne une condition nécessaire et suffisante pour que le
systéme d’EDP (1.3) de premier ordre soit soluble. Nous aurons besoin d’utiliser ce
théoreme de maniere extensive dans [’étude de [’évolution des courbes et des
surfaces dans R3. On verra d’apres la preuve de ce théoréme que, bien qu’il s’agisse
d’une EDP, l’algorithme de construction des solutions de cette EDP consiste a
résoudre un systeme d’EDO en variable x et a résoudre une famille de systémes
d’EDO en variables y. La condition donnée dans le théoréme de Frobenius garantit
que ce processus produit une solution de I’EDP de premier ordre.

Condition de compatibilité :

Si le systeme (1.3) admet une solution différentiable u(z,y), alors les dérivées
MITLES Ugy = Uyy, C'est-a-dire,

u:py = (Uac)y = (A<I7y7 U(ZE, y)))y - Ay + Auuy = Ay + A“B

Donc A, B doivent satisfaire la condition de compatibilité :
A, +AB =B, +B,A
De plus, c’est aussi une condition suffisante pour que le systéme (1.3) soit soluble :

Théoréme 1.2.2. Soient U; C R? et Uy C R" des sous-ensembles ouverts,

A= (Ay,...,A,), B=(By,...,By,) U x Uy — R™ des applications
différentiables, (xq,yo) € Uy et pg € Us. Alors, le systeme différentiel du premier
ordre suivant

% = A($a Y, U(ZZ', y))a
e = B(x,y,ulz,y)), (I.4)
u(x()?y()) = Do,

posséde une solution différentiable pour u dans un voisinage de (xo,yo) Si et
seulement st

8A .
(A)y + 2 au .+ Z 1<i<n. (15)
Preuve 1.2.0.4. Si u est une solution différentiable de (1.4) , alors (ug), = (uy)s
implique que la condition de compatibilité (1.5) doit étre vérifiée.

Réciproquement, supposons que A, B satisfont (1.5) . Pour résoudre (1.4) , nous
procédons comme suit :

L’existence et l'unicité des solutions des équations différentielles ordinaires,
théoreme (2.2.1), impliquent qu’il existe des solutions différentiables

a:(xg— 0,20+ ) = R™ satisfaisant

{_ = A,y (2), (16)

a(xo) = po.
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Pour chaque x € (xg — §,z9 + 0), soit 5°(y) la solution unique de

{df; = B(z,y.6(y)). (L7)

B%(yo) = a(z).

définissons u(z,y) = B*(y). Par construction, u satisfait la deuzriéme équation de
(1.4) et u(xg,yo) = po. Il reste a prouver que u satisfait la premiere équation de
(1.4) . Pour ce faire, nous calculons la dérivée en y de

z2(x,y) = uy — Az, y,u(x,y)) pour obtenir

zy = Uy — AT, y,u)y = gy — Ay — Ayuy = (uy)e — (A + AuB)
= (B(% yau))x - (Ay + AuB) = B, + Byu, — (Ay + Au)
= B, + Byu, — (B, + B,A) = By(u, — A) = By(z,y,u(z,y)).

Cela prouve que z est une solution de [’équation différentielle suivante :

zy(2,y) = Bu(,y,2)z(2,y). (1.8)
Mass

2(x,90) = e (2, 90) — A2, Y0, u(w,90)) + o' (x) — Az, yo, a()) = 0.

Puisque la fonction constante zéro est également une solution de (1.8) avec 0 données
initiales, par lunicité des solutions d’EDO (2.2.1) nous avons z = 0, i.e., u u
satisfait la deuzieme équation de (1.4).

Remarque 1.2.0.2. La preuve de théoreme (2.2.1) donne un algorithme pour construire
une solution numérique de l’équation (1.4). L’algorithme est suivant :

e Résolvez d’abord 'EDO (1.6) sur les lignes horizontales y = yo par une méthode
numeérique (par exemple Runge-Kutta) pour obtenir u(xy,yo) pour xx = xo + ke ot

€ est le pas de temps dans la méthode numérique.

e FEnsuite résolvez le systéeme d’EDO (1.7) sur la ligne verticale 2=2n pour chaque

n pour obetenir la valeur u(y,, Ym)-

Corollaire 1.2.2. Soit Uy un ouvert de R?, (xg,40) € Uy, C € gl(n), et P,Q : Uy —
gl(n) application lisse. Alors le probléme de valeur initial suivant

Gz = gP,
9y = 9@, (1'9)
9(9507%) =C

a une solution gl(n) différentiable a valeurs dans un voisinage de (xq,yo) si et
seulement st

P,—Q,=[P,Q]|+PQ—-QP (I.10)
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Preuve 1.2.0.5. Ce corollaire découle du théoréeme (2.2.1) avec A(z,y,u) = uP(z,y)
et B(z,y,u) = uQ(z,y). On peut également calculer les dérivées mixtes directement
comme suite :

(92)y = (gP)y = g,P + gP, = gQP + gP, = g(QP + P,),
= (9y)2 = (9Q)8x = g, P + gP, = gPQ + 9Q. = g(PQ + Q).

Donc la condition de compatibilité est
QP+ P, =PQ+ Q,

qui est (1.10)

1.3 Courbes planes

Soit v : I — R? un arc paramétré par abscisse curviligne, nous noterons T(s)
son vecteur tangent v'(s), qui dans ce cas est un vecteur unitaire.

Définition 1.3.1. Soit v :— R? un arc paramétré p.a.c. On définit le vecteur
normal au point y(s) :

remarquons que |n(s)||= 1.
Exemple 1.3.0.2. Un paramétrage d’un cercle :

v :R — R?

s — ~v(s) = (rcos f,rsin f)
r r
s s s s
(s) =( smr,cosr) et n(s)=( cos -, smr)

Cette définition est réalisée de telle maniére que la famille {T'(s),n(s)} forme
une base orthonormée positivement orientée de R2. En d’autres termes, le vecteur
n(s) est obtenu a partir de T'(s) par une rotation d’angle 5 dans le sens antihoraire.

1.3.1 Vecteur normal

Définition 1.3.2. Soit C' une courbe lisse tridimensionnelle représentée par un n
intervalle ouvert I. Si T'(t) # 0, alors le vecteur normal de ['unité principale au
point t est défini comme étant.
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1.3.2 Courbure d’une courbe plane
Siy: I — R? est un arc paramétré p.a.c pour s € I, on a :
<T(s),T(s) >=|IT(s)l=1
dérivons cette équation :

<T'(s),T(s) >+ <T(s),T'(s)=2<T'(s),T(s) >=0

Ainsi, les deuz vecteurs T'(s) et T'(s) sont perpendiculaires. Par conségent T'(s)
est un multiple du vecteur normal n(s),d’ou :

T'(s) = k(s).n(s).
Exemple 1.3.2.1. Soit v : I — R? un arc paramétré p.a.c. La fonction
k:I—R

est appelée la courbure de ~y
Soit le paramétrage d’un cercle de centre (0,0) et de rayon r :

v :R — R?
s — 7(s) =(rcos?, rsin?)

remarquons que ||T(s)||= ||(—sin2,cos 2)||= 1, c-a-d v est paramétré p.a.c, de
plus n(s) = (—cos 2, —sin2), on a T'(s) = (—cos2, —+sin2) = L xn(s), dou
K(s) = 1.
Remarque 1.3.2.1. On peut calculer la courbure par :
K(s) =<T'(s),n(s) >= det(y'(s),7"(s))

Proposition 1.3.1. Soit v un arc paramétré régulier. La courbure de v au point

v(t) est :
det(/(1),7"(2)

"= R

Preuve. Voir ([2])
Exemple 1.3.2.2.

v :R — R?
t > ~(t) = (rcost,rsint)

v (t) = (—rsint,rcost) et ~'(t) = (—rcost,—rsint)

on obtient : ) , )
iy = OO0 1
[ ()] rsor
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1.3.3 Théoréme fondamental des courbes dans R?

Théoréeme 1.3.1. 1. Soit x: (a,b) — R, py € R?, ty € (a,b), et uy,uy une
base orthogonale firée de R?, il existe une unique courbe v(0) = po définie au
voisinage de to paramétrée par abscisse curviligne telle que, v(0) = py,

o' (0) = uy, et k(t) est sa fonction de courbure.

2. Soit vy, ¥ : (=6,0) — R? un courbe de classe C™ paramétré par abscisse
curviligne. Si v et 7 ont la méme fonction de courbure, alors il existe un
mouvement rigide T pour que 3(t) = T'(y(t)) pour tout t.

Preuve 1.3.3.1. (1) Pour construire la courbe 7, nous devons résoudre

avec les conditions initiales suivantes : v(0) = po, €1 = uy, €2 = Us.
Soit F : (a,b) x (R?)? — (R?)? lapplication définie par :

F(t> Yo, Y1, y2) = (yb k(t)y2> _k(t)y?))
Il découle du théoréme (1.2.1) qu’il existe une solution unique avec les conditions

initiales <y07 Y1, yQ)(O) = (p07 Uy, u?) .

Comme (0

L0 ) est antisymétrique,
et

(y1,92)" = (y1,92) (2 _Ok)

il découle de la proposition(1.2.3) que y1(t),y2(t) forment une base orthonormée
pour chaque t.

(2) Soit ey =7, ey le vecteur normal unitaire pour a telle que det(ey,es) =1, et
e, = &, éy le vecteur normal unitaire pour 7 telle que det(éy,éy) = 1. Par
hypothése o et 4 ont la méme fonction de courbure ky. Donc, les deux («, ey, es) et
(7, €1, €2) satisfont la méme équation différentielle

y6 = ylayi = ky27yé = _kyl

Soit h la rotation constante

h = (£1(0), &(0))(e1(0), e2(0))

et T' le mouvement rigide
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Fizer B(t) = T(~(t)). Alors f(0) = 7(0) et 5" = hey. Puisque h est la rotation ,hey
est l'unitaire normale de 5 et (h61~, hey) est un o.n repere local le long de . Par
définition de h, on a h(e;(0)) = €;(0) pour i =1,2. Mais

B = he;
(he1)" = h(€)) = h(key) = kh(es)
(heg) = h(ey) = h(key) = kh(e)

Donc «a et B sont les solutions du probleme de Cauchy suivant :

Yo = Y1
yi = kyo
?/é = —ky

(Y0, 41,42)(0) = (/(0), €1(0), 2(0))

I.4 Courbes dans R?

I1.4.1 Courbure

Définition 1.4.1. Soit Kk : I — R un arc paramétré p.a.c. La fonction

k :I — R
s — K(s) =T

est appelée la courbure de vy au point y(s).

Ezemple 1.4.1.1. 1. La droite dans R3 passant par (\%,0, 1) et (\%, _\/LE’ 1)
peut étre paramétrer par
1 1 1 1 1 1
)= (—=,0,1) + t(—, ———,0 Tt t 1
V(t) (\/— D+ 5 =70 = (\/5 NG )

Remarquons que '(t) = (—75, —75, 0) pour tout t € R.
Puisque ||y (t)||= 1, Alors

r(s) = [lv" (@)= 1(0,0,0)]]

2.L’hélice circulaire est une courbe paramétrée par :

() = (cos( J=).sin( ). )
"(t) = —ismi icosi L
17 ()=
donc vy est p.a.c . ) ) )
"(t) = (—5 COS(E), —53’”0(%),0)
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1.4.2 Vecteur normal

Définition 1.4.2. Soit y : [ — R® un arc paramétré p.a.c. Si k(s) # 0 pour tout
s € I, on définit le vecteur normal de y au point y(s) par :

T'(s) _T'(s)

N = TGN = *)

Exzemple 1.4.2.1. Considérons l'arc paramétré v : I — R3 défini par :
s, . S s
s) = (cos(—=),sin(—=), —
3(5) = (cos( ). sin(S2).

On peut vérifier que v est p.a.c. On a alors :

r(s) = 1" (s)l| =

D’apres la définition du vecteur normal, on obtient :

V) = T = (oo g = 500)

Remarque 1.4.2.1. Le vecteur N(s) est un vecteur unitaire pour tout s € I. De
plus, et puisque T(s)-T(s) =0, alors T'(s) et N(s) sont perpendiculaires. I s’ensuit
que B(s) = T(s) x N(s) est un vecteur unitaire perpendiculaire a T(s) et a N(s).

1.4.3 Vecteur binormal

Définition 1.4.3. Le vecteur B(s) est appelé le vecteur binormale de y au point
y(s). Par conséquent, le triplet {T(s),N(s),B(s)} forme une base orthonormée de
R3 au point y(s) pour tout s € I, cette base mobile est appelée repere (ou triedre)
de Frenet (ou triédre de Frenet).

Remarque 1.4.3.1. Le triédre de Frenet est défini seulement pour les valeurs de s
vérifiant k(s) # 0.

Passons maintenant a la courbure des paramétrages réguliers pas forcement paramé-
trées par abscisse curviligne.

Proposition 1.4.1. Soit v : I — R3 un arc paramétré régulier. Alors sa courbure
est donnée par :

_ @AY @)l
(4Ol

K(t)
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Exemple 1.4.3.1. L’hélice circulaire d’aze (z,2') est paramétrée par :

y(t) = (acos(t),asin(t),bt), te€R

ou a,b sont des réels non nuls.

y'(t) = (—asin(t), acos(t), b)

1y (D] = Va? + b2

cect montre que y est régulier, mais n’est pas p.a.c.

y"(t) = (—acos(t), —asin(t),0) (I.12)
et
y" (t) = (asin(t), —acos(t),0) (L.13)
il s’ensuit :
a(t) = |(absint, —abcost,a?)|lz  (a®b? + a*)'/? _ |a| (1.14)

|(—asin(t),acos(t),b)||s (a4 b2)3/2 Va2 + b2

I1.4.4 Torsion d’une courbe dans R?

Dans cette sous-section, on introduit une fonction qui mesure le tauzr de chan-
gement de la direction du vecteur binormal B(s) en un point y(s).

Soit v : I — R3 une courbe paramétrée p.a.c. et s € I tel que k(s) # 0, soit
{T(s), N(s), B(s)} le tiedre de Frenet au point (s).
Par dérivation de l’équation B(s) = T(s) \ N(s), on obtient :
B'(s) =T'(s) N N(s) +T(s) ANN'(s)
B'(s) = k(s)N(s) AN(s)+T(s) A N'(s)
puisque N(s) A N(s) =0, on a :

B'(s) =T(s) A N'(s),

il est claire que B'(s) et T'(s) sont perpendiculaires en v(s). Mais aussi a B(s),
par conséquent B'(s) est paralléle a N(s), d’ou
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Définition 1.4.4. Soit v : I — R?® un arc paramétré p.a.c. tel que k # 0 sur I. La
fonction numérique

7:I —-R
est appelée la torsion de v au point y(s).
Exemple 1.4.4.1. Considérons l’exemple de ’hélice circulaire :
t t t
t) = (cos(—=),sin(—=), —
() = ( (\/5) (\/5)\/5)
1 t 1 t 1

Y(t) = (_E Sin(ﬁ% NG COS(—Q)a —2)7d0n0||7/(t)H =1

donc 7 est p.a.c. Calculons d’abords N(s) :

7'(s) = (—% cos(%), —% Sin(%)v 0)

K(s) = I ()]l =
N = )

Calculons B(s) :

B(s) = %(sm(%), —cos(%), 0
enfin,
B(s) = %(—cos(%), —sin(%),O)
7(s) =< B'(s), N(s) >
T(s) = 5.

Proposition 1.4.2. Soit v : I — R? un arc paramétré p.a.c. tel que k # 0 sur I,
alors le tracé de y est contenu dans un plan (une courbe plane) si et seulement si la
torsion T' =0 sur I.

Preuve 1.4.4.1. Remarquer que la fonction v mesure le tauxr de changement du
vecteur binormale, c’est-a-dire, T(s) =0 en 7(s) est équivalent a B(s) est constant.

1.4.5 Théoréme fondamental des courbes dans R3

Théoréme 1.4.1. 1. Etant donné des fonctions réquliéres k, T : (a,b) — R
telles que ty € (a,b), po € R? et (uy,us, uz) une base orthonormée de R? en pg
, 1l existe 6 > 0 et une courbe o : (tg — d,to + 0) —> R® paramétrée par
abscisse curviligne telle que a(0) = po,et (u1,us,us) est le repére de Frenet de
aat=ty.
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2. supposons que o, & : (a,b) — R3 sont des courbes paramétrées par abscisse
curviligne, et o, & ont la méme fonction torsion T. Alors, il existe un
mouvement regide T' tel que & = T'(«)

Preuve 1.4.5.1. Ce théoréeme peut étre prouvé exactement de la méme maniére
que théoreme (1.3.3) en appliquent le théoréme d’existence et d’unicité (1.2.1) a la
solution de I’EDO sur la fonction F définie par :

F(t,yo,y1,92) = (Y1, k(t)ya, —k(t)yr + 7(t)ys, —7(t)y2).

Ensuite, nous décrivons les repéres paralléles. Soit (e1,&1, &) un repére orthonormé
régulier le long de « tel que ey = &.Alors, par la proposition (1.2.1), il existe trois
fonctions réguliéres f1, fo, f5 telles que

0 —fi —fo
(e1,61,8) = (e1,&,&) [ i 0 —fs
fa f3 0

Nous voulons changer le repére normal orthonormé (&1,&s) en (vy,vs) de sorte que
le coefficient d’entrée 23 de la matrice de coefficients de (e1,v1,v2) soit nulle. Pour
ce faire, on tourne le repére normal & (t),&(t) par un angle B(t) :

v1(t) = cos B(t)& + sin B(t)&
vo(t) = —sin B(t)&1 + cos B(t)&s

On veut choisir  de sorte que v} - vo = 0. Mais

vy - vy = f'(—sin BE; + cos BEy) - (sin BE; + cos BE,) + (cos BE] + sin BEL) - (sin BE; 4 cos BEy)
= 3+ (cos? & - & — sin® B, - &)
=0+ f3

Donc si on choisit B(t) tel que

8= —fs, (1.15)
Alors le nouveau repére orthonormé (ey,v1,vs) satisfait
0 —k —ko
(e1,61,82) = (e1,61,6) | 1 O 0
ko 0 0

ki =¢é) vy =¢€| - (cosp& +sin ) = f1cos B+ fosinf,
ky =€) v =—f1sinf+ fycosf3
Le repére orthonormé (ey,v1,vs) est appelé un repere paralléle le long . La raison

de ce nom est que la composante normale de la dérivée du champ de vecteurs
normaux est nulle. Les fonctions ky, ko sont appelées les courbures principales le
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long de «, respectivement. Cependant, le choiz du repere paralléle n’est pas unique
car B n’a besoin que de satisfaire (1.14), donc on peut remplacer 5 par B plus une
constante 0y. Si on fait tourner(vy,ve) par une rotation constante 0y pour obtenir

(01, 72), alors (eq1,0U71,7s) est encore parallele. Mais la courbure principale k1 le long
de U7 est

ky=é) -0 =é)- (cos Bgvy + sin Ogvg) = cosboky + sin Opks

un calcul similaire donne
k?g = —sin 00k1 4+ cos 001{?2

On note la dérivée secondaire

" / 7.~ 7.~
a =€) = ]{?11)2 + kzl)g = k’ﬂ)l + k?QUQ.

Donc on a

Proposition 1.4.3. Soit o une courbe dans R® paramétrée par abscisse curviligne,
(v1,v9) un repere paralléle le long de «, et ky, ko les courbes principales par rapport
a v1, vy respectivement. Alors o = kivy + koo

Corollaire 1.4.1. Soit (v1,v2) un repére paralléle normal pour «, ki, ke les
courbes principales correspondantes, (e, ea, e3) le repére de Frenet, et k, T la
courbe de torsion de a.. Alors

(1) il existe B(t) telle que vy = cos Bey + sin feg, va = —sin feg + cos fes, et
ﬁ/ = -7,

(2) k1 = kcos B, ke = —ksin .

preuve. Utiliser & = ey, & = ez dans le calcul avant la proposition Etant
donné que fi =k, fo =0 et f3 =71, les équations impliquent le corollaire.

I.5 Swurfaces paramétrées

Soit U un ouvert connezxe de R%. On utilisera (u,v) comme coordonnées dans
Iespace des parametres U et (x,y,z) comme coordonnées dans R?

1.5.1 Surfaces paramétrées dans R?

Définition 1.5.1. Soit U un ouvert connexe de R?. Une application lisse :

o U — olU)CR?
(u,v) —  o(u,v)

est dite un paramétrage d’une surface(ou une surface paramétrée )dans R?
St
Ou X 0y(u,v) # Ogs pour tout (u,v) € U. o(U)est appelée le support de o.
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Remarque 1.5.1.1. La condition o, X 0,(u,v) # Ors est équivalente a l'une des
deux assertions suivantes :

1. La matrice Jacobienne de o est de rang 2 en chaque point de U,

2. les deur vecteur o, et o, sont linéairement indépendants pour tout (u,v) € U.
Exemple 1.5.1.1. Le plan définit par l’équation cartésienne :
3x+2y—2=0

De l’équation découle
z=3x+ 2y

posons T = u et y = v on obtient un paramétrage de ce plan :

o U CR* — RS
(u,v) — o(u,v) = (u,v,3u+ 20)

Exemple 1.5.1.2. Graphe d’une fonction lisse
Soit la fonction lisse

f U CcR® — R
(z,y) — flr,y) =2

Considérons le graphe I'y de

o U CR*® — R?
(,y) — o(z,y) = (2,9, f(z,y))

Uapplication oest un paramétrage de la surface I'y C R3. En effet, Uapplication o de
U
dans R?® vérifie pour tout (u,v) € U :

Ou X 0y(u,0) = (= fu, — fo, 1)(u, v) # Ogs.

1.5.2 Plan tangent et vecteur normal
Plan tangent a une surface
Soit 0 = o(u,v) un paramétrage d’une surface S = o(U) C R? et

v oia b — UcCR?
t = () = (u(),v(t))

un paramétrage régulier d’une courbe C. Considérons maintenant

o U — R3

(u(t),v(t)) — o(u(d),v(t)) = a(y(t)) = p(t)

limage de C' sur S = o(U). L’application p = o o yest de C* car c’est la composée
de deuz applicationsde C*, de plus %(t) =+ 0 pour tout t.
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Définition 1.5.2. Soit v € R3 un vecteur non nul et S une surface de R3®. Le
vecteur v est tangent S en un point p € S s’il existe une courbe sur S passant par p

et et paramétrée par (3 telle que %(t) #v. Si 5(t) = o(u(t),v(t)), alors
%(t) _ Jodu + fodv _ Oud_u + av@ = ot + o,V
dt Judt  Ovdt dt dt
d’ou la définition :
Définition 1.5.3. Soit p = o(u,v) € S. Uespace tangent a S au point p, noté T,S

est le plan engendré par les deux vecteurs o, (u,v), o,(u,v). Pour un point x € T,S,
alors : © = p+ oy (u,v) + o,(u,v).

Ezemple 1.5.2.1. Considérons la fonction f(x,y) = 2* + y* définie sur R?. Par
Uexemple précédent, le graphe Ty = {(x,y, 2% + y*)|(z,y) € R*}est une surface
paramétrée par :
o(u,v) = (u,v, f(u,v))
Soit (u,v) € R?
ou(u,v) = (1,0,2u), 0,(u,v) = (0, 1,20)

et
ou(u,v) Aoy (u,v) = (—2u, —2v,1) # Os

pour p = 0(0,0) = Ogs

T,S = Vect{0:(0,0),0,(0,0)}
= Vect{(1,0,0),(0,1,0)}

Vecteur normal
Définition 1.5.4. Soit

o U — S=0U)eR?
(t,v) — o(u,v)

une surface paramétrée réguliere. Pour p = o(u,v) € U le vecteur
ou(u,v) Aoy, (u,v) est un vecteur non nul, orthogonal au plan tangent T,S, on
obtient le vecteur unitaire correspondant en prenant

ou(u,v) A oy (u,v)

n(u,v) = low(u,v) A oy(u, v)]|

il est appelé le vecteur normal unitaire de S au point p = o(u,v).

Ezemple 1.5.2.2. Considérons S = {(u,v, f(u,v))|(u,v) € R*}
Sip=o(u,v) €8S, alors : o,(u,v) = (1,0, fu(u,v)),o,(u,v) = (0,1, f,(u,v) et
Uu(uav)/\av(u7v> (_ft7_f1)71) (_fta_fvvl)

n(u,v) = = =

Nlow(u o) Aou(w o)l I(=fo = fo DIE 2+ f2+1
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Ezemple 1.5.2.3. Pour S = {(z,y,z) € S?|z > 0} paramétrée par :
c: U=DB(0,1) — S=0(U)€R?
(u,v) — o(u,v) = (u,v, V1 —u? —0v?)
ou B(0,1) est la boule ouverte de R%. Le vecteur normal au point p = o(u,v) est :

ou(u,v) A oy, (u,v)

n(u,v) = = (u,v,V1—u?—0v?).

lou(u, v) Aay(u, )]

1.5.3 Surface oriente

Définition 1.5.5. Soit S une surface régqulicre de R®. Un champ de vecteurs normal
sur S est une application vectorielle de classe C*

n:S— R
tel que pour tout p € S,n(p) € (T,S)* le plan orthogonal A (T,S)

Définition 1.5.6. Une surface réguliée de R? est orientée si elle admet un champ
de vecteurs normales unitaires global de classe C*.

I.5.4 Premziére Forme fondamentale

Soit S C R? une surface paramétrée par :
c: U — R3
(u,v) — o(u,v)

la premiére forme fondamentale de S au point p = o(u,v) est la restriction du
produit scalaire de R a T,S l'espace tangent de S en p, c’est donc la forme
bilinéaire symétrique définie positive donnée par :
L, T, xT,S — R
(u,v) — L(u,v) = (u,v).

ou (.,.) est le produit scalaire de R? et

I(u,v) = Edu® + 2Fdudv + Gdv®
ou B = (%)Q,F— 90 90 ot G = (2—5)2

~ Outov’

I.5.5 Application de Gauss

Soit S une surface orientée et paramétrée par :
c:UCR* —R?
un paramétrage réguliére, p = o(u,v) un point de S.
Définition 1.5.7. L’application de Gauss de S est est l'application définie par :
v: S — 5?2
p P Pt o (s0) Ao (0]

Ou S? est la sphere unité.
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1.5.6 Endomorphisme de Weingarten
Soit S une surface orientée et paramétrée par :
o:UcCR*—R?
un paramétrage réguliére, p = o(u,v) un point de S.
Définition 1.5.8. L’endomorphisme de Weingarten est l'applicatin linéaire W),
définie par :
W,: 1,85 — 1,5
X — Wy(X) = —dy,(X).
ou dvy(X) la différentielle de Uapplication de Gauss

1.5.7 Deuxieme forme fondamentale

Soit p = o(u,v). La forme bilinéaire symétrique

I1,: T,SxT,S — R
(X,Y) — IL(X,Y) = (W,(X),Y) = —(dy,(X),Y)

est appelée la deuzieme forme fondamentale de o en p.
On peut ’écrire sous la forme :

IL(X,Y) = Ldu* + 2M dudv + Ndv*

ou L = %.n(u, v), M= aiz'gv.n(u,v) et N = gQTg.n(u, v)

Proposition 1.5.1. Pour tout p C S, l'endomorphisme de Weingarten est une
forme bilinéaire symétrique pour le produit scalaire euclidien.

Sotent W, I,,, et 11, respectivement, les matrices de l’endomorphisme
de Weingarten, la premiére et la deuxieme forme fondamentale de S
au point p = o(u,v) écritent dans la base (o,(u,v),o,(u,v)), alors :

W,(X) = I, (X).11,(X)

Preuve 1.5.7.1. On sait que dn, € T,S, alors n,(u,v) et n,(u,v) s’écrivent dans
la base
(ou(u,v),0,(u,v)) de T,S sous la forme :

WOO WOI
)~ (75 0
nv O-U

—_——
Wp

Ou W, est la matrice de [’endomorphisme de Weingarten dans la base (o, (u,v), oy (u,v)).
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Les matrices des deux formes fondamentales écrivent dans la base
(ou(u,v),0,(u,v)) sont :

E F L M
L=|F ¢|,i,=|M N

p

VX,Y €T,S : I1(X,Y) =< W,(X),Y >

L M
Xy
S (31 ¥ ()

E F Woo Wor b
— v | Foa) (W wa ( X“)
alors )
Woo Wor E F\ [L M
Wi Wnl=I|F G M N
1 G -—-F L M
=— | —-F F M N
EG — F?
1 GL-FM GM—-FN
=— | EM—-FL EN-FM
EG — F?
donc on a : det(I1,) IN
et —
det(W,,) = =
Wn) =500y ~ G- F?
et
EN+GL—-2FM
tr(W,,) = +

EG — F?

1.5.8 Courbures

L’endomorphisme de Weingarten W, étant symétrique donc diagonalisable dans la
base orthonormale (V1,Va) de T,S, ou Vi, Va sont les vecteurs propres de W),
associés respectivement aux valeurs propres ki, k.

Définition 1.5.9. On appelle ki et ky. Les courbures principales
de S enp=o(u,v)

Remarque 1.5.8.1. Si ky = ky = k, alors W,(X) = kX. Si ky # ks, les deux
vecteurs propres sont appelés directions principales de S en p = o(u,v).

Définition 1.5.10. La courbure de Gauss de S enp = o(u,v) est :

K(p) = k1(p)-k2(p) = det (W)
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Définition 1.5.11. La courbure moyenne de S en p = o(u,v) est :

H(p) = 5 (ki(p) + kalp) = £1r(W)
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Chapitre 11

Equations solitons.

Une onde solitaire est une onde progressive de la forme u(x,t) = f(x — ct) pour
une certaine fonction f de classe C* qui décroit rapidement a linfini. Il est
relativement facile de trouver des équations d’ondes non linéaires qui admettent des
solutions d’ondes solitaires. Par exemple,

Upy — Uge = u(2u? — 1)

a une famille de solutions d’ondes solitaires
u(z,t) = sech(x cosh 6+t sinh 0),

paramétrisées par (0 € R.) Mais on ne s’attend pas a ce que la "somme” de deux
solutions de ce type soit encore une solution. Cependant, la classe spéciale des
équations soliton, qui fait ['objet de ce mémoire, posséde une forme de
superposition non linéaire. Une solution n-soliton est une solution qui est
asymptotique a une somme non triviale de n ondes solitaires (Y., fi(x — ¢;t))
lorsque (t — —o0) et a la somme des mémes ondes (Y., f;(x — cit +1;)) avec des
déphasages non nuls r; lorsque t — —oo. En d’autres termes, aprés une interaction
non linéaire, les ondes solitaires individuelles se traversent, en conservant leurs
vitesses et leurs formes, mais avec des déphasages. Les équations avec des solutions
multisolitons sont tres rares ; ces équations sont appelées équations soliton.

Par exemple l’équation de Korteweg-de Vries
est un exemple bien connu d’équation soliton. Si q(x,t) = f(x — ct) résout KdV,

alors f" + 6ff" — cf' = 0. La condition asymptotique sur f, |x| — 0 f(z) =0,
implique que f(x) = gsechQ(\/TEx). Donc

q(z,t) = gsech2(§c(az —ct))

est une famille de solutions d’ondes solitaires pour KdV paramétrées par ¢ € R
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En mécanique classique, un systéme hamiltonien en 2 dimensions est appelé
intégrable s’il possede n constantes du mouvement indépendantes dont les
parentheses de Poisson sont toutes nulles.

Le concept d’intégrabilité complete peut étre étendu a des dimensions infinies ou
a des équations aux dérivées partielles (EDP), mais il ne constitue qu’une partie de
la riche structure que [’on trouve dans la classe des équations "completement inté-
grables” ou "soliton". Ces équations sont mieux décrites par leurs prototypes : KdV,
Schrédinger non linéaire et ’équation de sine-Gordon (SGE). Les phénoménes qui
ont été identifiés incluent :

e solutions multisolitons,

e formulations hamiltoniennes,

e une hiérarchie de flur commutatifs décrits par des équations aux dérivées
partielles,

e formulation en termes d’une paire de Lax d’opérateurs,

e une théorie de la diffusion,

o transformations de diffusion inverse,

e [a propriété de Painlevé,

e une description géométrique algébrique des solutions périodiques en variable
spatiale,

e solutions algébriques formelles en termes de données de groupe en boucle.

II.1 Géométrie des solutions solitons

La plupart des exposés de la théorie des solitons retracent ’histoire de [’équation de
Korteweg de Vries (KdV), en commengant par l’observation physique d’une onde
d’étrave par S. Russell dans un canal en 1834. Les équations ont été écrites pour la
premiere fois par Boussinesq en 1871, puis en 1895 par Korteweq et de Vries. En
plus de décrire les ondes marines, [’équation KdV apparait également comme une
limite universelle des vibrations en réseau lorsque l’espacement tend vers zéro. Les
expériences numériques surprenantes de Fermi, Pasta et Ulam en 1955 sur un
réseau anharmonique, et l’explication ingénieuse de Zabusky et Kruskal en 1965 en
termes de solitons de l’équation KdV ont été rapidement suivies d’un article
révolutionnaire de Gardner, Greene, Kruskal et Miura [3], qui a introduit la
méthode de résolution de KdV en utilisant la transformée de diffusion inverse pour
lopérateur de Hill. Cela nous amene a l’ére moderne. Cependant, il existe un autre
cercle d’idées qui trouve son origine en géométrie.

Un théme central de la géométrie du XIXe siecle était la théorie locale des surfaces
dans R3, que nous pouvons considérer comme la préhistoire des constructions
modernes en théorie des solitons. L’EGS est apparue d’abord a travers la théorie
des surfaces de courbure de Gauss constante -1 dans R3, et I’équation des 3 ondes
réduites peut étre trouvée dans les travaux de Darbouz sur les systémes triplement
orthogonauzx de R3. En 1906, un éléve de Levi-Civita, da Rios, a écrit un mémoire
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de maitrise dans lequel il modélisait le mouvement d’un vortexr mince par le
mouvement d’une courbe se propageant dans R? le long de sa binormale. Ce n'est
que beaucoup plus tard, en 1971, que Hasimoto a montré I’équivalence de ce
systeme avec I'équation de Schrodinger non linéaire ¢ =%(¢us + 2|q|%q). Ces
équations ont été redécouvertes indépendamment de leur histoire géométrique. La
principale contribution des géometres classiques réside dans leurs méthodes de
construction de solutions explicites de ces équations plutot que dans leur découverte
des équations elles-mémes.

Quelques notions de base de géométrie classique des surfaces sont nécessaires pour
décrire les problemes géométriques. Soit M une surface dans R3. La premicre forme
fondamentale I est la métrique induite sur les plans tangents de M, c’est-a-dire,

I(v,z) =<v,z >

le produit scalaire de v, w dans R® Le négatif de la normale unitaire es est une ap-
plication de M a la sphére unité S? de R3.Son différentiel A en un point applique
l’espace tangent en ce point a lui-méme et est donné par une application symétrique
par rapport a I.

A est appelé l'opérateur de forme.La deuziéme forme fondamentale est la forme
bilinéaire canonique définie par A, c’est-a-dire I (v, x) = A(v)w. Si v est un
vecteur tangent unitaire en p alors Il (v, x) est la courbure de la courbe plane o en
p, ou o est l'intersection de M et du plan engendré par v et la droite normale en p.

Dans les régions ou les courbures principales ne sont jamais égales, il est possible

de choisir des coordonnées de ligne de courbure, qui sont des coordonnées le long
des directions propres de A, ou les directions de courbure principale si la courbure
gaussienne est négative, il est possible de choisir des coordonnées asymptotiques, qui
sont des coordonnées le long des directions v dans lesquelles I1(v,v) = 0. Les calculs
sont beaucoup plus faciles dans ces systémes de coordonnées spéciauzx, et c’est le
choiz de ces systemes de coordonnées spéciaux qui relie la géométrie spéciale a des
équations aux dérivées partielles intéressantes.
Le théoreme fondamental des surfaces est basé sur une condition de compatibilité
pour les équations différentielles ordinaires a deuz variables indépendantes qui est la
meéme condition de courbure nulle. St A et B sont des matrices n X n dépendant de
deuz variables x et y, alors la paire d’équations

V, = VA, V,=VB (IL1)

peut étre résolu pour les applications matricielles n x n V' pour toutes les valeurs
initiales exactement lorsque

A, — B, =[A, B]. (I1.2)
Ici [A, B] = AB — BA Cette condition vient de l’exigence Vi, =V, Nous
appellerons (11.2) la condition de compatibilité pour (I11.1).
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On obtient un tel systéme si on choisit une paramétrisation X (x,y) pour une
surface dans R® et E = (ey, eq,e3) un repére orthonormal local tel que ez(x,y) soit
normal a Mat X (x,y) Notez que E(x,y) appartient au groupe O(3) des matrices
orthogonales 3 x 3. Alors

Xx:E<g), Xy:E(g) E,=EP. E,=EQ,

ou p et q sont des fonctions matricielles 2 x 1— et P et () sont des fonctions a
valeurs dans so(3) (ici so(3)) est l’espace des matrices réelles 3 x 3
antisymétriques). De plus, p. q. P et Q) peuvent étre exprimés en termes de

coefficients de I et I1. En posant
E X
-5 %):

V,=VA V, = VB,

NN

La condition de compatibilité pour le systeme de premier ordre ci-dessus pour X
et E est appelée les équations de Gauss-Codazzi. 1l s’agit d’un systeme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre impliquant siz fonctions (les coefficients de
I et I1).Comme nous le verrons plus tard,le nombre de fonctions impliquées dans
les équations de Gauss-Codazzi peut étre réduit par des choix de coordonnées spé-
ciaux. Le théoreme fondamental des surfaces dit que deux formes fondamentales qui
satisfont les équations de Gauss et de Codazzi déterminent une surface dans R3 a
des mouvements rigides pres.

on obtient

Avec

I1.2  Surfaces pseudosphériques et transformations
de Backlund

L’une des contributions importantes des géometres classiques est [’étude des
surfaces pseudosphériques, qui a conduit aur équations géométriques des surfaces
(EGS). Une surface pseudosphérique est une surface de courbure gaussienne —1
dans R3. Une telle surface a un ensemble spécial de coordonnées asymptotiques dans
lesquelles les deux formes fondamentales sont

I = da* + cos q(dx dt + dt dx) + dt?,

IT = sin q(dz dt + dt dx),

ol q est l’angle entre les courbes z et t. Avec ce choix particulier de coordonnées,
les équations de Gauss-Codazzi se résument a une seule équation en g

Qot = 81N ¢ (SGE)
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Le théoreme fondamental des surfaces nous donne une correspondance locale entre
les solutions de I’EGS et les surfaces de courbure gaussienne constante 1 dans R3.
L’idée des transformations de Backlund vient d’une construction sur des surfaces
pseudosphériques appelée congruence de droites. Une congruence de lignes dans R?
est une famille de lignes biparamétriques

L(u,v)) : (x(u,v) + 7&(u, v) —00<T <00

Une surface M donnée par Y (u,v) = x(u,v) + t(u,v)§(u,v) pour une fonction lisse
t est appelée surface focale de la congruence de lignes si la ligne L(u,v) est
tangente a Mat'Y (u,v) pour tous (u,v). Par conséquent, (u,v) se trouve dans le
plan tangent de M a Y (u,v), qui est engendré par x, + t,& + t&, et x, + t,& + t&,.
Cela implique que t satisfait [’équation quadratique suivante :

det(&, xy + txy, v, +t&,) =0

En général, cette équation quadratique a deux solutions distinctes pour t. Par
conséquent, génériquement, chaque congruence de lignes a deux surfaces focales, M
et M*. Cela donne lieu a un difféomorphisme [ : M — M* tel que la ligne reliant p
et p = l(p) est tangente a la fois a M et M*. Nous appellerons également | la
congruence de lignes.

Une congruence de lignes | : M — M* est dite pseudosphérique a constante 0 st
langle entre la normale de Mat pand la normale de M* a p = 1(p) est 0 et la
distance entre p et p* est sin 6 pour tous p € M.

En 1883, A. Bdcklund a montré que si | est une congruence de droites
pseudosphériques, alors M et M* sont tous deuxr pseudosphériques, et ’application
sur les lignes asymptotiques. Cependant, les transformations proviennent de la
démonstration que cette construction peut toujours étre réalisée. Pour toute surface
pseudosphérique M, une constante 0 et un vecteur unitaire vy € T Mpy qui n’est
pas une direction principale, il existe une surface unique M* et une congruence
pseudosphérique | : M — M* avec une constante telle que poply = (sinf)vy.
Analytiquement, cela est équivalent a [’affirmation que si q est une solution de
I’équation de Sine-Gordon (SGE), alors le systéme surdéterminé d’équations
différentielles ordinaires suivant est résoluble pour q¢*

I = Gz + 4Sin(q*%>
g = —q + 2sin(59)

olu s = tan(g). De plus, une solution q* est encore une solution de SGE. Nous
appellerons a la fois | et la transformation de q a q* une transformation de Backlund.
Cette description des transformations de Bdcklund nous donne un algorithme pour
générer des familles de solutions de I’EDP en résolvant une paire d’équations diffé-
rentielles ordinaires. La procédure peut étre répétée, mais le miracle est qu’apres la
premiere €tape, la procédure peut étre réalisée algébriguement. C’est le théoreme de
permutabilité de Biancha.
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Sotent l; : My — M; deux congruences pseudosphériques avec des angles 0; res-
pectivement et avec sin 03 # sin 05. Alors il existe une construction algébrique d’une
surface unique Ms et de congruences pseudosphériques L, : My —s M avec des
angles 0 et 0y respectivement telles que l~211 = l~112.
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Chapitre III

Interprétation géométrique de
[’équation de Schrodinger non
linéaire.

II1.1 L’équation de l’anneau de fumée et l’équa-
tion de Schrodinger non linéaire

En 1906, un étudiant diplomé de Levi-Civita, da Rios, a écrit un mémoire de
master dans lequel il modélisait le mouvement d’un vortex mince dans un fluide
visqueuz par le mouvement d’une courbe se propageant dans R? selon :

Ve = Yo X Vaz- (ITL.1)

C’est ce qu’on appelle l’équation de 'anneau de fumée ou équation de Smoke ring.

Proposition II1.1.1. Si y(x,t) est une solution de [’équation de anneau de fumée
et ||vz(x,0)|| = 1 pour tout x, alors ||v.(x,t)|| =1 pour tout (z,t).

En d’autres termes, si y(-,0) est paramétré par la longueur d’arc, alors (-, t) est
également pour tout t.

Preuve I11.1.0.1. I suffit de prouver que (v - Vz): = 0). Pour ce faire, nous
calculons directement pour obtenir

(Yo = Ve )t = 292t - Yo = 2(7) T - v& = 2(Vp X Yo )T - VX

Ainsi, pour une solution vy de (II1.1) nous pouvons supposer que (-,t) est pa-
ramétré par la longueur d’arc pour tout t. Ensuite, nous expliquons [’interprétation
géométrique de 1’équation d’évolution (III.1) sur l’espace des courbes dans R3.

Soit (e1,e9,e3)(+,t) le repére de Frenet de la courbe y(-,t). Puisque vy, = e et
Yezx = (€1)T = Kea, le flot de courbes devient
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v = kep X es = keg

En d’autres termes, le flot de courbe (I111.1) se déplace dans la direction de vecteur
binormal avec une vitesse croissante uniforme. Si nous utilisons un repere paralléle
(e1,v1,v2), alors

Kes = K(sin fuy + cos fug) = —Kov1 + k1vs.

Ou key et key sont les composantes tangentielles de la vitesse.Ainsi, le flux de
courbe (II1.1) devient :

Yt = —k’gvl + k?l’UQ. (1112)

Par la proposition(1.4.3) , &" = —kyvy + kyvy., donc léquation ci-dessus peut
étre considérée comme :

Yt = Jt(o/') = Jt<k17}1 + k’gUz), (IIIB)

Ou J; est la rotation de § sur le plan normal a a(t).

Remarque. le repere parallele (vi,v9) n'est pas unique.

Puisque o = kyv1 + kyvy et que la rotation de 5 dans le plan normal est indé-
pendante du choiz du repére paralléle, le membre de droite de ['équation (I111.3) est
indépendant du choiz du repere paralléle.

Ensuite, nous voulons dériver [’équation d’évolution des courbures principales
pour (-, t) pour une solution de [’équation des anneauz de fumée. Nous montrerons
qu’elles évoluent selon ’équation de Schrodinger non linéaire, qui est la méme équa-
tion que celle qui modélise le mouvement d’une enveloppe d’onde se propageant dans
une fibre optique :

_ 1
@ = i@ + 5lal*q). (I11.4)

L’équation de Schréodinger non linéaire est ['une des équations modeles des soli-
tons. En particulier, le probleme de Cauchy avec des données initiales a décroissance
rapide ou des données périodiques a une existence a long temps, et il existe une in-
finité de solutions solitons explicites.

Dans les années 1970, Hasimoto a montré que sty est une solution de l’équation
des anneauz de fumée (II1.1), alors q = k exp([ Tdz) est une solution I’équation
de Schrodinger non linéaire. On explique ci-dessous l’équivalence entre [’équation de
Uanneau de fumée et I’équation de Schrodinger non linéaire.
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I1I.1.1  De l’équation de l’anneau de fumée a l’équation de
Schrodinger non linéaire

Supposons que vy soit une solution de (II1.1) Choisissez un repere parallele

(617 U1, U2)('7 t)

pour chaque courbe ~y(-,t). Soient ki(-,t) et ko(-,t) les courbures principales de
(-, t) le long de vi(-,t) et va(+,t) respectivement. Alors on a

0 —ki —ke
(e1,v1,v2), = (e1,v1,v2) [ k1 0 0 (IIL.5)
ky 0 0

Nous voulons calculer ’évolution de (e1,v1,vs3), ¢’est-a-dire (e1,v1,v2). Nous cal-
culons d’abord

(e1)e = (7 )i = ( t)e = (—kav1 + K1v2),

<k2) kz(vl) (kl)zUQ + ]ﬁ(Uz):p
—(k2)ov1 — kao(—kie1) + (k1)av2 + ki (—k2eq)
(k2)aﬂ)1 + (kl)zUQ

(I11.6)

Puisque (e, v1,v9) est o.n., par la proposition, il existe une fonction u telle que

0 <k2)z _(kl)x
(e1,v1,v2); = (€1,01,02) | —(k2)s O —u ,

ou, de maniere équivalente,

(e1)e = —(ka)ov1 + (k1)ovo,
(Ul)t = (kQ)zel + uvs,

(Uz)t = _(kl)xel — uvy

Nous affirmons que
1
Uy = _é(k% +k3)a

Pour le prouver, nous calculons

(Ul)xt c Uy = (—/ﬁ@l)t * Vg = _kl(el)t %)
= —k1(—(k2)zv1 + (k1)zv2) - vo = —k1(k1)2v2
= (Ul)tm + U2

= ((ko)zer + uva)y - va = (ka)u(€1)z - V2 + Uy
= (ka)z(k1v1 + kovg) - vo + Uy = (k2)zke + uy

Cela prouve la réclamation. Par conséquent

u(z,t) = —%(kf + k2) + c(t).
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pour une fonction lisse c(t). On se souvient que pour chaque t fizé, on peut faire
tourner (vy,vq)(.,t) d’un angle constant 0(t) vers un autre repére normal paralléle
(01,72) de y(t), c’est-a-dire :

{171 (x,t) = cos(t)vy(z,t) + sin0(t)vy(z, t),
Ug(x,t) = —sinb(t)vy(x,t) + cos O(t)va(x, t).

Un calcul direct montre que :

de 1
= (0)) 0y = u+ o= —§(k;f +k3) +c(t) + 0'(t).
St l’on choisit 0 de sorte que 8 = —c, alors le nouveau repére paralléle satisfait

0 (K2)a —gklzx
(e1,01,02)¢ = (e, 01, 0) | (Ko)e 0 4k

—(k1)a _@ 0

On a donc démontré la premiéere partie du théoreme suivant

Théoréme I11.1.1. Soit y(z,t) une solution de l’équation de l’anneau de fumée et
| 72(z,0) ||= 1 pour tout x. Alors
(1) Il existe un repere normal paralléle (vy,v9)(+,t) pour chaque courbe ~y(-,t) de

sorte que
,

0 —k —k
9z = g kl 0 0
ke O 0

0 (k). —(k)s (IL.7)

2 2
gt =49 (k2)ac 0 %

_(kl)r _k%;—k% 0

ot g = (e1,v1,v9) et ki(,t) et ko(-,t) sont les courbures principales de y(-,t) par
rapport a vi(+,t),v9(-, 1) respectivement,
(2) q = k1 + ikq est une solution de l’équation de Schrédinger non linéaire (111.4)

Preuve I11.1.1.1. Pour (2), nous utilisons (111.7) pour calculer I’évolution de (k1)
et (kQ)t'

(k1)e = ((e1)z - v1)e = (e1) e - (v1) + (e1)z - (V1)
— (ex)un - (02) + (ko + () - (u@)xel -

k%+k§)
2

ki + k3
2
= (—(k2)ov1 + (k1)zv2), - v1 — ko
ki + k:g)

2

= _(kQ)xz - k2(
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Un calcul similaire donne :

(ko) = (~(h). + 2R

Soit q = k1 + iky. Alors on a

2
. q
gt =1 (q:m: + gq)

I11.1.2  De l’équation de Schrodinger non linéaire a l’é-
quation de l'anneau de fumée

La converse du théoreme (3.3.1) est également vraie. Etant donné une solution
q = ki + tko, puis résoudre un autre systeme d’EDP du premier ordre

T = (IIL8)
Ve = —kaer + kiea.

Alors y(z,t) satisfait ’équation de Schrdidinger non linéaire (111.1). Nous sommes
maintenant préts a prouver la converse du théoreme.
Soit ¢ = ki + tky une solution de [’équation de Schrodinger non linéaire. Pour
construire une solution y(x,t) de I’équation de Schrédinger non linéaire (I11.1), nous
devons résoudre deux systémes d’EDP du premier ordre (I11.7) et (I11.8). Le systéme
(II1.7) est de la forme (4.7). Par le corollaire 2.4.2, la condition de compatibilité est
(I11.9), c’est-a-dire

P, — Q.= [P,Q)] (111.9)
O —kl ]{32 0 (k2)x - (kl)x
P=\|k 0 0], Q@=|—-(ko)s 0 ) (II1.10)
k, 0 0 (k1)a 0

Comme P,(Q sont antisymétriques,

[PQI" = (PQ — QP)' = (Q'P' — P'Q") = (QP — PQ) = —[PQ)].

Par conséquent, [PQ)] est antisymétrique. Nous devons donc uniquement vérifier
les entrées 21, 31 et 32 de (I1I11.9). Un calcul direct montre que (111.9) est vrai si et
seulement st

1l s’agit de l’équation l’équation de Schrodinger non linéaire pour q = ki + iks.
Donc, d’apres le corollaire 24.2, étant donné une matrice orthogonale constante

(ul, u3,ul), il existe une solution unique g = (ey,v1,vs) pour le systeme (II1.8) avec

des données initiales g(0) = (ud, uy, ul). Pour construire la solution y pour
l’équation de Schrdodinger non linéaire, il faut résoudre (I111.8). La condition de

compatibilité pour (II1.8) est donnée par Vi = Viz, qui est

(61) = (—kg?)l + kl'UQ).
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Cela est vrai car (e1,v1,v9) satisfait (I11.7). Nous effectuons ce calcul direct :

(e1)t = (=k2)zv1 + (k1)2v2 = (—kov1 + k1v2),

= —(k2)zv1 — ka(v1)z + (k1)2v2 + k1 (v2),
)xvl — kg(—klel) —+ ( ) Vo + lﬁ( kgel)
)

En d’autres termes, nous avons prouvé la converse du théoréme (3.5.1)
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Chapitre 1V

Interprétation géométrique de
[’équation de Sine-Gordon.

IV.1 Surfaces dans R® avec K = —1 et l’équation
de Sine-Gordon.

Dans ce chapitre, on montre [’existence de coordonnées de ligne de courbure de
Tchbyshef pour les surfaces de R? avec K = —1 et on montre également qu’il existe
une correspondance bijective entre les solutions de l’équation de sine-Gordon

Qrizy — Qrozy = sin g cosq.

et les surfaces de R® avec K = —1 & une mouvement rigide.

IV.1.1 Des surfaces pseudosphériques a l’équation de Sine-
Gordon

Théoréme IV.1.1. Si M une surface dans R® a une courbure de gauss K = —1,
alors il existe localement un paramétrage par les lignes de courbure tel que les deux
formes fondamentale sont données par :

I = cos® q da? + sin® q da

IT = sin g cos q(dz? — dx3)

Pour une certaine fonction q. De plus, l’équation de Gauss-Codazzi est l’équation
de Sine-Gordon sont équivalentes

Qrizy — Qroxe = sin q cosq.

Preuve IV.1.1.1. Puisque K = kiky = —1, ki n’est jamais égale a ks.

— Lt — b2 Llgil
k1 g11 ko g22 122922

1l existe donc localement un paramétrage par les lignes de courbure .On peut donc
supposer que :

I = A3dx? + Ajdas,
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I = llldl‘% + lzgdl’g.

Puisque K = kyko,ki = —1,il existe une fonction q telle que :
ki =tangqg, ko= —cotq

(¢ =tan'ky), alors ky = 43, ks = 22, donc
2

-

l
r = ALll = k’lAl = tanq A1

On utilise la premiére équation de Gauss — Codazzi pour démontrer que est une
fonction de 1 seule.ll suffit de démontrer (2—;)902 =0 que .Mais d’apres la

deuxieme équation de Gauss — Codazzi,on a :

(11) 2, = (A1 tan q),, = (A1), tang + A; sec? q Qs

_ (A1) ry = _%AZ cot ¢ = —(Ay)g, cot g

Ay A

Ainsi,
(Al)ﬂm (tan q + cot q) = _Al SeC2 q Qz,,

1

Sgeosa O obtient donc

Avec tan q + cot ¢ =

(A1), _ _sinqq
Ay cosq %

Ay
cosq

Ceci implique que (In Ay —In cos q), = 0,donc (lnc’;‘—slq)gg2 = 0.1l découle que In
est une fonction a une variable ¢;.On a donc démontré que :

Ay

cos q

= eo1(@1),

De méme facon ,on utilise la troisieme équation de Gauss — Codazzi pour conclure
que :

sin q
Pour certaine fonction a une variable cs.
On définie T; comme une fonction de x; seule pour 1= 1,2 telle que :

@ — (1)
d.Tl
T2 _ eafan)
dIQ

Gij = fz. fz, = e*cz’(wi)fc]'(wj)gij
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Alors la transformation (z1,x9) — (21, T2) est un difféeomorphisme local, et il
existe un inverse local, c’est-a-dire que ’on peut écrire x1,xs9 comme fonctions de
21, To.

af  Of dx;

ci(z:)

= fu exp”

et
Gij = fo. - [z, = e*Ci(wi)*Cj(ﬂﬁj)gij

Calcul des formes fondamentales

On calcul ensuite les deuz formes fondamentales dans les coordonnées (21, ).
En utilisent et , on obtient :

A \2
Gi1 = gue ) = Afem2a () = ( : > = cos’q

601(1‘1)
gi2 =0
~ —zC2(T —2C2(T A2 2 :
12 = gae 22172) = AZe2e2(m2) — (ecz(xz)> = sin*g

On remplace g1, Gi2, Gi2 dans
I = Gu1da? + 2§12d51 Ao + Gondis

On obtient :
I = cos? qdi? + sin? qd3

Calcul de deuxriéeme forme fondamentale

Pour calculer II , on note que :

L = klflf = tanqcos’ g = singcosgq

l~12 - O

l~22 = k:221§ = —cot¢sin® g = —singcosgq
On remplace l~11, l~12, l~12 dans

H - led.’l;% + QZlgdflde + ZQQd.fQ
Donc
Il =singcosq (d:%% — dig)

Ou g;; et l;j sont les coefficients des formes fondamentales dans les coordonnées
(21, mo)et(X1, To) Tespectivement.
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Vérification de l’équation de Gauss-Codazzi

Pour vérifier I’équation de Gauss-Codazzi, on calcule :

l~11 sin g cos q

rN=——=———=sin
! Ay cos q 1
l~22 —sin g cos q
Ty = =— = —————— = —CO0S(
As Sin q
(Al)mg _ SIM4qz, —q
As sin q w2
(As)s, _ coSqqs, _
Ay cos q o

Les équations de Gauss-Codazzi ( la deuxiéme et la troisiéme équations de Gauss-
Codazzi ne donnent aucune condition supplémentaire sur q )

La premiere équation de Gauss-Codazzi donne l’équation de Sine-Gordon. En consé-
quence du théoreme fondamental des surfaces, nous avons

IV.1.2  De l’équation de Sine-Gordon aux surfaces pseu-
dosphériques

Théoréme IV.1.2. Soit O un disque ouvert dans R? | et ¢ : O — R une solution

de ’équation de Sine-Gordon telle que q(x1,x2) € (0, 5). Alors, étant donné x, € O,

po € R3 et une base orthonormale {vy, v, v3} de, il existe une surface unique f :
O — R3 telle que ses formes fondamentales sont

I = cos’q dx} + sin’q dx}

IT = sin g cos q(dz} — dx3)
et
f(x0) = po, fo, () = cos q(xo)v1, fa, (z0) = sinq(xo)v:
En d’autres termes, nous avons prouvé qu’il existe une correspondance bijective

entre les solutions de SGE dont limage se trouve dans ['intervalle et une surface
dans R® avec K = —1 modulo les mouvements rigides.
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