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Préface 

Ce polycopié,  intitulé Vibrations et ondes optiques partie I- Vibrations  des systèmes 

mécaniques : Cours et examens avec solutions, est le fruit d'une longue expérience dans 

l'enseignement des matières physique 01, physique 02 et physique 03  du    tronc  commun 

pour les   domaines science de la matière et   sciences  et  technologies. Il peut être considéré 

comme une suite très cohérente  de mon premier polycopié destiné  à la matière physique 01, 

ainsi que mes cours en ligne pour  la matière physique 02. Les notions préalables déjà  

présentées par la même méthodologie assurent la compréhension des notions théoriques de 

façon homogène et organisée.  

Le contenu du présent  polycopié s'adresse  principalement aux étudiants inscrits en   2éme 

année licence de la filière chimie, mais aussi aux étudiants de 2éme année licence qui suivent 

les filières suivantes: physique,  Génie Civil, génie de procédé, génie électrique et génie 

mécanique.    

À l’issue de ce cours, les étudiants seront capables d'établir un modèle  mathématique  basé   

sur les équations différentielles pour prédire phénomènes d'oscillations de faible amplitude 

pour un ou deux degrés de liberté. Le niveau de compréhension des étudiants peut être testé à 

l'aide des examens résolus. La plupart de ces examens ont été élaborés par l'auteur en 

s'appuyant sur son expérience dans l'enseignement de la matière physique 03.  

J'exprime mes remerciements au Dr. Dehbaoui Mourad et au Dr. Mohamed Ahmed Amar 

d'avoir accepté d'évaluer ce travail.  
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Introduction  

Depuis son existence, l'homme a toujours cherché à comprendre les mouvements périodiques 

des corps célestes apparus dans le ciel. Un cas particulier de ces mouvements, est appartient 

aux  mouvements  oscillatoires (ou vibratoires). Le mouvement du pendule simple, décrit  par 

un degré de liberté,  est probablement le plus connu pour les systèmes mécaniques. Des 

systèmes plus complexes peuvent aussi exister et le degré de complexité des systèmes étudiés 

est fortement non seulement de nombre de degrés de liberté, mais aussi aux nombre des corps 

solides et les mouvements relatifs des uns par rapport aux autres. 

Ce polycopié a été élaboré en se basant sur une méthodologie permettant aux étudiants à 

comprendre les phénomènes de vibrations, et de modéliser ces mouvements par des équations 

différentielles  selon  leurs natures. Des mouvements libres, amortis et forcés sont traités en 

détail.  Des systèmes à un et à deux degrés de liberté sont aussi abordés avec un support 

mathématique solide basé sur les équations différentielles. 

A la fin de polycopié des examens avec solutions  sont présentés. La plupart de ces examens 

ont été inventés par l'auteur en utilisant son propre  style. 

En suivant le programme officiel distingué à la formation L2 chimie. le contenu de ce 

polycopié est structuré de la façon suivante: 

Dans le premier chapitre, nous aborderons les notions mathématiques permettant de résoudre 

les équations différentielles. 

Le deuxième chapitre sera réservé à l'étude des systèmes libres à un degré de liberté. Une 

application directe de l'équation de Lagrange  est présentée. 

Dans le troisième chapitre, nous traitons le cas des oscillations amortis en mentionnant les 

différents régimes possibles  de vibrations  qui peuvent exister. 

L’étude de l'effet  de la force extérieure sur l'équation du mouvement sera extensivement 

abordée dans le chapitre 4. La notion de résonance pour les systèmes mécaniques est aussi 

détaillée. 

Dans le dernier chapitre, les systèmes à deux degrés de liberté seront étudiés afin de 

comprendre les modes propres de vibrations  
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1 Chapitre 1 : Introduction aux équations de Lagrange 

1.1 Définitions 

 La vibration est un phénomène physique oscillatoire d’un corps en mouvement autour 

de sa position d’équilibre. 

 La vibration d'un système peut être libre ou forcée. 

 Un oscillateur est dit libre, s’il oscille sans interventions extérieures pendant son 

mouvement.  

 Un oscillateur est dit forcé, s’il oscille avec interventions extérieures (forces 

extérieures) 

 On appelle mouvement périodique un mouvement qui se répète dans une durée T, La 

durée T est appelée période. 

 Le type de mouvement périodique se nomme oscillation ou mouvement oscillatoire.   

 Tout système mécanique, incluant les machines industrielles les plus complexes, peut 

être représenté par des modèles  simples formés d’un ressort, un amortisseur et une 

masse.  

1.2 Degrés de liberté et Contraintes   

 Le nombre de degrés de liberté d’un système physique est égal au nombre de 

coordonnées linéairement indépendantes nécessaire pour le décrire. 

 Les coordonnées indépendantes sont appelées coordonnées généralisées . 

 Une contrainte est une relation mathématique entres les coordonnées. 

Exemple 1 

Particule  libre se déplace librement dans l’espace. la particule est libre donc, il 

n’y a pas de conditions sur son mouvement (ou pas de contraintes), dans ce cas il est 

indispensable de connaitre simultanément ses trois coordonnées x, y et z pour qu’on 

puisse la repérer, ces variables sont appelées coordonnées généralisées.                                                                                                

Exemple 2 

Pendule de longueur ℓ, bougeant dans le plan. Ses coordonnées obéissent d'un 

coté  à mouvement est dans la contrainte: 𝑥2 + 𝑦2 = ℓ2 ......(*) (ℓ étant la longueur du 

fil, ℓ est une constante car le fil est inextensible  𝑧 = 0 (car le plan (xy)). 
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On peut constater que x et y ne sont pas indépendants, à partir d'une valeur de x, 

on peut déduire les valeur de y et z. 

𝑦2 = ℓ2 + 𝑥2      et     𝑧 = 0 

Une seul coordonnée nous suffit de repérer la particule, donc le système à un 

degré de liberté et la coordonnée généralisée qui convient à ce système est θ.  

 

Figure ‎1-1. Pendule simple 

 En choisissant d’utiliser  les coordonnées généralisées (notées q) dans nos calculs, 

nous sommes sûrs de travailler avec des variables indépendantes. 

 Les dérivés des coordonnées généralisées par rapport au temps donnent  ce qu’on 

appelle les vitesses généralisées. 

 Cas général 

 Pour N particules; la règle suivante est toujours valable :   

Le nombre de degrés de liberté  = 3 × Le nombre de particules – le nombre de contraintes 

NDL =3× N ̶  NC 

Le nombre 3 représente le nombre des coordonnées nécessaire dans un espace à trois 

dimensions  pour repérer chaque particule (dans un repère cartésienne, on parle des 

coordonnées x, y et z)  

 Pour les corps solides, la règle suivante est toujours valable. 

                                                   NDL =6× N ̶  NC 

Le nombre 6 représente le nombre de coordonnées nécessaires dans un espace à trois 

dimensions  pour repérer chaque point de corps solide (3 coordonnées  de déplacement (xcg, 

ycg, zcg) pour repérer son centre de gravité, et trois angles de rotation autour trois axes passant 

par son centre de gravité  pour repérer la position de chaque point de corps solide par rapport 

au centre de gravité (Φ, θ, Ψ). 
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1.3 Energie cinétique d’un point matériel  

Un point matériel peut déplacer sur une ligne droite, et donc la coordonnée q décrit un 

déplacement.   Dans ce cas, l’énergie cinétique d’un point matériel s’écrit sous la 

forme suivante : 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑞 2 

(‎1-1) 

  

Si par contre, le point matériel fait une rotation autour un axe fixe, 

 

Figure ‎1-2. Moment d'inertie d'un pendule simple 

La coordonnée  q décrit un angle de rotation, et par conséquent 

 L’énergie cinétique s’écrit :   

𝑇 =
1

2
𝑚𝑑2𝑞 2 

(‎1-2) 

 

2md  a la dimension d’un moment d’inertie. C’est le moment d’inertie d’une masse 

ponctuelle qui se trouve à une distance d de l’axe de rotation.   

Exemple : l’énergie cinétique de  pendule simple : 
2

2

2

1 

 mlT  

1.4 Moment d’inertie  de quelques corps solide 

a) Tige de longueur L et de masse m 

𝐼𝐴𝑥 = 𝐼𝐺𝑥 = 0 

𝐼𝐴𝑦 = 𝐼𝐴𝑧 = 𝑚
𝐿2

3
 

(‎1-3) 

𝐼𝐺𝑦 = 𝐼𝐺𝑧 = 𝑚
𝐿2

12
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Figure ‎1-3. Tige homogène 

b)  Cercle de rayon R et de masse m 

𝐼𝐺𝑥 = 𝐼𝐺𝑦 = 𝑚
𝑅2

2
 

(‎1-4) 

𝐼𝐺𝑧 = 𝑚𝑅2 

 

Figure ‎1-4. Cercle 

c) Disque de rayon R et de masse m et cylindre pleine   

𝐼𝐺𝑥 = 𝐼𝐺𝑦 = 𝑚
𝑅2

4
 

(‎1-5) 

𝐼𝐺𝑧 = 𝑚
𝑅2

2
 

 

Figure ‎1-5. Disque 

d) Sphère creuse de rayon R et de masse m 

𝐼𝐺𝑥 = 𝐼𝐺𝑦 = 𝐼𝐺𝑧 =
2

3
𝑚𝑅2 

(‎1-6) 
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e) Sphère pleine de rayon R et de masse m  

𝐼𝐺𝑥 = 𝐼𝐺𝑦 = 𝐼𝐺𝑧 =
2

5
𝑚𝑅2  (‎1-7) 

1.4.1 Changement d’axe de rotation (Théorème de Huygens ou théorème 

des axes parallèles)  

On passe du moment d’inertie autour d’une droite   au moment  d’inertie autour d’un 

axe parallèle mais passant par le centre  de gravité G du solide (figure), et inversement, par la 

relation:  

𝐼 = 𝐼/𝐶𝐺 + 𝑚𝑑2 (‎1-8) 

 

Figure ‎1-6. Rotation d'un corps solide par rapport à (∆) 

Exemple :  moment d’inertie d’une tige de langueur L et de masse  

M par rapport à un axe passant son extrémité.  

2

/ 3/1 MLI   

1.5 Energie cinétique d’un corps solide 

1.5.1 Méthode directe 

On peut  servir d’un calcul direct pour trouver l’expression de l‘énergie totale d’un système. 

𝑇 =
1

2
𝐼/∆𝑞 

2 
(‎1-9) 

 

/I est le moment d’inertie du corps par rapport à l’axe réel de rotation.  
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Figure ‎1-7. Tige homogène 

Exemple : Calculer l’énergie cinétique d’un pendule formé d’une barre de langueur L et de 

masse homogène M tournant autour un axe passant par son extrémité.   

 

 

 

1.5.2 Méthode indirecte 

En partant de la relation précédente de l’énergie cinétique 
2

/
2

1
qIT 

  

En  substituant le moment d’inertie par son expression 
2

// mdII CG   dans l’expression de 

l’énergie cinétique, on obtient.   

𝑇 =
1

2
 𝐼/𝐶𝐺 + 𝑚𝑑2 𝑞 2 =

1

2
𝑚(𝑑𝑞 )2 +

1

2
𝐼/𝐶𝐺𝑞  

(‎1-10) 

 

La vitesse linéaire du centre de gravité est donnée par qdVcg
   

Nous obtenons donc : 




Rottran T

CG

T

cg qIVmT /

22

2

1

2

1
rottran TTT   

2

2

1
cgtran MVT  est l’énergie cinétique de translation pure du centre de gravité.  

2

/
2

1
qIT cgRot
  est l’énergie cinétique de rotation pure autour du centre de gravité.  

 

L’énergie cinétique totale d’un système de points matériels est égale à la somme 

de l’énergie cinétique de translation du centre de gravité Ttran et de l’énergie cinétique 

de rotation autour du centre de gravité Trot. 

Exemple : Énergie cinétique d’un disque qui se déplace sans glissement  sur une ligne droite. 

2
2

2
2

2

6

1

3

1

2

1

2

1 









  MLMLIT
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Figure ‎1-8. Disque en translation et rotation 

Rottran TTT   

La condition de roulement sans glissement nous donne : RIMOIx 


,et la vitesse du 

centre de gravité :      


 R
dt

dx
Vcg  

2 2 21 1

2 2
Tran cgT MV MR  

 

/

1

2
rot cgT I 




 

Avec I/cg est le moment d’inertie du disque par rapport à l’axe qui passe par son centre de 

gravité.  

2

/

1

2
cgI MR

 

2 2 2

2 2 21 1 1 3
( )

2 2 2 4
T MR MR MR  

  

  
 

Exemple 2 

Calculer l’énergie cinétique d’une tige par rapport à un axe passant par son extrémité en 

utilisant le calcul direct et le calcul indirect.  

a) Calcul direct : L’énergie cinétique de la tige 
2

2

2

2

2

/
6

1

3

1

2

1

2

1 

 







  MLMLIT  

b) Calcul indirect : le mouvement peut être décomposé en une translation du centre de 

gravité plus une rotation autour du centre de gravité : 
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Figure ‎1-9. La composition du mouvement d'une tige 

Rottran TTT   

La masse étant homogène, son centre de gravité se trouve au milieu 

2

2

2

2

8

1
)

2
(

2

1 

  ML
L

MTtran  

L’énergie cinétique du mouvement relatif autour du centre de gravité : 

2

/
2

1 

 cgRot IT  

Où cgI / est le moment d’inertie de la barre par rapport au centre de gravité. 

 

 

 

Donc l’énergie cinétique de la barre est : 

2

2

2

2

6

1
)

24

1

8

1
(



  MLMLT  

Remarque 

Évidemment le choix de la méthode de calcul  dépend de la complexité du système étudié. 

Pour les systèmes constitués des disques en mouvements,  il est préférable d’utiliser la méthode 

indirecte.  

1.6 Energie potentielle  

1.6.1  Énergie potentielle gravitationnelle: 

 C’est l’énergie due au champ gravitationnel, et cette énergie est dépond d’un choix arbitraire 

du niveau zéro de  l’énergie potentielle. 

2
2

2

3

22

/
12

1

12
l  ML

L
dlldmI

L

L

cg  



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 Centre de gravité est au-dessus du niveau  V=0  

𝑉 = 𝑚𝑔𝑕 + 𝐶 (‎1-11) 

 

Figure ‎1-10. Energie potentielle gravitationnelle 

C est une constante que l’on peut déterminer à partir d’un choix arbitraire de niveau zéro de 

l’énergie potentielle. 

h est la hauteur de la masse par rapport au niveau zéro de l’énergie potentielle.   

 Pour h=0,  nous avons choisi V=0, et donc  C=0. 

 Centre de gravité est au-dessous du niveau  V=0   

𝑉 = −𝑚𝑔𝑕 + 𝐶 (‎1-12) 

 

 

Figure ‎1-11. Energie potentielle gravitationnelle 

Le signe – s’ajoute car le centre de gravité de la masse est au-dessous du niveau zéro V=o. 

Dans ce cas aussi la constante C=0 lorsque h=o. 

Remarque  

Dans les calculs la constate C disparaitra par dérivation par rapport au temps ou par 

soustraction, car on ne s’intéresse  généralement qu’à la différence entre les 

énergies potentielles associées à deux points de l'espace. 

1.6.2  Énergie potentielle élastique :  

C’est l’énergie potentielle emmagasinée dans un ressort, en allongeant  ou en  compressant ce 

dernier par rapport à sa langueur à vide.   
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V= ½ K (allongement ou compression)
2 

+ C 

 

Figure ‎1-12. Pendule oscillant horizontal 

 

Figure ‎1-13. Pendule oscillant  vertical 

𝑉 =
1

2
𝐾𝑥2 + 𝐶 

(‎1-13) 

CayKV  2)(
2

1
 

K : est la constante de raideur de ressort (N/m) 

a : est l’allongement du ressort jusqu’à la position d’équilibre. 

1.6.3  Énergie potentielle de torsion  

𝑉 =
1

2
𝐶𝜃2 

(‎1-14) 

C (N/rad) est une constante de torsion  

 

Figure ‎1-14. Mouvement du torsion 

L’énergie potentielle d’un système oscillatoire linéaire est proportionnelle au carré de la 

variable q, soit : 
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𝑉 =
1

2
𝐾𝑞2 

(‎1-15) 

Cas des systèmes conservatifs 

1.7  Equilibre d’un système : 

 On dit qu’un système est dans un état d’équilibre si la force résultante exercée sur le système 

est nulle  0


 F  .  Le système est alors soit au repos, soit il effectue un mouvement 

rectiligne uniforme (c’est le principe d’inertie, voir le cours physique 01 chapitre 03).  

Pour un système conservative  F gradV 


   ,  à la position d’équilibre (q0) la force est nulle : 

𝐹 = 0 ⟹  𝜕𝑉

𝜕𝑞
 
𝑞0

= 0 
(‎1-16) 

Cette position correspond à une position d’équilibre stable lorsque : 0

0

2

2






q
q

V
 

Ou une position d’équilibre instable lorsque : 0

0

2

2






q
q

V

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dans l’exemple 1, l’expression de l’énergie potentielle s’écrit : 
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)cos(mgV  , à l’équilibre 0






V
 donc  0)sin(mg 0  ou    

0)0cos(

0

2

2








mg
q

V



 Équilibre stable. 

0)cos(
2

2











mg
q

V
Équilibre instable. 

 Pendule oscillant vertical  

 

 

 

 

 

 

 

𝑉 = −𝑀𝑔𝑥 +
1

2
𝐾(𝑎 + 𝑥)2 

(‎1-17) 

21
( )

2

V
Kx mg ka x C

x


   

  

À l’équilibre  

 
𝜕𝑉

𝜕𝑥
 
𝑥=0

= 0 ⟹  𝑚𝑔 − 𝑘𝑎 = 0 
(‎1-18) 

 C’est la condition d’équilibre de ce système  
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Exercice 

Déterminer en fonction de θ les énergies cinétique et potentielle du système suivant : 

 

1.8  Equations de Lagrange pour une particule 

1.8.1  Equations de Lagrange 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vers 1756,  Lagrange a  inventé la fonction de 

Lagrange  qui vérifie les équations de Lagrange, puis il a  

développé la mécanique analytique. 

 Les équations de Lagrange  pour une particule est donnée par : 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝑞 
 −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

(‎1-19) 

   Remarque 

Cette relation est valable pour tous les systèmes conservatifs 

non forcés. 

 

Joseph-Louis Lagrange 

1707-1813 

Mathématicien, Mécanicien

 et Astronome Italien 

 

 

 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Lagrangien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Lagrangien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Lagrangien
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Lagrange
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_analytique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9maticien
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_rationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_rationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_rationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Astronome
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2 Chapitre2 Equations différentielles du second ordre à 

coefficients constants 

2.1 Introduction : pour quoi les équations différentielles ? 

 Les oscillations linéaires des systèmes peuvent être décrites mathématiquement par 

des équations  différentielles. 

 Une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants est une 

variable dépendante x et ses dérivés par rapport au temps : 

𝑥 + 2𝑑𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 𝑓(𝑡) (‎2-1) 

𝑎𝑣𝑒𝑐: 𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
   𝑒𝑡   𝑥 =

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
 

𝑓 𝑡    𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑢 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑠 

Les coefficients λ et ω0 sont des constantes réelles positives 

2.2 Equation homogène 

Une équation différentielle homogène est une équation sans second membre 𝑓 𝑡 = 0. 

Dans ce module, on va s’intéresser aux équations de type : 

𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 0   𝑒𝑡  𝑥 + 2𝑑𝑥 + 𝜔0

2𝑥 = 0 

Commençons d’abord par l’équation du type : 

𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 0 (‎2-2) 

On cherche une solution de la forme  

𝑥 𝑡 = 𝐴𝑒𝑟𝑡  𝑜𝑢 𝐴𝑒𝑡 𝑟 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 ⟹ 𝑥  𝑡 = 𝐴𝑟𝑒𝑟𝑡   𝑒𝑡  𝑥  𝑡 = 𝐴𝑟2𝑒𝑟𝑡  

De l’équation (‎2-3), on déduit l’équation caractéristique 

𝑟2 + 𝜔0
2 = 0     dont les solutions sont    𝑟1 = 𝑖𝜔0     𝑒𝑡    𝑟2 = −𝑖𝜔0    

La solution générale  𝑥(𝑡) est alors une combinaison linéaire des deux solutions : 

𝑥1 𝑡   𝐴1𝑒
𝑖𝜔0𝑡    ⟹⟹ 𝑥 𝑡   𝐴1𝑒

𝑖𝜔0𝑡 + 𝐴1𝑒
−𝑖𝜔0𝑡   (‎2-4) 

Ou, 𝐴1 et 𝐴2 sont deux constantes qui sont déterminées à partir de deux conditions initiales. 
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Pour obtenir une forme simplifiée, on choisit d’utiliser deux constantes C et ϕ qui sont reliées 

à 𝐴1 et 𝐴2 par les relations : 𝐴1 =
1

2
𝐶𝑒𝑖𝜑   𝑒𝑡   𝐴2 =

1

2
𝐶𝑒−𝑖𝜑  

On obtient la solution : 𝑥 𝑡    
𝐶

2
(   𝑒𝑖 𝜔0𝑡+𝜑 + 𝑒−𝑖 𝜔0𝑡+𝜑                

2 cos (𝜔0𝑡+𝜑)

   )    

𝑥 𝑡 = 𝐶 cos(𝜔0 𝑡 + 𝜑) (‎2-5) 

Cette solution générale peut également se décomposer sur la base de ces deux solutions : 

𝑥 𝑡 − 𝐵1 cos(𝜔0𝑡) + 𝐵2 sin(𝜔0𝑡) (‎2-6) 

Ou le module C est   𝐶 =  𝐵1
2 𝐵2

2    et      tan 𝜑 = −
𝐵2

𝐵1
  

Exemple : Résoudre l’équation :     𝑥 + 16 𝑥 = 0 

𝑥 + (4)2 
𝜔0=4

 𝑥 = 0 

𝑥(𝑡) = 𝐴 cos(4𝑡 + 𝜑) 

Remarque : les équations différentielles du type :   𝑥 + 𝜔0
2 𝑥 = 0  

Permettent de décrire les mouvements oscillatoires non forcées et non amorties 

 Equation homogène du type : 𝑥 + 2𝑑𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 0 

On cherche une solution de la forme 𝑥 𝑡 = 𝐶𝑒𝑟𝑡  

De l’équation du mouvement on déduit l’équation caractéristique   𝑟2 + 2𝜆𝑟 + 𝜔0
2 = 0 

La solution dépend du discriminant réduit ∆= 𝜆2 −𝜔0
2  

On distingue trois cas possibles, selon que λ est supérieure, inférieure ou égale à 0. 

 

Figure ‎2-1. Pendule oscillant 
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Premier cas ∆< 0  

L’équation caractéristique admet deux racines complexes : 

𝑟1,2 = −𝜆 ± 𝑖 𝜔0
2 − 𝜆2 = −𝜆 ± 𝑖𝜔′  

Tel que : 𝜔′ =  𝜔1
2 − 𝜆2    est la pseudo-pulsation. 

La solution générale est pseudopériodique (voir le graphe ci-dessous), elle est de la forme 

𝑥 𝑡 = ( 𝐶1𝑒
𝑖𝜔 ′ 𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝑖𝜔 ′ 𝑡               
𝐶 cos (𝜔 ′ 𝑡−𝜑)

 )𝑒−𝜆𝑡 = 𝐶𝑒−𝜆𝑡 cos( 𝜔′𝑡 + 𝜑) 

La pseudo-pulsation du mouvement est plus petite que la pulsation du système non amorti. 

𝜔′ < 𝜔0 

On parle de régime pseudopériodique car le mouvement a une certaine régularité, car 

le temps qui s’écoule entre deux maxima successifs (pseudo-période T/) est constant (figure 

2-2). 

 

Figure ‎2-2. Variation de x en fonction de T pour un mouvement pseudopériodique 

Exemple : résoudre l’équation différentielle suivante 

L’équation peut être écrite sous la forme : 

2𝑥 + 4𝑥 + 18𝑥 = 0 

𝑥 + 2𝑥 + 9𝑥 = 0 

𝑥 + 2 1 𝑥 + (3)2𝑥 = 0 

𝜆 = 1  𝑒𝑡  𝜔0 = 3 

∆′= 12 − 32 < 0 

Donc la solution est de la forme 

𝑥 = 𝐴ℓ−𝜆𝑡 cos(𝜔′ 𝑡 + 𝜑) 

Avec 𝜆 = 1  𝑒𝑡  𝜔′ =  𝜔0
2 − 𝜆2 =  32 − 12 =  8  

Alors on obtient : 𝑥 = 𝐴ℓ−𝑡 cos( 8 𝑡 + 𝜑)  
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3 Chapitre 3 : Oscillations libres des systèmes à un degré 

de liberté 

3.1 Oscillations non amorties 

3.1.1 Introduction : 

 On a vu dans le chapitre précédent  le formalisme mathématique qui nous permit de 

calculer les énergies cinétique et potentielle d’un corps solide, mais notre objectif final 

consiste à savoir la position, la vitesse et l’accélération de chaque point de ce corps par 

rapport à un repère choisi en résolvant l’équation différentielle du  mouvement. Pour aboutir à 

un tel objectif trois méthodes sont généralement utilisées : 

a)  L’application de la 2 
ième 

loi de Newton (voir le cours physique 01). 

b) L’application du principe de la conservation de l’énergie totale ou l’énergie mécanique, 

cette méthode n’est applicable que pour les systèmes isolés, où toutes les forces sont 

conservatives (voir le cours physique 01). 

 c) L’application d’un formalisme mathématique extrêmement efficace appelé le formalisme 

de Lagrange,  et c’est à ce formalisme que nous allons nous intéresser dans ce chapitre).  

3.1.2  Principe de moindre action  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Leonhard Euler (1707-1783) 

Mathématicien et Physicien 

Suisse 

Ce principe révéla toute sa valeur grâce aux travaux 

d’Euler, Lagrange, Jacobi et Helmholtz. 

Un système physique évolue  d’une configuration caractérisée 

par un ensemble de valeurs de coordonnées  à l’instant t1 vers une 

configuration caractérisée par un ensemble de valeurs de 

coordonnées  à l’instant t2, de telle façon que l’intégrale. 

dtqqqqLS N

t

t

N ),...,,,...,( 11

2

1

  prend la plus petite valeur possible. 

S et L s’appellent action et fonction de Lagrange, respectivement 

Avec VTqqL ii ),(   est appelé le Lagrangien de système. 

Où T et V sont les énergies cinétique et potentielle du système. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9maticien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Physicien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://fr.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
https://fr.wikipedia.org/wiki/Charles_Gustave_Jacob_Jacobi
https://fr.wikipedia.org/wiki/Hermann_Ludwig_von_Helmholtz
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Remarques : 

 En mécanique, le principe de moindre action affirme qu'un corps prend la direction 

qui lui permet de dépenser le moins d'énergie dans l'immédiat. 

 Lorsqu’on laisse le principe de moindre action conduit notre voiture, il va sans doute 

forcer la voiture de prendre la  trajectoire de telle sorte que la consommation en 

carburant soit minimale.  

 La trajectoire que suit un corps est celle qui permet la 

transformation instantanée de l'énergie cinétique en énergie 

potentielle la plus petite possible.  

 Souvenez vous mes étudiants, le meilleur moyen pour forcer 

quelqu’un à faire quelque chose, c’est bien de le convaincre, 

(c’est une autre manifestation du principe de moindre action 

dans la vie). 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.3  Equation du mouvement (exemple : pendule élastique) 

Une masse ponctuelle m suspendue à un ressort vertical de constante de raideur K. La 

position d’équilibre correspond à x=0.  

Le Lagrangien du système  L=T-V 

Vers 1756,  Lagrange a  inventé la fonction de Lagrange  qui 

vérifie les équations de Lagrange, puis il a  développé 

la mécanique analytique. 

 Les équations de Lagrange   d’un système un N degrés de 

libertés sont données par :  

    0)( 









ii q

L

q

L

dt

d


         i=1,2,…, N. 

 

 

Joseph-Louis Lagrange 

1707-1813 

Mathématicien, Mécanicien

 et Astronome Italien 

 

 

 

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_cin%C3%A9tique
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_potentielle_m%C3%A9canique
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_potentielle_m%C3%A9canique
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_potentielle_m%C3%A9canique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Lagrangien
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Lagrange
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_analytique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9maticien
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_rationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_rationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_rationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Astronome


Chapitre 3 : Oscillations libres des systèmes à un degré de liberté 

25 

 

 

Figure ‎3-1. Pendule oscillant vertical 

 

 Energie cinétique  

𝑇 =
1

2
𝑚𝑥 2 

(‎3-1) 

 Energie potentielle 

𝑉 = 𝑉𝑚 + 𝑉𝐾 = −𝑚𝑔𝑥 +
1

2
𝐾(𝑎 + 𝑋)2 

(‎3-2) 

A l’équilibre 

 
𝜕𝑉

𝜕𝑥
 
𝑥=0

= 0 ⟹  𝑚𝑔 − 𝑘𝑎 = 0 
(‎3-3) 

En incérant la condition d’équilibre dans l’expression de V, on obtient : 

𝑉 =
1

2
𝐾𝑥2 + 𝐶 

(‎3-4) 

Le Lagrangien L est donné par la relation  L=T-V. 

𝐿 =
1

2
𝑚𝑥 2 − (

1

2
𝐾𝑥2 + 𝐶) 

(‎3-5) 

Pour un système à un degré de liberté l’équation du mouvement est 0)( 









x

L

x

L

dt

d


 

On trouve une équation différentielle linéaire  de 2
ième

 degré et sans second membre 

(homogène). 

𝑥 +
𝑘

𝑚 
𝜔0

2

𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 0 

(‎3-6) 

L’étude mathématique des équations différentielles permet de montrer que la forme générale 

de la solution est :  

2( ) Où A et r sont des constantes  ( )  ( )rt rt rtx t Ae x t Are et x t Ar e    
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En substituant dans l’équation différentielle, on trouve l’équation caractéristique et sa solution 

donnera les valeurs de r: 

2 2

0 1 0 2 00 dont les solutions sont r r i et r i      
 

 La solution générale x(t) est alors une combinaison linéaire des deux solutions :  

0 0 0 0

1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )
i t i t i t i t

x t Ae et x t A e x t Ae Ae
    

    
 

Où, A1 et A2 sont deux constantes qui sont déterminées à partir de deux conditions initiales. 

Pour obtenir une forme simplifiée  on choisit d’utiliser deux constantes C et φ qui sont reliées 

à A1 et A2 par les relations : 

1 2

1 1

2 2

i iA Ce et A Ce  
 

0 0

0

( ) ( )

2cos( )

On obtient la solution : ( ) ( )
2

i t i t

t

C
x t e e

   

 

  



 

 

𝑥 𝑡 = 𝐶 cos(𝜔0𝑡 + 𝜑) (‎3-7) 

Cette  solution générale peut également  se décomposer sur la base de ces deux solutions : 

𝑥 𝑡 = 𝐵1 cos(𝜔0 𝑡) + 𝐵2 sin(𝜔0 𝑡) (‎3-8) 

où le module C est 2

2

2

1 BBC  et    
1

2)tan(
B

B
 . 

La  forme de la solution 𝑥(𝑡) = 𝐶𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡 + 𝜑) est la plus utilisée dans les livres de 

physique. La variation de x(t) en fonction du temps est représentée sur la figure : 

Les constantes C et   sont déterminées à partir de deux conditions initiales : 

Pour les conditions initiales :  

𝑡 = 0  
𝑥 0 = 𝑥0

𝑥  0 = 𝑥 0
  ⟹  

𝑥0 = 𝐶 cos(𝜑)
𝑥 0 = −𝜔0𝐶 sin(𝜑)

   
(‎3-9) 

On trouve : 

1/ 2
2

2 10 0
0

0 0 0

tan
x x

C x
x


 


    
       
     

 
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3.1.4 Approximation de faibles oscillations (Amplitudes) 

Lorsqu’on se limite dans le cas des faibles oscillations, nous appliquons le théorème 

de Taylor : 

𝑓 𝑥 = 𝑓 0 + 𝑥𝑓 ′ 0 +
𝑥2

2!
𝑓 ′′  0 + ⋯ 

sin 𝜃 = sin 0 + 𝜃 cos 0 +
𝜃2

2!
 − sin 0 +

𝜃3

3!
 cos 0 … 

(‎3-10) 

cos 𝜃 = cos 0 + 𝜃 − sin 0 +
𝜃2

2!
 − cos 0 +

𝜃3

3!
 sin 0 … 

Généralement dans nos calculs, pour la fonction sinus on se limite au deuxième terme.   

Exemple 

2 2

sin sin

sin(2 ) sin(0.034888 ) 0.034880
cos 1 cos 1

2 2

rad

   

  
 

  
 

     
    

 

 

Exemple d’application  

EFS 2016  

Le système ci-contre, est constitué de deux tiges perpendiculaires et de masses négligeables. 

m1 m2  et m3 sont des masses ponctuelles, m1 est reliée à m2  par la tige de langueur L, m3 est  

fixée à l’une des  extrémités de la tige de langueur ℓ. Tout le système peut osciller (faibles 

oscillations) sans frottement  autour  d’un  axe fixe passant par O.  Un ressort de constante de 

raideur k est attaché à la masse m1. À l’équilibre θ=0, le ressort est déformé par ∆ℓ. 

 

 

t 

Figure ‎3-2. Variation de x en fonction de t 
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1) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité  à partir de l’énergie 

potentielle. 

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de l’énergie 

potentielle. 

3) Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.  

4) Etablir l’équation différentielle du mouvement.  Discuter la solution de l’équation 

différentielle.  

Solution  

1) Énergie potentielle  

2

1 2 3 1 2 3

1
sin( ) sin( ) cos( ) ( )

2 2 2 2
m m m K

L L L
V V V V V m g m g m g k             

 

sin( )                   

2

cos( ) 1
2


  

 

2
2

3 2 1

1

2 4 2 2 2

kL L L L
V m g m g k m g C 

   
         

  
 

 

 Condition d’équilibre : 

2 1

0

0 0
2 2 2

V L L L
m g k m g

 

 
       


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 Condition de stabilité  

2

30 0
4

V kL
m g



 
     


 

2) Expression simplifiée de  l’énergie potentielle   

2
2

3

1

2 4

kL
V m g C

 
   

 


 

3)  Énergie cinétique  

2 2. . .
2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

2 2 .
2 2

1 2 3

1 1 1

2 2 2 2 2

1

2 2 2

m m m

L L
T T T T m m m

L L
T m m m

  



   
        

   

    
      

     





 

4) Équation du mouvement  

2
0

2..

3

. 2 2

2

1 2 3

40 0

2 2

kL
m g

d L L

dt L L
m m m



 


 
                            

    







 

 

Solution de l’équation du mouvement  

-Lorsque l’équilibre est stable, la solution est : )cos()( 0   tCt  

-Lorsque l’équilibre est instable, la solution est : 
tt

eBeBt 00

21)(
 


  

3.2 Oscillations  amorties à un degré de liberté 
3.2.1  Introduction 

Dans le chapitre 2,  nous n’avons pas pris en compte les forces de frottement qui sont à 

l’origine de la perte d’énergie mécanique. En réalité, un pendule simple en mouvement 

revient à sa position d’équilibre après un certain temps à cause de la  dissipation de son 

énergie mécanique sous forme de chaleur. Par simple intuition, on réalise que  le pendule  

provoque des frottements avec son environnement (air ou autre fluide). 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux cas simples, où la perte d’énergie est due 

à des frottements visqueux pour lesquels les forces de frottement sont proportionnelles à la 

vitesse. 
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3.2.2 Amortisseur  

Un amortisseur est un dispositif servant à amortir le mouvement, il est constitué d’un 

élément (ou deux éléments) mobile à l’intérieur d’un récipient contenant un fluide 

visqueux. 

 

Figure ‎3-3. Amortisseur 

 

 

Si le corps se déplace avec de faible vitesse, la force de frottement est donnée par : 

-Cas (a)            xf f
  ( x est la vitesse relative de la partie mobile de l’amortisseur par 

rapport à la partie fixe. 

- Cas (b)       )( 21 xxf f
        ( )21 xx   est la vitesse relative des deux parties mobiles de 

l’amortisseur l’une par rapport à l’autre. 

Où  est appelé coefficient de frottement. L’unité de   peut être déterminée à l’aide de 

l’équation aux dimensions :  
 
 

1
2

1







MT
LT

MLT

v

f f
  

Dans le cas (a), la force e frottement peut être écrite comme la dérivée par rapport à la vitesse 

d’une fonction qu’on appelle fonction de dissipation D.  

𝑓𝑓 = −
𝜕𝐷

𝜕𝑥 
⟹ 𝐷 =

1

2
𝛼𝑥 2 

(‎3-11) 

3.2.3 Equation du mouvement d’un système amorti  

L’équation de Lagrange d’un système amorti à un degré de liberté est donnée par :  













































extérieurefrottementveconservati

frottement

fffma

fffma

x

V

x

VT

x

L
carf

x

V
ma

x

D

x

L

x

L

dt

d

veconservatifrottementveconservati

)(
)(

  
 

 

 

C’est la 2
ieme

 loi de Newton  
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Exemple (pendule élastique) 

 

2 21 1 1

2 2 2
T mx V kx D x   

 

On obtient l’équation du mouvement suivante :   

0 kxxxm    

Ou bien : 

02
2

0  xxx   

où  est appelé le facteur d’amortissement, avec
m2


  ,  et 0 est la pulsation propre du 

système, 
m

k


2

0 . 

On remarque que  est homogène à l’inverse d’un temps et son unité est s
-1

. Plus     est 

grand, plus l’amortissement est important et plus l’oscillateur s’arrête vite. 

3.2.4  Solution de l’équation du mouvement  

On cherche une solution de la forme  

𝑥 𝑡 = 𝐶𝑒𝑟𝑡  (‎3-12) 

De l’équation du mouvement on déduit l’équation caractéristique 

𝑟2 + 2𝜆𝑟 + 𝜔0
2 = 0 (‎3-13) 

La solution dépend du discriminant réduit
2

0

2   . On distingue trois cas possibles, selon 

que  est supérieure, inférieure ou égale à 0 . 

 Premier cas : Amortissements grands (système suramorti ou 

apériodique) : 0   

Dans ce cas, l’équation caractéristique possède deux solutions réelles et négatives : 

𝑟1,2 = −𝜆 ±  𝜆2 − 𝜔0
2 

(‎3-14) 

La solution générale x(t) s’écrit comme combinaison linéaire des solutions correspondantes à 

chacune des valeurs de r: 

𝑥 𝑡 = 𝐶1𝑒
𝑟1𝑡 + 𝐶2𝑒

𝑟2𝑡  (‎3-15) 

Les constantes C1 et C2 peuvent être  déterminées à partir de deux conditions initiales. 

Puisque les valeurs r1 et r2 sont négatives, la solution x(t) ̶̶> 0 quand t ̶̶>∞. Ce type de 

mouvement est appelé mouvement amorti apériodique. 

Figure ‎3-4. Pendule vertical 
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Figure ‎3-5. Variation de x(t) en fonction de t 

 

 Deuxième cas : Amortissement critique  

0   L’équation caractéristique possède une racine double :  21 rr  

La solution générale s’écrit: tetCCtx  )()( 21  

Démonstration  

On fait le changement de variable suivant :  

𝑦 𝑡 = 𝑥 + 𝜆𝑥 ⟹
𝑑

𝑑𝑡
𝑦 𝑡 = 𝑥 + 𝜆𝑥  

(‎3-16) 

L’équation différentielle devient : 

2
02 0

2 2

0

( )
( ) 0 ( ) 0

x x x

dy t
y t x x x x car

dt

 

     

  

       

 
  

 

Pour résoudre cette équation, nous cherchons les solutions du système d’équations suivant : 

 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜆𝑦 𝑡 = 0

𝑦 𝑡 = 𝑥 + 𝜆𝑥

  

(‎3-17) 

De l’équation (3-17), on trouve 

𝑦 𝑡 = 𝐶2𝑒
−𝜆𝑡  (‎3-18) 

La solution de la deuxième équation du système s’écrit : tetCtx  )()( .  

En injectant cette solution dans l’équation différentielle de x(t), on tire que  

2C
dt

dC
 . D’où tCCtC 21)(   

C’est-à-dire que la solution générale est tetCCtx  )()( 21  

Dans ce cas, le mouvement est aussi apériodique. Cet état du système s’appelle état critique. 
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Remarque 

Dans l’état critique x(t) tend vers 0 plus vite que l’état apériodique (amortissements grands). 

 

Figure ‎3-6. Variation de x(t) en fonction de t 

 

 Troisième cas : 0    Amortissements faibles (système sous-amorti ou 

pseudopériodique) 

L’équation caractéristique admet deux racines complexes : 

𝑟1,2 = −𝜆 ± 𝑖 𝜔0
2 − 𝜆2 ≡ −𝜆 ± 𝑖𝜔′  

(‎3-19) 

 

                                                                         est la  pseudo-pulsation. 

 

La solution générale est pseudopériodique (voir le graphe ci-dessous), elle est de la forme : 

𝑥 𝑡 =  𝐶1𝑒
𝑖𝜔 ′ 𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝑖𝜔 ′ 𝑡             
𝐶 cos  𝜔 ′ 𝑡+𝜑 

 𝑒−𝜆𝑡 = 𝐶𝑒−𝜆𝑡 cos 𝜔′𝑡 + 𝜑  
(‎3-20) 

 

La pseudo-pulsation du mouvement est plus petite que la pulsation  propre du système non 

amorti. 0`   . 

On parle de régime pseudopériodique car le mouvement a une certaine régularité, car le temps 

qui s’écoule entre deux maxima successifs (pseudo-période T 
/
) est constant (figure). 

22

0'    
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Figure ‎3-7. Variation de x en fonction de t 

 

Conditions initiales 

( ) cos( ' )

( ) cos( ' ) sin( ' )

t

t t

x t Ce t

x t C e t C e t



 

 

     



 

  


       

𝑡 = 0 ⟹  
𝑥 0 = 𝑥0

𝑥  0 = 𝑥 0
 ⟹  

𝑥 0 = 𝐶 cos𝜑 = 𝑥0                                       (𝐴)

𝑥  0 = −𝐶𝜆 cos(𝜑) − 𝐶𝜔′ sin(𝜑) = 𝑥 0   (𝐵)
  

(‎3-21) 

2
2 2 2 0

2
cos ( ) sin ( ) 1 sin( ) 1 cos ( ) 1

x

C
         

 

 
 𝐴 ⟹ cos𝜑 =

𝑥0

𝐶

 𝐵 ⟹ −𝐶𝜆 cos(𝜑) − 𝐶𝜔′ 1 − cos2 𝜑 = 𝑥 0

 ⟹

 
 
 

 
 cos𝜑 =

𝑥0

𝐶

−𝜆𝑥0 − 𝐶2𝜔′ 1 −  
𝑥0

𝐶
 

2

= 𝑥 0

  

 𝐵 ⟹ −𝜆𝑥0 − 𝜔′ 𝐶2 − 𝑥0
2 = 𝑥 0 

2

20 0
0

x x
C x



 

 
   

  



 

(𝐵)

(𝐴)
⟹

−𝐶𝜆 cos 𝜑 − 𝐶𝜔′ sin(𝜑)

𝐶 cos𝜑
=
𝑥 0
𝑥0

⟹−𝜆 − 𝜔′ tan(𝜑) =
𝑥 0
𝑥0

 

0

0

1
tan( )

x

x
 



 
  

  


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3.2.5  Décrément logarithmique :  

On définit le décrément logarithmique Dln qui représente la décroissance de l’amplitude à une 

seule période  

/

/ln )
)(

)(
ln( T

Ttx

tx
D 


  

/

/)(/ln
))('cos(

)'cos(
ln)

)(

)(
ln( T

TtCe

tCe

Ttx

tx
D

Tt

t






















                  car 
'

2/




T  

T
/
 est la pseudo-période du système. 

Après n pseudo période T
\
, le décrément logarithmique est donné  par :  

𝐷𝑙𝑛 =
1

𝑛
ln(

𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡 + 𝑛𝑇 ′)
) = 𝜆𝑇 ′  

(‎3-22) 

Réciproquement, on peut déterminer la pseudo-période T 
/
 en fonction du décrément 

logarithmique 
lnD : 

2

2

ln
0

/

/

ln

22

0

2

4
1

'



 D
TT

TD











 

3.2.6 Energie mécanique d’un oscillateur amorti 

L’énergie mécanique du pendule élastique est la somme des énergies cinétique et potentielle. 

𝐸 =
1

2
𝐾𝑥2 +

1

2
𝑚𝑥 2 

(‎3-23) 

  2 2

0

sin( ' )

( ) cos( ' ) ( ) cos( ' ) sin( ' )

( ) cos( ' ) sin( ' ) ' tan
'

t t t

t

A t

x t Ce t et x t C e t C e t

x t Ce t t avec A et

  



  

       


         



  



 

      

        






 

0On trouve donc : ( ) sin( ' )tx t C e t      
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
cos ( ' ) sin ( ' )

2 2

1 1
cos ( ' ) sin ( ' ) 1 sin ( ' ) sin ( ' )

2 2

t t

t t

K
E KC e t mC e t

m

E KC e t t KC e t t

 

 

    

         

 

 

 
     

 

                
 

  2 21
1 sin( ' ) sin ( ' ) sin( ' ) sin( ' )

2

tE KC e t t t t                     
 

 



Chapitre 3 : Oscillations libres des systèmes à un degré de liberté 

36 

 

+ -
On utilise les formules trigonométriques: sin +sin =2sin cos et sin sin =2sin cos  

2 2 2 2

       
   

 


2 2

2 2

sinsin 2( ' )
2

1
1 2sin( ' ) cos 2cos( ' )sin( )

2 2 2 2 2

1
1 2sin( ' ) cos( ' ) 2cos sin( )

2 2 2 2 2

t

t

t

E KC e t t

E KC e t t





  

   
   

   
   





 

   
        

   

  
  

             
  

    

 

 

Nous obtenons l’expression finale de l’énergie mécanique. 

𝐸 =
1

2
𝐾𝐶2𝑒−2𝜆𝑡  1 + sin 𝛼 × sin 2 (𝜔′𝑡 + 𝜑 +

𝛼

2
  

(‎3-24) 

3.2.7 Facteur de qualité  

       On appelle facteur de qualité Q le rapport entre l’énergie mécanique et la perte d’énergie 

dans une pseudo période. 

𝑄 = 2𝜋
𝐸(𝑡)

𝐸 𝑡 − 𝐸(𝑡 + 𝑇 ′)
 

(‎3-25) 

Q est  une grandeur physique sans dimension. 

On a : 

2 2 ( )

2

'

1
( ) 1 sin sin 2( '( ) )

2 2

t T

t

E t T KC e t T






  

 



 
 

        
 
 



 

Nous calculons l’énergie perdue dans une pseudo période :  

2 2 21
E(t)-E(t+T )= 1 sin sin 2( ' ) 1

2 2

t TKC e t e 
  

  
        

   

Nous trouvons donc : 

𝑄 = 2𝜋
𝐸(𝑡)

𝐸 𝑡 − 𝐸(𝑡 + 𝑇 ′)
=

2𝜋

1 − 𝑒−2𝜆𝑇 ′
 

(‎3-26) 

Dans le cas des faibles amortissements : λ˂˂ω’= 𝜔0
2 − 𝜆2 ≈ 𝜔0 

0

2
2

2

0

1 1 4Te e e



  

 



     

 

On trouve finalement l’expression du facteur de qualité dans le cas des faibles 

amortissements :  

𝑄 =
𝜔0

2𝜆
 (‎3-27) 
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Ce facteur est d’autant plus grand que l’amortissement est faible, et il est d ‘une très grande 

importance pour les ingénieures,  parce qu’une  grande valeur de Q (amortissement  faible),  

peut provoquer  la destruction des bâtiments et des ouvrages d’art comme les ponts (voir le 

prochain chapitre : phénomène de résonance). 

 

Exemple d’application  

Pour le système ci-contre 

1) Donner la condition d’équilibre si  

l’équilibre correspond à θ=0. 

2) Trouver l’équation différentielle du  

mouvement  

Solution  

3

2
)(

2

1

3
)(

2

1

2

2

222

1

2

111

1

1

L
ddakV

L
ddakV

kk

k









 

mgLVm   

Condition d’équilibre 

mgLadkadk  222111
 

2

21

22

22

2

11 )4(
18

1
)(

2

1
)(

2

1
 kkLdkdkV   

22

22

2

1

2

1









LD

mLT





 

Equation du mouvement  

0)4(
9

1
21

222   kkLLmL   

02 2

0     

m2


 

m

kk

9

)4( 212

0


  
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4 Chapitre 4. Oscillations  forcées  à un degré de liberté 
4.1 Introduction  

Si l’on veut que les oscillations se maintiennent avec la même amplitude,   il faut 

continuellement fournir au système une quantité d’énergie égale à celle perdue à cause des forces 

de frottements, autrement dit, il faut appliquer une fore extérieure, et  les oscillations dans ce cas  

sont appelées oscillations  forcées. 

En général, on définit une oscillation forcée, tout système en mouvement soumis à 

l’action d’une force extérieure F(t) variable. 

Exemple : mouvement sismique  

Un immeuble modélisé par un système masse-ressort subit à un mouvement sismique 

sinusoïdal de la forme : xs(t)=acos(Ωt), à cause de la propagation de ce mouvement  une 

force F(t)=F0cos(Ωt) est appliquée à la masse m 

 

Figure ‎4-1. Analogie système masse-ressort à un mouvement sismique 

. 

Energie cinétique  

𝑇 =
1

2
𝑚𝑥 2 

(‎4-1) 

Energie potentielle  

𝑉 =
1

2
𝑘(𝑥 − 𝑥𝑠)2 

(‎4-2) 

L’équation du mouvement  de ce système s’écrit: 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝑥 
 −

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝐹 𝑡 ⟹ 𝑥 +

𝑘

𝑚
𝑥 =

𝐹0

𝑚
cos(Ω𝑡) 

(‎4-3) 
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4.2 Équation du mouvement (masse-ressort-amortisseur) 

 L’équation du mouvement d’un système forcé est donnée  par l’équation : 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝑞 
 −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
+
𝜕𝐷

𝜕𝑞 
= 𝐹𝑞(𝑡) 

(‎4-4) 

Où,  Fq(t) est appelée la force généralisée, elle est donnée  par la relation.  

𝐹𝑞 𝑡 =𝐹(𝑡)         .
𝑑𝑟     

𝑑𝑞
 

(‎4-5) 

 r


 est le vecteur qui repère le point d’application de la force extérieure.  

 Lorsque q décrit un déplacement, la force généralisée est la force extérieure appliquée au  

système. 

 Lorsque q décrit une variable de rotation  (angle), la force généralisée  dans ce cas est le 

moment de la force extérieure appliquée au système.   

Exemple : Pendule élastique horizontal 

 

Figure ‎4-2. Système forcé 

 

L’équation du mouvement de ce système est :  

𝑥 + 2𝜆𝑥 + 𝜔0
2𝑥 =

𝐹(𝑡)

𝑚
 

(‎4-6) 

0
2

k
et

m m


  

 

L’équation différentielle (4-6)  est linéaire non homogène (avec second membre)  à 

coefficients constants. 
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4.3 Solution de l’équation du mouvement 

La solution générale de l’équation (4-6)  est la somme de la solution de l’équation 

homogène xH (sans second membre) et la solution particulière  de l’équation différentielle 

avec le second membre xp. 

𝑥 𝑡 = 𝑥𝐻 𝑡 + 𝑥𝑝(𝑡) (‎4-7) 

4.3.1  Régime transitoire (début du mouvement→ xH(t)≠0) 

Il faut signaler qu’au début du mouvement la solution  xH (t) n’est pas nulle et la 

solution générale est la somme de xH et xp  on est alors dans le régime transitoire. 

𝑥 𝑡 = 𝑥𝐻 𝑡 + 𝑥𝑝(𝑡) (‎4-8) 

 L’expression de la solution homogène  xH dépend du ∆’, mais dans tous les cas xH tend vers zéro 

après un certain temps (voir les figures). 

𝑥 + 2𝜆𝑥 + 𝜔0
2𝑥 = 0         𝑥𝐻

   ∀𝑟é𝑔𝑖𝑚𝑒    
         0 (‎4-9) 

 

Figure ‎4-3. Régimes transitoires   

 

4.3.2 Régime permanent  (solution homogène tend vers zéro) 

Au fil du temps la solution homogène xH ( t ) tend vers  zéro,  donc il ne nous reste 

comme solution  que  la solution particulière xp ( t ) .  


( ) ( ) ( )    Après une courte durée ( ) ( )H p p

régime permanent

régime transitoire

x t x t x t x t x t  


 

𝑥 𝑡 = 𝑥𝑝(𝑡) (‎4-10) 
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4.3.3 Méthode des nombres complexes 

La méthode des nombres complexes permet de transformer l’équation différentielle en 

une équation algébrique.  

 

Figure ‎4-4. Méthode des nombres complexes 

 

La force extérieure est une fonction périodique du temps de  pulsation . 

𝐹 𝑡 = 𝐹0 cos(Ω𝑡) (‎4-11) 

La notation complexe de la force est : 

0 0 0( ) ( ) cos( ) Re
i t i t

F t F avec F t F t Fe e
     

   

Re : signifie la partie réelle du nombre complexe. 

On cherche une solution particulière de la même forme que le second membre de l’équation 

différentielle :  


0

( )

0 0 0( ) cos( ) Sa notation complexe est ( ) i t i i t

X

x t x t x t x e x e e        

On pose :  

0 0

iX x e 
 

Alors, on peut écrire :   

0( ) i tx t X e 
 

En substituant l’expression de x(t) dans l’équation différentielle (4-6), on trouve la solution 

complexe :   

0

0 0 02 2

0( ) 2

i

F

mX et X x e
i



 
 

  
 

On cherche le module et l’argument de ce nombre complexe : 
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0 0

0 0 02 2 2 2

0 0

arg ( ) arg
( ) 2 ( ) 2

F F

m m
x X et ument X

i i


   

 
 
    

         

 

On peut écrire ;  

2 20
0 0 2 2

0

2
arg( ) arg arg ( ) 2 0 arctan

F
X i

m


  



  
                  

Le module de ce nombre complexe donne la valeur de x0  et son argument donne la valeur de φ : 

0
0 2 22 2 2 2 2

00

1 2
arctan

( ) 4

F
x

m




 

 
    

    

 

4.4 Variation de l’amplitude en fonction de la pulsation  

Lorsqu’on varie la pulsation de la force excitatrice,  l’amplitude x0  atteint une valeur  

maximale lorsque la dérivé de x0 par rapport à Ω est nulle.   

 

Figure ‎4-5. Phénomène de résonance 

 

2 2 20
0

0

3
2 2 2 2 2 2
0

2 2

0

( ) 4

F

dx m

d

 

 

     
  


      
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Il existe un maximum à la pulsation de résonance ΩR  

Seulement si la condition de résonance est vérifiée : 

2 2 2 2

0 02 2R       
 

On constate sur la figure que l’amplitude x0 est d’autant plus importante que la pulsation de la 

force extérieure  est proche de la pulsation de résonance.  

Remarque  

Dans le domaine du bâtiment et/ou du génie civil, si la pulsation de résonance du 

résonateur (bâtiment, pont…) coïncide  avec la pulsation de l’excitateur ( vent fort, 

tremblements de terre... l’amplitude du résonateur peut prendre de très grandes valeurs,  et 

cela peut provoquer la destruction des bâtiments et des ouvrages d’art comme les ponts. On 

peut citer comme  exemple : le 7 novembre 1940, le pont de Tacoma Narrows s’effondre sous 

l’action du vent. 

 

 

4.5 Variation de la phase en fonction de la pulsation  

Nous avons déjà calculé  φ : 
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𝜑 = −𝑎𝑟𝑐 tan  
2𝜆Ω

𝜔0
2 − Ω2

 ⟹ tan(−𝜑) =
2𝜆Ω

𝜔0
2 − Ω2

 
(‎4-12) 

Pour les faibles amortissements, on a : 

2 2

0 0 02R        
 

On peut tracer la variation de φ en fonction de Ω, en servant du tableau suivant : 

Ω 0 ω0 +α 

φ 0 -π/2 -π 

 

 

Figure ‎4-6.  Variation de 𝜑 en fonction de Ω 

 

Pour pouvoir diminuer l’amplitude de résonance, on essaye de diminuer la valeur du facteur de 

qualité Q . 

𝑄 =
Ω𝑅

Ω2 − Ω1
 

(‎4-13) 

ΔΩ=Ω2-Ω1 =2λ est appelé la bande passante. 

 Lorsque le facteur d’amortissement augmente la bande passante augmente et le facteur de qualité 

diminue, et par conséquent l’amplitude de vibration diminue également (figure 4-7).  
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Figure ‎4-7. Variation de 

Les pulsations Ω1 et Ω2 sont appelées les pulsations de coupure, pour lesquelles : 

𝑋0 Ω1 = 𝑥0 𝛺2 =
𝑥0𝑚𝑎𝑥

 2
 (‎4-14) 

4.6 Analogie électrique  

Des systèmes mécaniques peuvent être représentés par des circuits électriques analogues. 

On constate que la relation entre le courant électrique i et la charge électrique q est exactement de 

même nature que celle qui existent entre la vitesse v et la position x d’un système mécanique : 

dq dx
i et v

dt dt
 

 

Analogie force tension : On prend l’exemple suivant : 

 

Figure ‎4-8. Analogie systèmes mécaniques/systèmes électriques 
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Sur le plan mathématique, les deux équations différentielles sont parfaitement analogues : 

Par identification, on peut  facilement résumer les relations d’équivalence entre les deux systèmes  

dans le tableau suivant : 

 

 

 

 

 

 

 

4.7 Puissance fournie et puissance dissipée  

 Puissance fournie par la force extérieure 

La puissance fournie par la force extérieure peut être calculée à partir de la relation : 

𝑃𝑓 𝑡 = 𝐹𝑒𝑥𝑡  𝑡 . 𝑣(𝑡) (‎4-15) 

Fext : est la force extérieure appliquée sur le système. 

v(t) : est la vitesse du point d’application de la force extérieure. 

Dans le cas où : 

0( ) ( ) ( ) cos( )v t x t avec x t x t    
 

La puissance instantanée fournie par la force s’écrit : 

𝑃𝑓 𝑡 = −𝐹0Ω𝑥0 cos(Ω 𝑡) sin(Ω𝑡 + 𝜑) (‎4-16) 

Sa valeur moyenne est : 

0 0

0

1
( ) cos( )sin( )

T

fP t F x t t dt
T

     
 

 Puissance dissipée par l’amortisseur 

Cette puissance est donnée par la relation  

2 2 2 2 2

0( ) ( ) sin ( )P t v x P t x t            
 

Système mécanique  Système électrique  

Masse (m) Bobine (L) 

Amortisseur (α) Résistance (R) 

Ressort (k) Condensateur (1/C) 

Vitesse v(t) Courant i(t) 

Force extérieur F(t)  Tension e(t) 

Moteur  Générateur de tension 
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La puissance moyenne dissipée  

2 2 2

0

0

1
( ) sin ( )

T

P t x t dt
T

     
 

On trouve après le calcul :  

 𝑃𝛼(𝑡) =
1

2
𝛼𝑥0

2Ω2 
(‎4-17) 

4.8 Impédance électrique et impédance mécanique   

L'impédance électrique  est une grandeur qui caractérise la manière dont le circuit freine 

le passage du courant en donnant le rapport qui existe entre la tension de la source et le courant 

résultant. 

Lorsqu’on utilise la notation complexe du courant électrique  

𝐼= 𝐼0𝑒
𝑖Ω𝑡  (‎4-18) 

L’impédance électrique est définie par : 

𝑍 =
𝑉

𝐼
         (𝑜𝑕𝑚) 

(‎4-19) 

 Résistance  

𝑉𝑅 = 𝑅𝐼 ⟹ 𝑍𝑅 =
𝑉

𝐼
= 𝑅 

(‎4-20) 

 Bobine 

𝑉𝐿 = 𝐿
𝐷𝐼

𝑑𝑡
= 𝑖Ω𝐿𝐼 ⟹ 𝑍 =

𝑉

𝐼
𝑖Ω𝐿 

(‎4-21) 

 Condensateur  

𝑉𝐶 =
𝑞

𝐶
=

1

𝐶
 𝐼𝑑𝑖 =

𝐼

𝑖Ω𝐶
⟹ 𝑍 =

𝑉

𝐼
=

1

𝑖Ω𝐶
 

(‎4-22) 

On observe clairement le déphasage entre le courant et la tension lorsqu’on utilise la notation 

complexe :  

 
 
 

 
 𝑍𝑅 = 𝑅 = 𝑅𝑒𝑖0

𝑍𝐿 = 𝑖Ω𝐿 = Ω𝐿𝑒𝑖𝜋 2 

𝑍𝐶 =
1

𝑖Ω𝐶
=

1

Ω𝐶
𝑒−𝑖𝜋 2 

  

(‎4-23) 
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Par analogie, on peut définir aussi l’impédance mécanique par la relation suivante : 

𝑍 =
𝐹(𝑡)

𝑣(𝑡)
 

(‎4-24) 

 Amortisseur  

𝑍𝛼 =
𝐹𝛼
𝑣𝛼

=
𝛼𝑣

𝑣
= 𝛼 

(‎4-25) 

 Ressort  

0 0

i t i tk
k

F kx
Z avec x x e x i x e

v x

      


 

𝑍𝑘 =
𝑘𝑥0𝑒

𝑖Ω𝑡

𝑖Ω𝑥0𝑒𝑖Ω𝑡
=

𝑘

𝑖Ω
 

(‎4-26) 

 Masse  

m
m

F ma
Z a x v i v

v v
      

 

𝑍 =
𝑖𝑚Ω𝑣

𝑣
= 𝑖𝑚Ω 

(‎4-27) 
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5 Chapitre 5 : Oscillations libres à deux degrés de liberté 

5.1 Introduction :  

On définit un système à plusieurs degrés de libertés par un système mécanique (ou circuit 

électrique) qui nécessitent plusieurs coordonnées généralisées pour  le décrire.  pour étudier un 

système à deux degrés de liberté on aura besoin de deux coordonnées q1 et q2 . 

Quelques systèmes à 2DL 

 

Figure ‎5-1. Systèmes à 2 degrés de liberté 

 

5.2 Équations de Lagrange 

Pour l’étude des systèmes à deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux équations 

différentielles du mouvement  que l’on peut obtenir à partir des équations de Lagrange. 

 
 

 
𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕ℒ

𝜕𝑞1 
 −

𝜕ℒ

𝜕𝑞1
= 0

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕ℒ

𝜕𝑞2 
 −

𝜕ℒ

𝜕𝑞2
= 0

  

(‎5-1) 

Pour les systèmes oscillatoires régis par les équations de cette forme, on cherche une solution 

périodique de la forme suivante :  

 
𝑞1 𝑡 = 𝐴1 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)

𝑞2 𝑡 = 𝐴2 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)
  

(‎5-2) 
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Exemple : pendules couplés 

 

Figure ‎5-2. Pendules couplés 

 

Les énergies cinétiques et potentielles s’écrivent : 

)(
2
1 2

2
2

1
2    mlT  

2
12

2
21 )(

2
1)cos1()cos1(   klmglmglV  

Le système d’équations du mouvement s’écrit 












0)(

0)(

2
2

2
2

1
2

2
2

1
2

1
2





klmglmlkl

klklmglml





                                 (*) 

 

On cherche une solution de la forme )cos(   tAii i=1,2. 

On obtient le système algébrique suivant : 










0)(

0)(

2
222

1
2

2
2

1
222

AmlklmglAkl

AklAmlklmgl




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Ce qui constitue un système d’équations linéaires homogènes dont les inconnues sont A1 et 

A2. Ce système admet une solution non identiquement nulle seulement si le déterminant ∆(𝜔) 

des coefficients de A1 et A2 est égal à zéro. 

∆ 𝜔 =  
 𝑘1 + 𝐾 −𝑚1𝜔

2 −𝐾

−𝐾  𝑘2 + 𝐾 −𝑚2𝜔
2 
  

Le déterminant ∆(𝜔)  est appelé déterminant caractéristique. L’équation ∆ 𝜔 = 0  est 

appelée l’équation caractéristique ou équation aux pulsations propres. Elle s’écrit  

Le déterminant de ce système est égal à :  

0)2)(()()( 22222  
m
k

l

g

l

g

m
k

m
k

l

g
 

Les pulsations propres sont donc égales à : 
l

g
1 et 

m
k

l

g
22  . 

La solution générale est une combinaison linéaire des  solutions : 

1 11 1 1 12 2 2

2 21 1 1 22 2 2

( ) cos( ) cos( )

( ) cos( ) cos( )

t A t A t

t A t A t

    

    

   


     

Mode propre : On appelle mode propre de vibration du système couplé un mode 

d’oscillation pour lequel les deux pendules ont un mouvement sinusoïdal de même 

pulsation. 

On appelle vecteur propre associé ` a la valeur propre ω ces solutions non triviales. 

On cherche le premier vecteur propre  en remplaçant dans le système par 1  : 

On trouve dans ce cas :A11=A12 

11

1

11

A
V

A

 
  
 



 

Le premier mode propre s’écrit, alors 











)cos(

)cos(

11112

11111





tA

tA
 

Les deux pendules vibrent en phase. 

Par la même méthode, le second vecteur propre vérifie )( 2 est 2212 AA  .  
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12

2

12

A
V

A

 
  

 



 

On remarque que les deux vecteurs propres sont orthogonaux. 

11 12

1 2

11 12

0
A A

V V
A A

   
      

   

 

 

Le mode propre correspondant s’écrit 











)cos(

)cos(

22122

22121





tA

tA
 

Dans ce cas là les deux pendules vibrent en opposition de phase. 

Puisque le système d’équations différentielles est linéaire, la solution générale est la somme des 

deux solutions, soit : 

                                                    










)cos()cos(

)cos()cos(

221211112

221211111





tAtA

tAtA
                      (**) 

Ceci indique que n’importe quelle solution se décompose sur la base de ces deux solutions 

orthogonales. 

Les constantes A11, A12, 1 et 2 sont déterminées à partir de 4 conditions initiales. 
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6 Examens et solutions 

UU NN II VV EE RR SS II TT ÉÉ     YY AA HH II AA   FF AA RR ÈÈ SS   DD EE   MM ÉÉ DD ÉÉ AA       

F.S. Département SM                                                                         Mardi  17– 01 – 2023                            

L2 Chimie                                                                                   08H30 – 10H00 

 

EFS 1 :   VIBRATIONS, ONDES & OPTIQUE  

 

 

 

 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Déterminer la fonction de dissipation.  

3) Discuter la stabilité du système. 

4) Établir l'équation du mouvement. 

5) Donner la solution de l'équation du mouvement pour un équilibre instable 

Exercice 02(7 points)  

  

  

 

 

Exercice 01(8 points)   

Le système représenté dans la figure 1 est constitué de 

deux masses, 2m et m, fixées  sur une tige de masse 

négligeable  de longueur 2ℓ. 

Les masses 2m et m sont attachées à un  amortisseur α 

et un ressort de constante de raideur k, respectivement. 

 A l'équilibre θ =0, l'allongement du ressort     Δℓ =0. 

 

 

 

 

Un disque de masse M et de rayon R, attaché à 

un ressort de constante de raideur K, peut 

osciller verticalement et sans glissement. Une 

masse ponctuelle m est fixée au centre du 

disque (Figure 2). 

A l'équilibre, l'allongement du ressort est Δℓ.   

 
Figure 2 

Figure 1 
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1) Trouver la condition d'équilibre à partir de l'énergie potentielle. En déduire la constante de 

raideur K du ressort. 

2) Déterminer l'énergie cinétique du système. 

3) Établir l'équation du mouvement. 

4) Calculer la pulsation propre ω0 du système.  

Exercice 03 (5 points)   

 

 

 

 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Établir les équations différentielles du mouvement du système. 

3) Déterminer les pulsations propres du système.  

 

 

 

Bon courage 

   

Le système représenté sur  la figure 3 est constitué 

de deux pendules simples identiques de masse m 

et de longueur ℓ, fixés à un bâti fixe horizontal. 

Un ressort de raideur K, fixé à une distance ℓ/2 du 

bâti, assure le couplage entre les deux pendules. À 

l’équilibre les deux pendules sont verticaux (le 

ressort n’est pas déformé; ∆ℓ=0). 

On suppose que les masses des tiges sont 

négligeables, et on considèrera le cas des faibles 

oscillations. 

 

 

Figure 3 
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Solution EX02: 

1) Condition d'équilibre. 

 V = VM + Vm + Vk  

    = −𝑀𝑔𝑅𝜃 −𝑚𝑔𝑅𝜃 +
1

2
𝑘(𝑅𝜃 + Δℓ)2                     

𝑉 =
1

2
𝑘𝑅2𝜃2 +  𝑘𝑅Δℓ −𝑀𝑔𝑅 −𝑚𝑔𝑅 𝜃 + 𝑐 

A l'équilibre: 
𝜕𝑦

𝜕𝜃
|θ=0 = 0   => 𝑘𝑅Δℓ −  𝑀 −𝑚 𝑔𝑅 = 0                          

𝑘 =
 𝑀 −𝑚 𝑔

Δℓ
 

    =
 1−0.1 10

0.1
= 110𝑁 𝑚                       

2) Énergie cinétique.  

𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚   

    =
3

4
𝑀𝑅2𝜃 2 +

1

2
𝑚𝑅2𝜃 2  

𝑇 =
1

2
(

3

2
𝑀 + 𝑚)𝑅2𝜃 2                     

3) Equation de movement. 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕ℓ

𝜕𝜃 
 =

𝑑𝑡

𝑑𝜃
= 0 

ℓ = 𝑇 − 𝑉 

   =
1

2
 

3

2
𝑀 + 𝑚 𝑅2𝜃 2 −

1

2
𝑘𝑅2𝜃2                        

=>  
3

2
𝑀 + 𝑚 𝜃 + 𝑘𝜃 = 0 

𝜃 +
𝑘

3

2
𝑀+𝑚

𝜃 = 0                  

4) Pulsation. 

𝜔0 =  
𝑘

3
2𝑀 + 𝑚

 

       =  
110

3

2
1+0.1

= 8.29 𝑟𝑎𝑑 𝑆                                
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UU NN II VV EE RR SS II TT ÉÉ     YY AA HH II AA   FF AA RR ÈÈ SS   DD EE   MM ÉÉ DD ÉÉ AA       

F.S. Département SM                                                     Samedi  22– 01 – 2022             L2 

Chimie                                                                                   10H00 – 11H00 

 

 EFS 1 :   VIBRATIONS, ONDES & OPTIQUE  

 

 

 

 

 

 

1)  Déterminer le moment d'inertie du système par rapport à l'axe de rotation     passant par O. 

2) Déterminer l’énergie cinétique et la fonction de dissipation du système. 

3) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité  à partir de   l’énergie potentielle. En 

déduire la déformation du ressort ∆ℓ en fonction de m, a, ℓ   et k.  

4) Pour quelle valeur de a la déformation du ressort est nulle à l'équilibre. 

5) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de      l’énergie potentielle. 

6) Établir l’équation différentielle du mouvement. 

7) Donner la condition pour laquelle le système se trouve dans un  régime critique. 8) Donner 

l'expression générale de la solution de l'équation différentielle dans ce cas. 

Exercice 02(8 points)   

Le système représenté sur  la figure ci-dessous est constitué de deux pendules simples identiques 

de masse m et de longueur ℓ, fixés à un bâti fixe horizontal. Un ressort de raideur K, fixé à une 

distance ℓ/3 du bâti, assure le couplage entre les deux pendules. À l’équilibre les deux pendules 

sont verticaux (le ressort n’est pas déformé; ∆ℓ=0). 

Exercice 01(12 points)   

Une tige de masse négligeable et de langueur ℓ porte à ses 

extrémités deux masses ponctuelles 2m et 3m. La masse 

3m est reliée à un ressort de constante de raideur k, alors 

que la masse 2m est reliée à un amortisseur α. Tout le 

système peut osciller (faibles oscillations) sans frottement  

autour  d’un  axe fixe passant par O. La position 

d’équilibre correspond à  θ=0. 
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On suppose que les masses des tiges sont négligeables, et on considèrera le cas des faibles 

oscillations. 

 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du système. 

3) Déterminer les pulsations propres du système.  

4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires 
𝐵

𝐴
  pour chacun des modes propres de ce 

système. En déduire  les solutions générales θ1(t) et θ2(t). 

 

 

 

Bon courage 
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Correction de l'EFS: Physique 03 

Année 2021/2022 

Exercice 1(12 points)  

1/  Le moment d'inertie du système par rapport à l'axe de rotation passant par O. 

I = I2m + I3m = 2m(ℓ − 𝑎)2 + 3𝑚(𝑎)2 

2/ Déterminer l’énergie cinétique et fonction de dissipation 

𝑇 = 𝑇2𝑚 + 𝑇3𝑚 =
1

2
 2𝑚 (ℓ − 𝑎)2𝜃 2 +

1

2
 3𝑚 (𝑎)2𝜃 2 

𝑇 = 𝑇2𝑚 + 𝑇3𝑚 =
1

2
𝑚 2(ℓ − 𝑎)2 + 3(𝑎)2 𝜃 2 

𝐷 =
1

2
𝛼(ℓ − 𝑎)2𝜃 2 

3) Energie potentielle  

𝑉 = 𝑉2𝑚 + 𝑉3𝑚 + 𝑉𝑘 = +2𝑚𝑔 ℓ − 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜃 − 3𝑚𝑔𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃 +
1

2
𝑘(𝑎𝜃 + ∆ℓ)2      

Pour les faibles oscillations: 𝑠𝑖𝑛𝜃 ≃ 𝜃 

𝑉 =
1

2
𝑘(𝑎𝜃)2 +  2𝑚𝑔 ℓ − 𝑎 − 3𝑚𝑔𝑎 + 𝑘𝑎∆ℓ 𝜃 + 𝐶 

𝑉 =
1

2
𝑘(𝑎𝜃)2 +  2𝑚𝑔ℓ − 5𝑚𝑔𝑎 + 𝑘𝑎∆ℓ 𝜃 + 𝐶 

4) Condition d'équilibre: 

 
𝛿𝑉

𝛿𝜃
 
𝜃=0

= 0===> 2𝑚𝑔ℓ − 5𝑚𝑔𝑎 + 𝑘𝑎∆ℓ = 0===> ∆ℓ =
−2𝑚𝑔ℓ+5𝑚𝑔𝑎

𝑘𝑎
               

Stabilité: 

 
𝛿2𝑉

𝛿2𝜃
 
𝜃=0

>0  condition toujours vérifiée 

5) La déformation du ressort est nulle à l'équilibre 

∆ℓ = 0===> 𝑎 =
2ℓ

5
      

6) Expression finale de l'énergie potentielle  

𝑉 =
1

2
𝑘(𝑎𝜃)2 
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7) L’équation différentielle du mouvement: 

 

𝑚 2(ℓ − 𝑎)2 + 3(𝑎)2 𝜃 +  𝛼(ℓ − 𝑎)2 𝜃 + k𝑎2𝜃 = 0 

𝜃 +  
𝛼(ℓ − 𝑎)2

𝑚 2(ℓ − 𝑎)2 + 3(𝑎)2 
 𝜃 + 

k𝑎2

𝑚 2(ℓ − 𝑎)2 + 3(𝑎)2 
𝜃 = 0 

8) le système se trouve dans un  régime critique lorsque: 

𝜔0
2 = 𝜆2 ⟹  

1

2
 

𝛼(ℓ−𝑎)2

𝑚 2(ℓ−𝑎)2+3(𝑎)2 
 

2

=
k𝑎2

𝑚 2(ℓ−𝑎)2+3(𝑎)2 
  

Solution: 

𝜃 = (𝐴 + 𝐵𝑡)𝑒−𝜆𝑡  

Exercice 2(8 points)  

1) Les énergies cinétique et potentielle du système 

 𝑇 =
1

2
𝑚ℓ2𝜃 1

2 +
1

2
𝑚ℓ2𝜃 2

2 

𝑉 = 𝑉𝑚 + 𝑉𝑚 + 𝑉𝑘 = −𝑚𝑔ℓ𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑚𝑔ℓ𝑐𝑜𝑠𝜃2 +
1

2
𝑘(
ℓ

3
𝜃2 −

ℓ

3
𝜃1)2 

 

𝑉 =
1

2
𝑚𝑔ℓ𝜃1

2 +
1

2
𝑚𝑔ℓ𝜃2

2 +
1

2
𝑘  

ℓ

3
 

2

(𝜃2 − 𝜃1)2 

2) Équation du mouvement  

 
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
 
𝛿𝐿

𝛿𝜃 1
 −

𝛿𝐿

𝛿𝜃1
= 0

𝑑

𝑑𝑡
 
𝛿𝐿

𝛿𝜃 2
 −

𝛿𝐿

𝛿𝜃2
= 0

  

 
 
 

 
 
𝑚ℓ2𝜃1

 + 𝑚𝑔ℓ𝜃1
 − 𝑘  

ℓ

3
 

2

(𝜃2 − 𝜃1) = 0

𝑚ℓ2𝜃2
 + 𝑚𝑔ℓ𝜃2

 + 𝑘  
ℓ

3
 

2

(𝜃2 − 𝜃1) = 0

  

3) Pulsations propres: 

  
𝜃1 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔 + 𝜑)
𝜃2 = 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔 + 𝜑)

   
 −𝑚ℓ2𝜔2 + 𝑚𝑔ℓ + 𝑘  

ℓ

3
 

2

 𝐴 − 𝑘  
ℓ

3
 

2

𝐵 = 0

  −  𝑘  
ℓ

3
 

2

 𝐴 +  −𝑚ℓ2𝜔2 + 𝑚𝑔ℓ + 𝑘  
ℓ

3
 

2

 𝐵 = 0

  

 ∆=  −𝑚ℓ2𝜔2 + 𝑚𝑔ℓ + 𝑘  
ℓ

3
 

2

 
2

− (𝑘  
ℓ

3
 

2

)2=(-−𝑚ℓ2𝜔2 + 𝑚𝑔ℓ)( −𝑚ℓ2𝜔2 + 𝑚𝑔ℓ + 2𝑘  
ℓ

3
 

2

)=0 
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 𝜔1 =  

𝑔

ℓ

𝜔2 =  
𝑔

ℓ
+

2𝑘

9𝑚

  

 

1) Rapport des amplitudes angulaires  

 
 

 𝜔1 =  
𝑔

ℓ
====>

𝐵

𝐴
= 1

𝜔2 =  
𝑔

ℓ
+

2𝑘

9𝑚
====>

𝐵

𝐴
= −1
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Département des sciences de la matière                                   2
ème

 année Chimie-SM 

Faculté des sciences                                                                 Module - Physique 03 

Université de Médéa                                                                 Mardi  le 29/01/2019 

                                                                                                   de 11:00 à 12:30 

                                                                                

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

1) Déterminer la condition d’équilibre et vérifier la condition de stabilité. Puis calculer la 

déformation du ressort ∆ℓ à l’équilibre. 

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de l’énergie 

potentielle. 

3) Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.  

4) Etablir l’équation différentielle du mouvement.  

5) Calculer la pulsation propre du système. 

 
 
 

 

 

Exercice 01(7 points)   

Le système ci-contre est constitué d’un disque de 

masse M=6 kg et de rayon R=40 cm, et  de deux  

masses ponctuelles m1=1 kg et m2 =2 kg fixées à  

sa périphérie.  

Un ressort de constante de raideur k=600 N/m fixé 

à un  pâti fixe, est accroché au point A distant de 

r=30 cm de l’axe de rotation (Δ).   

Tout le système peut osciller (faibles oscillations) 

sans frottement  autour de l’axe de rotation (Δ).   À 

l’équilibre θ=0, le ressort est déformé par ∆ℓ. On 

donne g=10 m/s
2
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1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation. 

2) Etablir  l’équation différentielle du mouvement pour les faibles oscillations. En 

déduire la pulsation propre du système. 

3) Résoudre dans le cas des faibles amortissements l’équation différentielle du 

            mouvement avec les conditions initiales suivantes : 

𝜃 0 = 0  𝑒𝑡  𝜃  0 = −2 𝑟𝑎𝑑 

Exercice 03(7 points)   

Deux oscillateurs identiques de masse m=1 kg et de constante de raideur K=10 N/m sont couplés 

par un ressort de même constante de raideur K=10 N/m. 

x1(t) et x2(t) représentent les déplacements des deux masses par rapport à leurs positions 

d’équilibre (figure). 

 

Exercice 02 (6oints)   

Un système mécanique amorti, oscillant autour 

d’un axe passant par O,  est constitué par une 

tige de longueur ℓ de masse négligeable reliée 

par deux ressorts identiques de constante de 

raideur K au point A, sachant que OA= ℓ/2. Une 

masse ponctuelle m est fixée à l’extrémité de la 

tige.  

A l’équilibre θ=0 la tige est verticale  (les 

ressorts ne sont  pas déformés) 
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1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du système. 

3) Calculer les pulsations propres du système. 

4) Déterminer le rapport des amplitudes 
𝐵

𝐴
  pour chacun des modes propres. En déduire  

les solutions générales x1(t) et x2(t). 

 

 

 

 

Bon courage 
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Département SM                                                                        Université de Médéa 

Année 2018/ 2019 

SOLUTION EFS PHYS 03  

Exercice 1(7points) 

1) Énergie potentielle  
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 Condition d’équilibre : 
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 Condition de stabilité  
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L’équilibre toujours stable 
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2) Expression simplifiée de  l’énergie potentielle   
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3) Énergie cinétique  
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4) Équation du mouvement  
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La pulsation propre 
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Exercice 2(6points)  

1) Énergies cinétique, potentielle et fonction de dissipation 
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2) Équation du mouvement  
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3) Solution  

\( ) cos( )tt Ae t            
\ 2 2

0   
 

 



Examens et solutions  

66 

 

4) Conditions initiales 
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Exercice 3(7points) 

2)  Énergies cinétiques et potentielle 
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3) Equations du mouvement  
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4) Pulsations propres  
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5) Rapport des amplitudes angulaires  
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Département du  tronc commun en technologie                                                     2
ème

 année LMD-ST 

Faculté de  technologie                                                                                           Module - Physique 03 

Université de Médéa                                                                                            Dimanche le 20/01/2019 

                                                                                                                                  de 12h:45 à 14h:15                  

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1 

 

  

 

 

 

 

À l’équilibre la tige est verticale (θ=0) et le ressort n’est pas déformé (Δℓ=0). On considèrera le  

régime des faibles oscillations.                                                                                                                                              

I. Oscillations libres amorties F(t) =0 

1) Ecrire, dans le repère ( , , )o i j
 

, les composantes des vecteurs positions 𝑟𝑀      et 𝑟𝑚      associés 

au centre de gravité du disque et à la masse ponctuelle m, respectivement. 

2) Déduire les composantes des vitesses 𝑣𝑀       et 𝑣𝑚       .  

3) Déterminer l’énergie cinétique du système, en utilisant dans ce cas l’approximation des 

faibles oscillations: cos𝜽 ≈ 1. 

4) Déterminer l’énergie potentielle et la fonction de dissipation du système.  

5) Etablir l’équation différentielle du mouvement. 

II.        Oscillations forcées F(t)=F0𝒄𝒐𝒔(𝛀𝒕) 

Dans cette partie, une force F(t)=F0𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) est appliquée horizontalement au centre de gravité du 

disque. 

6) Déterminer la force généralisée. 

7) Déduire l’équation différentielle du mouvement. 

8) Quelle est la pulsation pour que le module de l’amplitude soit maximum. 

Exercice 01(8 points)   

Un disque de masse M et de rayon R, représenté 

sur la figure ci-contre, peut rouler sans glisser sur 

un plan horizontal fixe. Le disque est relié au point 

(A’) par un ressort de constante de raideur k et par 

un amortisseur de coefficient de frottement α. 

Une tige rigide de longueur ℓ de masse négligeable 

est solidaire du disque et portant à son extrémité 

une masse ponctuelle m. 

. 

. 
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Exercice 02 (5 points)   

  

 

 

 

1) Donner la condition de roulement sans glissement du disque. 

2) Déterminer l’énergie potentielle en fonction de 𝜽(t). 

3) Déterminer l’énergie cinétique du système en fonction de la vitesse généralisée 𝜃  𝑡 . En 

déduire le Lagrangien du système. 

4) Ecrire l’équation du mouvement du disque.  

   Exercice 03 (7 points)   

 

 

 

 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du système. 

3) Déterminer les pulsations propres du système.  

4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires 
𝐵

𝐴
  pour chacun des modes propres de ce 

système. En déduire  les solutions générales θ1(t) et θ2(t).  

Un disque de rayon r et de masse M est situé 

initialement au sommet d’une sphère immobile    de 

rayon R. Le disque peut se déplacer  de sorte qu’il 

roule sans glisser le long de la sphère. 

On considère le cas où le disque et la sphère  sont 

en contact. 

Le système représenté sur  la figure ci-contre est 

constitué de deux pendules simples identiques de 

masse m et de longueur ℓ, fixés à un bâti fixe 

horizontal. Un ressort de raideur K, fixé à une distance 

ℓ/2 du bâti, assure le couplage entre les deux pendules. 

À l’équilibre les deux pendules sont verticaux (le 

ressort n’est pas déformé; ∆ℓ=0). 

On suppose que les masses des tiges sont négligeables, 

et on considèrera le cas des faibles oscillations. 
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Département  SM                                                                           Université de Médéa 

                                                                                                        Année 2018/ 2019 

SOLUTION – EFS PHYS 03 2019  

Exercice 1 (8 points) 

Partie 1 

1) Les composantes des vecteurs positions : 

' ' '
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2) Les composantes des vitesses 
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3) Energie cinétique  
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4) Energie potentielle  
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Fonction de dissipation  

2
2 2 21 1 1

2 4
2 2 2

AD x R R            
   

 

 

 

5) L’équation différentielle du mouvement. 
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   
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Partie 2. 

6) Force généralisée  
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7) Equation du mouvement 
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8) Pulsation de résonance  

2 2 2 2

0 02 2R avec        

Exercice 2 (5 points) 

 

1) La condition de roulement sans glissement : 

'AI IA R r   
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2) Energie potentielle  

( )cos( )V mg R r    

3) Energie cinétique 
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 Le Lagrangien 
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4) Equation du mouvement 

.
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Exercice 3 (7 points) 

 

1)  Énergies cinétiques et potentielle 
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2) Equations du mouvement  
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3) Pulsations propres  
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m m
 

 
 
     



   
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4) Rapport des amplitudes angulaires  

 1

2

(1) 1

(1) 1
2

g B

A

g K B

m A






   



      






 

 

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

( ) cos( ) cos( )
:

( ) cos( ) cos( )

t A t B t
Solutions

t A t B t

    

    

   


     
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Département du  tronc commun en technologie                      2
ième

 année LMD-ST 

Faculté de  technologie                                                             Module - Physique 03 

Université de Médéa                                                                 Lundi le 08/01/2018 

                                                                                                   de 12h:45 à 14h:15 

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1 

 

  

 

 

 

 

 

 

1) Déterminer la condition d’équilibre et vérifier la condition de stabilité. Puis calculer la 

déformation du ressort ∆ℓ à l’équilibre. 

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de l’énergie 

potentielle. 

3) Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.  

4) Etablir l’équation différentielle du mouvement.  

5) Calculer la pulsation propre du système. 

 

 

 

 

 

 

Exercice 01(7points)   

Le système ci-contre est constitué d’un 

disque de masse M=5 kg et de rayon R=40 

cm, et  une masse ponctuelle m=1 kg, fixée à  

sa périphérie.  

Un ressort de constante de raideur K=600 

N/m fixé à un  pâti fixe, est accroché au point 

A distant de r=20 cm de l’axe de rotation 

(Δ).   

Tout le système peut osciller (faibles 

oscillations) sans frottement  autour de l’axe 

de rotation (Δ).   À l’équilibre θ=0, le ressort 

est déformé par ∆ℓ. On donne g=10 m/s
2
. 
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1) Déterminer le moment d’inertie de la tige par rapport à l’axe de rotation qui passe par le 

point  O.  

2) Déterminer les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de dissipation du 

système.   

3) Etablir l’équation différentielle du mouvement. 

4) Donner la solution de l’équation différentielle pour un mouvement oscillatoire. 

5) Retrouver la solution de l’équation différentielle pour les conditions initiales:  

(0)=0
à t=0

(0)=-4rad/s






 




 

Exercice 03 (6 points)   

 

 

 

 

 

Exercice 02 (7 points)   

Le système ci-contre est constitué d’une tige 

homogène de masse M et de langueur L. Un  

ressort de constante de raideur K et un 

amortisseur de coefficient de frottement α sont 

reliés à la tige aux points A et B, respectivement. 

Le système peut  osciller (faibles oscillations) 

autour d’un axe fixe passant par le point O 

distant de OG=b, où le point G est le centre de 

gravité de la tige. À la position d’équilibre  θ=0, 

le ressort n’est pas déformé; ∆ℓ=0.   

 

Le système représenté sur  la figure ci-contre est constitué de 

deux pendules simples identiques de masse m et de longueur ℓ, 

fixés à un bâti fixe horizontal. Un ressort de raideur K, fixé à 

une distance a du bâti assure le couplage entre les deux 

pendules. A l’équilibre les deux pendules sont verticaux (le 

ressort n’est pas déformé; ∆ℓ=0). 

On suppose que les masses des tiges sont négligeables, et on se 

limite dans le cas des faibles oscillations. 

 

 

 

1 
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1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du système. 

3) Déterminer les pulsations propres du système en fonction de : 

2

0 2

g Ka
et

m
   

   

4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires 
𝐵

𝐴
  pour chacun des modes propres de ce 

système. En déduire  les solutions générales θ1(t) et θ2(t). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bon courage 
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Département du  tronc commun en technologie                          Université de Médéa 

                                                                           Année 2017/ 2018 

SOLUTION EFS PHYS 03  

Exercice 1(7points) 

1. Condition d’équilibre  

 Energie potentielle :   


2

0

1
sin( ) ( ) sin( )

2
M m KV V V V mgR k r           

                   

 2 21

2
V kr kr mgR C     

 

 Condition d’équilibre : 

 
0

0 0
V

kr mgR
 

 
      


 

 Condition de stabilité  

2
2

2
0  Equilibre toujours stable 

V
kr



 
   

   

 Déformation du ressort 

1 10 0.4
. 0.033

600 0.2

mgR
A N m

kr

 
    


 

 

2) Expression simplifiée de  l’énergie potentielle   

2 21

2
V kr C 

 

3) Énergie cinétique 

.
2 2 2 2

.
2 2 2

1 1 1
( )

2 2 2

1 1

2 2

M mT T T MR mR

T MR mR

 



   

 
     

4) Équation du mouvement  

..

2

.
2 2

0 0
1

2

d L L kr

dt MR mR

 


 
     

               
 
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5) Pulsation propre  

2 2

0 0
2 2 2 2

600 0.2
. 6.54 /

1 1
5 0.4 1 0.4

2 2

kr
A N rad s

MR mR

 


  

    
 

Exercice 2(8points)  

1) Moment d’inertie de la tige 

2 2 2

/ /

1

12
O GI I Mb ML Mb   

 

2) Énergies cinétique, potentielle et fonction de dissipation  

2 2 2 2

/

2 2 2

2
2 2

2 2

.
2

2

1 1 1

2 2 12

1 1
( ) cos( ) ( )

2 2 2

1
(1 ) ( )

2 2 2

1
( )

2 2

1

2 2

O

M K G

T I ML Mb

L
V V V Mgh k OA Mgb k b

L
V Mgb k b

L
V Mgb k b C

L
D b

 

  






 

 
    

         

    

 
     

 
  

 



 

3) Équation du mouvement  

2
0

.
2

2

.. .

. .
2 2 2 2

2

.. .
2

0

( )
2 20 0

1 1

12 12

2 0

L Lb Mgb k b
d L L D

dt ML Mb ML Mb

 



  
 

   

 
                         

  

 

 

4) Solution  

\( ) cos( )tt Ae t            
\ 2 2

0   
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5) Conditions initiales 

 

- t

- t - t

- t

(0)=0=Acos / 2 / 2(t)=Ae cos( t+ )
à t=0

(0)=-4=- Acos sin(t)=- Ae cos( t+ )- e sin( t+ )

4 4
(t)= e cos( t+ )

2

AA

A



 



      

          


 

 

    
 

   

 
 



 

Exercice 3(6points) 

1)  Énergies cinétiques et potentielle 

2 2 2 2

1 2

2 2
2 2 1 2

1 2 2 1 1 2

2 2 2 2

1 2 2 1

1 1

2 2

1
cos( ) cos( ) ( ) cos( ) 1 cos( ) 1

2 2 2

1 1 1
( )

2 2 2

T m m

V mg mg K a

V mg mg Ka C

 

 
     

   

 

        

     

  

 

 
 

2) Equations du mouvement  

 

 

...
2 21

11 1 2 1

..
2 2

2 2 2 1
.

2
2

0
0

0
0

d L L

dt m mg Ka

d L L m mg Ka

dt

    

   



    
                

 
                   

 

 

 

3) Pulsations propres  

2 2 2 2
1

2 2 2 2
2

cos( ) ( ) 0.....(1)

cos( ) ( ) 0.....(2)

A t m mg Ka A Ka B

B t Ka A m mg Ka B

   

   

       
 

        

 

 
 

  
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 0m mg Ka Ka m mg Ka m mg                          

2
2 2

1 0 2 02
2 2

g g Ka

m
         

  

 

4) Rapport des amplitudes angulaires  

 

1

2

2 2 2

(1) 1

2 (1) 1

g B

A

g Ka B

m A



 


   





      



   

 

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

( ) cos( ) cos( )
:

( ) cos( ) cos( )

t A t B t
Solutions

t A t B t

    

    

   


     
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Département du  tronc commun en technologie                      2
ième

 année LMD-ST 

Faculté de  technologie                                                             Module - Physique 03 

Université de Médéa                                                                 Mercredi le 04/01/2017 

                                                                                                   de 12h:45 à 14h:15         

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité  à partir de l’énergie 

potentielle. 

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de l’énergie 

potentielle. 

3) Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.  

4) Etablir l’équation différentielle du mouvement.  

 

 

 

 

Exercice 01(6 points)   

Le système ci-contre est constitué d’un disque 

de masse M et de rayon R et  deux tiges de 

langueurs ℓ1 et ℓ2 perpendiculaires et de masses 

négligeables  portant à leurs extrémités deux   

masses ponctuelles m1 et m2   respectivement. 

Tout le système peut osciller (faibles 

oscillations) sans frottement  autour  d’un  axe 

fixe passant par O.  Un ressort de constante de 

raideur k est attaché à la masse m2. À l’équilibre 

θ=0, le ressort est déformé par ∆ℓ. 
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Ι. Oscillations libres amorties F=0  

 

 

 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de dissipation.  

2) Etablir l’équation différentielle du mouvement. 

3) Quelle est la condition imposée à α pour avoir un mouvement oscillatoire. Donner dans ce 

cas la solution de l’équation différentielle. 

4) Retrouver la solution de l’équation différentielle pour les conditions initiales:  

(0)=0
à t=0

(0)=-4rad/s






 




 

ΙΙ. Oscillations forcées F(t)=F0𝒄𝒐𝒔(𝛀𝒕) 

On applique à la masse m1=m une force sinusoïdale F=F0𝒄𝒐𝒔(𝛀𝒕) perpendiculaire à la tige. 

1) Déterminer la force généralisée. 

2) Déduire l’équation différentielle du mouvement. 

Exercice 03 (6 points)   

Le système représenté sur  la figure ci-dessous est constitué de deux disques homogènes et 

identiques de masse M et de rayon R couplés par un ressort de constante de raideur k1. Les 

centres de gravité des disques sont également reliés à deux bâtis fixes par l’intermédiaire de deux 

ressorts identiques  de constante de raideur k2. À l’équilibre les trois ressorts ne sont pas 

déformés.  

 

Exercice 02 (8 points)   

Le système ci-contre est constitué d’une tige de 

masse négligeable et de langueur L portant à ses 

extrémités deux masses ponctuelles m1=m et 

m2=2m. Deux ressorts de constantes de raideur K1 

et K2 et un amortisseur de coefficient de frottement 

α sont reliés à la tige aux points A, B et C 

respectivement. 

Le système peut  osciller (faibles oscillations) 

autour d’un axe fixe passant par le point O. À la 

position d’équilibre  θ=0, les deux ressorts ne sont 

pas déformés; ∆ℓ1=∆ℓ2=0.   
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On suppose que les deux disques peuvent  rouler sans glisser sur un  plan horizontal et on      

néglige les forces de frottement. 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du système. 

3) Déterminer les pulsations propres du système. 

4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires 
𝐵

𝐴
  pour chacun des modes propres de ce 

système. En déduire  les solutions générales θ1(t) et θ2(t). 

 

 

 

Bon courage 
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Département du  tronc commun en technologie                          Université de Médéa 

                                                                           Année 2016/ 2017 

SOLUTION EFS PHYS 03  

Exercice 1(6points) 

1) Énergie potentielle  


2

1 2 1 1 2 2 2

0

1
sin( ) cos( ) ( )

2
m m M KV V V V V m g m g k             

                  

2

cos( ) 1 sin( )
2


    

 

 2 2

2 2 2 2 1 1

1

2
V k m g k m g C             

 

 Condition d’équilibre : 

 2 1 1

0

0 0
V

k m g
 

 
      

  
 

 Condition de stabilité  

2
2

2 2 22
0 0

V
k m g



 
    

 
 

 

2) Expression simplifiée de  l’énergie potentielle   

2 2

2 2 2

1

2
V k m g C     

 

3) Énergie cinétique  

. . .
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2

.
2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 1 1
( )

2 2 2 2

1 1

2 2

m m MT T T T m m MR

T m m MR

  



     

 
   

 

 

 
 

4) Équation du mouvement  

..

2

2 2 2

.
2 2 2

1 1 2 2

0 0
1

2

k m gd L L

dt
m m MR

 


 
     

                
 

 

 
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Exercice 2(8points)  

 

1) Énergies cinétique, potentielle et fonction de dissipation  

2 2

2 2 2 2

1 2

2 2

1 2 1 2 1 2

2 2
2 2

1 2

2 2
2

1 2

1 1 2 1
2

2 3 2 3 2

2 1 1
cos( ) 2 cos( ) ( ) ( )

3 3 2 6 2 3

2 1 1
(1 ) 2 (1 ) ( ) ( )

3 2 3 2 2 6 2 3

1
4

2 3 3 36 9

m m

m m k k

L L
T T T m m mL

L L L L
V V V V V mg mg K K

L L L L
V mg mg K K

L L L L
V mg mg K K

  

   

 
 



   
       

   

       

     

 
     

 

  

2 2
2

1 2

.
2

2

1

2 36 9

1

2 2

L L
C mgL K K C

L
D



 

 
    

 

 
  

 



 

 

2) Équation du mouvement  





2
0

2
0

2 2 2

.. . 1 2

. . 2 2

2

.. .
1 2

2

36 940 0

0
4 36 9

L LL
mgL K K

d L L D

dt mL mL

K Kg

m L m m

 





  

 


  

     
              

 
     

 




 

 

3) La condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire 

\ 2 2 1 2
0 0 8

36 9

K Kg
m

L m m
         

 

 

4) Solution  

\( ) cos( )tt Ae t            
\ 2 2

0   
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5) Conditions initiales 

 

 

- t

- t - t

- t

(0)=0=Acos / 2 / 2(t)=Ae cos( t+ )
à t=0

(0)=-4=- Acos sin(t)=- Ae cos( t+ )- e sin( t+ )

4 4
(t)= e cos( t+ )

2

AA

A



 



      

          


 

 

    
 

   

 
 



 

 

ΙΙ. Oscillations forcées    

 

1) Force généralisée :   

0( ) . ( ) ( ) cos( )
3 3

dr L L
F t F t F t F t

d



   

 

 

 

2) Équation du mouvement  


2
0

.. .
01 2

2

cos( )
4 36 9 3

FK Kg
t

m L m m mL





  

 
      

 
 

Exercice 3(6points) 

 

1)  Énergies cinétiques et potentielle 

2 2 2 2

1 2

2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 1

3 3

4 4

1 1 1
( )

2 2 2

T MR MR

V K R K R K R

 

   

 

   

 

 

2) Equations du mouvement  

 

 

 

..
2 2 2.

1 2 1 1 2 11
1

..
2 2 2

2 2 2 1 2 1
.

2
2

30
( ) 0
2

3
( ) 0

0 2

d L L

MR K R K Rdt

d L L MR K R K R

dt

   

   



    
                 

 
                      
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3) Pulsations propres  

2 2 2 2 2

2 1 1
1

2 2 2 2 22
1 2 1

3
( ) 0.....(1)

cos( ) 2

cos( ) 3
( ) 0.....(2)

2

MR K R K R A K R B
A t

B t
K R A MR K R K R B


  

  



      

 
       

  

2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 2

3 3 3
( ) 2 0

2 2 2
MR K R K R K R MR K R K R MR K R   

    
                 

    

2 2 1
1 2

2 2( 2 )

3 3

K K K

M M
 


 

 

4) Rapport des amplitudes angulaires  

 

2
1

2 1
2

2
(1) 1

3

2( 2 )
(1) 1

3

K B

M A

K K B

M A






   





    

  

 

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

( ) cos( ) cos( )
:

( ) cos( ) cos( )

t A t B t
Solutions

t A t B t

    

    

   


     
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UU NN II VV EE RR SS II TT ÉÉ     YY AA HH II AA   FF AA RR ÈÈ SS   DD EE   MM ÉÉ DD ÉÉ AA       

F.S. Département SM                                                     Jeudi   31– 03 – 2022             

L2 Chimie                                                                         10H00 – 11H00 

 

 Examen de Rattrapage 

      Vibrations et ondes optiques   

Exercice 01(6 points)   

On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur de coefficient de 

frottement α (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur            k= 3.75 N/m ,  régi par 

l’équation différentielle suivante : 0.6 𝑥 +2.4 𝑥 + 15 𝑥 = 0. 

1) Calculer la période propre du mouvement T. 

2) Trouver la valeur du facteur d’amortissement λ. 

3) Calculer la pseudo-période du mouvement T
\
. 

4) Montrer que la masse m a un mouvement oscillatoire amorti, puis résoudre  

l’équation différentielle pour les conditions initiales suivantes : à t=0 : 

 
𝑥 0 = 0

𝑥  0 = 𝑣 𝑜 = 0.25 𝑚/𝑠
  

5) Calculer les valeurs de m et α. 

Exercice 02 (14 points)   

m et M sont des masses ponctuelles fixées aux extrémités d’une tige homogène de longueur 

L et de masse négligeable, Tout le système peut osciller (faibles oscillations) sans 

frottement  autour l’axe (∆).  À l’équilibre θ=0, le ressort est déformé par ∆ℓ. 
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Ι. Oscillations libres non amorties F=0 

1) Déterminer la condition d’équilibre à partir de l’énergie potentielle. 

2) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

3) Etablir l’équation différentielle du mouvement du système. 

4) Déterminer la pulsation propre du système. 

 

ΙΙ. On applique à la masse M une force sinusoïdale F=F0𝒄𝒐𝒔(𝛀𝒕) perpendiculaire à la tige. 

1) Déterminer la force généralisée. 

2) Déduire l’équation différentielle du mouvement. 

3) Donner la forme de la solution générale de l’équation différentielle. 

 

 

 

 

Bon courage 
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Université de Médéa 

Année 2021/ 2022 

SOLUTION RATTRAPAGE PHYS 3  

 

Exercice. 1 

1. Période T 

 𝑥 +2λ𝑥 + ω
2
0 𝑥 = 0.    𝑥 +4 𝑥 + 25 𝑥 = 0.   

0 25 5 /rad s  
                             

       0

2
1.25T s




 

 

2. Facteur d’amortissement  

12 4 2s      

3. Pseudo-période 

\ \ 2 2 \

0\

2
, : 4.58 / 1.37T avec rad s T s


  


     

 

4. On a un mouvement oscillatoire amorti car : 

\ 2 2

0 21 0      
  

 La solution : 

\ \ \ \( ) cos( ) ( ) cos( ) sin( )
t t t

x t A t x t A t A te e e
  

       


  
       

.
\

\

0 x(0)=0 cos( ) 0 / 2

v(o)
0 x  (0)=v(o)= sin( / 2) 0.054 5.4

t

t A A m cm

  

 


      



       
  

2
( ) 5.4 cos(4.58 / 2)( )

t
x t t cme 


 

 

5. Les valeurs de m et α. 

0 5 0.15
k

m kg
m

    
 

2 0.6 /kg s
m


   
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Exercice.2. 

1. Condition d’équilibre 

23 1
sin( ) sin( ) ( )

4 4 2 4
m M K

L L L
V V V V mg Mg k  

   
           

   


 

2

21 3

2 16 4 4 4

L L L L
V k mg Mg k C 

 
       

 


 

0

3
0 0

4 4 4

V L L L
mg Mg k

 

 
        


 

2. Énergie cinétique  

.
2 2 2. . .

2 2 21 1 3 1 9
( ) ( )

2 4 2 4 2 16
m M

L L m M
T T T m M L  

 
      

   

 Energie potentielle  

2

21

2 16

L
V k C  

 

3. Équation du mouvement  

2
..

.. ..

0.
2

160 0 0....
9 9 9

16

L
k

d L L k k

m Mdt m M m M
L

    


 
        
                             
   

II.1. Force généralisée  

0

3 3
( ) . ( ) ( ) cos( )

4 4

dr L L
F t F t F t F t

d



   

 

 

2.  Equation du mouvement 

..
0

0.

33
cos( ) cos( )

94 9

4

Fd L L L k
F t t

m Mdt m M
L

 


     
                  

 

3. Solution de l’équation du mouvement 

H 0 0( ) ( ) ( ) cos( ) cos( )Pt t t A t t           
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Département des sciences de la matière                                   2
ième

 année chimie-SM 

Faculté des sciences                                                                 Module - Physique 03 

Université de Médéa                                                                 Samedi  le 16/02/2019 

                                                                                                   de 10:00 à 11:30   

EPREUVE DE RATTRAPAGE 

 

  

 

 

 

 

1) Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.   

2) Déterminer la condition d’oscillation à partir de l’énergie potentielle. 

3) Etablir l’équation différentielle du mouvement par : 

a) Le formalisme de Lagrange. 

b) Le principe de la conservation de l’énergie. 

4) Déduire la fréquence de vibration lorsque le système est oscillatoire. 

 

8) Donner la pulsation de résonance.  

 
 
 

 

 

 

 

Exercice 02 (7 points)   

 Le système mécanique, représenté ci-contre, est constitué 

d’une poulie de masse M et de rayon R. Un ressort de raideur K et 

à un amortisseur α sont reliés, respectivement, à deux  points 

diamétralement opposés A et B.  

Une force sinusoïdale F(t)=F0cos(Ωt) est appliquée 

tangentiellement à la poulie au pont C. Tout le système peut 

osciller autour d’un axe (Δ) passant par le centre de la poulie. On 

considère  le cas des faibles oscillations. 

Le moment d’inertie de la poulie est donné par : 

I/Δ=1/2 MR
2
 

 

 

 

Exercice 01(7 points)   

Le système ci-contre est constitué d’une tige, de 

langueur 3ℓ et de masse négligeable, porte à son 

extrémité supérieure une masse ponctuelle m. 

l’autre extrémité est reliée à un ressort de constante 

de raideur k.  Tout le système peut osciller (faibles 

oscillations) sans frottement  autour  d’un  axe fixe 

passant par O.   À l’équilibre θ=0, le ressort n’est 

pas déformé (∆ℓ=0). 
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1) Déterminer l’énergie cinétique, l’énergie potentielle et la fonction de dissipation. 

2)  Déterminer l’expression de la force généralisée. 

3) Etablir l’équation différentielle du mouvement. 

Exercice 03(6 points)   

Deux oscillateurs identiques de masse m=1 kg et de constante de raideur K=10 N/m sont couplés 

par un ressort de même constante de raideur K=10 N/m. 

x1(t) et x2(t) représentent les déplacements des deux masses par rapport à leurs positions 

d’équilibre (voir la figure). 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du système. 

3) Calculer les pulsations propres du système. 

4) Déterminer le rapport des amplitudes 
𝐵

𝐴
  pour chacun des modes propres. En déduire  les 

solutions générales x1(t) et x2(t). 

 

 

 

                                                                                                            Bon courage 
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Département  SM                                                                           Université de Médéa 

                                                                                                        Année 2018/ 2019 

SOLUTION RATTRAPAGE PHYS 03  

Exercice 1 (7points) 

1) Énergie cinétique   

 
2 21

2
2

mT T m     

2) Énergie potentielle  

 
2

21
2 cos( ) ( ) cos( ) 1

2 2
m KV V V mg K


                         

 2 21
2

2
V mg K C      

 Condition d’oscillations 

La condition d’équilibre est toujours vérifiée : 
0

0
V

 

 
  

 

Condition de stabilité 

2
2

2
0 2 0

V
mg K



 
     

 
   

3) Équation du mouvement  

a) Méthode de Lagrange  

2
0

..

.

2
0 0

4

d L L K mg

dt m



 


    
           




 

b) Conservation de l’énergie 

2
0

.. 2
0 0

4

dE K mg
E T V

dt m



 


     



 

4)  la fréquence de vibration  

0

2

4

2 2

K mg

mf


 



 



  
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Exercice 2 (8Ps)  

1) Energie cinétique, potentielle et fonction de dissipation.  


2 2

2 2

2 2

1

2

1

2

1

2

M

Trot

T T MR

V KR

D R





 

 









 

2)  Force généralisée  

0( ) . ( ) . ( ) cos( )
dr

F t F t R F t F R t
d




   

 
 

3) L’équation différentielle du mouvement. 

 
2
0

.. .

0. .

2

( ) cos( )
d L L D K

F t F R t
dt M M



 


  

 

    
               

 

Exercice.3. 

4. Energie cinétique et potentielle  

2 2

1 2

1 1

2 2
m mT T T mx mx    

 

2 2 2

1 2 2 1

1 1 1
( )

2 2 2
V kx kx k x x   

 

5. Equations différentielles du mouvement 

 

 

...
1

11 1 2 1

..

2 2 2 1
.

2
2

0
0

0
0

d L L

dt x m x kx k x xx

d L L m x kx k x x

dt xx

    
                

 
                     

6. Pulsations propres  

2
1

2
2

cos( ) ( 2 ) 0.....(1)

cos( ) ( 2 ) 0.....(2)

A t m k A kB

B t kA m k B

   

   

      
 

         

    
2 22 2 2( ) 2 3 0m k k m k m k                 
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1 2

3
3.16 / 5.47 /

k k
rad s rad s

m m
    

 

7. Rapport des amplitudes  

 

1

2

(1) 1

3
(1) 1

k B

m A

k B

m A






   





    
  

 

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

( ) cos( ) cos( )
:

( ) cos( ) cos( )

x t A t B t
Solutions

x t A t B t

   

   

   


     
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Faculté des sciences et de la technologie                                     Université de Médéa 

2
ème

 année LMD-ST                                                                     Samedi le 12/03/2016 

UEF31 - Physique 3                                                                           de 08h30 à 10h00 

EPREUVE DE RATTRAPAGE 

 

 

 

 

 

 

 
 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

2) Trouver l’équation différentielle du mouvement,  et donner l’expression de la solution 

générale.  

3) Déterminer l’expression de la période d’oscillation en fonction de M, R et k .  

Exercice 02(6 points)   

On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur de coefficient de 

frottement α (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur            k= 3.75 N/m ,  régi par 

l’équation différentielle suivante : 0.6 𝑥 +2.4 𝑥 + 15 𝑥 = 0. 

1) Calculer la période propre du mouvement T. 

2) Trouver la valeur du facteur d’amortissement λ. 

3) Calculer la pseudo-période du mouvement T
\
. 

4) Montrer que la masse m a un mouvement oscillatoire amorti, puis résoudre  

l’équation différentielle pour les conditions initiales suivantes : à t=0 : 

 
𝑥 0 = 0

𝑥  0 = 𝑣 𝑜 = 0.25 𝑚/𝑠
  

 

Exercice 01 (6 points)   

Un disque homogène de masse MD = M et de 

rayon R, peut osciller (faibles oscillations) 

autour d’un axe fixe passant par son centre 

O. Une tige homogène de langueur L=3R, et 

de masse MT = M est solidaire du disque. Un 

ressort de constante de raideur k est relié à  la 

tige  comme l’indique la figure.  

La position d’équilibre correspond à θ = 0.   
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5) Calculer les valeurs de m et α. 

Exercice 03 (8 points)   

m et M sont des masses ponctuelles fixées aux extrémités d’une tige homogène de longueur L et 

de masse négligeable, Tout le système peut osciller (faibles oscillations) sans frottement  autour 

l’axe (∆).  À l’équilibre θ=0, le ressort est déformé par ∆ℓ. 

 

Ι. Oscillations libres non amorties F=0 

1) Déterminer la condition d’équilibre à partir de l’énergie potentielle. 

2) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système. 

3) Etablir l’équation différentielle du mouvement du système. 

4) Déterminer la pulsation propre du système. 

ΙΙ. On applique à la masse M une force sinusoïdale F=F0𝒄𝒐𝒔(𝛀𝒕) perpendiculaire à la tige. 

1) Déterminer la force généralisée. 

2) Déduire l’équation différentielle du mouvement. 

3) Donner la forme de la solution générale de l’équation différentielle. 

 

Bon courage    
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Faculté des sciences et de la technologie                                                        Université de Médéa 

Année 2015/ 2016 

SOLUTION RATTRAPAGE PHYS 3  

Exercice .1 

1. Énergie cinétique : 

 

2 2 2 2. . . .
2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 7

(3 )
2 2 2 3 2 2 3 4

D TT T T MR ML MR M R MR   
     

           
       

 Énergie potentielle  

21
0 ( )cos( ) ( )

2 2
D T R

L
V V V V Mg k L      

 

2 2
2 2 23 1 1 3

cos( ) 1 ( )(1 ) (3 ) 9
2 2 2 2 2 2

R
V Mg k R V MgR kR C

 
  

 
           

   

2. Équation du mouvement  

..
2

..

.
2

0 0

3
9

20 0
7

2

( ) cos( )

MgR kR
d L L

dt
MR

t t

 


   

 
     

              
 

 
 

3. Période d’oscillation  

2 2

0
2 20

3 7
9

22 22
7 3

9
2 2

MgR kR MR

T

MR MgR kR


 





   


 

Exercice. 2 

1) Période T 

 𝑥 +2λ𝑥 + ω
2
0 𝑥 = 0.    𝑥 +4 𝑥 + 25 𝑥 = 0.   

0 25 5 /rad s  
                             

       0

2
1.25T s




 

 

2) Facteur d’amortissement  

12 4 2s      
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3) Pseudo-période 

\ \ 2 2 \

0\

2
, : 4.58 / 1.37T avec rad s T s


  


     

 

4) On a un mouvement oscillatoire amorti car : 

\ 2 2

0 21 0      
  

 La solution : 

\ \ \ \( ) cos( ) ( ) cos( ) sin( )
t t t

x t A t x t A t A te e e
  

       


  
       

.
\

\

0 x(0)=0 cos( ) 0 / 2

v(o)
0 x  (0)=v(o)= sin( / 2) 0.054 5.4

t

t A A m cm

  

 


      



       
  

2
( ) 5.4 cos(4.58 / 2)( )

t
x t t cme 


 

 

5) Les valeurs de m et α. 

0 5 0.15
k

m kg
m

    
 

2 0.6 /kg s
m


   

 

Exercice.3. 

1) Condition d’équilibre 

23 1
sin( ) sin( ) ( )

4 4 2 4
m M K

L L L
V V V V mg Mg k  

   
           

   


 

2

21 3

2 16 4 4 4

L L L L
V k mg Mg k C 

 
       

 


 

0

3
0 0

4 4 4

V L L L
mg Mg k

 

 
        


 

2) Énergie cinétique  

.
2 2 2. . .

2 2 21 1 3 1 9
( ) ( )

2 4 2 4 2 16
m M

L L m M
T T T m M L  

 
      

   

 Energie potentielle  

2

21

2 16

L
V k C  
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3) Équation du mouvement  

2
..

.. ..

0.
2

160 0 0....
9 9 9

16

L
k

d L L k k

m Mdt m M m M
L

    


 
        
                             
   

II. 

1.  Force généralisée  

0

3 3
( ) . ( ) ( ) cos( )

4 4

dr L L
F t F t F t F t

d



   

 

 

2. Equation du mouvement 

..
0

0.

33
cos( ) cos( )

94 9

4

Fd L L L k
F t t

m Mdt m M
L

 


     
                  

 

3. Solution de l’équation du mouvement 

H 0 0( ) ( ) ( ) cos( ) cos( )Pt t t A t t           
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Département des sciences de la matière                                                   2ième année Chimie-SM  

Faculté des sciences                                                                                   Module - Physique 03  

Université de Médéa                                                                                   Jeudi le 11/01/2018  

                                                                                                                     de 09:30 à 11:00  

                                                                           

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1 

 

Exercice 01 : (8points)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

1) Déterminer la condition d’équilibre et vérifier la condition de stabilité. Puis calculer la 

déformation du ressort Δℓ à l’équilibre.  

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de l’énergie 

potentielle.  

3) Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.  

4) Etablir l’équation différentielle du mouvement.  

5) Calculer la pulsation propre du système.   

Le système ci-contre est constitué d’une tige de 

masse négligeable et de langueur ℓ portant à ses 

extrémités deux masses ponctuelles m et M.  

Un ressort de constante de raideur K est relié à la 

tige au point A.  

Tout le système peut osciller (faibles oscillations) 

sans frottement autour de l’axe de rotation (Δ) 

passant par le point O. À l’équilibre θ=0, le 

ressort est déformé par Δℓ.  

O       On donne : M=3m=3kg, K=100 N/m et ℓ=1m, 

g=10 m/s
2
. 
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Exercice 02 : (12points)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

1) Calculer la pulsation propre ω0 du système. En déduire la période propre T0.  

2) Trouver la valeur du facteur d’amortissement λ.  

3) Calculer la pseudo-pulsation ω
\
 et la pseudo-période du mouvement T 

\
.  

4) Calculer les valeurs du K et α.  

La solution de l’équation différentielle dans le régime permanent est donnée par :  

𝑥 𝑡 = 𝑥0 cos Ω𝑡 + ∅    avec     x0 =
0,5

  25 − Ω2 2 + 16Ω2
           (m) 

5) Déterminer la pulsation de résonance Ω R.  

6) Trouver la valeur de x0MAX.  

7) Tracer approximativement la courbe de résonance.  

 

 

Bon courage   

 

 

  

𝐹 𝑡 = 0,3 cos(Ω𝑡)           (𝑁)  

𝑥 + 4𝑥 + 25𝑥 = 0,5 cos(Ω𝑡) 

 

On définit un oscillateur forcé amorti constitué 

d’une masse ponctuelle m=0.6kg, d’un 

amortisseur de coefficient de frottement α (kg/s) 

et d’un ressort de constante de raideur K (N/m).  

La force appliquée à la masse m est de la forme :  

Ce système est régi par l’équation différentielle 

suivante :  
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Département SM                                                                                           Université de Médéa  

                                                                                                                           Année 2017/ 2018  

SOLUTION EFS PHYS 03 

Exercice 1 :   

1) Énergie potentielle 

𝑉 = 𝑉𝑚 + 𝑉𝑀 + 𝑉𝐾 = −𝑚𝑔
2ℓ

3
sin(𝜃) + 𝑀𝑔

ℓ

3
sin(𝜃) +

1

2
𝑘(

2ℓ

3
𝜃 + ∆ℓ)2  

sin(𝜃) ≈ 𝜃 

𝑉 =
1

2
 
4𝑘ℓ2

9
 𝜃2 +  

2ℓ𝑘∆ℓ

3
+ 𝑀𝑔

ℓ

3
−𝑚𝑔

2ℓ

3
 𝜃 + 𝐶 

 Condition d’équilibre : 

 
𝜕𝑉

𝜕𝜃
 
𝜃=0

= 0 ⟹  
2ℓ𝑘∆ℓ

3
+ 𝑀𝑔

ℓ

3
−𝑚𝑔

2ℓ

3
 = 0 

 Condition De stabilité : 

 
𝜕2𝑉

𝜕𝜃2
 =

4𝑘ℓ2

9
> 0  𝐸𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 

 Allongement du ressort 

∆ℓ =
 2𝑚 −𝑀 𝑔

2𝑘
    𝐴. 𝑁   ∆ℓ =

 2 × 1 − 3 𝑔

2 × 100
= −0,05𝑚 

 

2) Expression simplifiée de l’énergie potentielle  

𝑉 =
1

2
 
4𝑘ℓ2

9
 𝜃2 + 𝐶 

 

3) Énergie cinétique 

𝑇 = 𝑇𝑚 + 𝑇𝑀 =
1

2
𝑚  

2ℓ

3
 

2

𝜃2 +
1

2
𝑀  

ℓ

3
 

2

𝜃2 

𝑇 =
1

2
 
4𝑚

9
+
𝑀

9
 ℓ2𝜃2 

4) Équation du mouvement 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜃 
 −  

𝜕 𝐿

𝜕𝜃
 = 0 ⟹ 𝜃 +  

4𝑘ℓ2

9

 
4𝑚

9
+
𝑀

9
 ℓ2

 𝜃 = 0 ⟹ 𝜃 +  
4𝑘

4𝑚+𝑀
 𝜃 = 0  
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5) Pulsation propre 

𝜔0 =  
4𝑘

4𝑚 + 𝑀
     𝐴. 𝑁   𝜔0 =  

4 × 100

4 × 1 + 3
= 7,56𝑟𝑎𝑑/𝑠     

 

Exercice 2 :   

L’équation du mouvement est de la forme  

𝑥 + 2𝜆𝑥 + 𝜔0
2𝑥 =

𝐹0

𝑚
cos(Ω𝑡)  

1) Pulsation propre  

𝜔0 =  25 = 5𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 Période  

𝑇0 =
2𝜋

𝜔0
     𝐴. 𝑁.    𝑇0 =

2 × 3.14

5
= 1.25𝑠  

2) facteur d’amortissement  

2𝜆 = 4 ⟹ 𝜆 = 2𝑠−1  

3) pseudo-pulsation  

𝜔\ =  𝜔0
2 − 𝜆2    𝐴. 𝑁     𝜔\ =  52 − 22 = 4.58𝑟𝑎𝑑/𝑠    

 Pseudo-période 

𝑇 ′ =
2𝜋

𝜔′
    𝐴. 𝑁    𝑇 ′ =

2 × 3.14

4.58
= 1.37𝑠 

 

4) les valeurs du K et α  

𝜔0 =  
𝐾

𝑚
⟹ 𝐾 = 𝜔0

2 × 𝑚    𝐴. 𝑁.    𝐾 = 52 × 0.6 = 15 𝑁/𝑚 

2𝜆 =
𝛼

𝑚
⟹ 𝛼 = 2𝜆𝑚      𝐴. 𝑁.     𝛼 = 2 × 2 × 0.6 = 2.4 𝑘𝑔/𝑠 

5) Pulsation de résonance 

𝑑𝑥0

𝑑Ω
=

2
𝐹0
𝑚
Ω Ω2−𝜔0

2+2𝜆2 

  𝜔0
2−Ω2 

2
+4𝜆2Ω2 

3
2

= 0 ⟹ Ω𝑅 =  𝜔0
2 − 2𝜆2  𝐴. 𝑁  Ω𝑅 =  52 − 2 × 22 = 4.12𝑟𝑎𝑑/𝑠  
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6) la valeur de x0MAX  

𝑥0𝑀𝐴𝑋 = 𝑥0 Ω𝑅 =
0.5

  25−Ω𝑅
2  

2
+16Ω𝑅

2
       

A.N    𝑥0𝑀𝐴𝑋 =
0.5

  25−4.122 2+16×4.122
= 0.027𝑚  

7)  
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 Faculté des sciences et de la technologie                                                       Université de Médéa  

2ème année LMD-ST                                                                                  Mercredi le 13/01/2016  

UEF31 - Physique 3                                                                                           de 08:30 à 10:00  

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1 

 

Exercice 01 : (6points)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  
1) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité à partir de l’énergie 

potentielle.  

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de l’énergie 

potentielle.  

3) Donner l’expression de l’énergie cinétique du système.  

4) Etabilir l’équation différentielle du mouvement.  

  

 Le système ci-contre, est constitué de deux tiges 

perpendiculaires et de masses négligeables. m1 

m2 et m3 sont des masses ponctuelles, m1 est 

reliée à m2 par la tige de langueur L, m3 est fixée 

à l’une des extrémités de la tige de langueur ℓ. 

Tout le système peut osciller (faibles oscillations) 

sans frottement autour d’un axe fixe passant par 

O. Un ressort de constante de raideur k est attaché 

à la masse m1. À l’équilibre θ=0, le ressort est 

déformé par Δℓ. 
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Exercice 02 : (8points)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de dissipation.  

2) Etablir l’équation différentielle du mouvement.  

3) Quelle est la condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire.  

4) Donner la solution dans ce cas.  

ΙΙ. Oscillations forcées 𝑭 𝒕 = 𝑭𝟎 𝐜𝐨𝐬(Ω𝒕)  

On applique à la masse m une force sinusoïdale 𝐹 = 𝐹0 cos(Ω𝑇) perpendiculaire à la tige.  

1) Déterminer la force généralisée.  

2) Déduire l’équation différentielle du mouvement.  

3) Donner la solution en régime permanent, en précisant les expressions de l’amplitude θ0 

et de la phase Ψ.  

  

 Un disque homogène de masse M et de rayon R, 

peut osciller (faibles oscillations) autour d’un axe 

fixe passant par son centre O. Une tige de 

langueur ℓ et de masse négligeable est solidaire du 

disque, portant une masse ponctuelle m. Un 

ressort de constante de raideur k et un amortisseur 

α sont reliés au disque comme l’indique la figure.  

La position d’équilibre correspond à θ=0. 

 Ι. Oscillations libres amorties F=0 
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Exercice 03 : (6 points)  

 

On considère le système de la figure ci-dessous, constitué de deux tiges homogènes et identiques 

de masse M et de langueur L, couplées par un ressort de raideur k. à l’équilibre les deux tiges 

sont verticales.  

 

 

 

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du système.  

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du système.  

3) Déterminer les pulsations propres du système.  

 

 

 

 

 

 

Bon courage   

 

  



Examens et solutions  

108 

 

Faculté des sciences et de la technologie                                                      Université de Médéa  

                                                                                                                            Année 2015/ 2016  

                                                                    SOLUTION EFS PHYS 3  

Exercice 1  

1) Énergie potentielle  

𝑉 = 𝑉𝑚1 + 𝑉𝑚2 + 𝑉𝑚3 + 𝑉𝐾

= −𝑚1𝑔
𝐿

2
sin 𝜃 + 𝑚2𝑔

𝐿

2
sin 𝜃 + 𝑚3𝑔ℓ cos 𝜃 

+
1

2
𝑘(
𝐿

2
𝜃 + ∆ℓ)2 

sin(𝜃) ≈ 𝜃            cos(𝜃) ≈ 1 −
𝜃2

2
 

𝑉 =
1

2
 
𝑘𝐿2

4
−𝑚3𝑔ℓ 𝜃

2 +  𝑚2𝑔
𝐿

2
+ 𝑘

𝐿

2
∆ℓ − 𝑚1𝑔

𝐿

2
 𝜃 + 𝐶 

 Condition d’équilibre : 

 
𝜕𝑉

𝜕𝜃
 
𝜃=0

= 0 ⟹ 𝑚2𝑔
𝐿

2
+ 𝑘

𝐿

2
∆ℓ − 𝑚1𝑔

𝐿

2
= 0 

 

 Condition de stabilité 

 
𝜕𝑉

𝜕𝜃
 > 0 ⟹

𝑘𝐿2

4
−𝑚3𝑔ℓ > 0 

 

2) Expression simplifiée de l’énergie potentielle  

𝑉 =
1

2
 
𝑘𝐿2

4
−𝑚3𝑔ℓ 𝜃

2 + 𝐶 

 
3) Energie cinétique 

𝑉 = 𝑉𝑚1 + 𝑉𝑚2 + 𝑉𝑚3 =
1

2
𝑚1  

𝐿

2
 

2

𝜃2 +
1

2
𝑚2  

𝐿

2
 

2

𝜃2 +
1

2
𝑚3ℓ

2𝜃2 

 

𝑇 =
1

2
 𝑚1  

𝐿

2
 

2

+ 𝑚2  
𝐿

2
 

2

+ 𝑚3ℓ
2 𝜃2 
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4) Équation du mouvement  

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜃 
 −  

𝜕 𝐿

𝜕𝜃
 = 0 ⟹ 𝜃 +  

𝑘𝐿2

4 −𝑚3𝑔ℓ

𝑚1  
𝐿
2 

2

+ 𝑚2  
𝐿
2 

2

+ 𝑚3ℓ2

 𝜃 = 0 

 

Exercice 2  

1) Énergies cinétique, potentielle et fonction de dissipation  

 

𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚 =
1

2
 

1

2
𝑀𝑅2 + 𝑚ℓ2 𝜃 2 

𝑉 = −𝑚𝑔ℓ cos(𝜃) +
1

2
𝑘(𝑅𝜃)2 ≈

1

2
 𝑚𝑔ℓ + 𝑘𝑅2 𝜃2 + 𝐶 

𝐷 =
1

2
𝛼𝑅2𝜃 2 

2) Equation du mouvement 

 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜃 
 −  

𝜕𝐿

𝜕𝜃
 +  

𝜕𝐷

𝜕𝜃 
 = 0 ⟹ 𝜃 +

𝛼𝑅2

1
2𝑀𝑅

2 + 𝑚ℓ2
         

2𝜆

𝜃 +
𝑘𝑅2 + 𝑚𝑔ℓ

1
2𝑀𝑅

2 + 𝑚ℓ2
         

𝜔0
2

𝜃 = 0 

 
3) La condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire  

∆′= 𝜆2 − 𝜔0
2 < 0 

4) Solution 

𝜃 𝑡 = 𝐴𝑒−𝜆𝑡 cos(𝜔′ + 𝜑)          𝜔′ =  𝜔0
2 − 𝜆2 

ΙΙ. Oscillations forcées  

1) Force généralisée  

𝐹𝜃 𝑡 =
𝑑𝑟 

𝑑𝜃
. 𝐹  𝑡 = ℓ𝐹 𝑡 = 𝐹0ℓ cos(Ω𝑡) 

 
2) Équation du mouvement  

𝜃 +
𝛼𝑅2

1

2
𝑀𝑅2+𝑚ℓ2
         

2𝜆

𝜃 +
𝑘𝑅2+𝑚𝑔ℓ

1

2
𝑀𝑅2+𝑚ℓ2
         

𝜔0
2

𝜃 =
ℓ𝐹0

1

2
𝑀𝑅2+𝑚ℓ2

cos(Ω𝑡)  
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3) La solution  

 

𝜃 𝑡 = 𝜃0 cos(Ω𝑡 + Ψ) 

𝜃0 =

ℓ𝐹0
1
2𝑀𝑅

2 + 𝑚ℓ2

  𝜔0
2 − Ω2 2 + 4𝜆2Ω2

                  Ψ = −arctan(
2λΩ

ω0
2 − Ω2

) 

 

Exercice 3  

 

1) Énergies cinétiques et potentielle  

 

𝑇 =
1

2
 

1

3
𝑀𝐿2 𝜃1

2 +
1

2
 

1

3
𝑀𝐿2 𝜃2

2 

𝑉 = −𝑀𝑔
𝐿

2
cos(𝜃1) − 𝑀𝑔

𝐿

2
cos(𝜃2) +

1

2
𝑘(𝑎𝜃2 − 𝑎𝜃1)2 

𝑉 =
1

2
𝑀𝑔

𝐿

2
𝜃1

2 +
1

2
𝑀𝑔

𝐿

2
𝜃2

2 +
1

2
𝑘𝑎2(𝜃2 − 𝜃1)2 + 𝐶 

 
2) Equations du mouvement  

 

 
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜃 1
 −  

𝜕𝐿

𝜕𝜃1
 = 0

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜃 1
 −  

𝜕𝐿

𝜕𝜃1
 = 0

 ⟹  
 

1

3
𝑀𝐿2 𝜃 1 + 𝑀𝑔

𝐿

2
𝜃1 − 𝑘𝑎2 𝜃2 − 𝜃1 = 0

 
1

3
𝑀𝐿2 𝜃 2 + 𝑀𝑔

𝐿

2
𝜃2 − 𝑘𝑎2 𝜃2 − 𝜃1 = 0

  

 
3) Pulsations propres  

 

 
𝜃1 = 𝐴1 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)
𝜃2 = 𝐴2 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)

 ⟺  
−

1

3
𝑀𝐿2𝜔2 + 𝑀𝑔

𝐿

2
− 𝑘𝑎2)𝐴1 − 𝑘𝑎2𝐴2 = 0

−𝑘𝑎2𝐴2 +  −
1

3
𝑀𝐿2𝜔2 + 𝑀𝑔

𝐿

2
− 𝑘𝑎2 𝐴2 = 0
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∆ 𝜔 =  −
1

3
𝑀𝐿2𝜔2 + 𝑀𝑔

𝐿

2
− 𝑘𝑎2 

2

−  𝑘𝑎2 2

=  −
1

3
𝑀𝐿2𝜔2 + 𝑀𝑔

𝐿

2
  −

1

3
𝑀𝐿2𝜔2 + 𝑀𝑔

𝐿

2
− 2𝑘𝑎2 = 0 

𝜔1 =  
3𝑔

2𝐿
 

𝜔2 =  
𝑀𝑔

𝐿
2 − 2𝑘𝑎2

1
3𝑀𝐿

2
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