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Préface

Ce polycopié, intitulé Vibrations et ondes optiques partie I- Vibrations des systemes
mécaniques : Cours et examens avec solutions, est le fruit d'une longue expérience dans
I'enseignement des matieres physique 01, physique 02 et physique 03 du tronc commun
pour les domaines science de la matiere et sciences et technologies. Il peut étre considéré
comme une suite tres cohérente de mon premier polycopié destiné a la matiere physique 01,
ainsi que mes cours en ligne pour la matiére physique 02. Les notions préalables déja
présentées par la méme méthodologie assurent la compréhension des notions théoriques de
facon homogene et organisée.

Le contenu du présent polycopié s'adresse principalement aux étudiants inscrits en 2éme
année licence de la filiere chimie, mais aussi aux étudiants de 2éme année licence qui suivent
les filieres suivantes: physique, Génie Civil, génie de procédé, génie électrique et génie
mécanique.

A T’issue de ce cours, les étudiants seront capables d'établir un modéle mathématique basé
sur les équations différentielles pour prédire phénomenes d'oscillations de faible amplitude
pour un ou deux degrés de liberté. Le niveau de compréhension des étudiants peut étre testé a
I'aide des examens résolus. La plupart de ces examens ont été élaborés par l'auteur en
s'appuyant sur son expeérience dans I'enseignement de la matiére physique 03.

J'exprime mes remerciements au Dr. Dehbaoui Mourad et au Dr. Mohamed Ahmed Amar

d'avoir accepté d'évaluer ce travail.
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Introduction

Introduction

Depuis son existence, I'hnomme a toujours cherché a comprendre les mouvements périodiques
des corps célestes apparus dans le ciel. Un cas particulier de ces mouvements, est appartient
aux mouvements oscillatoires (ou vibratoires). Le mouvement du pendule simple, décrit par
un degré de liberté, est probablement le plus connu pour les systémes mécaniques. Des
systémes plus complexes peuvent aussi exister et le degré de complexité des systemes étudiés
est fortement non seulement de nombre de degrés de liberté, mais aussi aux nombre des corps
solides et les mouvements relatifs des uns par rapport aux autres.

Ce polycopié a été élaboré en se basant sur une méthodologie permettant aux étudiants a
comprendre les phénomenes de vibrations, et de modéliser ces mouvements par des équations
différentielles selon leurs natures. Des mouvements libres, amortis et forcés sont traités en
détail. Des systéemes a un et a deux degrés de liberté sont aussi abordés avec un support
mathématique solide baseé sur les équations différentielles.

A la fin de polycopié des examens avec solutions sont présentés. La plupart de ces examens
ont été inventés par l'auteur en utilisant son propre style.

En suivant le programme officiel distingué a la formation L2 chimie. le contenu de ce
polycopié est structuré de la facon suivante:

Dans le premier chapitre, nous aborderons les notions mathématiques permettant de résoudre
les équations différentielles.

Le deuxiéme chapitre sera réservé a I'étude des systemes libres a un degré de liberté. Une
application directe de I'équation de Lagrange est présentée.

Dans le troisieme chapitre, nous traitons le cas des oscillations amortis en mentionnant les
différents régimes possibles de vibrations qui peuvent exister.

L’étude de l'effet de la force extérieure sur I'équation du mouvement sera extensivement
abordée dans le chapitre 4. La notion de résonance pour les systtmes mécaniques est aussi
détaillée.

Dans le dernier chapitre, les systemes a deux degrés de liberté seront étudiés afin de

comprendre les modes propres de vibrations
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1 Chapitre 1 : Introduction aux équations de Lagrange

1.1 Définitions

e La vibration est un phénomene physique oscillatoire d’un corps en mouvement autour
de sa position d’équilibre.

e Lavibration d'un systeme peut étre libre ou forcée.

e Un oscillateur est dit libre, s’il oscille sans interventions extérieures pendant son
mouvement.

e Un oscillateur est dit forcé, s’il oscille avec interventions extérieures (forces
extérieures)

e On appelle mouvement périodique un mouvement qui se répéte dans une durée T, La
durée T est appelée période.

e Le type de mouvement périodique se nomme oscillation ou mouvement oscillatoire.

e Tout systtme mécanique, incluant les machines industrielles les plus complexes, peut
étre représenté par des modéles simples formés d’un ressort, un amortisseur et une
masse.

1.2 Degreés de liberté et Contraintes

e Le nombre de degrés de libert¢ d’un systeme physique est égal au nombre de
coordonnées linéairement indépendantes nécessaire pour le décrire.

e Les coordonnées indépendantes sont appelées coordonnées généralisées .

e Une contrainte est une relation mathématique entres les coordonnées.

Exemple 1
Particule libre se déplace librement dans 1’espace. la particule est libre donc, il
n’y a pas de conditions sur son mouvement (ou pas de contraintes), dans ce cas il est
indispensable de connaitre simultanément ses trois coordonnées x, y et z pour qu’on
puisse la repérer, ces variables sont appelées coordonnées généralisées.
Exemple 2

Pendule de longueur £, bougeant dans le plan. Ses coordonnées obeissent d'un
coté & mouvement est dans la contrainte: x2 + y? = £2 ......(*) (¢ étant la longueur du

fil, £ est une constante car le fil est inextensible z = 0 (car le plan (xy)).
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On peut constater que x et y ne sont pas indépendants, a partir d'une valeur de X,
on peut déduire les valeur de y et z.

y?=¢2+x> e z=0

Une seul coordonnée nous suffit de repérer la particule, donc le systéme a un

degré de liberté et la coordonnée généralisée qui convient a ce systeme est 0.

e
P P —
=1

Figure 1-1. Pendule simple

e En choisissant d’utiliser les coordonnées généralisées (notées q) dans nos calculs,
nous sommes sdrs de travailler avec des variables indépendantes.
o Les dérivés des coordonnées généralisées par rapport au temps donnent ce qu’on
appelle les vitesses généralisées.
Cas général
» Pour N particules; la regle suivante est toujours valable :
Le nombre de degrés de liberté =3 x Le nombre de particules — le nombre de contraintes
NDL =3x N—-NC
Le nombre 3 représente le nombre des coordonnées nécessaire dans un espace a trois
dimensions  pour repérer chaque particule (dans un repére cartésienne, on parle des
coordonnées X, y et z)
» Pour les corps solides, la régle suivante est toujours valable.
NDL =6x N—NC
Le nombre 6 représente le nombre de coordonnées nécessaires dans un espace & trois
dimensions pour repérer chaque point de corps solide (3 coordonnées de déplacement (Xcg,
Yeg, Zcg) POUT repérer son centre de gravité, et trois angles de rotation autour trois axes passant
par son centre de gravité pour repérer la position de chaque point de corps solide par rapport

au centre de gravité (O, 0, 'P).
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1.3 Energie cinétique d’un point matériel

Un point matériel peut déplacer sur une ligne droite, et donc la coordonnée g décrit un
déplacement. Dans ce cas, I’énergic cinétique d’un point matériel s’écrit sous la

forme suivante :

1 -

Si par contre, le point matériel fait une rotation autour un axe fixe,

A

m
Figure 1-2. Moment d'inertie d'un pendule simple
La coordonnée ¢ décrit un angle de rotation, et par conséquent
L’énergie cinétique s’écrit :

1 -
T = Emdzqz (1 2)

2

md“ a la dimension d’un moment d’inertie. C’est le moment d’inertie d’une masse

ponctuelle qui se trouve a une distance d de ’axe de rotation.

1o
Exemple : [’énergie cinétique de pendule simple : T = Eml2 7

1.4 Moment d’inertie de quelques corps solide

a) Tige de longueur L et de masse m

IAx - IGx =0
L? 1-3
IAy IAZ = mg ( )
L2
IGy IGZ mE
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—
Ya
i L k™
G
A \ B__,
—
X
Figure 1-3. Tige homogéne
b) Cercle de rayon R et de masse m
R (1-4)
IGx IGy = m7
I;, = mR?

Figure 1-4. Cercle

c) Disque de rayon R et de masse m et cylindre pleine

R? 1-5

IGx IGy mT ( )
RZ
I, =m—

Figure 1-5. Disque

d) Sphere creuse de rayon R et de masse m
(1-6)

2 2
IGX = IGy = IGZ = §mR

10
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e) Sphere pleine de rayon R et de masse m

1-7
Iox =lIgy = Ig, = ngz (-7

1.4.1 Changement d’axe de rotation (Théoreme de Huygens ou théoréme

des axes paralleles)

On passe du moment d’inertie autour d’une droite au moment d’inertie autour d’un
axe paralléle mais passant par le centre de gravité G du solide (figure), et inversement, par la
relation:

I = I/CG + mdz (1-8)

Figure 1-6. Rotation d'un corps solide par rapport a (A)

Exemple : moment d’inertie d 'une tige de langueur L et de masse

M par rapport & un axe passant son extremite.

|, =1/3ML?

1.5 Energie cinétique d’un corps solide

1.5.1 Méthode directe
On peut servir d’un calcul direct pour trouver 1’expression de 1‘énergie totale d’un systéme.

1 ;
T = EI/qu (1-9)

l,, est le moment d’inertie du corps par rapport a 1’axe réel de rotation.

11
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Figure 1-7. Tige homogene

Exemple : Calculer 1’énergie cinétique d’un pendule formé d’une barre de langueur L et de

masse homogéne M tournant autour un axe passant par son extrémite.

o2 o2 o2
T=1|9 _1 E|\/|L2 0 =1ML20
2 2\ 3 6

1.5.2 Méthode indirecte
En partant de la relation précédente de 1’énergie cinétique T = 5 l,.6°

. . . . 2 .
En substituant le moment d’inertie par son expression |,, =1,.; + Md* dans I’expression de
I’énergie cinétique, on obtient.

1 ) 1 . 1 . 1-10
T ZE(I/CG+md2)q2 =§m(dq)2 +§1/CGCI (1-10)

La vitesse linéaire du centre de gravité est donnée par V,, =dq

1

Nous obtenons donc : T ==%mzvcg2 +E ool =T =Tyan + Tox

tran

Tlran TROI

Tyan = 2 MVng est I’énergie cinétique de translation pure du centre de gravité.

1 e : .
Teot = > l,,,0° est I’énergie cinétique de rotation pure autour du centre de gravité.

L’énergie cinétique totale d’un systéme de points matériels est égale a la somme
de ’énergie cinétique de translation du centre de gravité T an et de I’énergie cinétique
de rotation autour du centre de gravité Tt

Exemple : Energie cinétique d’un disque qui se déplace sans glissement sur une ligne droite.

12



Chapitre 1 : Introduction aux équations de Lagrange

¥ F 3 v

oF (] :
ol1 . .
\lj X’ X’

Figure 1-8. Disque en translation et rotation

T =T+ Trot

tran

La condition de roulement sans glissement nous donne : x = Ol = IM = R# et la vitesse du

centre de gravité .V, = % ~RO
T =1MV ch =1MR26?2
2 2
l .
Trot = E I/cg 0

AVeC ljcq est le moment d’inertie du disque par rapport a I’axe qui passe par son centre de

gravité.
1
| eg =§|\/|R2
.2 o2 o2
7 -Lmr2o +1(1MR2)9 _3MR20
2 22 4
Exemple 2

Calculer I’énergie cinétique d’une tige par rapport a un axe passant par son extremité en

utilisant le calcul direct et le calcul indirect.

.2 .2 .2
a) Calcul direct : L’énergie cinétique de la tige T =% 1,0 = %(% MLZJH = % ML* @

b) Calcul indirect : le mouvement peut étre décomposé en une translation du centre de

gravité plus une rotation autour du centre de gravité :

13
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1 _ | CG
i _Xce

=}

Figure 1-9. La composition du mouvement d'une tige

T=T,.,+T

tran Rot

La masse étant homogeéne, son centre de graviteé se trouve au milieu

o2 o2
=1M(£)29 =1|\/|L20
2 2 8

L’énergie cinétique du mouvement relatif autour du centre de gravite :

T

tran

1. f
TRot =E|/cg 0

Ou I, est le moment d’inertie de la barre par rapport au centre de gravité.

L

2 E
:Idm|2= I/Idl IZ:/l—:iML2
L 12 12

I/cg

2
Donc I’énergie cinétique de la barre est :
.2 .2
T :(1+L)MLZH :lMLZH
8 24 6

Remarque
Evidemment le choix de la méthode de calcul dépend de la complexité du systéme étudié.
Pour les systémes constitués des disques en mouvements, il est préférable d’utiliser la méthode

indirecte.
1.6 Energie potentielle

1.6.1 Energie potentielle gravitationnelle:

C’est I’énergie due au champ gravitationnel, et cette énergie est dépond d’un choix arbitraire

du niveau zéro de 1’énergie potentielle.

14



Chapitre 1 : Introduction aux équations de Lagrange

e Centre de gravité est au-dessus du niveau V=0

V=mgh+(C (1-11)
b 4
v=0 ¥

Figure 1-10. Energie potentielle gravitationnelle

C est une constante que 1’on peut déterminer a partir d’un choix arbitraire de niveau zéro de
I’énergie potentielle.
h est la hauteur de la masse par rapport au niveau zéro de 1’énergie potentielle.
Pour h=0, nous avons choisi V=0, et donc C=0.
e Centre de gravité est au-dessous du niveau V=0
V=-mgh+C (1-12)

v=0

e

h:

O

Figure 1-11. Energie potentielle gravitationnelle
Le signe — s’ajoute car le centre de gravité de la masse est au-dessous du niveau zéro V=o.
Dans ce cas aussi la constante C=0 lorsque h=o.
Remarque
Dans les calculs la constate C disparaitra par dérivation par rapport au temps ou par
soustraction, car on ne s’intéresse généralement qu’a la différence entre les
énergies potentielles associées a deux points de I'espace.
1.6.2 Energie potentielle élastique :
C’est I’énergie potentielle emmagasinée dans un ressort, en allongeant ou en compressant ce

dernier par rapport a sa langueur a vide.

15
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V=% K (allongement ou compression)®+ C
7

Figure 1-13. Pendule oscillant vertical

V= lez +C (1-13)
2

V=%K(y+a)2 +C

K : est la constante de raideur de ressort (N/m)
a : est [’allongement du ressort jusqu’a la position d’équilibre.

1.6.3 Energie potentielle de torsion

v =1co? (1-14)
2

C (N/rad) est une constante de torsion

Figure 1-14. Mouvement du torsion

L’énergie potentielle d’un systéme oscillatoire linéaire est proportionnelle au carré de la

variable g, soit :

16
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1 (1-15)
V ==Kq?
5> Ka

Cas des systemes conservatifs
1.7 Equilibre d’un systéme :

On dit qu’un systéme est dans un état d’équilibre si la force résultante exercée sur le systéme
est nulle z F=0. Le systtme est alors soit au repos, soit il effectue un mouvement

rectiligne uniforme (c’est le principe d’inertie, voir le cours physique 01 chapitre 03).

Pour un systéme conservative F =970V 4 13 position d’équilibre (qo) la force est nulle :
av 1-16
ql40
2
Cette position correspond & une position d’équilibre stable lorsque : —; >0
97| 4o
.. r et A
Ou une position d’équilibre instable lorsque : —; <0
qlgo
Position d'équilibre Position d'équilibre
stable instable
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Position d'équilibre Position d'équilibre
stable instable

Dans I’exemple 1, I’expression de I’énergie potentielle s’écrit :

17



Chapitre 1 : Introduction aux équations de Lagrange

V =—-mgcos(0), a I’équilibre %:0 donc mgsin()=0=6=00u @=x

@ =mgcos(0) >0 Equilibre stable.

a q 6=0

% =mgcos(r) <0 Equilibre instable.
O=r

Pendule oscillant vertical

% % %

k

_______ - T
e lm)

hors équilibre
1 2 (1-17)
V =—-Mgx +§K(a + x)

ov 1

2
= 2 Kx“ +(mg —ka)x+C
A Iéquilibre
v
dx

C’est la condition d’équilibre de ce systeme

] =0=(mg—ka) =0 (1-18)
x=0

La condition de roulement sans
glissement est donnée par:

i
Jfl?‘=|'|"u"1
RO=r(6+qp)

18
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Exercice

Déterminer en fonction de 0 les énergies cinétique et potentielle du systéme suivant :

Equilibre Mouvement

727 %

En équilibre ou en mouvement la langueur du fil est constante:

Equilibre: I=h+ntR+Xom N
Mouvement: |=h-Xpy+tR+Xom=-Xm+Xm Xm=2Xm

1.8 Equations de Lagrange pour une particule

1.8.1 Equations de Lagrange

Vers 1756, Lagrange a inventé la fonction de

Lagrange qui vérifie les équations de Lagrange, puis il a

développé la mécanique analytique.

Les équations de Lagrange pour une particule est donnée par :

d ((’)L) oL —0 (1-19)
dt\ag) adq .
Joseph-Louis Lagrange
Remarque 1707-1813
Cette relation est valable pour tous les systemes conservatifs Mathématicien, Mécanicien
non forcés. et Astronome Italien
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Chapitre2 Equations différentielles du second ordre a coefficients constants
2 Chapitre2 Equations différentielles du second ordre a

coefficients constants

2.1 Introduction : pour quoi les équations différentielles ?

e Les oscillations linéaires des systémes peuvent étre décrites mathématiquement par
des équations différentielles.
e Une equation différentielle lineaire du second ordre a coefficients constants est une

variable dépendante x et ses dérivés par rapport au temps :

¥+ 2dx + wix = f(t) (2-1)
o dx L g d’x
avec:x =—- et ¥ =—_5

f(t) estune fonction du temps

Les coefficients A et wg sont des constantes réelles positives
2.2 Equation homogéne

Une équation différentielle homogéne est une équation sans second membre f(t) = 0.
Dans ce module, on va s’intéresser aux équations de type :
¥+ wix=0 et ¥+ 2dx+ wix =0

Commengons d’abord par 1’équation du type :
i+ wfx=0 (2-2)

On cherche une solution de la forme

x(t) = Ae™ ou Aet r sont des constantes = x(t) = Are™ et ¥(t) = Ar?e™
De I’équation (2-3), on déduit 1’équation caractéristique
r2+ w3 =0 dontlessolutionssont 7, =iw, et 1, = —iwg

La solution générale x(t) est alors une combinaison linéaire des deux solutions :

X1 (t) Aleiwot — X(t) Aleiwot + Ale_iwot (2-4)

Ou, A; et A, sont deux constantes qui sont déterminées a partir de deux conditions initiales.
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Chapitre2 Equations différentielles du second ordre a coefficients constants

Pour obtenir une forme simplifiée, on choisit d’utiliser deux constantes C et ¢ qui sont reliées

\ . 1 i 1 i
a A; et A, par les relations : A; = ECel‘P et A, = ECe‘”P

On obtient la solution : x(t) %( el@ott+9) 4 p—ilwotty)
2cos (wot+e)

x(t) = Ccos(wy t + @) (2-5)

Cette solution générale peut également se décomposer sur la base de ces deux solutions :

x(t) — By cos(wgt) + By sin(wgt) (2-6)
B
Oulemodule Cest C =B B et tan(p)= —B_i
Exemple : Résoudre I’équation: ¥ +16x =0
¥+ (4)?2x=0

a)0=4-
x(t) = Acos(4t + ¢)
Remarque : les équations différentielles du type : % + w3 x = 0

Permettent de décrire les mouvements oscillatoires non forcées et non amorties
e Equation homogeéne du type : ¥ + 2dx + wix = 0
On cherche une solution de la forme x(t) = Ce™
De I’équation du mouvement on déduit 1’équation caractéristique 12 + 2Ar + w§ = 0
La solution dépend du discriminant réduit A= 1> — w3

On distingue trois cas possibles, selon que A est supérieure, inférieure ou égale a 0.

Figure 2-1. Pendule oscillant
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Chapitre2 Equations différentielles du second ordre a coefficients constants

Premier cas A< 0

L’équation caractéristique admet deux racines complexes :

r,=—-A%i ’a)o 2=-1+iw

Telque: w =+ w? — 12 est la pseudo-pulsation.
La solution générale est pseudopériodique (voir le graphe ci-dessous), elle est de la forme

x(t) = (Cre'® t + Cre™i@ t Y™ = Ce ™ cos(w't + )
Ccos(w t—¢@)

La pseudo-pulsation du mouvement est plus petite que la pulsation du systéme non amorti.
0 < w,
On parle de régime pseudopériodique car le mouvement a une certaine régularité, car
le temps qui s’écoule entre deux maxima successifs (pseudo-période T/) est constant (figure
2-2).

mouvement amorti pseudopériodique

Figure 2-2. Variation de x en fonction de T pour un mouvement pseudopériodique

Exemple : résoudre I’équation différentielle suivante
L’équation peut étre écrite sous la forme :
2X+4x+18x =0
X+2x+9x =0
¥+ 2%+ (3)2*x =0
A=1¢et wg=3
A=1?2-32<0
Donc la solution est de la forme

x = At~ cos(w' t + @)

AvecA=1et o = wi—212=vV32-12=+8
Alors on obtient : x = A€~ cos(v/8t + @)
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté
3 Chapitre 3 : Oscillations libres des systemes a un degré
de liberté

3.1 Oscillations non amorties

3.1.1 Introduction :

On a vu dans le chapitre préceédent le formalisme mathématique qui nous permit de
calculer les énergies cinétique et potentielle d’un corps solide, mais notre objectif final
consiste a savoir la position, la vitesse et I’accélération de chaque point de ce corps par
rapport a un repere choisi en résolvant 1’équation différentielle du mouvement. Pour aboutir a
un tel objectif trois méthodes sont généralement utilisées :

a) L’application de la 2 ®™ loi de Newton (voir le cours physique 01).

b) L’application du principe de la conservation de 1’énergie totale ou I’énergie mécanique,
cette méthode n’est applicable que pour les systemes isolés, ou toutes les forces sont
conservatives (voir le cours physique 01).

c) L’application d’un formalisme mathématique extrémement efficace appelé le formalisme

de Lagrange, et c’est a ce formalisme que nous allons nous intéresser dans ce chapitre).

3.1.2 Principe de moindre action

Ce principe révéla toute sa valeur grace aux travaux

d’Euler, Lagrange, Jacobi et Helmholtz.

Un systeme physique évolue d’une configuration caractérisée
par un ensemble de valeurs de coordonnées a 1’instant t; vers une
configuration caractérisée par un ensemble de valeurs de

coordonnées a I’instant tp, de telle fagon que I'intégrale.

t,
S = j L(q,,---, 0y ;.- 0y )dt prend la plus petite valeur possible.

4

S et L s’appellent action et fonction de Lagrange, respectivement

Avec L(q;,q;) =T —V estappelé le Lagrangien de systeme.
Leonhard Euler (1707-1783)

Mathématicien et Physicien

Ou T et V sont les énergies cinétique et potentielle du systeme.

Suisse
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systéemes a un degre de liberté

Remarques :

e En mécanique, le principe de moindre action affirme qu‘un corps prend la direction

qui lui permet de dépenser le moins d'énergie dans I'immédiat.

e Lorsqu’on laisse le principe de moindre action conduit notre voiture, il va sans doute

forcer la voiture de prendre la trajectoire de telle sorte que la consommation en

carburant soit minimale.
e La trajectoire que suit un corps est celle qui permet la

transformation instantanée de I'énergie cinétigue en énergie

potentielle la plus petite possible.

e Souvenez vous mes étudiants, le meilleur moyen pour forcer
quelqu’un a faire quelque chose, c’est bien de le convaincre,
(c’est une autre manifestation du principe de moindre action

dans la vie).

Vers 1756, Lagrange a inventé la fonction de Lagrange qui
vérifie les équations de Lagrange, puis il a développé

la mécanique analytique.

Les équations de Lagrange d’un systeme un N degrés de
libertés sont données par :
d 6L)_ oL

° —(—

: 0 i=12,.,N.
dt "aq,”  og;

Joseph-Louis Lagrange

1707-1813
Mathématicien, Mécanicien

et Astronome ltalien

3.1.3 Equation du mouvement (exemple : pendule élastique)

Une masse ponctuelle m suspendue a un ressort vertical de constante de raideur K. La

position d’équilibre correspond a x=0.

Le Lagrangien du systeme L=T-V
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté

—

position
d'équilibre

hors équilibre

Figure 3-1. Pendule oscillant vertical

e Energie cinétique

1 -
T = —mx? (3-1)
2
e Energie potentielle
1 -
V=Vm+VK=—mgx+§K(a+X)2 (3-2)
A I’équilibre
v (3-3)
— =0= —ka) =0
ax]x:o (mg — ka)
En incérant la condition d’équilibre dans I’expression de V, on obtient :
1 -
V=ZKx?+C (3-4)
Le Lagrangien L est donné par la relation L=T-V.
1 1 -
L=Smi? - GKx? +C) (39)
s o Tt 1o d oL, oL
Pour un systéme a un degré de liberté ’équation du mouvement est — (—) — — =
dt ox° ox
On trouve une équation différentielle linéaire de 2™ degré et sans second membre
(homogeéne).
(3-6)

i+—x=0=%+wix=0
m

“
2

Wy
L’étude mathématique des équations différentielles permet de montrer que la forme générale
de la solution est :

X(t) = Ae" Ou A et r sont des constantes = X(t) = Are" et X(t) = Ar’%e"
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté
En substituant dans 1’équation différentielle, on trouve 1’équation caractéristique et sa solution
donnera les valeurs de r:
r’+aof =0 dontlessolutionssont I =im, et r,=-ig,
La solution générale x(t) est alors une combinaison linéaire des deux solutions :
x(t)=Ae et x()=Ae™ ==x(t)=Ae" +Ae
Ou, A; et A, sont deux constantes qui sont déterminées a partir de deux conditions initiales.

Pour obtenir une forme simplifiée on choisit d’utiliser deux constantes C et ¢ qui sont reliées

a A; et A, par les relations :

1. 1
==Ce” et ==Ce"
A 2 A 2

On obtient la solution :  x(t) = %( g!(t0) 4 g iletio)y

2cos(agt+¢)

x(t) = C cos(wot + @) (3-7)
Cette solution genérale peut également se décomposer sur la base de ces deux solutions :
x(t) = By cos(wg t) + B, sin(wy t) (3-8)
ou le module Cest C =4/B/ +B? et tan(p) = —%.
1
La forme de la solution x(t) = Ccos(wO0t + ¢) est la plus utilisée dans les livres de
physique. La variation de x(t) en fonction du temps est représentée sur la figure :

Les constantes C et ¢ sont déterminées a partir de deux conditions initiales :
Pour les conditions initiales :

_ O =x _ [ x=Ccos(p) &9
L= O{x(o) =% {*o = ~@oCsin(y)

On trouve :
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté

x(t) o

Figure 3-2. Variation de x en fonction de t

3.1.4 Approximation de faibles oscillations (Amplitudes)

Lorsqu’on se limite dans le cas des faibles oscillations, nous appliquons le théoreme
de Taylor :

2
f(x) = £(0) +xf (0) + %f (0) + -

92 93 -
sin @ =sin0+9c050+7(—sin0)+§(c050) (3-10)

62 63
cosf =cos0 + O(—sin0) + ?(— cos 0) +§(sin 0)..

Généralement dans nos calculs, pour la fonction sinus on se limite au deuxieme terme.
Exemple

sin@~0 sind =0
0 <<= 2 0 <<= e sin(2°) = sin(0.034888rad ) ~ 0.034880
cosezl—? cosf=1-—
Exemple d’application

EFS 2016

Le systeme ci-contre, est constitué de deux tiges perpendiculaires et de masses négligeables.
my; my et mz sont des masses ponctuelles, m; est reliée a m, par la tige de langueur L, mj est
fixée a I’'une des extrémités de la tige de langueur £. Tout le systéme peut osciller (faibles
oscillations) sans frottement autour d’un axe fixe passant par O. Un ressort de constante de

raideur k est attaché a la masse my. A I’équilibre =0, le ressort est déformé par AL.

27



Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté

“.‘

1) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité a partir de 1’énergie
potentielle.

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 1I’énergie
potentielle.

3) Donner I’expression de 1’énergie cinétique du systéme.

4) Etablir I’équation différentielle du mouvement. Discuter la solution de 1’équation
différentielle.

Solution

1) Energie potentielle
L . L . 1. L )
V=V, +V ,+V ;+V, =—-mg Esm(¢9)+ng Esm(49)+msg£cos(0)+§k (EG+M)

2

0
cos(@) =1——
(9) 5

sin(0) ~ 0
1| kL2 L L L

V == —-m.g/ |6°+|m.g —+k —=A/—m,g — |6+C
2|: 1 30 } ‘: 29 > > 19 2:|

e Condition d’équilibre :

L

[av } =0=m,g £+k LM—mlg—zo
-0 2 2 2

20
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté

e Condition de stabilité

2
N >0:>ki—m3g€>0
00 4

2) Expression simplifiée de 1’énergie potentielle

2
% =%{%—m3g402 +C

3) Energie cinétique

T=T,,+T,,+T., =%m1(%j 92+%m2(%j e%%mgﬁ 6*

2 2 .
T =%{ml(%j +m2(%j +m3€2}02

4) Equation du mouvement

; . ———m,g/
E[a_F]—(%J=0:H+ 4 6=0

Solution de I’équation du mouvement

-Lorsque I’équilibre est stable, la solution est : &(t) = C cos(w,t + @)
-Lorsque I’équilibre est instable, la solution est : &(t) = Be™" + B,e™"

3.2 Oscillations amorties a un degré de liberte
3.2.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous n’avons pas pris en compte les forces de frottement qui sont a
’origine de la perte d’énergie mécanique. En réalité, un pendule simple en mouvement
revient a sa position d’équilibre apres un certain temps a cause de la dissipation de son
énergie mécanique sous forme de chaleur. Par simple intuition, on réalise que le pendule
provoque des frottements avec son environnement (air ou autre fluide).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux cas simples, ou la perte d’énergie est due
a des frottements visqueux pour lesquels les forces de frottement sont proportionnelles a la

vitesse.
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté

3.2.2 Amortisseur

Un amortisseur est un dispositif servant a amortir le mouvement, il est constitué d’un
élément (ou deux éléments) mobile a I’intérieur d’un récipient contenant un fluide

Visqueux.

(@) (b)

Figure 3-3. Amortisseur

Si le corps se déplace avec de faible vitesse, la force de frottement est donnée par :

-Cas (a) f. =—aX (Xest la vitesse relative de la partie mobile de I’amortisseur par
rapport a la partie fixe.

- Cas (b) fe =—a(X —X%X,) (% —%,)est lavitesse relative des deux parties mobiles de

I’amortisseur 1’une par rapport a 1’autre.

Ou «est appelé coefficient de frottement. L’unité de o peut étre déterminée a I’aide de

_fe]_wmer

= =MT™
V] LT

I’équation aux dimensions : [c]

Dans le cas (), la force e frottement peut étre écrite comme la dérivée par rapport a la vitesse

d’une fonction qu’on appelle fonction de dissipation D.

aD 1, (3-11)

3.2.3 Equation du mouvement d’un systéme amorti

L’¢équation de Lagrange d’un systeme amorti a un degré de liberté est donnée par :

E(%) _a_L = _@ & ma= _& +Zf car a_L:M:_a_V
dt "ox’  ox X ox frotement X X X
ma z f conservative Z firotement Z f conservative

ma = z f conservatie + Z ffrottement = z fextérieure ieme 1
C’est la 27" loi de Newton
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systémes a un degre de liberté

Exemple (pendule élastique)

o —>
T=tm¢  v=lwe p=lax  H
2 2 2 k m
On obtient I’équation du mouvement suivante : G
mX+ox+kx=0 Figure 3-4. Pendule vertical

Ou hien :

X+ 2%+ @, x =0

N p . (04 .
ou Aest appelé le facteur d’amortissement, avec A = om’ et w, est la pulsation propre du
m

X 2 K
systeme, @,” =—.
m

On remarque que A est homogene a I’inverse d’un temps et son unité est st Plus 4 est
grand, plus I’amortissement est important et plus 1’oscillateur s’arréte vite.
3.2.4 Solution de I’équation du mouvement
On cherche une solution de la forme
x(t) = Ce™ (3-12)

De I’équation du mouvement on déduit I’équation caractéristique

r2+2r+wi =0 (3-13)
La solution dépend du discriminant réduit A = A2 —a)oz. On distingue trois cas possibles, selon

que A est superieure, inférieure ou égale a w, .

e Premier cas : Amortissements grands (Systéme suramorti ou
aperiodique) : 1 > o,

Dans ce cas, I’équation caractéristique possede deux solutions réelles et négatives :

T2 = -1+ ’AZ - (l)g (3_14)

La solution générale x(t) s’écrit comme combinaison lin€aire des solutions correspondantes a
chacune des valeurs de r:

x(t) = Cie™t + C et (3-15)
Les constantes C; et C, peuvent étre déterminées a partir de deux conditions initiales.
Puisque les valeurs ry et r, sont négatives, la solution x(t)=> 0 quand t=. Ce type de

mouvement est appelé mouvement amorti apériodique.
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x()
A

mouvement amorti apériodique

»t

>

Figure 3-5. Variation de x(t) en fonction de t

e Deuxieme cas : Amortissement critique
A =w, L’équation caractéristique posséde une racine double : r, =1, =1

La solution générale s’écrit: X(t) = (C, +C,t)e™

Démonstration
On fait le changement de variable suivant :

d _
y(O) = i+ v = —y() = i + A (3-10)

L’équation différentielle devient :

X’+2b’(+w02x=0

$+ﬂy(t):0<:> X+ AX+A(x+Ax)=0 car A’ =@,

Pour résoudre cette équation, nous cherchons les solutions du systéme d’équations suivant :

dy(t) (3-17)
——+Ay(t) =0
7 TQ@
y(t) =x+ Ax
De I’équation (3-17), on trouve
y(t) = Cre™ (3-18)

La solution de la deuxiéme équation du systéme s’écrit : x(t) = C(t)e ™.

En injectant cette solution dans 1’équation différentielle de x(t), on tire que

dc
4 = Ca- Do CO=C, +Cyt

C’est-a-dire que la solution générale est x(t) = (C, +C,t)e™

Dans ce cas, le mouvement est aussi apériodique. Cet état du systeme s’appelle état critique.
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Remargue
Dans [’état critique X(t) tend vers 0 plus vite que [ ’état apériodique (amortissements grands).

x(t)
A

mouvement amorti critique

p L

Figure 3-6. Variation de x(t) en fonction de t

e Troisieme cas: 1<w, Amortissements faibles (systéme sous-amorti ou
pseudopériodique )

L’équation caractéristique admet deux racines complexes :
) , 3-19
r1’2=—/1¢1/w§—/125—/1¢w) (3-19)
w'=~aw, -2 est la pseudo-pulsation.

La solution générale est pseudopériodique (voir le graphe ci-dessous), elle est de la forme :

(3-20)

x(t) = (Clei"’,'t + Cze_i‘*’,t> e = Ce M cos(w't + @)
C cos (' t+¢)

La pseudo-pulsation du mouvement est plus petite que la pulsation propre du systeme non
amorti. ‘@' < a,.
On parle de régime pseudopériodique car le mouvement a une certaine régularité, car le temps

qui s’écoule entre deux maxima successifs (pseudo-période T ') est constant (figure).
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[\ mouvement amorti pseudopériodique

I :
(LLRRA

Figure 3-7. Variation de x en fonction de t

Conditions initiales
X(t) = Ce ™ cos(w't + @)
X(t) =—Cle ™ cos(w't + ¢) —Caw'e ™ sin(w't + @)

x(0) = x, _ {x(O) = Ccosp = Xg (4) (3-21)

t=0= {x(O) =%, L(0) = —CAcos(p) — Cw' sin(@) = %, (B)

cos’ () +sin’(p) =1=>sin(p) = «/1 cos’(p) = 1——

Xo
cosQ = —

X C
(A) = cosp = —

(
I
: - —
(B) = —CAcos(p) — Cw' /1 — cos? ¢ = %, t—,1950 —Jc2w' |1- (?0) = %,

(B) = —Axy — w /Cz —x2 = %

(B) —CAcos(p) — Cw sin(p) % , X0
=—=-1-wt =—
(4) Ccosq Xo @ tan(e) Xo

tan(p) = _—%{X—O + /1}
@' | X

0
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Chapitre 3 : Oscillations libres des systéemes a un degre de liberté

3.2.5 Décrément logarithmique :

On définit le décrément logarithmique Dy, qui représente la décroissance de I’amplitude a une

seule période

D, = In(&) = AT/

"X+ T)
On = In(x(tXJ(rt')I" )) =ln Ce“‘cﬁ) ioz(zsaf'a()tlt:T(e; + ) =T car T' = 20)_7[
T’ est la pseudo-période du systéme.
Aprés n pseudo période T', le décrément logarithmique est donné par :
1 x(t) : (3-22)

Dln = —ln(

n o x(t+ nT')) =T

Réciproquement, on peut déterminer la pseudo-période T/ en fonction du décrément

a)l2=a)2_ﬂ,2 2
° =T/ =T, 1+ D'nz
D,, = AT’ ar

3.2.6 Energie mécanique d’un oscillateur amorti

logarithmique D,,:

L’énergie mécanique du pendule €lastique est la somme des énergies cinétique et potentielle.

1 1 (3-23)
a2 o e2
E = sz +2mx

x(t)=Ce ™ cos(w't+¢p) et x(t)=-Cle " cos(w't+¢)-Cw'e ™ sin(w't+p)

X(t)=—Ce ™ [Acos(w't+p)+o'sin(w't+g)] avec A=VA’+w” =@, et tana:il
w

Asin(o't+p+a)

On trouve donc : X(t) = —Ca,e * sin(@'t +p+a)
1 2,2t 2 ' 1 2 K 2 a3~ 2 '
EzzKC e " cos (a)t+go)+§mC = e sin“(o't+p+a)
E=%KCZe‘“[cosz(a)'t+¢)+sin2(a)'t+go+a)}:%KCZe‘“‘[1—sin2(a)‘t+go)+sin2(a)‘t+go+a)}

E= % KC%™?* [1+(sin(a)'t +p+a)+sin (o't +(p))(sin(a)'t +o+a)-sin(o't +go))]
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On utilise les formules trigonométriques: sina+sing=2sin Mcosa—f et sina—sing=2sin #cos#
E= 1 KC2% 2|1+ 2sin(0't+ ¢+ L) cosZ || 2cos(@'t + o+ Z)sin(Z)
2 i 2 2 2 2
E= 1 KC?% " |1+| 2sin(w't +¢)+g) cos(w't + (p+g) 2c0s Zsin(%)
2 2 2 2 2
i Sin2(a)'t+(/l+%) sina |
Nous obtenons 1’expression finale de 1’énergie mécanique.
(3-24)

1 . a
E =§KC2e_2’“ [1+sina><sin2(w t+(p+§]

3.2.7 Facteur de qualité

On appelle facteur de qualité Q le rapport entre 1’énergie mécanique et la perte d’énergie
dans une pseudo période.

E(t) (3-25)
Vs 7
Et)—E(t+T)
Q est une grandeur physique sans dimension.
Ona:

Q=2

E(+T) = 2KC2% 0™ | 11 sinaxsin2(o'(t+T) + o+ %)
2 — 2

t+2—ﬂ:
[

Nous calculons 1’énergie perdue dans une pseudo période :
no 1 2,2t ; ; ' a —24T
E(t)-E(t+T)—EKC e2*| 1+sin a xsin 2(w t+go+5) [1-e*7]

Nous trouvons donc :

E®) 2n (3-26)

=2 —= ;
¢ 7TE(t)—E(t+T) 1 —e 24T

Dans le cas des faibles amortissements : A<<w’=/w? — 1> = w,
2AT' 2
e =l+e=>e"" ~e “®xl1-4dr—

On trouve finalement 1’expression du facteur de qualité dans le cas des faibles

amortissements :

_ %o (3-27)
Q= 22
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Ce facteur est d’autant plus grand que 1’amortissement est faible, et il est d “une trés grande
importance pour les ingénieures, parce qu’une grande valeur de Q (amortissement faible),
peut provoquer la destruction des batiments et des ouvrages d’art comme les ponts (voir le
prochain chapitre : phénomeéne de résonance).

Exemple d’application 4
Pour le systeme ci-contre

1) Donner la condition d’équilibre si OA=L/3

I’équilibre correspond a 6=0. OB-2L/3

2) Trouver I’équation différentielle du

mouvement

Solution

1 L
Vk1 :Ekl(al"'dle)z d1:§

1
V,,, =5 ki@, +d,0) d, ===

V,, =-mgLé
Condition d’équilibre
k,d,a, +k,d,a, =mgL

1

o L (ki +k,)0?

\ :%kl(dl@)2 +%k2(d2¢9)2 =

T =3m|_29'2
2

D= 105L249'2

2
Equation du mouvement
ml_zéiml_ze'+%|_2(k1 +4k,)8 =0

0+210+020=0

l=ia)g :(k1+4k2)
2m 9m
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4 Chapitre 4. Oscillations forcées a un degré de liberté

4.1 Introduction

Si I’on veut que les oscillations se maintiennent avec la méme amplitude, il faut
continuellement fournir au systéme une quantité d’énergie égale a celle perdue a cause des forces
de frottements, autrement dit, il faut appliquer une fore extérieure, et les oscillations dans ce cas
sont appelées oscillations forcées.

En général, on définit une oscillation forcée, tout systéme en mouvement soumis a
I’action d’une force extérieure F(t) variable.

Exemple : mouvement sismique
Un immeuble modélisé par un systeme masse-ressort subit a un mouvement sismique
sinusoidal de la forme : xs(t)=acos(Qt), a cause de la propagation de ce mouvement une

force F(t)=Fqcos(Qr) est appliquée a la masse m

Epicentre du
seisme x; = aCos (Qt) x(t)

(@]

F(t) = FyCos (Qf)

Figure 4-1. Analogie systéme masse-ressort a un mouvement sismique

Energie cinétique

2 (4-1)

Energie potentielle

V= %k(x — x,)? (4-2)

L’équation du mouvement de ce systéme s’écrit:

d (0L\ 0oL _ L kR (4-3)
E(&)_a_F(t)=>x+ax—gcos(ﬂt)
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Chapitre 4. Oscillations forcées a un degré de liberté

4.2 Equation du mouvement (masse-ressort-amortisseur)

L’équation du mouvement d’un systéme forcé est donnée par 1’équation :
d (0L dL aD -
—(—.)——+—.=Fq(t) (4-4)
dt\dq/ 0dq 0Jq

OU, Fq(t) est appelée la force généralisée, elle est donnée par la relation.

r () @2 )

e T cstle vecteur qui repére le point d’application de la force extérieure.

e Lorsque g décrit un déplacement, la force généralisée est la force extérieure appliquée au

systeme.

e Lorsque g décrit une variable de rotation (angle), la force généralisée dans ce cas est le

moment de la force extérieure appliquée au systeme.
Exemple : Pendule élastique horizontal

F(D)

X
a —
k : m
v
Figure 4-2. Systeme forcé
L’¢équation du mouvement de ce systéme est :
F() (4-6)

¥4 2% + wix = ——
m

1=2 et W, = S
2m m

L’équation différentielle (4-6) est linéaire non homogéne (avec second membre) a

coefficients constants.
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Chapitre 4. Oscillations forcées a un degré de liberté

4.3 Solution de I’équation du mouvement
La solution générale de 1’équation (4-6) est la somme de la solution de I’équation
homogene Xy (sans second membre) et la solution particuliére de 1’équation différentielle
avec le second membre X,.
x() = xp () + x, () (4-7)
4.3.1 Régime transitoire (début du mouvement-> xy(t)#0)
I1 faut signaler qu’au début du mouvement la solution Xy (t) n’est pas nulle et la
solution génerale est la somme de Xy et X, on est alors dans le régime transitoire.
x(t) = xy (6) + x, (2) (4-8)
L’expression de la solution homogene Xy dépend du A’, mais dans tous les cas xy tend vers zéro

apres un certain temps (voir les figures).

. . Vrégime ~
¥4+21%+wdx=0 xy—0 (4-9)
E U ———— (U — x - -
A | Régime apériodique A Régime critique A Régime pseudopériodique
_ t
,t !

Figure 4-3. Régimes transitoires

4.3.2 Régime permanent (solution homogene tend vers zéro)
Au fil du temps la solution homogeéne x4 (t) tend vers zéro, donc il ne nous reste

comme solution que la solution particuliere xp (t) .

X(t) = x, () +x,(t) Apresune courte dureée x(t)= X, (t)
(N régime  permanent
régime  transitoire

x(t) = x,(t) (4-10)
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4.3.3 Méthode des nombres complexes
La méthode des nombres complexes permet de transformer 1’équation différentielle en
une équation algéebrique.

Meéthode des nombres
complexes

Equation différentielle > Equation algébrique

Figure 4-4. Méthode des nombres complexes

La force extérieure est une fonction périodique du temps de pulsation Q.
F(t) = F, cos(Qt) (4-11)
La notation complexe de la force est :
F(t)=F,e” avec F(t)=F,cos(Qt)= Re[FoeiQtJ
Re : signifie la partie réelle du nombre complexe.

On cherche une solution particuliére de la méme forme que le second membre de I’équation

différentielle :

X(t) =%, cos(Qt+¢)  Sanotation complexe est  x(t) = x,' ™ = xee™
7;,0
On pose :
X, = X%,€"
Alors, on peut écrire :
@ — xoeiQ'[

En substituant I’expression de X(t) dans I’équation différentielle (4-6), on trouve la solution
complexe :
F

X, = m et X, =xe"
— (@ -QY)+2iAQ =2

On cherche le module et I’argument de ce nombre complexe :
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FO

B m
(@} —9%)+2i20)

H

[ (05 -Q%)+2i2Q |

X, =‘&‘ et go:argument(&):arg

On peut écrire ;

— _ Fo 2 . _ 20
Q= arg(&) =arg {F} —arg [(a)o -Q%)+ ZI}LQ] =0—arctan {M}
Le module de ce nombre complexe donne la valeur de xo et son argument donne la valeur de ¢ :

x, =0 L @ =—arctan {—MQ }
Dom J(@ -7 + 4207 ;- O’

@y —

4.4 Variation de I’amplitude en fonction de la pulsation

Lorsqu’on varie la pulsation de la force excitatrice, 1’amplitude X, atteint une valeur

maximale lorsque la dérivé de xo par rapport a Q est nulle.

X0max

Xom axﬁ

Q O X

Figure 4-5. Phénomene de résonance

2';;’9[92—w§+212] i

[ (5 -Q%)’ +4/1292]3

dx, _

dQ
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Chapitre 4. Oscillations forcées a un degré de liberté

Il existe un maximum a la pulsation de résonance Qg

Seulement si la condition de résonance est vérifiée :

OS2 Oy =\l —2k

On constate sur la figure que ’amplitude x, est d’autant plus importante que la pulsation de la
force extérieure est proche de la pulsation de résonance.
Remarque

Dans le domaine du batiment et/ou du genie civil, si la pulsation de résonance du
résonateur (bdtiment, pont...) coincide avec la pulsation de [D’excitateur ( vent fort,
tremblements de terre... 'amplitude du résonateur peut prendre de trés grandes valeurs, et
cela peut provoquer la destruction des bitiments et des ouvrages d’art comme les ponts. On
peut citer comme exemple : le 7 novembre 1940, le pont de Tacoma Narrows s’effondre sous

Uaction du vent.

4.5 Variation de la phase en fonction de la pulsation

Nous avons déja calculé ¢ :
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210 (4-12)

240
@ = —arctan —wg 2 = tan(—¢) = —a)g ey

Pour les faibles amortissements, on a :

A << @y = Qp = \Ja —22% = w,

On peut tracer la variation de ¢ en fonction de €, en servant du tableau suivant :

Q 0 g +ol
[0) 0 -1/2 -T
P
F
CIJIQ- > O
|
[
/2 ===
_E ________________

Figure 4-6. Variation de ¢ en fonction de Q

Pour pouvoir diminuer I’amplitude de résonance, on essaye de diminuer la valeur du facteur de
qualité Q .

Qg (4-13)
Q-

AQ=0Q,-Q1 =2\ est appelé la bande passante.

Q=

Lorsque le facteur d’amortissement augmente la bande passante augmente et le facteur de qualité

diminue, et par conséquent I’amplitude de vibration diminue également (figure 4-7).
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v

Figure 4-7. Variation de

Les pulsations Q; et Q, sont appelées les pulsations de coupure, pour lesquelles :

Xo(Qy) = xo(U2,) = x(ir/r;x (4-14)

4.6 Analogie électrique

Des systemes mécaniques peuvent étre représentés par des circuits électriques analogues.
On constate que la relation entre le courant électrique i et la charge électrique g est exactement de
méme nature que celle qui existent entre la vitesse v et la position x d’un systéme mécanique :
. d dx
1= ) et v=—
dt dt

Analogie force tension : On prend I’exemple suivant :

F(t) L
x ———— F—\WWWW—
o —> R
"' — 9

7 |1

11

C

En appliquant le formalisme de lagrange: En appliquant la loi des mailles, on trouve:
mx“tax +tkx=F(t) Lq*tRq+1/C g=e(t)

Figure 4-8. Analogie systemes mécaniques/systemes électriques
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Sur le plan mathématique, les deux équations différentielles sont parfaitement analogues :
Par identification, on peut facilement résumer les relations d’équivalence entre les deux systemes

dans le tableau suivant :

Systeme mécanique | Systéeme électrique
Masse (m) Bobine (L)
Amortisseur (o) Résistance (R)

Ressort (k) Condensateur (1/C)
Vitesse v(t) Courant i(t)

4.7 Puissance fournie et puissance dissipée
e Puissance fournie par la force extérieure
La puissance fournie par la force extérieure peut étre calculée a partir de la relation :
Pe(t) = Fope (£). v(8) (4-15)
Fext : est la force extérieure appliquée sur le systéme.
v(t) : est la vitesse du point d’application de la force extérieure.
Dans le cas ou :
v(t)=x(t) avec Xx(t)=x,cos(Qt+e)

La puissance instantanée fournie par la force s’écrit :

Pr(t) = —FyQxg cos(Qt) sin(Qt + @) (4-16)

Sa valeur moyenne est :

]
(P (®) _% j F,Qx, cos(Qt) sin(Qt + g)dt
0

e Puissance dissipée par I’amortisseur

Cette puissance est donnée par la relation

P.(t)=av,’=ax’ = P,([t) =ax;’sin*(Qt +¢)
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La puissance moyenne dissipée

.
(P, (1)) = % j ax2Q? sin?(Qt + g)dt
0
On trouve apreés le calcul :

(P (8)) = %axéﬂz #17)

4.8 Impédance électrigue et impédance mécanique

L'impédance électrique est une grandeur qui caractérise la maniére dont le circuit freine

le passage du courant en donnant le rapport qui existe entre la tension de la source et le courant
résultant.

Lorsqu’on utilise la notation complexe du courant électrique

1= Ije'™ (4-18)
L’impédance électrique est définie par :
|4 -
z=5  (ohm) (4-19)
e Résistance
vV -
Ve=RL=Z; == =R (420
e Bobine
DI |4 (4-21)
=L—==iQLl = Z ==iQL
v dt l 15 A ! l
e Condensateur

q 1 o1 v 1 (4-22)
Ye=¢ cf—d‘ ac 4717 c

complexe :

On observe clairement le déphasage entre le courant et la tension lorsqu’on utilise la notation

Zgr = R = Re® (4-23)
Z, = iQL = QLe'™/?
1 1
Jr=— = — —im /2
\%¢ ~c " ac’
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Par analogie, on peut définir aussi ’impédance mécanique par la relation suivante :

7 = E(t) (4-24)
)
e Amortisseur
E av -
seo e @ _ (4-25)
= Vg v
e Ressort
F  kx : i :
Z, =—L%=—avec x=xe" <x=i0xe""
vV, X
kxge"  k (4-26)
2k T 0 el 0
iQxge i)
e Masse
F .
Z,=—"=— a=X=Vv=IQv
vV oV
imQuv N
2= g (4-27)
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5 Chapitre 5 : Oscillations libres a deux degrés de liberte

5.1 Introduction :

On définit un systeme a plusieurs degrés de libertés par un systéme mécanique (ou circuit
électrique) qui nécessitent plusieurs coordonnées généralisées pour le décrire. pour étudier un

systéme a deux degreés de liberté on aura besoin de deux coordonnées q; et .

Quelques systémes a 2DL

»

. »

M ¥y2

L
[+])
X1 m;
I

02
X mz
XV

Figure 5-1. Systemes a 2 degrés de liberté

5.2 Equations de Lagrange

Pour I’étude des systémes a deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux équations
différentielles du mouvement que I’on peut obtenir a partir des équations de Lagrange.
dfory_or e8
{ dtlog;l 0q
drory_or _
\dz lag,] ~aq,
Pour les systemes oscillatoires régis par les équations de cette forme, on cherche une solution
périodique de la forme suivante :

{ql (t) = Aq cos(wt + @) (5-2)
q,(t) = A, cos(wt + @)
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Exemple : pendules couplés

&

t=t|]+ L6, -1L6;
ﬁt=L(B‘:—B‘1]

Figure 5-2. Pendules couplés

Les énergies cinétiques et potentielles s’€écrivent :
T:%ml2(912+9§)
V=mgI(l—coséh)+mgI(1—cos¢92)+%klz(92—6&)2

Le systeme d’équations du mouvement s’écrit
ml26i+(mgl+kI12) G-k 126:=0 .
{kl2&+mlz[9'z+(mgl+klz)02—0 )

On cherche une solution de la forme  G=Acos(wt+¢) i=1,2.
(mgl+kl2—m12@?) A—KI? A=0

On obtient le systeme algébrique suivant :
—kI2A+(mgl+k12—mI2@?)A=0
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Ce qui constitue un systéme d’équations linéaires homogenes dont les inconnues sont A; et
A,. Ce systeme admet une solution non identiquement nulle seulement si le déterminant A(w)

des coefficients de A; et A, est égal a zéro.

[k1 + K — mla)z] —-K

A(a)) - —-K [kz + K — mzwz]

Le déterminant A(w) est appelé déterminant caractéristique. L’équation A(w) = 0 est
appelée I’équation caractéristique ou équation aux pulsations propres. Elle s’écrit

Le déterminant de ce systéme est égal a :

(FE-09-Ey=G -0 25020

Les pulsations propres sont donc égales a : col:\/?: et w2=, /%”% .

La solution générale est une combinaison linéaire des solutions :
{91 (t) = A, cos(at +¢) + A, cos(a,t + ¢,)
0, (t) = A, cos(at+ @) + Ay, cos(wyt +¢,)
Mode propre : On appelle mode propre de vibration du systéme couplé un mode

d’oscillation pour lequel les deux pendules ont un mouvement sinusoidal de méme
pulsation.
On appelle vecteur propre associé " a la valeur propre o ces solutions non triviales.

On cherche le premier vecteur propre en remplacant dans le systéeme w par o :

an
Ay

Gi=A1cos(ant-+¢n)
62=A1c0oS(ant+¢n)

On trouve dans ce cas :Aj1=A1,

Le premier mode propre s’écrit, alors

Les deux pendules vibrent en phase.

Par la méme méthode, le second vecteur propre Vérifie (w=awz) est Aa=—Fe>.
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o
_Aiz

On remarque que les deux vecteurs propres sont orthogonaux.

G0 m[ A, ]=0
An _A12

Le mode propre correspondant s’écrit
G=A2c0S (et +¢2)
{sz—Alzcos(a)zH(pz)
Dans ce cas la les deux pendules vibrent en opposition de phase.
Puisque le systeme d’équations différentielles est linéaire, la solution générale est la somme des
deux solutions, soit :

(**)

G=Au11c0S(ant+¢n)+ A2COS(wat+¢2)
6>=A1C0S (nt+gn)— A2C0S(wat+¢2)

Ceci indique que n’importe quelle solution se décompose sur la base de ces deux solutions
orthogonales.

Les constantes Asj, A1z, ¢ret g2sont déterminées a partir de 4 conditions initiales.
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6 Examens et solutions

UNIVERSITE YAHIA FARES DE MEDEA

F.S. Département SM Mardi 17-01 -2023
L2 Chimie 08H30 — 10H00

EFS1: VIBRATIONS, ONDES & OPTIQUE

Exercice 018 points)

Le systéeme représenté dans la figure 1 est constitué de

deux masses, 2m et m, fixées sur une tige de mas 7
négligeable de longueur 2¢.

Les masses 2m et m sont attachées a un amortisseur

et un ressort de constante de raideur k, respectivemer

A 1'équilibre 6 =0, 1'allongement du ressort Al =0.
Figure 1

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.

2) Déterminer la fonction de dissipation.

3) Discuter la stabilité du systeme.

4) Etablir I'équation du mouvement.

5) Donner la solution de I'équation du mouvement pour un équilibre instable

Exercice 02(7 points) Equilibbre  Mouvement

- Z 7 7

Un disque de masse M et de rayon R, attache a

un ressort de constante de raideur K, peut

osciller verticalement et sans glissement. Une ~ ~~""x """ M= 1Kg
o IM m=0.1Kg

masse ponctuelle m est fixée au centre du  .....¥Y._..._. { £ _

m R=20cm
disque (Figure 2). e{ Af= 10 cm
A I'équilibre, I'allongement du ressort est A€.

(MR)
Figure 2
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1) Trouver la condition d'équilibre & partir de I'énergie potentielle. En déduire la constante de
raideur K du ressort.

2) Déterminer I'énergie cinétique du systeme.

3) Etablir I'équation du mouvement.

4) Calculer la pulsation propre mo du systéme.

Exercice 03 (5 points)
Le systeme représenté sur la figure 3 est constitué 7

de deux pendules simples identiques de masse m
et de longueur £, fixés a un bati fixe horizontal.
Un ressort de raideur K, fixé a une distance £/2 du
bati, assure le couplage entre les deux pendules. A
I’équilibre les deux pendules sont verticaux (le
ressort n’est pas déformé; AL=0).

On suppose que les masses des tiges sont

négligeables, et on considérera le cas des faibles

oscillations.

Figure 3

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systéme.
2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systéme.
3) Déterminer les pulsations propres du systéme.

Bon courage

/
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Solution EXO02:
1) Condition d'équilibre.
V=Vy+V, +V

= —MgRO — mgRO + 5 k(R6 + AL)?

1
V ==kR%*6% + (kRA¢ — MgR — mgR)6 + ¢

2
A léquilibre: 2y =0 => kRAL — (M — m)gR = 0
= (M —m)g
Y
_ (1-0.)10 _
=000 — 110N /m

2) Energie cinétique.
T=Ty+T,

= ZMR?§? + s mR?6?
T =M +m)R?H?

3) Equation de movement.

d<6{’)_dt_
dt\gg/ do
£=T-V

_13 242 _ 1, p2p2
—2(2M+m)R9 ~kR?6

=>(%M+m)é+k9=0

k

3
EM +m

6+ 0=0

4) Pulsation.

k

Wy = |7
3

§M+m

= [ —829rad/s

3
51 +0.1
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Examens et solutions

UNIVERSITE YAHIA FARES DE MEDEA

F.S. Département SM Samedi 22-01 - 2022 L2
Chimie 10H00 — 11H00

EFS1: VIBRATIONS, ONDES & OPTIQUE

Exercice 0112 points)

Une tige de masse négligeable et de langueur ¢ porte a ses
extrémités deux masses ponctuelles 2m et 3m. La masse
3m est reliée a un ressort de constante de raideur k, alors
que la masse 2m est reliée a un amortisseur a. Tout le

systeme peut osciller (faibles oscillations) sans frottement

autour d’un axe fixe passant par O. La position

d’équilibre correspond a 6=0.

1) Déterminer le moment d'inertie du systéme par rapport a I'axe de rotation  passant par O.
2) Déterminer 1’énergie cinétique et la fonction de dissipation du systeme.
3) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité a partir de 1’énergie potentielle. En
déduire la déformation du ressort At en fonction de m, a, £ et k.
4) Pour quelle valeur de a la déformation du ressort est nulle a I'équilibre.
5) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de  1’énergie potentielle.
6) Etablir I’équation différentielle du mouvement.
7) Donner la condition pour laquelle le systéme se trouve dans un régime critique. 8) Donner
I'expression générale de la solution de I'équation différentielle dans ce cas.
Exercice 02(8 points)
Le systeme représenté sur la figure ci-dessous est constitué de deux pendules simples identiques
de masse m et de longueur ¢, fixés a un béti fixe horizontal. Un ressort de raideur K, fixé a une
distance €/3 du bati, assure le couplage entre les deux pendules. A I’équilibre les deux pendules

sont verticaux (le ressort n’est pas déformé; A€=0).
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Examens et solutions

On suppose que les masses des tiges sont négligeables, et on considérera le cas des faibles

oscillations.

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systéeme.

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systéme.

3) Déterminer les pulsations propres du systeme.

4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires% pour chacun des modes propres de ce
systéme. En déduire les solutions générales 01(t) et 0(t).

Bon courage

/
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Examens et solutions

Correction de I'EES: Physique 03
Année 2021/2022

Exercice 1(12 points)

1/ Le moment d'inertie du systéme par rapport a I'axe de rotation passant par O.
[ =12m + I3m = 2m(¢ — a)? + 3m(a)?

2/ Déterminer ’énergie cinétique et fonction de dissipation

1 o1 .

T =Ty + Tz = E(Zm)(f — a)?6? +§(3m)(a)292
1 .
T=Bm+nm=§mpw—af+3myw2

1 .
D= Ea(f —a)?9?
3) Energie potentielle
V =V + Vo + Vk = +2mg(£ — a)sinf — 3mgasiné + %k(a@ + A£)?

Pour les faibles oscillations: sinf =~ 0

1
V= Ek(a@)2 + [2mg(¢ — a) — 3mga + kaAf]0 + C

1
V= Ek(a@)z + [2mgf — 5mga + kaAf]0 + C

4) Condition d*équilibre:

%, =0===>2mgt - + — 0===> Ap = —Zmglromga
[59]9=0 0===>2mg? — 5mga + kaAf = 0===> A¢ = -
Stabilité:

[—62V] >0 condition toujours vérifiée

5) La déformation du ressort est nulle a I'équilibre
A = 0===>¢q = 25—{)

6) Expression finale de I'énergie potentielle

V—lk 0)?
=3 (ad)
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Examens et solutions
7) L’équation différentielle du mouvement:

d [a\-_[am, a

—|— 1| = [r—=0
i\ g5) \86) 34

m[2(£ — a)? +3(a)?]10 + a(£ — a)? 6 +ka?6 =0
o a(f — a)? o ka? 9=0
TRt -ar+3@7 ' T mze—ar 1 3@7° -

8) le systéme se trouve dans un régime critique lorsque:

z ka?

o [2(f—a)2+3(a)?]

w§ -2 [1 a(f—a)? ]

2 m[2(f—a)2+3(a)?]
Solution:
6 = (A+ Bt)e™

Exercice 2(8 points)

1) Les énergies cinétique et potentielle du systeme

T = %m#zéf + %m#zézz

1 ¢ '
V=Vm+Vm+Vk = —mgfcosd; — mgfcosd, + Ek(g 0, — 591)2
8 e
cos(8) = 177 cos(8y) =1 >

1 , 1 , 1 8\ ,
v =Smgt6,? +>mgto, +§k(§) 6, — 6,)

2)  Equation du mouvement

d(sL) oL _ . L. "N
de\sd, ) 86; = _ me?6, +mgt6; — k (5) (62—61) =0
d(oLy_ oL _, 26, + e(8Y =
\dt\sg, ) 56, MO tmglhzt (5) 0:=6) =0
3) Pulsations propres:
2?2 2\?
{91 = Acos(w + ¢) o (_ngwZ +mgt+k (5) >A —k (g) B=0
0, = Beos(w +¢) - (k (g)Z)A + (—m{’ZwZ +mgt +k @Z)B =0

A= (—mfzwz +mgt +k (§)2>2 — (k (2)2)2:(-—m€2a)2 +mge)(—mf?w? + mg# + 2k (g)z):o
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Examens et solutions

Q

|9, 2k
wz_,{’+9m

( _
w, =

o

1) Rapport des amplitudes angulaires

4 = |94 2 __
\@02 = 7+ 5, ==
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Examens et solutions

Département des sciences de la matiére 2°M année Chimie-SM
Faculté des sciences Module - Physique 03
Université de Médéa Mardi le 29/01/2019

de 11:00 a 12:30

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1

Exercice 01(7 points)

Le systéme ci-contre est constitué d’un disque de
masse M=6 kg et de rayon R=40 cm, et de deux
masses ponctuelles m;=1 kg et m, =2 kg fixées a
sa périphérie.

Un ressort de constante de raideur k=600 N/m fixé

a un pati fixe, est accroché au point A distant de

r=30 cm de I’axe de rotation (A).

Tout le systeme peut osciller (faibles oscillations)
sans frottement autour de ’axe de rotation (A). A
I’équilibre =0, le ressort est déformé par AC. On

donne g=10 m/s?

1) Déterminer la condition d’équilibre et vérifier la condition de stabilité. Puis calculer la
déformation du ressort AL a I’équilibre.

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 1’énergie
potentielle.

3) Donner I’expression de 1’énergie cinétique du systéme.

4) Etablir I’équation différentielle du mouvement.

5) Calculer la pulsation propre du systéme.
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Exercice 02 (6oints)

Un systeme mécanique amorti, oscillant autour
d’un axe passant par O, est constitué par une

tige de longueur € de masse négligeable reliee -

par deux ressorts identiques de constante de

raideur K au point A, sachant que OA= £/2. Une
masse ponctuelle m est fixée a I’extrémité de la
tige.

A Téquilibre 6=0 la tige est verticale (les

ressorts ne sont pas déformés)

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle ainsi que la fonction de dissipation.
2) Etablir I’équation différentielle du mouvement pour les faibles oscillations. En
déduire la pulsation propre du systeme.
3) Résoudre dans le cas des faibles amortissements 1’équation différentielle du
mouvement avec les conditions initiales suivantes :
6(0) =0 et 6(0) = —2rad
Exercice 03(7 points)
Deux oscillateurs identiques de masse m=1 kg et de constante de raideur K=10 N/m sont couplés
par un ressort de méme constante de raideur K=10 N/m.
X1(t) et Xo(t) représentent les déplacements des deux masses par rapport a leurs positions

d’équilibre (figure).
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Examens et solutions

Xi(t) Xao(t)
7 K I K I Kk
WY /
m m

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systeme.

3) Calculer les pulsations propres du systeme.

4) Déterminer le rapport des amplitudes% pour chacun des modes propres. En déduire
les solutions générales xi(t) et Xx(t).

Bon courage

/
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Examens et solutions

Département SM Université de Médéa
Année 2018/ 2019
SOLUTION EFS PHYS 03

Exercice 1(7points)

1) Energie potentielle

V =V_ +V_,+V, +V, =mgRcos(d)—m,gRsin(0) +%k(r6’+M)2
——
0

2

cos(9) zl—% sin(@) ~ 6

V= %[kr2 — mlgl?]é’2 +[+krA?—m,gR]6+C

e Condition d’équilibre :

oV
[%LO =0=[krA¢—m,gR]=0

e Condition de stabilité

B—Zz}o:g—zzzkrz —m,gR =600x0.3° ~1x10x0.4 =50> 0

L’équilibre toujours stable
_ 2x10x04

maR N Al =
kr 600x0.3

e L’allongement de ressort : Al = =0.044m =4.4cm

2) Expression simplifiée de 1’énergie potentielle

_ 1 2 2
V_E[kr -mgR [6%+C
3) Energie cinétique

1 5 1 5 1.1 ~
T=T,+T,+T, =§m1R26'2+§m2R292+§(§MR2)02
T:l[mﬁmzﬁM}Riez

2 2
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Examens et solutions

4) Equation du mouvement

) 2
i(a—Fj—(a—L):o:m kr _migR —|o=0
dt\9) \00 (m1+m2+§M)R2
La pulsation propre
2 _ 2 _
kr° —m,gR AN o, - 600x0.3 1X1OXO'4=7.21rad/s

a)Oz 1 .
(1+2+E><6)><O.42

(m1+m2+;M)R'2

Exercice 2(6points)
1) Energies cinétique, potentielle et fonction de dissipation

T = Lmege
2
2 2
V=V, +V, +Vk:—mg£cos(¢9)+£k £9 +£k £0
2 |2 2 |2

2 2 2
V:—mgé(l—e—)+1k i 492:1 mg£+ki 0> +C
2 2 |2 2 2

p=targ
2
2) Equation du mouvement
mg/ + ke
i(ij_(%j+£:0:9+a£29+ 22 6=0
dt{ 59 9) 5o m/ m/
22 wg
9+£9+(+mg—wj0=0
m 2m/
?’; %fz—/
Wy
3) Solution

O(t) = Ae ™ cos(w't + @)
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Examens et solutions

4) Conditions initiales

O(t)=Ae"'cos(w't+9) 3120 = 0(0)=0=Acosp = p=7n/2v—-7xl2
O(t)=-2Ae"'cos(w't+p)-w' Ae sin(w't+ ) 0(0)=-2=-AAcosp — @' Asin g
A= 3, = 0(t)=£,e'mcos(a)'t+£)
@ 2

Exercice 3(7points)

2) Energies cinétiques et potentielle
T:%mﬁ+%mﬁ
v =%ka +%kx22 +%k(x2 _x)?

3) Equations du mouvement

i[i}(%j_o
dt{ 5x, ) \Ox :{mi('l+kxl—k(x2—xl)=o

d(aL] (aLj ) mX, +kx, +k(X, —x,) =0
dt axz 6)(2

4) Pulsations propres

0, = Acos(at + @) - (-ma’® +2k)A—-kB =0
0, = Bcos(at + @) —kA+(—ma® +2k)B=0

A(@) = -ma? + 2k | ~[k]' =(~ma? + 2k —k)(~ma? + 2k +k) =0
wl:F:B.lGrad/s , :\E:S.Mrad/s
m m

5) Rapport des amplitudes angulaires

k B

= )= 2=1
@, */m :>():>A
’3k B

= o 1 —_ =
@, mj()jA

6 (t) = Acos(art + @) + Beos(a,t + ,)

Solutions:
6, (t) = Acos(art + @) — Bcos(a,t + ¢,)
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Examens et solutions

Département du tronc commun en technologie 2°™ année LMD-ST
Faculté de technologie Module - Physique 03
Université de Médéa Dimanche le 20/01/2019

de 12h:45 & 14h:15
EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1

Exercice 018 points) y
Un disque de masse M et de rayon R, représenté
sur la figure ci-contre, peut rouler sans glisser sur
un plan horizontal fixe. Le disque est relié au point
(A’) par un ressort de constante de raideur k et par

un amortisseur de coefficient de frottement a.

Une tige rigide de longueur £ de masse négligeable

est solidaire du disque et portant a son extrémité

une masse ponctuelle m.
A 1’équilibre la tige est verticale (6=0) et le ressort n’est pas déformé (A£=0). On considérera le
régime des faibles oscillations.
l. Oscillations libres amorties F(t) =0

r—)

1) Ecrire, dans le repére (0,i,]), les composantes des vecteurs positions 73, et 7;,, associés

au centre de gravité du disque et a la masse ponctuelle m, respectivement.
2) Déduire les composantes des vitesses vy, et v, .
3) Déterminer 1’énergie cinétique du systéme, en utilisant dans ce cas ’approximation des
faibles oscillations: cosg~ 1.
4) Déterminer I’énergie potentielle et la fonction de dissipation du systeme.
5) Etablir I’équation différentielle du mouvement.
1. Oscillations forcées F(t)=Focos(Qt)
Dans cette partie, une force F(t)=Focos(Qt) est appliquée horizontalement au centre de gravité du
disque.
6) Deéterminer la force genéralisée.
7) Déduire I’équation différentielle du mouvement.

8) Quelle est la pulsation pour que le module de I’amplitude soit maximum.
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Examens et solutions

Exercice 02 (5 points) ‘ .
At=0, A=A

Un disque de rayon r et de masse M est situé i LA
T '

)

initialement au sommet d’une sphére immobile de
A
rayon R. Le disque peut se déplacer de sorte qu’il (ML)

roule sans glisser le long de la sphere. t

On considere le cas ou le disque et la sphére sont

en contact.

1) Donner la condition de roulement sans glissemerit uu uisyue.

2) Déterminer 1’énergie potentielle en fonction de &(¢).

3) Déterminer 1’énergie cinétique du systéme en fonction de la vitesse généralisée 6(t). En
déduire le Lagrangien du systeme.

4) Ecrire I’équation du mouvement du disque.

Exercice 03 (7 points)

Le systéeme représenté sur la figure ci-contre est
constitué de deux pendules simples identiques de
masse m et de longueur €, fixés a un bati fixe
horizontal. Un ressort de raideur K, fixé a une distance
/2 du bati, assure le couplage entre les deux pendules.
A Déquilibre les deux pendules sont verticaux (le

ressort n’est pas déformé; AL=0).

On suppose que les masses des tiges sont négligeables,

et on considerera le cas des faibles oscillations.
1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.
2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systeme.
3) Déterminer les pulsations propres du systeme.

4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires% pour chacun des modes propres de ce

systeme. En déduire les solutions générales 04(t) et 0,(t).
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Département SM Université de Médéa
Année 2018/ 2019
SOLUTION - EFS PHYS 03 2019

Exercice 1 (8 points)

Partie 1

1) Les composantes des vecteurs positions :

O0'=r, =ROi Om=r =00"'+0'm
— [RO-1sin(0)
Om =

—(cos(6)

2) Les composantes des vitesses
— |RO T RO - 10cos(6)
0 " 00sin(6)
3) Energie cinétique
T=T, +T = 3 MR%? +1mv2m _ 3 uRreg? +3m[(R9— fécos(@))z + (eésin(e)ﬂ
— 4 2 4 2

Trot+Ttr

T=3MR%?+1m [Rzéz + (59)2 (cos*(8) +sin*(9) ) — 2R¢6” cos(0)
4 2 —

1 1

T = 3 MR?? +1m[R2+£2 —2R(|6? - 3 MR +1m[R—£]
4 2 4 2

29'2
4) Energie potentielle
1 2 92 1 2
V =V, +V, =-mg/cos(b) +§k(x“) = —mgﬁ(l—?) +§k(2R0)
1
V == mg/+4kR? |6* +C
S Lmo?+4kR?]

Fonction de dissipation

1, 1 2 1 .
ngaxizia[ZRﬂZ:E[%{Rz] &

5) L’équation différentielle du mouvement.
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Examens et solutions

.. 2 | 2
ila_'f}@—(%]:o:m 4aR o+ - mg/ + 4kR )_0
dt\s0) a6 SMRZem[R— (] | DMR? +m[R /]’
Partie 2.

6) Force généralisée

F,(t) = %D(;—rg = F, cos(Qt)i d (59' ) _ F,Rcos(Qt)
7) Equation du mouvement
i(ﬁl + PD_ (%J =F,(t)= 0+ AeR” o+ mg/ + 4kR" 0= FoR cos(Qt)
. . 4
dtla0) 00 \00 gMR2+m[R—€]2 gMR2+m[R—£]2 gMR2+m[R—£]2

24 a)g

8) Pulsation de résonance

Q. =\t —24%avec af >22°

Exercice 2 (5 points)

1) La condition de roulement sans glissement : I
A
i ¢ (M.r)

Al =IA'=RO=ra

/0\ W
2) Energie potentielle - l_’

|

|

V =mg(R+r)cos(0) .
3) Energie cinetique )
T =T+ T =%MVCG2 +% |, oo (a+0)avec ¢ =$é
1 2 1.1 R. .. 3 _
T=T,+T,==M|(R+1N0| +=(=Mr’)(=0+8)*==M(R+r)*0*
ran rot 2 I:( ) :I 2(2 )(r ) 2 ( )

e Le Lagrangien

L=T-V =§M(R+ r26° —mg(R + r)cos(6)
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4) Equation du mouvement
djo —(%j=0:>67— 29 sin(g)=0
dtl 59 00 3(R+r)

Exercice 3 (7 points)

1) Energies cinétiques et potentielle

T= lmfzévf + lmfzér;
2 2

1, (Y ) 6? 6?
V =-mg/cos(d,) —mg/cos(b,) + 5 K 5 6,-6) cos(f,) ~1- rl cos(8,) ~1- >

1 1 1 (Y
V zimgf«912+§mg€6’22++§K(§) (92—91)2+C

2) Equations du mouvement

dfo] (L, ,, oY
atl = 17\ 2e. )" m£201+mg£91—K(—j (6,-6,)=0
061 2

=

2
d (ﬁ ]_(5“- ):0 mfzéz+mgf92+K(§j (6,-6,)

Bl = 0
dt agz 862

3) Pulsations propres

2 2 A% A% B
{leAcos(a)t+gp) (-mlw +mg£+K[Ej )A_K(E) B=0...(0)

=
0, = Bcos(at + @) 2 2
? —K(Q A+ (-ml’w* +mg/ + K(gj )B=0.....(2)

A(w) = {—mfza)z +mg/ +K (éj :I - {K (gj } = (—mﬁza)z +mg/ +2K (gj ](—mﬁzwz + mgf) =0
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4) Rapport des amplitudes angulaires

g B
= ,_3 N —=1
@ / @ A

W, = g+£:>(1):>E=—1
¢ 2m A
& (t) = Acos(wt + @ )+ Bcos(w,t +
6, (t) = Acos(art + ¢,) — Bcos(awt +¢,)
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Examens et solutions

Département du tronc commun en technologie

Faculté de technologie

Université de Médéa

2™ année LMD-ST
Module - Physique 03
Lundi le 08/01/2018
de 12h:45 a 14h:15

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1

Exercice 01(7points)

Le systeme ci-contre est constitué d’un
disque de masse M=5 kg et de rayon R=40
cm, et une masse ponctuelle m=1 kg, fixée a
sa périphérie.

Un ressort de constante de raideur K=600
N/m fixé a un pati fixe, est accroché au point
A distant de r=20 cm de I’axe de rotation
(A).

Tout le systeme peut osciller (faibles
oscillations) sans frottement autour de I’axe
de rotation (A). A I’équilibre #=0, le ressort

est déformé par AC. On donne g=10 m/s’,

_____________ v -, _ Position d'équilibre
U 6=0

1) Déterminer la condition d’équilibre et vérifier la condition de stabilité. Puis calculer la

déformation du ressort AL a I’équilibre.

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 1’énergie

potentielle.

3) Donner I’expression de 1’énergie cinétique du systéme.

4) Etablir I’équation différentielle du mouvement.

5) Calculer la pulsation propre du systeme.
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Exercice 02 (7 points)

Le systéme ci-contre est constitué d’une tige ) OA=L/2-b
homogeéne de masse M et de langueur L. Un 7 K OG=b

. }}//A*\A/\A \ﬂv‘.\ ANAAAAN v"\ A GB:L/Z
ressort de constante de raideur K et un Z20WWWWVYVVVVUV

amortisseur de coefficient de frottement a sont
reliés a la tige aux points A et B, respectivement.
Le systeme peut osciller (faibles oscillations)
autour d’un axe fixe passant par le point O

distant de OG=b, ou le point G est le centre de

gravité de la tige. A la position d’équilibre 6=0, -

le ressort n’est pas déformé; AL=0. el 0-

1) Déterminer le moment d’inertie de la tige par rapport a ’axe de rotation qui passe par le
point O.

2) Déterminer les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de dissipation du
systeme.

3) Etablir I’équation différentielle du mouvement.

4) Donner la solution de I’équation différentielle pour un mouvement oscillatoire.

5) Retrouver la solution de 1’équation différentielle pour les conditions initiales:

. 6(0)=0
at=0=1 .
6(0)=-4rad/s

7

Exercice 03 (6 points)

Le systéeme représenté sur la figure ci-contre est constitue de
deux pendules simples identiques de masse m et de longueur ¢,
fixés a un bati fixe horizontal. Un ressort de raideur K, fixé a
une distance a du béti assure le couplage entre les deux
pendules. A 1’équilibre les deux pendules sont verticaux (le
ressort n’est pas déformé; AL=0).

On suppose que les masses des tiges sont negligeables, et on se

limite dans le cas des faibles oscillations.
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1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systéme.
2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systéme.

3) Déterminer les pulsations propres du systeme en fonction de :

2
a)0=\/% et Q= K?Z
m

4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires% pour chacun des modes propres de ce

systéme. En déduire les solutions générales 0;(t) et 0(t).

Bon courage

/
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Examens et solutions

Département du tronc commun en technologie Université de Médéa

Année 2017/ 2018
SOLUTION EFS PHYS 03

Exercice 1(7points)

1. Condition d’équilibre

e Energie potentielle :

V =V, +V_+V, =-mgRsin(9) +%k(r0+M)2 sin(0) ~ 6
——

0
V= % kr?6* + [krA¢ —mgR]@+C

e Condition d’équilibre :
a—v} =0=[krA/—mgR]=0
[ 06 Jp

e Condition de stabilité

Z—;VZ} =kr?>0= Equilibre toujours stable

e Déformation du ressort

_MgR AN M=M=o_033m

kr 600x0.2

2) Expression simplifiée de 1’énergie potentielle

Al

1
V ==kr’6*+C
2
3) Energie cinétique
T=T,+T =LA MRY) ¢ +1mr%¢?
22 2

T :EFMRZerRZ}éz

2|2

4) Equation du mouvement
. 2
t5 B
dt| 5o ) o6 !
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Examens et solutions

5) Pulsation propre

2 2
0, = lk; AN @, = 0000.2 = 6.54rad /s
=~ MR? + mR? E><5><0.42+1><o.42

Exercice 2(8points)

1) Moment d’inertie de la tige

l,o =1, +Mb? =iML2+ Mb?
12

2) Energies cinétique, potentielle et fonction de dissipation

T =1|,0<92 3L v s vt |02
2 2112
1 2 1 L 2 92

V =V,, +V, =-Mgh, +§k(OA>< 0) = —Mgbcos(9)+5k(5—b) 0

6>, 1. ,L
V =—Mgb(l— =)+ =k(=—b)?6?
gb( 2)+2 (2 )

1 L
V ==| Mgh+k(=-b)* |#*+C
2[ b +k(: )} +

N2
D:Ea(£+b) 0°
2 \2
3) Equation du mouvement

LY
a(+bj Mgb+ k(= —b)?
0+ 2

dfoL) (oL) aD . 2 -

e B e B B -

dt{ 59) \00) 5p 2 M2 +Mb2 ML + Mb?
12 12

24 ,UOZ

0+220+w20 =0
4) Solution

O(t) = Ae ™ cos(w't + @) o' =ay -
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5) Conditions initiales

O(t)=Ae*'cos(w't+p)
O(t)=-1Ae " cos(w't+p)-a' Ae 'sin(w't+p)

A= i, = o(t)= i, e cos(w't+ )
w w 2

0(0)=0=Acosp=p=rl2v-rl2
0(0)=-4=-1Acosp — @' Asin

Exercice 3(6points)

1) Energies cinétiques et potentielle
T= lmézéf + 1m€26"22
2 2
1, ., 2 07 0;
V =-mg/cos(6,) —mg/cos(b,) + > Ka“(g,-6) cos(4,) ~1- > cos(4,) ~1- >
_ 1 2 1 2 1 2 2
\Y _Emgw1 +§mgf92 ++5Ka (6,-6) +C

2) Equations du mouvement
dfa _[@)_0
dt\ 5g,) \00: {mﬁeﬁmgwlr(az(ezel)o
=

i{ij_(i)_o
dt| 5p,) \06:

3) Pulsations propres

m/2 62+ mgld, + Ka? (6, —6,) =0

0, = Acos(at + @) - (-ml*ew” + mgl + Ka’)A— Ka’B =0.....(1)
0, = Bcos(at + ) —Ka’A+ (-mw’ + mgl+ Ka?)B =0.....(2)

M) =[-ml*e +mgl + Kaz]2 —[Kaz]2 = (-m?*w’ +mgl +2Ka®)(-ml*w’ + mg¢) =0

2
a)lza)oz\/% w, = %+2K32:Ja)§+2§22
m

4) Rapport des amplitudes angulaires
_ |9 B_
a)l—\/;:(l): A 1

g Ka B
=w,=,|—+2 >0PD=>—=-1
o\ = W=y

6,(t) = Acos(at + ¢,) + Bcos(a,t + ¢,)
6,(t) = Acos(art +¢,) — Bcos(at +¢,)

Solutions :{
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Examens et solutions

Département du tronc commun en technologie 2™ année LMD-ST
Faculté de technologie Module - Physique 03
Université de Médéa Mercredi le 04/01/2017

de 12h:45 a 14h:15
EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1.

Exercice 016 points)

Le systéme ci-contre est constitué d’un disque
de masse M et de rayon R et deux tiges de
langueurs £, et £, perpendiculaires et de masses
négligeables portant a leurs extrémités deux
masses ponctuelles m; et m,  respectivement.
Tout le systeme peut osciller (faibles
oscillations) sans frottement autour d’un axe
fixe passant par O. Un ressort de constante de

raideur k est attaché a la masse m,. A 1’équilibre

0=0, le ressort est déformé par AL.

1) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilit¢é a partir de 1’énergie
potentielle.

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 1’énergie
potentielle.

3) Donner I’expression de 1’énergie cinétique du systeme.

4) Etablir I’équation différentielle du mouvement.
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Exercice 02 (8 points)

Le systeme ci-contre est constitué d’une tige de

Y OM,=0B=L/3
masse négligeable et de langueur L portant a ses Q"\\>’ @ OM,=2L/3
m OA=L/6

extrémités deux masses ponctuelles m;=m et
my=2m. Deux ressorts de constantes de raideur K;
et K, et un amortisseur de coefficient de frottement
o sont reliés a la tige aux points A, B et C
respectivement.

Le systeme peut osciller (faibles oscillations)
autour d’un axe fixe passant par le point O. A la
position d’équilibre 6=0, les deux ressorts ne sont

pas déformés; AL;=A(,=0.

AN

Equilibre
6=0

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de dissipation.

2) Etablir I’équation différentielle du mouvement.

3) Quelle est la condition imposée a a pour avoir un mouvement oscillatoire. Donner dans ce

cas la solution de I’équation différentielle.

4) Retrouver la solution de 1’équation différentielle pour les conditions initiales:

. 6(0)=0
at=0=+ .
6(0)=-4rad/s

II. Oscillations forcées F(t)=Focos(Qt)

On applique a la masse m;=m une force sinusoidale F=Fycos(Qt) perpendiculaire a la tige.

1) Déterminer la force généralisee.

2) Déduire I’équation différentielle du mouvement.

Exercice 03 (6 points)

Le systeme représenté sur la figure ci-dessous est constitué de deux disques homogenes et
identiques de masse M et de rayon R couplés par un ressort de constante de raideur k. Les
centres de gravité des disques sont egalement reliés a deux batis fixes par I’intermédiaire de deux
ressorts identiques de constante de raideur k.. A I’équilibre les trois ressorts ne sont pas

déformés.

80



Examens et solutions

0. 0,

2wmmwwwv\m«wvwwmmm mmmvwmmw%

(M R) (M R)

On suppose que les deux disques peuvent rouler sans glisser sur un plan horizontal et on
néglige les forces de frottement.

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systéme.

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systeme.

3) Déterminer les pulsations propres du systeme.
4) Déterminer le rapport des amplitudes angulaires% pour chacun des modes propres de ce

systeme. En déduire les solutions générales 0;(t) et 0(t).

Bon courage

/
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Examens et solutions

Département du tronc commun en technologie

SOLUTION EFS PHYS 03

Exercice 1(6points)

1) Energie potentielle

Université de Médéa
Année 2016/ 2017

V=V +V_,+V,, +V, =-mg/,sin(d)+m,g/, cos(@)+%k(€26’+M)2
——

0

2

cos(0) zl—% sin(d) = 0

v =%[k£22 —m,gr, |67 +[+k,A0-mge,]0+C
e Condition d’équilibre :
oV
— =0= |kl Al - ,1=0
[8910 [ke,AC-mgl,]
e Condition de stabilité
oV
|:8_92:| >0= k£22 —ngfz >0
2) Expression simplifiée de 1’énergie potentielle
1
V ==|k¢,2—m,gt, |6*+C
oLkt -magt, |
3) Energie cinétique
1 51 5 1.1 ‘
T :Tml+Tm2 +TM =§m1€12 92+Em2f22 02+§(EMR2)€2
T =2 me2rmyr,2+IMR? |6°
_2 ml 1 +m2 2 +2

4) Equation du mouvement

.. .
i[a—L}—(@j:o: o+ —2 M0 1y
dt{ 59) \00 M7 M o MR?
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Exercice 2(8points)

1) Energies cinétique, potentielle et fonction de dissipation

2 2
T=T, 4T, =om( = | 62+ 2om[ 2] g2 = Lmioge
213 213 2

V=V +V_,+V, +V,, =mg %cos(@) —2mg 2—3Lcos(0) + % Kl(% 0)? +% K, (% )

L 6? 2L 6°. 1 L 1 L
V=mg—(1--—)-2mg—(1-—)+=K,(=0)* + =K, (= 6)?
93( 2) 93( 2)+2 1(6 )+2 2(3 )
2 2 2 2
vzt 4mg£—mg£+K1L+K2L 02+C=i mgL+K1L+K2L 0> +C
2 3 3 36 9 2 36 9
2
Dzla(kj 0?
2 \2
2) Equation du mouvement
L? L2 12
a—  mgL+K —+K,—
I Ll
dt 00 99) 5p mL mL

24 wg

é+i9'+ E+L+& 0=0
4m L 36m 9m
——

22
3

3) La condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire

A Zﬂz—a); <0:>a<8m\/g+L+&
L 36m 9m

4) Solution

O(t) = Ae ™ cos(w't + @) o' =) —2°
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5) Conditions initiales

O(t)=Ae*cos(w't+p) o 0(0)=0=Acosp = p=7r/2v-rl2
O(t)=-1Ae ™ cos(w't+p)-a' Ae'sin(w't+p) 0(0)=-4=-1Ac0sp — @' Asin ¢
A= i = o(t)= i e cos(w't+ )
w w 2

I1. Oscillations forcées

1) Force généralisée :

Fy(t) = % F(t)= % F(t)=F, %cos(Qt)

2) Equation du mouvement

é i@+ Q+L+&
Am L 36m 9m

21
o

0= Fo cos(Qt)
3mL

Exercice 3(6points)

1) Energies cinétiques et potentielle
T :§MR29'12 3 MR?6?
4 4

V= % K,R%0? +% K,R%6? +% K,R?(6, - 6,)?

2) Equations du mouvement

dara _[%j_o 3 .
at| 5p, | \06: (5 MR?) 61+ KRG, — KR (6, -6,) =0

=
g[g J_[ﬂ jzo (gMRZ)éHK2R292+K1R2(92—91) 0
dt
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Examens et solutions
3) Pulsations propres

6, = Acos(at + @)
6, = Bcos(wt + @)

2
Alw) = [—g MR?w® + K,R? + KlRZ} —[KlRZ]2 = (—g MR?w” + K,R? + 2K1R2J[—g MR?w® + KZRZJ =0

4) Rapport des amplitudes angulaires

@ = /2K2:(1):>E=1
3M A
w, = M:(l):E:_l
\J 3M A

6, (t) = Acos(art + ¢,) + Beos(a,t + ¢,)
6, (t) = Acos(art +¢,) — Bcos(aw,t +¢,)

Solutions :{
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Examens et solutions

UNIVERSITE YAHIA FARES DE MEDEA

F.S. Département SM Jeudi 31-03-2022
L2 Chimie 10HO0 — 11HO00

Examen de Rattrapage

Vibrations et ondes optiques

Exercice 01(6 points)

On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur de coefficient de

frottement o (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur k=3.75 N/m, régi par

’équation différentielle suivante : 0.6 ¥+2.4 x+ 15 x = 0.

1)
2)
3)
4)

5)

Calculer la période propre du mouvement T.

Trouver la valeur du facteur d’amortissement A.

Calculer la pseudo-période du mouvement T,

Montrer que la masse m a un mouvement oscillatoire amorti, puis résoudre
I’équation différentielle pour les conditions initiales suivantes: a t=0:
{ x(0)=0

x(0) =v(o) =0.25m/s

Calculer les valeurs de m et a.

Exercice 02 (14 points)

m et M sont des masses ponctuelles fixées aux extrémités d’une tige homogene de longueur
L et de masse négligeable, Tout le systétme peut osciller (faibles oscillations) sans

frottement autour 1’axe (A). A 1’équilibre #=0, le ressort est déformé par AL.
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Examens et solutions

I. Oscillations libres non amorties F=0
1) Déterminer la condition d’équilibre a partir de I’énergie potentielle.
2) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.
3) Etablir I’équation différentielle du mouvement du systéme.

4) Déterminer la pulsation propre du systeme.

I1. On applique a la masse M une force sinusoidale F=Fycos(Qt) perpendiculaire a la tige.
1) Déterminer la force généralisée.
2) Déduire I’équation différentielle du mouvement.

3) Donner la forme de la solution générale de I’équation différentielle.

Bon courage

/
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Examens et solutions

Université de Médéa
Année 2021/ 2022

SOLUTION RATTRAPAGE PHYS 3

Exercice. 1
1. Période T

$+20%+ 0% x = 0.
@, =~[25 =5rad /s

T _2z =1.25s

2

X+4 x+25x =0,

2. Facteur d’amortissement

=4 1=25"
3. Pseudo-période

27
T =25 avec : @' = Jof —2? =4.58rad /s T ' =1.37s
w
4. On aun mouvement oscillatoire amorti car :
A'=2"—af =-21<0

e Lasolution:
x (t) =Ag " cos(w't +¢) = X (t) = —Ag " cos(w't +p)—Aw'e " sin(w't +¢)
t=0=x(0)=0=-cos(p)=0=p=17/2

t=0= x (0)=v(0)=—Aw'sin(-7/2) = A = X _ 0.054m =5.4cm
w

x (t)=5.4p " cos(4.58t —x/2)(cm)

5. Lesvaleurs de m et a.

wO:J;::5:m = 0.15kg

24=% = a=06kg /s
m
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Examens et solutions

Exercice.?2.

1. Condition d’équilibre

V =V, +V, +V, :—mg(:j3|n(0)+Mg (SLj5|n(¢9)+ k(M+ 9)
2
% :lkL 0% + ( mg—+Mg— kMLje +C
2 16 4

[ai} =0=> mg—+Mgs—L+kM£=0
20 |, 4

2. Energie cinétique

2 2 )
T =T, +T, =m0 +imEyze =3 MM 2
247 2" Y a 2| 16

e Energie potentielle

2
SRV R e
2 16

3. Equation du mouvement

L2

.. L
djo —(a—Lj=o:>e+ 16 9=o:>49+( K jH:O....a)oz ( K ]
dt| 59 06 m +9M L2 m +9M m +9M

16

11.1. Force généralisée

Fg(t)=— F(t)—TF(t)—%F cos(Qxt)

2. Equation du mouvement

djo (%jziF cos(Qt):>9+(Lj9=LCOS(Qt)

3. Solution de ’équation du mouvement

ot)=6,t)+6,(t)=Acos(at +¢)+6,cos(Qt +'V)
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Examens et solutions

Département des sciences de la matiére 2"°™ année chimie-SM
Faculté des sciences Module - Physique 03
Université de Médéa Samedi le 16/02/2019

de 10:00 a 11:30
EPREUVE DE RATTRAPAGE

Exercice 01(7 points) -

*

Le systeme ci-contre est constitué d’une tige, de
langueur 3¢ et de masse négligeable, porte a son
extrémité supérieure une masse ponctuelle m.

I’autre extrémité est reliée a un ressort de constante

L A L L

de raideur k. Tout le systeme peut osciller (faibles
oscillations) sans frottement autour d’un axe fixe
passant par O. A 1’équilibre #=0, le ressort n’est
pas deforme (AL=0).

1) Donner I’expression de 1’énergie cinétique du systéme.
2) Déterminer la condition d’oscillation a partir de 1’énergie potentielle.
3) Etablir I’équation différentielle du mouvement par :
a) Le formalisme de Lagrange.
b) Le principe de la conservation de 1’énergie.
4) Déduire la fréquence de vibration lorsque le systéme est oscillatoire.

Exercice 02 (7 points)

o Le systeme mécanique, représenté ci-contre, est constitué
d’une poulie de masse M et de rayon R. Un ressort de raideur K et
a un amortisseur o sont reliés, respectivement, a deux points
diamétralement opposes A et B.

Une force sinusoidale  F(t)=Focos(Q2t) est appliquée

tangentiellement a la poulie au pont C. Tout le systeme peut

osciller autour d’un axe (A) passant par le centre de la poulie. On

considére le cas des faibles oscillations.

Le moment d’inertie de la poulie est donné par :

|,,=1/2 MR?




Examens et solutions

1) Déterminer 1’énergie cinétique, I’énergie potentielle et la fonction de dissipation.
2) Déterminer I’expression de la force généralisée.
3) Etablir I’équation différenticlle du mouvement.

Exercice 03(6 points)

Deux oscillateurs identiques de masse m=1 kg et de constante de raideur K=10 N/m sont couplés
par un ressort de méme constante de raideur K=10 N/m.

X1(t) et Xo(t) représentent les déplacements des deux masses par rapport a leurs positions

d’équilibre (voir la figure).

1«
%WVWWWW‘

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.

2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systéme.

3) Calculer les pulsations propres du systeme.
4) Déterminer le rapport des amplitudes% pour chacun des modes propres. En déduire les

solutions générales x;(t) et xa(t).

Bon courage

/
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Examens et solutions

Département SM Université de Médéa

Année 2018/ 2019
SOLUTION RATTRAPAGE PHYS 03
Exercice 1 (7points)

1) Energie cinétique
T=T, =%m(2z)2 0?
2) Energie potentielle

2

V =V, +V, =mg(2¢)cos(0) +% K (¢6)? cos(6) zl—%

1
V ==(=2mg/+Kr?*)6*+C
5 (-2mgl+Ke?)
e Condition d’oscillations

La condition d’équilibre est toujours vérifiée : [ﬂ} =0
6=0

Condition de stabilité
8—2\/2 >0=-2mg/+K¢*>0
00

3) Equation du mouvement

a) Meéthode de Lagrange
i[%]_(i}o:m—” —2mg 5 _g

f
ay

b) Conservation de I’énergie
9 E=T+V =0+ K29 5
dt 4m/

o

4) la fréquence de vibration

fKﬁ —2mg
f _ D 4m/

27 27
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Exercice 2 (8Ps)

1) Energie cinétique, potentielle et fonction de dissipation.

T=T, _Lmree?
- 2

v = 1kr?
2

p-Lar?g?
2
2) Force généralisée

F (1) = g—zﬁ(t) = R.F(t) = F,Rcos(xt)

3) L’équation différentielle du mouvement.

E[i]_[ﬁjﬁ_? F,(t) = 0+ L 0+ 6= FReos(t)
dtla0) \00) 50 MM

22 wg
Exercice.3.

4. Energie cinétique et potentielle
1 1
T=T +T ==mx’ +=mx;
m m 2 Xl 2 2
1 1 1
V =2k + =k + =Kk (X, — )
5 104+ 2 kG + kX, =)
5. Equations différentielles du mouvement
dfa _(@]_o
dt| 5y, ) \OX1 N mxu+kx, —K (%, %)=

0
d{aL _(8L jzo M Xo+ Kk, +K (¥, — %) =0

dt O%» OX 2

6. Pulsations propres

0, = Acos(wt + @) - (-ma® +2k)A—kB =0.....(1)
0, = Bcos(wt + @) —kA+ (—mw® +2k)B =0.....(2)

A@)=[-me? + 2k ~[K]’ =(-mw? +3k)(-me? +k) =0
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o, = \/%:3.16rad /s o, = ’% =5.47rad/s

7. Rapport des amplitudes

’k B
= /—=0D=—-=1
2] m N A
;SK B
= ]—=Q=>—=-1
@, m @ A

X, (t) = Acos(at + @) + Bcos(a,t + @,)

Solutions :
X, (t) = Acos(at + ¢,) — Bcos(w,t +¢,)
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Examens et solutions

Faculté des sciences et de la technologie Université de Médéa
2°™ année LMD-ST Samedi le 12/03/2016
UEF31 - Physique 3 de 08h30 a 10h00

EPREUVE DE RATTRAPAGE

Exercice 01 (6 points)

Un disque homogene de masse Mp= M et de
rayon R, peut osciller (faibles oscillations)
autour d’un axe fixe passant par son centre
O. Une tige homogéne de langueur L=3R, et
de masse Mt = M est solidaire du disque. Un
ressort de constante de raideur k est relié a la
tige comme I’indique la figure.

La position d’équilibre correspond a 6 = 0.

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.
2) Trouver I’équation différentielle du mouvement, et donner I’expression de la solution
générale.
3) Déterminer I’expression de la période d’oscillation en fonction de M, R etk .
Exercice 02(6 points)
On définit un oscillateur amorti constitué d’une masse m (kg), d’un amortisseur de coefficient de
frottement o (kg/s), et d’un ressort de constante de raideur k=3.75 N/m, régi par
’équation différentielle suivante : 0.6 ¥+2.4 x+ 15 x = 0.
1) Calculer la péeriode propre du mouvement T.
2) Trouver la valeur du facteur d’amortissement A.
3) Calculer la pseudo-période du mouvement T".
4) Montrer que la masse m a un mouvement oscillatoire amorti, puis resoudre

I’équation différentielle pour les conditions initiales suivantes: a t=0:

{ x(0)=0
x(0) = v(o) =0.25m/s
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5) Calculer les valeurs de m et a.

Exercice 03 (8 points)

m et M sont des masses ponctuelles fixées aux extrémités d’une tige homogene de longueur L et
de masse négligeable, Tout le systéme peut osciller (faibles oscillations) sans frottement autour

’axe (A). A I’équilibre 8=0, le ressort est déformé par AL.

I. Oscillations libres non amorties F=0
1) Déterminer la condition d’équilibre a partir de I’énergie potentielle.
2) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.
3) Etablir I’équation différentielle du mouvement du systéme.

4) Déterminer la pulsation propre du systeme.

I1. On applique a la masse M une force sinusoidale F=Fycos(Qt) perpendiculaire a la tige.
1) Déterminer la force généralisée.
2) Déduire I’équation différentielle du mouvement.

3) Donner la forme de la solution générale de I’équation différentielle.

Bon courage

/
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Faculté des sciences et de la technologie

Université de Médéa
Année 2015/ 2016

SOLUTION RATTRAPAGE PHYS 3

Exercice .1

1. Energie cinétique :

212

2 2
T =T, +T, =2[Imr2 )0 +1[Imee|o =L Lmr2+
22 2\3

e Energie potentielle
V =V, +V, 4V, =O—Mg(%)cos(9)+%k(L9)2

0’ 3 0?

cos(0) ~ 1—? =V =-Mg (—R)(l—?) + % k (BRO)* =V

2

2. Equation du mouvement

.. 3
[ 2MgR +9kR?
d_(a_LJ_(aLj:o:m 2 0=0

dt{p9) \00 T MR?
2
o(t) =6, cos(mt +¢)

3. Période d’oscillation

3|\/|gR +9kR? " MR?
2 27 2
W, = 7 =T =—=2x 3
MR @o ~MgR +9kR?
2 2
Exercice. 2
1) Période T

420+ 0’9 x = 0. ¥+4x+25x = 0.

@, =~[25 =5rad /s

T = 2z =1.25s
@,

2) Facteur d’amortissement

=4 1=28"
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Examens et solutions

3) Pseudo-période
T :%,avec (0 = \Jwof 1% =458rad [s =T =1.37s

4) On aun mouvement oscillatoire amorti car :
A =1 —w? =-21<0

e Lasolution:

x(t)=Ag " cos(ot +¢) = X (t) = —AAp " cos(w't + ) - An'p " sin(w't +¢)
t =0=x(0)=0=cos(¢p)=0=p=17/2

v(o)

t =0=x (0)=v(0)=—Aw'sin(-7/2) = A =—2 =0.054m =5.4cm
a)

X (t) =5.40 " cos(4.58t — 7 /2)(cm)

5) Lesvaleursde m et a.

cooz\/rl;:=5:m =0.15kg

24=% = a=06kg /s
m

Exercice.3.

1) Condition d’équilibre

V =V, +V, +V, =—-mg [:jsm(e)Jng (3L )S|n(0)+ k(M+ 0)

2
% :lkL 0% + ( mg—+Mg— kMLje +C
2 16 4

{ﬂ} =0=- mg—+Mg— kME:O
o0 |, 4

2) Energie cinétique

2 2 2
T =T, +T, =m0 +im 2o =3 MM 2
2 4 274 2| 16

e Energie potentielle

lkL 0> +C
2 16
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Examens et solutions
3) Equation du mouvement

2
-

dra —(ﬁ}o:m 16 9=o:é+( K )9=0....a)0= [ K j
dt| 59 ) \06 m+9M m +9M m +9M

16

1. Force généralisée
ar - 3L 3L
F,t)=—F(@{)=—F({t)=—F, cos(Qt
9()d9()4()40 (Qt)

2. Equation du mouvement

dja _(a_sziFocos(Qt):»é{Lje:Lcos«Zt)
it | 5y ) \00) 4 m+oMm ). m+OM

3. Solution de I’équation du mouvement

ot)=6,)+6,(t)=Acos(at +¢)+6,cos(Qt +V)
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Examens et solutions

Département des sciences de la matiere
Faculté des sciences

Université de Médéa

2iéme année Chimie-SM
Module - Physique 03
Jeudi le 11/01/2018

de 09:30 2 11:00

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1

Exercice 01 : (8points)

Le systeme ci-contre est constitué d’une tige de
masse négligeable et de langueur € portant a ses
extrémités deux masses ponctuelles m et M.

Un ressort de constante de raideur K est relié a la
tige au point A.

Tout le systéme peut osciller (faibles oscillations)
sans frottement autour de I’axe de rotation (A)
passant par le point O. A 1’équilibre =0, le

ressort est déformé par AL.

On donne : M=3m=3kg, K=100 N/m et {=1m,

g=10 m/s?.

on=21 /3 7.
oB={ /3

it

| .
~ v/f Position
.. 7 d'équilibre

1) Déterminer la condition d’équilibre et vérifier la condition de stabilité. Puis calculer la

déformation du ressort A€ a I’équilibre.

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 1’énergie

potentielle.

3) Donner I’expression de I’énergie cinétique du systéme.

4) Etablir I’équation différentielle du mouvement.

5) Calculer la pulsation propre du systéme.
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Examens et solutions

Exercice 02 : (12points)

On définit un oscillateur forcé amorti constitué

d’une masse ponctuelle m=0.6kg, d’un

amortisseur de coefficient de frottement a (kg/s) 7~ S
et d’un ressort de constante de raideur K (N/m). /\/\/\/\/\/\/\/\
La force appliquée a la masse m est de la forme : Ol

F(t) = 0,3 cos(Qt) (N)
Ce systéme est régi par 1’équation différentielle

suivante :

X 4+ 4x + 25x = 0,5 cos(Qt)

1) Calculer la pulsation propre wo du systéme. En déduire la période propre To.
2) Trouver la valeur du facteur d’amortissement A.
3) Calculer la pseudo-pulsation o' et la pseudo-période du mouvement T \.

4) Calculer les valeurs du K et a.

La solution de 1’équation différentielle dans le régime permanent est donnée par :

0,5
x(t) = xgcos(Qt + @) avec x, = T =) e (m)

5) Déterminer la pulsation de résonance Q g.
6) Trouver la valeur de XxoMAX.

7) Tracer approximativement la courbe de résonance.

Bon courage

/
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Examens et solutions

Département SM Université de Médéa

Année 2017/ 2018
SOLUTION EFS PHYS 03
Exercice 1 :
1) Energie potentielle
V=V, +Vy+Vg= —mg—sm(H) +Mg3 L sin(@) + = k(—@ + Af)?
sin(f) = 6
. %lzlkle 07 4 [Zt’kM ¢

9 3 + gg—mg—]9+C

e Condition d’équilibre :

Ci4 2¢kAL ? 24
=>[ +Mg§—mg? =0

06 6=0
e Condition De stabilité :
02V 4k#? . _
Wl =3 > 0 Equilibre toujours stable
e Allongement du ressort
A%’zw A.N Af = % —0,05m

2) Expression simplifiée de I’énergie potentielle
1 l4k{’2

0%+ C
[ o]e

3) Energie cinétique

1 20\* 1 B\
P+ =im(Z) o+ iu(D) 6

2 3 2 3
1dm M
=%+ ]4292

4) Equation du mouvement

4k 02

L) - () =0= b+ (i) s =0 = 0+ ()0 =0
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Examens et solutions

5) Pulsation propre

e [ax100
0= omam AN @0 = 353 T 7o6rad/s

L’équation du mouvement est de la forme

Exercice 2 :

¥4+ 2% + wix = TFn—Ocos(Qt)
1) Pulsation propre
Wy = V25 = Srad/s

e Période

2m 2 X 3.14
To=— AN. Ty=—n-—

=1.2
o0 z 5s

2) facteur d’amortissement
2l =4= ) =2s"1

3) pseudo-pulsation

w\ = /wg — A2 AN o\=+52-22=458rad/s

e Pseudo-période
, _2m . 2x3.14

T =——=1.37
w 4.58 S

4) les valeurs du K et a
K
wy = ’E=>K=w(2)><m AN. K=52%x06=15N/m

o
lea:aZZAm AN. a=2x2x06=24kg/s

5) Pulsation de résonance

dxg _ 2220[02-w}+22%] _ 0o o > = B
— = 3=0= Qg =\ wj—21° A.N Qg = V55 —2X2%=412rad/s

a“ [(03-02)" +42202]7
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Examens et solutions

6) la valeur de Xgmax

05
Xomax = Xo(Qg) = 2
AN x _ 0-5 =0.027m
: OMAX ™ J(25-4122)2+16x4122
7)
Xo
]
XOmax
\\\
\I
xOma)iI' 2 f \
\
/ 22
/ = : -
/

Q1 QR Q2
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Examens et solutions

Faculté des sciences et de la technologie Université de Médéa
2éme année LMD-ST Mercredi le 13/01/2016
UEF31 - Physique 3 de 08:30 a4 10:00

EPREUVE DE FIN DE SEMESTRE 1

Exercice 01 : (6points)

Le systéme ci-contre, est constitué de deux tiges
perpendiculaires et de masses négligeables. m1
m2 et m3 sont des masses ponctuelles, m1 est

reliée a m2 par la tige de langueur L, m3 est fixée

a ’'une des extrémités de la tige de langueur (.
Tout le systeme peut osciller (faibles oscillations) g-<=-c-cccmmemaaSas--gm--- - >
sans frottement autour d’un axe fixe passant par
O. Un ressort de constante de raideur k est attaché
a la masse m1. A I’équilibre 6=0, le ressort est

déformée par AL.

1) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité a partir de I’énergie

potentielle.

2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 1’énergie

potentielle.
3) Donner I’expression de I’énergie cinétique du systéme.

4) Etabilir I’équation différentielle du mouvement.
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Examens et solutions

Exercice 02 : (8points)

Un disque homogeéne de masse M et de rayon R,
peut osciller (faibles oscillations) autour d’un axe
fixe passant par son centre O. Une tige de
langueur € et de masse négligeable est solidaire du
disque, portant une masse ponctuelle m. Un
ressort de constante de raideur k et un amortisseur
a sont reliés au disque comme ’indique la figure.

La position d’équilibre correspond a 6=0.

I. Oscillations libres amorties F=0

1) Determiner les énergies cinétique et potentielle, ainsi que la fonction de dissipation.
2) Etablir I’équation différentielle du mouvement.
3) Quelle est la condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire.

4) Donner la solution dans ce cas.

IL. Oscillations forcées F(t) = F cos((lt)

On applique a la masse m une force sinusoidale F = F, cos(QT) perpendiculaire a la tige.
1) Déterminer la force généralisée.
2) Déduire 1’équation différentielle du mouvement.

3) Donner la solution en régime permanent, en précisant les expressions de I’amplitude 0

et de la phase Y.
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Examens et solutions

Exercice 03 : (6 points)

On considére le systéme de la figure ci-dessous, constitué de deux tiges homogenes et identiques
de masse M et de langueur L, couplées par un ressort de raideur k. a 1’équilibre les deux tiges

sont verticales.

(M,L) ' (M,L)

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systeme.
2) Etablir les équations différentielles du mouvement du systéme.

3) Déterminer les pulsations propres du systeme.

Bon courage

/
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Examens et solutions

Faculté des sciences et de la technologie Université de Médéa
Année 2015/ 2016
SOLUTION EFS PHYS 3

Exercice 1
1) Energie potentielle
V=Vm1+Vm2+Vm3+VK

L L
=-myg 3 sin(@) + m,g 5 sin(@) + m3g¥ cos(6)

+1kL0+A€2
2 (2 )

92
sin(8) = 6 cos(6) = 1 -
V—lkL2 2[6% + [ L—l—kLM L9+c
e Condition d’équilibre :
[ =0 L +k L At L 0
= fel — — — —_ =
961, g5 TR AT TGy
e Condition de stabilité
kL 2
[ 0=>——-—m3g¥>0
2) Expression simplifiée de I’énergie potentielle
1[kL? 5
V=§ T—mg,g{’ 6+ C
3) Energie cinétique
1 N, 1 N1
V= le + sz + Vm3 = Eml (E) 0 +§m2 (E) 0 +Em3‘€ 0
2 2
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Examens et solutions

4) Equation du mouvement

" k

d (dL\ (0L 2 —magt

—(—.) (Z)=0=06+ ] . 6

dt\gg/ \06 L L )
my (7) + m, (7) + m3€

Exercice 2

1) Energies cinétique, potentielle et fonction de dissipation

1
T=Ty+T, ==

1 .
> (—MR2 + m{’Z) K

2

1 1
V = —mg? cos(0) + Ek(RH)2 ~ E(mgf + kR?)6% + C

1 ..
D = aR*6?

2) Equation du mouvement

d (0L oL aD , aR? . kR*+mg?
d—<—>—<%)+<—)20$9+1 9+1 0
L1960 96 FMR2 +me?  SMR? +me?

21 (u%

3) La condition pour qu’il y ait un mouvement oscillatoire

AN=2—-w3<0

0(t) = Ae * cos(w + @) w = /wé — A2

4) Solution

I1. Oscillations forcées

1) Force généralisée

Fo(t) = %.ﬁ(t) = {F(t) = Fyf cos(Qt)

2) Equation du mouvement

. aR? . kR%2+mg ¢ OF,
0+ 1 T 9”9 = —"— cos(Qt)
EMR2+M1.02 EMR2+m£’2 EMRZ—i-m{’z
22 0§
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Examens et solutions

3) Lasolution

0(t) = 6,y cos(Qt +¥)

F,
%MR2 + me? 220 )
6y = VY = —arctan(———=
° T J@Z — D)7 1 42202 wf — 02
Exercice 3
1) Energies cinétiques et potentielle
1/1 1/1
T =< —MLZ) 2 —(—MLZ)BZ
2 (3 it3\3 2

L L 1
V= —Mgzcos(el) — Mgzcos(ez) + Ek(aez — a6,)?

V—1M L62+1M Lt92+1k29 0:)%2+C
—2g212g222a(2 1)

2) Equations du mouvement
d (oL (6L> 0 1 N L ,

=
d (oL oL (1 2) s L 3
——)=-(—) = —ML* |0, + Mg—=6, —ka*(08, —6;) =0
kdt<691) (691) 0 3 2 95% (6, —61)
3) Pulsations propres

—EMLZa)2 +M L ka*)A; — ka’4, =0
{91 = A; cos(wt + @) 3 95 1 2

6, = A, cos(wt + @) 1 L
2 —ka’A, + (—§ML20)2 +Mg5 - ka2>A2 =0
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Examens et solutions

1 L 2
A(w) = [—§ML2w2 +Mg5 - kaz] — [ka?]?

= (—EMLZwZ + Mgé) (—EMLZwZ + Mgé— 2ka2> =0
3 2/\ 3 2
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