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Résumé

Dans ce mémoire, nous intéressons a la notion de la coloration k—équitable des sommets
et le nombre chromatique k—équitable dans les graphes. Soit G = (V| E)) un graphe simple
et sans sommet isolé. Une coloration propre de sommets de G est une affectation de couleurs
aux sommets de sorte que deux sommets adjacents aient des couleurs différentes. Le nombre
minimum de couleurs nécessaires a la coloration des sommets de G est appelé le nombre
chromatique de G et noté x(G). Une coloration k—équitable d’un graphe G est une col-
oration propre telle que I’ensemble de sommets V (G) peut étre partitionné en k ensembles
indépendants non vides Vi, Vs, ..., Vi, avec ||V;| — |V;|| < 1 pour tout i # j. Le plus petit
entier k pour lequel un graphe G admet une coloration équitable est le nombre chromatique
équitable et noté y_(G).

Dans ce travail, nous déterminons la valeur exacte du nombre chromatique équitable de
certains graphes comme le graphe milieu et total et central d'un graphe moulin C¥, graphe
circulant M L,,, graphe de fan F} ,,, graphe de double fan F ,,, couronne d’une chaine C.,.(P,)
et couronne d'un cycle C,(C,,) aussi nous déterminons la valeur exacte du nombre chroma-
tique équitable pour les graphes suivant : le graphe splitting d’une roue S’(W,,), le graphe
splitting d’une étoile S'(K},,), couronne d'un graphe complet avec une chaine K, ® P,
couronne d’'un cycle avec un graphe complet C,, ® K,,, couronne d’un cycle avec une chaine
C, ® P,,. De plus, nous donnons les valeurs exactes du nombre chromatique équitable de
prisme complémentaire d’une étoile K Lnflm, prisme complémentaire d’un couronne de cycle
C,(C,C,), prisme complémentaire d’un graphe splitting d’un cycle S'(C,C,,), prisme com-
plémentaire d'un graphe de helme H, H,, graphe de mycielski de graphe circulant p(MLy,),
graphe de mycielski d 'un graphe de prisme de cycle u(Y;,).
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Abstract

In this report, we are interested in the notion of the k—équitable coloring of vertices and
the k—eéquitable chromatic number in graphs. Let G = (V| F) be a simple graph without
an isolated vertex. A proper vertex coloring of a graph G is an assignment of colors to
the vertices of GG such that adjacent vertices have different colors. The minimum number
of colors which is necessary for a proper vertex coloring of graph G is called the chromatic
number x(G). A k—eéquitable coloring of a graph G is a proper coloring of G such that a
graph G is said to be equitably k—colorable if the vertex set V' (G) can be partitioned into
k non-empty independent sets Vi, Vs, ..., Vj, such that ||V;| — |V;|| < 1 for every ¢ # j. The
smallest integer k for which G is equitably k—colorable is called the equitable chromatic
number of G, and is denoted by x_(G).

In this work, we determine the exact value of the équitable chromatic number of some
classical graphs such as the middle and total and central graph of a moulin graph C? circulant
graph M L,,, fan graph F} ,,, double fan graph F; ,, corona of a path C,.(P,), corona of a cycle
C.(C,), then we study the équitable chromatic number of the following graphs : splitting
graph of wheel graph S’(W,,), splitting graph of star S’(K;,), corona of complete graph
with path K, ® P,,, corona of cycle with complete graph C, ® K,,, corona of cycle with
path C,, ® P,,, Moreover, we give the exact value of the équitable chromatic number of
complementary prism of star K 1,nF1,n, complementary prism of corona of cycle,C,.(C,C,,),
complementary prism of the splitting graph of cycle S'(C,C,), complementary prism of
helm graph H, H,, mycielski graph of prism graph u(ML,), mycielski graph of circulant
araph u(Y,).
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Introduction

La recherche opérationnelle peut étre définie comme étant I’ensemble des méthodes et des
techniques rationnelles d’analyse des phénomeénes de management du systéme d’information
utilisable pour élaborer de meilleurs décisions. Elle propose des modeéles conceptuels pour
analyser des situations complexes et permet aux décideurs de faire les choix les plus efficaces.

Les domaines et les outils faisant part de la recherche opérationnelle sont trés vastes,
parmi ces outils, on trouve la théorie des graphes qui est devenue I'un des instruments les plus
efficaces pour résoudre la plupart des problémes discrets que pose la RO. La coloration de
graphe est 'un des problémes d’optimisation combinatoire les plus étudiés en informatique
et en mathématiques. le probléme consiste & colorier le graphe avec un nombre minimum de
couleurs, ce probleme peut étre formulé d’une facon tres simple Colorer les sommets tel qu’il
n’existe pas deux sommets adjacents de la méme couleur. D’un point de vue complexité
théorique, la coloration de graphe a été I'un des premiers problémes démontrés NP-complet.

Le probléeme de coloration est au coeurs de la théorie des graphes et fait I'objectif de
plusieurs recherches. Il est apparu en 1852, quand le probléme des quatre couleurs a été
posé pour la premiére fois par Francis Guthrie, lorsqu’il s’est demandé s’il est toujours pos-
sible de colorer n’importe quelle carte géographique en n’utilisant que quatre couleurs, de
maniére & éviter que deux pays voisins aient la méme couleur. C’est qu’en 1976, que deux
chercheurs américains, K. Appel et W.Haken ont pu répondre affirmativement a cette ques-
tion a ’aide d’un calcul par ordinateur. Et depuis, les problémes de coloration apparaissent
dans plusieurs domaines pour modéliser de nombreux problémes pratiques, nous citons par
exemple les problémes d’ordonnancement, de planning de lavie de tous les jours, et dans
le domaine des réseaux/télécom, etc....Divers types de coloration ont été considérés dans

la littérature (a-coloration, b-coloration, coloration équitable, etc....). Pour de plus amples
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Introduction

détails sur ce sujet, le lecteur peut se reporter aux livres de G.Chartrand et P.Zhang et de
T.R.Jensen et B.Toft.

Parmi les coloration existants, nous avons étudié la coloration équitable.

Une coloration équitable est une k—coloration propre de G telle que ’ensemble de som-
mets V(G) peut étre partitionné en k ensembles indépendants non vides V1,5, ..., Vi, avec
|Vi| = |V;]| <1 pour tout ¢ # j. Le plus petit entier £ pour lequel G est k—équitable est
appelé le nombre chromatique équitable de G, et est noté x_(G), Cette notion a été présenté
par W. Meyer en 1973.

Dans ce mémoire, nous intéréssons principalement & 1’étude de la coloration équitable
dans les graphes. Aprés une introduction générale, le mémoire s’atricule autour de trois
chapitres suivants. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques concepts de base
de la théorie des graphes, ainsi que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce
mémoire.

Le deuxiéme chapitre est dédié a la présentation et définition de la coloration et nous
donnons un recueil des principaux résultats existants sur la coloration équitable des som-
mets d’un graphe, bornes et valeurs exactes du nombre k-équitable pour certaines classe de
graphes.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons notre travail sur la coloration équitable, et
nous déterminons la valeur exacte x_(G) dans certaines classes de graphes.

Enfin, nous donnons une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Généralités sur les graphes

Dans ce chapitre on présente des notions classiques de la théorie des graphes ainsi que des

notations usuelles, dont on aura besoin durant la réalisation de ce travail.

1.1 Concepts et notions de base

1.1.1 Graphes

Définition 1.1.1 Un graphe G = (V, E) est défini par deux ensembles finis non vide, un
ensemble de sommets V' et un ensemble d’arétes E. Le cardinal de V' est appelé l’ordre de

G; noté par n(Q) et le cardinal de E est appelé la taille de G, noté par m(G).

Graphe non orienté

Définition 1.1.2 Est un graphe dont les arétes ne sont pas orientés et chaque aréte (e)
est définie comme suit : e = (x;,x;) = x;x;. Une aréte de type x;x; est appelée boucle dans
ce cas on dit que :
— x; et x; sont adjacents.
— (e) est incidente a ; et ;.
— Deux arétes e; et e; sont adjacents s’ils ont au moins une extrémité en commun.
Le graphe de la Figure 1.1.1 posséde cing sommets et huit arétes qui sont V' = x1, x9, T3, T4, T5,

E = €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7, €g.
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T el 9

€5 €6
es ’ N T3

€3

T5 cy Ty

Figure 1.1.1 : Graphe non orienté.

Graphe simple

Définition 1.1.3 Un graphe simple est un graphe qui ne posséde pas ni de boucle ni aréte

multiples.

Figure 1.1.2 : Un graphe simple.

1.1.2 Sous-graphes et graphes partiels
Sous-graphe

Définition 1.1.4 Soit G = (V, E) un graphe alors G = (V', E') est dit sous-graphe de G si
I’ensemble des sommets V' inclut dans V' et 'ensembles des arétes E' est formé par toutes

les arétes de I dont les extrémités sont dans V.

Graphe partiel

Définition 1.1.5 Soit G = (V, E) un graphe, le graphe G = (V, E') est un graphe partiel

de G si E'inclus dans E. Autrement dit,on obtient G'en enlevant une ou plusieurs arétes



1.1. Concepts et notions de base

au graphe G. Le graphe de la Figure 1.1.3 représente un graphe G et son graphe partiel et
sous graphe de G.

€ d € ¢ d

Figure 1.1.3 : Exemple d’un graphe G avec un graphe partiel et un sous graphe .

1.1.3 Voisinage, degré d’un sommet

Définition 1.1.6 Soit G (V, E) un graphe pour un sommet v de G, le voisinage ouvert de

v est:

Ne(v) ={u € Vg(v) :uwv € E(G)}.

Le voisinage fermé de v est défini par :
N¢ [v] = Ng(v) U {v}.

Pour un sous-ensemble S C V(G), le voisinage ouvert de S est :
Ng (5) = UesNa(v).

Le voisinage fermé de S est :
Ng [S] = UpesNg 5] -

Définition 1.1.7 Pour le graphe simple, le degré d’un sommet est la taille de son voisinage.

Soit v € V (G), le degré de v est noté par :
dg(v) = [Na(v)] -
Le degré mazximum d’un graphe est le degré maximum de tous ses sommets, noté par :

A(G) = max{dg(v) : v € V(G)}.
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Le degré minimum d’un graphe est le degré minimum de tous ses sommets, noté par :
d(G) = min{dg(v) : v € V(G)}.

Par exemple pour le graphe G de la figure (1.1.1) le voisinage ouvert du sommet x; est
{9, 4,25} et son voisinage fermé est [x1, xq, x4, x5|. Le graphe G n’a pas de sommets isolés.

Le degré minimum du G est donc §(G) = 2 et le degré mazimum est A(G) = 4.

1.1.4 Chaines, cycles

Chaine

Définition 1.1.8 Soit un graphe G = (V, E) une chaine P de G est une séquence finie de
sommets vy, Vg, ..., U, ol pour tout i = k—1,(v;,v;41) est une aréte de G. Les sommets vy et
v sont les extrémités de la chaine P et les sommets vs , ..., v,_1 sont les sommets intérieurs
de P.

— Une chaine P est simple si chaque aréte de P est emprunté une seule fois.

— Une chaine P est élémentaire si elle ne passe pas deuz fois par le méme sommet.

Cycles

Définition 1.1.9 Un cycle C' d’un graphe G = (V, E) est une chaine vy,vs ,...,v; telle que
les extrémités sont confondues vy = vy.

— Un cycle élémentaire est une chaine élémentaire telle que ses deux extrémités sont
confondues.

— Un cycle C' est simple si chaque aréte de C' est emprunté une seule fois..

Figure 1.1.4 : Une chaine Ps et un cycle Cs.
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1.1.5 Minimalité et maximalité d’un ensemble

Définition 1.1.10 Soient G = (V, E) un graphe et p une propriété. On dit qu’on sous-
ensemble A de V' est minimal par rapport a la propriété p si aucun sous-ensemble inclus
dans A ne vérifie cette propriété. Aussi A est dit maximal par rapport a p si aucun sous-
ensemble de V contenant A et différent de A ne vérifie cette propriété.

De méme, on dit qu’un sous-ensemble B de V' est minimum ou de taille minimale par
rapport & la propriété p si aucun ensemble plus petit (pas nécessairement un sous-ensemble
de B) ne vérifie p. Ainsi,un sous-ensemble p de V' est dit mazimun ou de taille mazimale

par rapport & p, si aucun ensemble plus grand que B (sans nécessairement le contenir) ne

vérifie p.

1.1.6 Connexité

Définition 1.1.11 Un graphe G = (V, E) est un graphe connexe s’il existe une chaine entre
toutes les paires de sommets du graphe. Un graphe connexe a n sommets posséde au moins
n — 1 arétes. une composantes connexe d’un graphe G est un sous-graphe induit maximal
connexe de sommets. Une aréte e est appelée un isthme de G si le graphe G — e posséde
plus de composantes connexes que G, un sommet v du graphe G est appelé un sommet
d’articulation du graphe G si le graphe (G —v) a plus de composantes connexes que G. dans
le graphe de la figure 1.1.5 les sommets a,d, f sont des sommets d’articulation et 'aréte a,d

est un isthme.

b c e h

Figure 1.1.5 : Graphe conneze.
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1.1.7 Stable

Définition 1.1.12 Un stable S (appellé aussi ensemble indépendant ) dans un graphe G
est un sous ensemble des sommets de V' deuzx a deux non adjacents.

a(G) = max{|S]| : S est un stable de G} est appélle nombre de stabilité de G.

1.1.8 Partition de graphe

Définition 1.1.13 Soit G = (V, E) un graphe. Une partition p de G est une partition
de ses sommets suivant certaines régles avec les sommets. Si le nombre de classes dans la
partition p est firé a un entier k, on dit k—partition, ou bien, on dit que la partition p

contient k classes.

1.1.9 Clique

Définition 1.1.14 Soit G = (V, E) un graphe simple tel que X un ensemble de sommets
de G deux & deux adjacents. Cet ensemble est dite une clique de n sommets est noté w,

Donc un graphe est une clique dg(x) =n — 1 pour tout ses sommets telle que | X|= n.

w b
ewc
e
d

Figure 1.1.6 : Un graphe G = (V| E) et un clique ws.

a

d

1.2 Quelques graphes particuliers

1.2.1 Graphe complet

Définition 1.2.1 Un graphe G = (V, E) est dit complet si tous les sommets sont deuz a

deuz adjacents, et le graphe complet a n sommets contient n(n — 1)/2 arétes et noté K,.
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AN

Figure 1.2.1 : Graphe complet K.

1.2.2 Graphe biparti

Définition 1.2.2 Un graphe G = (V, E) est dit biparti s’il existe une partition de l’ensemble
des sommets de G en deux sous-ensembles X1 et Xs tel que toute aréte de G a une extrémité
dans X, et Uautre extrémité dans Xo. Si de plus | X1| = | Xz| alors G est appelé graphe biparti
équilibré.

Un graphe biparti est complet si tous sommet de X1 est adjacent a tous sommet de X,

un tel graphe est noté K, , avec p = X; et ¢ = Xo.

Figure 1.2.2 : Un graphe biparti et biparti complet Ky 3.

1.2.3 Graphe régulier

Définition 1.2.3 Un graphe dont tous les sommets ont le méme degré est dit régulier. Si

le degré est égal a d pour tout sommet, alors on dit que le graphe est d — régulier.
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Figure 1.2.83 : Graphe 3 — régulie.

1.2.4 Graphe complémentaire

Définition 1.2.4 Le graphe complémentaire d’un graphe simple G = (V,E) noté G =
(V,E), est le graphe défini par V(G) = V(G) et E(G) = {uv : u,v € V(G) et wv ¢ E(G)}.

NN 2

G(V,E) G(V.E)

Figure 1.2.4 : Graphe G et son complémentaire.

1.2.5 Couronne d’un graphe

Définition 1.2.5 On appelle couronne d’un graphe G, notée Cr(G) ou G o Ky, le graphe
obtenu enattachant a chaque sommets de G un sommet pendant, et donc il est évident que

Vordre de Cr(G) est égal a 2|V (G)].

Cy C 7‘( 04)

Figure 1.2.5 : Cy et sa couronne Cyo K.
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1.2.6 Etoile

Définition 1.2.6 Une étoile est un graphe biparti complet dans lequel | X1| =1 et | X5| = k,
noté K i, on peut définir un étoile comme un graphe connexe dont tous les sommets sauf un

sont de degré 1, Le sommet de Vy est appelé centre ou sommet central de l’étoile.

Figure 1.2.6 : Exemple d’une étoile K 5.

1.2.7 Graphe de Mycielski

Définition 1.2.7 Soit G un graphe simple le graphe de Mycielski de G noté pu(G),
est un graphe connexe avec V(u(G)) = V(G) U V' UA{w} avee V. = {vy,va,...,0,} et
V'={z1,29,...,2,} et E(u(G)) = E(G)UE'"UE" avec E' = {v;xj,vx; : si est seulement
siviv; € E(GQ)} et E" = {wx; : Vi} tel que 1 <i<n,1<j<n.

Figure 1.2.7 : Graphe de Mycielski de Kjy.
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1.3 Quelques opérations sur les graphes

1.3.1 Le produit cartésien

Définition 1.3.1 Le produit cartésien de deux graphes G1 = (V1, Ey) et Go = (Va, E3), noté
G1 B Gy, est le graphe ayant pour ensemble de sommets {(u,v) : u € Vi et v € Va}. Deux

sommets (uq,v1) et (ug,vy) sont adjacents si u; = ug et vive € Fy ou vy = vy et ujus € Fj.

1.3.2 Le produit direct

Définition 1.3.2 Le produit direct (ou croisé) de deux graphes G = (Vi, E1) et Gy =
(Va, E5), noté Gy x G, est le graphe ayant pour ensemble de sommets {(u,v) : u € V] et

v € Vo}. Deux sommets (uq,v1) et (ug,vy) sont adjacents si vive € Ey et ujus € Ej.

1.3.3 Le produit total (ou fort)

Définition 1.3.3 Le produit total (ou fort) de deux graphes G1 = (V1, E1) et Gy = (Va, Es)
noté G1 X Gy, est le graphe ayant pour ensemble de sommets V(G1) x V(G3) et dont deux
sommet (uy,v9) # (ug,vy) sont reliés par une aréte si et seulement si u; = ug ou U uy €
E(Gh) etvy = vy ouvivg € E(Gy). Ceciveut dire que E(G1XGs) = E(G1EG)UE(G1 X Gs).

Les trois produits sont illustrés dans la figure suivant :

Figure 1.3.1 : FExemple du produits de chaine Py [ P3 et Py X Py et Py X Ps.

1.3.4 Subdivision de graphe

Définition 1.3.4 La subdivision d’une aréte uwv d’un graphe G = (V, E) consiste a sup-

primer ['aréte uv et rajouter un sommet w et deux arétes uw et vw. Le graphe obtenu

10
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apartir de la subdivision de uv est noté par S(G) ou V(S(G)) = V(G) Uw et E(S(GQ)) =

E(G) U {uw,vw}.

Figure 1.3.2 : Exemple de la subdivision d’une aréte uv un graphe.

1.3.5 Graphe total

Définition 1.3.5 Le graphe total d’un graphe G = (V, E), noté T(G), est défini comme
suit : L’ensemble des sommets de T(G) est V(G) U E(G), et deur sommets z,y de T'(G)
sont adjacents si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

—x,y € V(G) et x,y sont adjacents dans G.

— x,y € E(G) et x est adjacent &y dans G.

— a2 € V(G), y € E(G) et x est incident a y dans G.

1.3.6 Graphe milieu

Définition 1.3.6 Soit G = (V, E) un graphe simple. Le graphe milieu de G, noté M (G) est
défini comme suit : L’ensemble des sommets de M(G) est V(G)U E(G), et deux sommets
x,y de M(G) sont adjacents si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

—x,y € E(G) et x est adjacent oy dans G.

—ax e V(G), y € E(G) et x est incident o y dans G.

1.3.7 Graphe central

Définition 1.3.7 Soit G = (V, E) un graphe simple. Le graphe central de G noté C(G) est
défini comme suit: L’ensemble des sommets de C(G) est V(G)UE(G),et deux sommets x,y

de C(G) sont adjacents si la condition suivante est vérifée :

11
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—x,y € V(G) et x,y sont non adjacents dans G.
—x €V(GQ), y € E(G) et x est incident & y dans G.

Figure 1.5.4 : Exemple d’un graphe milieu et central de Cg et
total de Ps.

1.4 Classes de complexité

1.4.1 Classe P

Un probléme p est dit Polynomial (i.e p € P), §'il peut étre résolu par un algorithme
déterministe en un temps polynomial. Prenons par exemple le probléeme de la connexité
dans un graphe. Etant donné un graphe & n sommets, il s’agit de savoir si toutes les
paires de sommets sont reliées par une chaine. Pour le résoudre, on dispose de ’algorithme
de parcours en profondeur qui va construire un arbre couvrant du graphe & partir d’un
sommet. Si cet arbre contient tous les sommets du graphe, alors le graphe est connexe. Le
temps nécessaire pour construire cet arbre est au plus n?, donc le probléme est bien dans
la classe P. Les problémes dans P correspondent en fait & tous les problémes facilement

solubles.

1.4.2 Classe NP

Un probleme p est dans NP, s’il est résoluble par un algorithme non déterministe en un

temps polynomial par rapport a la taille de I'instance.

12
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De facon équivalente, c’est la classe des problémes qui admettent un algorithme dans P
qui, étant donné une solution du probléme NP, est capable de répondre oui ou non.

Intuitivement, les problemes dans NP sont tous les problémes qui peuvent étre résolus en
énumérant ’ensemble des solutions possibles et en les testant avec un algorithme polynomial.

Par exemple, la recherche de cycle hamiltonien dans un graphe peut se faire avec deux

algorithmes:

e le premier génére I’ensemble des cycles (ce qui est exponentiel).

e le second teste les solutions (en temps polynomial).

On constate, immédiatement, que P € NP.

1.4.3 Probléme NP-Complet

Un probleme est NP-difficile si ce probléme est au moins aussi dur que tous les problémes
dans NP. Formellement, on définit une notion de réduction : Soient p et p’ deux problémes.
Une réduction de p a p’ est un algorithme transformant toute instance de p’en une instance
de p. Ainsi, si 'on a un algorithme pour résoudre p, on sait aussi résoudre p’, p est donc
aumoins aussi difficile & résoudre que p’. Les problémes les plus étudiés sont les problémes
NP-complets, par ce qu'on ne sait pas les résoudre éfficacement & cause de leur indéter-
minisme. Il est clair que P C NP, puisqu’un algorithme déterministe est un algorithme
non déterministe particulier.

Le probléme p est alors NP-difficile si pour tout probléme p’ de NP, p’ se réduit a p.
Quand on parle de problémes NP-difficiles on s’autorise uniquement des réductions dans P,
c’est-a-dire que I'algorithme qui calcule le passage d’une instance de p’ & une instance de p

est polynomial .

1.4.4 Classe NP-complet

Le probléeme étant dans NP et NP-difficile, il est NP-complet, autrement dit, les prob-

lemes NP-complets sont les plus difficiles de la classe.
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Chapitre 2

Quelques résultats obtenus sur le

nombre de la coloration équitable

Dans ce chapitre, nous présentons quelques types de coloration des graphes et leurs paramétres
associées. Dans ce contexte, nous rappelons les défnitions de la coloration classique et de
la coloration équitable, ensuite nous exposons briévement quelques résultats fondamentaux

obtenus sur la coloration équitable.

2.1 La coloration propre

Définition 2.1.1 Une coloration propre d’un graphe G = (V, E) est une application ¢ qui
associé & chaque sommet de V(G) une couleur de 'ensemble {1,2,3, ..., k} de telle fagon que
les sommets voisins (adjacents) ont des couleurs distinctes:{(uv)} € E (G) = c(u) # c(v)

(Voir Figure 2.1.1):

Figure 2.1.1: x(FP) = 2.

14



2.2. Posistion du probléme

Définition 2.1.2 De maniére équivalente, la classe de couleur d’une coloration de G en
k couleurs est une partition de l’ensemble des sommets V(G) en k ensembles stables (ou
indépendants) V(G) = ViU Vo U ... U Vi avec Vi = ensemble des sommets colorer par la

couleur i (i =1,....,k). On dira que le graphe G admet une k-coloration.

Définition 2.1.3 On appellera nombre chromatique d’un graphe G = (V, E), noté x(G), le
nombre minimum de couleurs nécessaires a sa coloration. c’est -a- dire le plus petit nombre
des couleurs permettant de colorer tous les sommets du graphe sans que deux sommets
adjacents soient de la méme couleur. La coloration optimale (minimale) du graphe G =

(V, E) est appellée x(G)-coloration, ou bien x(G)-chromatique.

2.2 Posistion du probléme

On peut poser le probleme de coloration des graphes par le modéle suivant :

(

min(f = ||k[])
k=K
Xik—i-Xjk: 1
\ Vi,je X tq(i,j)e EetVkeK

Ou : K : I’ensemble des couleurs

X : Pensemble des sommets

E : I'ensemble des arétes

zike {0;1} tel que z; = 1 si le sommet ¢ est de couleur k sinon z;; = 0. La premiére
contrainte nous informe qu’un sommet 7 doit étre coloré d’une ceule et unique couleur, tandis
que la deuxiéme indique I'impesibilité que deux sommet (7, j) relié par un aréte, soint coloré

par une couleur.[13]

2.3 Bornes sur le nombre chromatique

Proposition 2.3.1 [5/ 1. Le nombre chromatique d’un graphe complet d’ordre n est n.

2. Le nombre chromatique d’un graphe discret d’ordre n est 1.
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2.3. Bornes sur le nombre chromatique

3. Le nombre chromatique d’un cycle d’ordre pair est 2.
4. Le nombre chromatique d’un cycle d’ordre impair > 3 est 3.

5. Le nombre chromatique d’une chaine d’ordre > 2 est 2.
Théoréme 2.3.1 [20] Si H est un sous-graphe de G. Alors
X(H) < x(G)
Théoréme 2.3.2 [20] Pour tout graphe G,
w(@) < x(G)

Théoréme 2.3.3 [3] Soit G un graphe connezxe. Si G n'est ni un cycle impair ni un graphe

complet. Alors

x(G) < A(G)

De plus, si G est complet ou contient un cycle impair

Théoréme 2.3.5 [1] Si G est un graphe planaire. Alors
X(G) <4
Théoréme 2.3.6 [2] Soit G un graphe et G le graphe complementaire de G,
X(G@)+x(G)<n+1

Théoréme 2.3.7 [20] Un graphe G est 2-colorable si et seulement si G est biparti.

La borne inférieure du nombre chromatique d’'un graphe GG implique le nombre chroma-

tique de ses sous -graphes.
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2.4 Quelques bornes du nombre chromatique équitable
Théoréme 2.4.1 [6] Pour tout graphe G,
X(G) < x=(G)
Théoréme 2.4.2 [7] Si H est un sous-graphe de G, alors
x= (H) < x=(G)
Théoréme 2.4.3 [8] Pour tout graphe G,

w(G@) < x= (G)

Théoréme 2.4.4 [12] Soit G un graphe connexe. Si G ni un cycle impaire ni un graphe

complet,

x= (G) <A(G)

2.5 Coloration équitable de certains graphe particuliers

2.5.1 Coloration équitable d’un cycle

Théoréme 2.5.1 [12] Pour tout n > 3,

2 st n est pair
X:(On) =

3 sin est impair

Figure 2.5.1 : x_(C4) =2 et x_(C5) =3
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2.5.2 Coloration équitable d’une chaine
Théoréme 2.5.2 [12] Pour tout n > 2,

X= (Pn) =2

Figure 2.5.2 : x_(Ps) = 2.

2.5.3 Coloration équitable d’un graphe complet
Théoréme 2.5.3 [12] Pout tout n > 2,

X= (Kn) =n

Figure 2.5.3 : x_(Ks) =6

2.5.4 Coloration équitable d’un graphe biparti
Théoréme 2.5.4 [12] Sin > 3. Alors

X (Kun) =2

Figure 2.5.4 : y_(K33) = 2.
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2.5. Coloration équitable de certains graphe particuliers

2.5.5 Coloration équitable d’une étoile

Théoréme 2.5.5 [12] Pour tout n > 3,

n

e () =[] +1

Figure 2.5.5 : x_(Ki14) =3

2.5.6 Coloration équitable d’un graphe prisme de cycle

Définition 2.5.1 [14] Un graphe de prisme d’un cycle noté parY,, est un graphe obtenu en
prenant deuz cycles disjoints C,, (cycle intérieur et cycle extérieur), et on ajout des arétes
vy pour i,i € {1,2,...n},v; = v; avec :

e v; les sommets du cycle intérieur.

’ , .
o v, les sommets du cycle extérieur.

Théoréme 2.5.6 [14] Pour tout n > 3,

2 st n est pair
X= (Ya) = o
3 81 n est impair

2 1 1 3

Figure 2.5.6 : x_(Yy) =2 et x_(Y5) = 3.
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2.5. Coloration équitable de certains graphe particuliers

2.5.7 Coloration équitable d’un graphe de tadpole

Définition 2.5.2 [15] Le graphe Tadpole T,,, (graphe tétard), est le graphe obtenu en

joignant l'une des extrémité de la chaine P, a un sommet d’un cycle C,, par isthme.

Théoréme 2.5.7 [15] Pour tout n > 2,m > 3,

(2 sim est pair et n est pair

2 s1m est pair et n est impair

3 st m est impair et n est pair

L 3 sim est impair et n est pair

Figure 2.5.7: x_(Ty2) =2, x_(T43) =2, x_(T52) = 3,
X:(Tg,.g) = 3
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2.6. Coloration équitable du graphe milieu de quelques graphes

2.6 Coloration équitable du graphe milieu de quelques

graphes

2.6.1 Coloration équitable du graphe milieu d’un cycle

Théoréme 2.6.1 [12] Sin > 3. Alors

Figure 2.6.1 : x_(M(Cs)) = 3.

2.6.2 Coloration équitable du graphe milieu d’une chaine

Théoréme 2.6.2 [12] Sin > 2. Alors

Figure 2.6.2 : x_(M(F5)) = 3.

2.6.3 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe complet

Théoréme 2.6.3 [12] Sin > 3. Alors

X= (M(K,)) =n

21



2.6. Coloration équitable du graphe milieu de quelques graphes

Figure 2.6.3 : x_(M(Ky)) = 4.

2.6.4 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe biparti

Théoréme 2.6.4 [12] Pour le graphe milieu de graphe biparti,

X= (M(Knn)) =n+1

Figure 2.6.4: x_(M(Kj32)) =4

2.6.5 Coloration équitable du graphe milieu d’une étoile

Théoréme 2.6.5 [16] Pour tout n > 3,

X— (M(K1n)) =n+1

Figure 2.6.5 : x_(M(K14)) = 5.
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2.6. Coloration équitable du graphe milieu de quelques graphes

2.6.6 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe prisme

de cycle

Théoréme 2.6.6 [14] Sin > 4,
X=(M(Yz)) =5

Figure 2.6.6 : x_(M(Y5)) = 5.

2.6.7 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe de tad-
pole

Théoréme 2.6.7 [15] Sim >4 et n > 1,

X=(M(Tn.p)) =4

<>

Figure 2.6.7 : x_(M(Ty2)) = 4.
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2.7. Coloration équitable du graphe central de quelques graphes

2.7 Coloration équitable du graphe central de quelques

graphes

2.7.1 Coloration équitable du graphe central d’un cycle

Théoréme 2.7.1 [21] Pour tout n > 3,

2 st n est pair

(CC) =9 20 T
5 stn est impair

Figure 2.7.1 : x_(C(Cg)) = 3 et x_(C(C5)) = 3.

Remarque 2.7.1 Sin = 3;4, alors x_(C(C,)) = 2;3 respectivement.

2.7.2 Coloration équitable du graphe central d’une chaine

Théoréme 2.7.2 [21] Pour tout n > 2,

B 5 sim est pair
wem) =4 2

5 Sin est impair

Figure 2.7.2 : x_(C(Fs)) =3 et x_(C(F5)) = 3.
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2.7. Coloration équitable du graphe central de quelques graphes

2.7.3 Coloration équitable du graphe central d’un graphe complet

Théoréme 2.7.3 [21] Pour tout n > 3,

X=(C(Kn)) =3

Figure 2.7.3 : x_(C(K3)) = 3.

2.7.4 Coloration équitable du graphe central d’un graphe biparti

Théoréme 2.7.4 [21] Sin > 3,

X=(C(Kpnn)) =n+1

Figure 2.7.4 : x_(C(Ks4)) = 3.

2.7.5 Coloration équitable du graphe central d’une étoile

Théoréme 2.7.5 [16] Pour tout n > 3,
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2.7. Coloration équitable du graphe central de quelques graphes

Figure 2.7.5 : x_(C(K14)) = 4.

2.7.6 Coloration équitable du graphe central d’un graphe prisme

de cycle

Théoréme 2.7.6 [14] Sin > 3,

Figure 2.7.6 : x_(C(Yy)) = 4.

2.7.7 Coloration équitable du graphe central d’un graphe de tad-
pole

Théoréme 2.7.7 [15] Sim >4 et n > 1. Alors

( m+n

2
m~4n+1

X:(C<Tm.n)) = ?

mtntl
2

st m est pair et n est pair
st m est pair et n est impair

st m est impair et n est pair

M2 5 m est impair et n est impair
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2.8. Coloration équitable du graphe total de quelques graphes

Figure 2.7.7 : x_(C(Ts2)) = 3, x_(C(Ts3)) = 4, x_(C(Ts2)) = 4,
X:(C(T5,2)) = 9.

2.8 Coloration équitable du graphe total de quelques
graphes

2.8.1 Coloration équitable du graphe total d’un cycle

Théoréme 2.8.1 [21] Si n multiple 3. Alors

X=(T(Cn)) =3

Figure 2.8.1 : x_(T'(Cs)) = 3.
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2.8. Coloration équitable du graphe total de quelques graphes

2.8.2 Coloration équitable du graphe total d’une chaine

Théoréme 2.8.2 [21] Pour tout n > 3,

Figure 2.8.2 : x_(T'(P5)) = 3.

2.8.3 Coloration équitable du graphe total d’un graphe biparti

Théoréme 2.8.3 [21] Sim < n. Alors

X (T (Konn)) = { n+lsim<n

n+2ssm=n

Figure 2.8.3 : x_(T'(K23)) =4 et x_(T(Ks2)) = 4.

2.8.4 Coloration équitable du graphe total d’un graphe prisme de
cycle

Théoréme 2.8.4 [14] Sin > 4. Alors

X=(T(Yn)) =5
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.8.4 : x_(T'(Ys)) = 5.

2.8.5 Coloration équitable du graphe total d’un graphe de tadpole

Théoréme 2.8.5 [15] Sim >4 et n> 1. Alors

X=(T(Thn)) =4

Figure 2.8.5 : x_(T(T53)) = 4.

2.9 Coloration équitable et certaines operations sur les
graphes

2.9.1 Coloration équitable de produit cartisien

Théoréme 2.9.1 [}/

2 st m,n sont pairs

x_(C,0C,) = {

3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.9.1: x_(C4,0C,) =2 et x_(C4,OC3) =3

Théoréme 2.9.2 [7] Soit m, n des entiers positifs, m, n > 3 et n est impair,

Figure 2.9.2 : x_(K;40P3) = 3.

2.9.2 Coloration équitable de produit direct

Théoréme 2.9.3 [7]
2 st m,n est pair
X_(Cp x Cy) =

3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.9.3 : x_(Cy x Cy) =2, x_(C3 x C5) = 3.

Corollaire 2.9.1 [7] Soit H un graphe ayant au moins un sommet, m, n entiers positifs,

X_(Cn x H) = 2 pourn pair
X_(P, x H) = 2 pourn pair

Xo(Kpnx H) = 2 pourm=n

Maintenant, nous donnons quelques valeurs exactes du nombre chromatique équitable

de produits de certains graphes

Théoréme 2.9.4 [7] Soit m, n des entiers positifs,

(m+1)(n+1)

_(Kim X K1) =
X=(Kim X Kin) max{m,n} + 1

= min{m,n} +1
Théoréme 2.9.5 [7] Soit m,n des entiers positifs, m,n > 1,

2 st m est pair oun = 2
3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

N
RTINS
PP

Figure 2.9.4 : x_(Ky X Py) = 2 et x_(K3 x P3) = 3.

Corollaire 2.9.2 [7] Soit G un graphe a n sommets et au moins une aréte,

2 st m est pair

3 sinon

X_(G x P,) < {

Corollaire 2.9.3 [9] Soit m,n > 3 des entiers positifs impairs,

X_(Pn xP,)=3

Figure 2.9.5 : x_(P3 x P5) = 3.

Corollaire 2.9.4 [7] Soit m,n des entiers positifs et n > 2,

2 st n pair
X:(Kl.m X Pn) =

3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.9.6 : x_(K13 x Py) =2 et x_(K;3 x P3) =3.

2.9.3 Coloration équitable de produit total

Théoréme 2.9.6 [18] Soit G1, G5 des graphes avec au moins une aréte,
X=(G1 K G3) = max{x(G1), x(G2)} + 2
Dans le reste de cette section, nous collectons plusieurs résultats exacts
Théoréme 2.9.7 [7] Soit m,n des entiers positifs et m,n > 1,

4 st n,m est pair

5 sinon

Figure 2.9.7 : x_(PAX Py) =4 et x_(P3sX Py) = 5.
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2.10. Coloration équitable du graphe de mycielski

2.10 Coloration équitable du graphe de my-cielski

2.10.1 Coloration équitable du graphe de mycielski d’un cycle

Théoréme 2.10.1 [19] Pour tout n > 3,

3sin=4,6,8
X=(u(Cr)) = 4 sin > 10, n est pair

4 sin est impair

Figure 2.10.1 : x_(u(C4)) = 3 et x_(1(Cho)) = 4 et x_(u(Cs)) = 4.

2.10.2 Coloration équitable du graphe de mycielski d’une chaine

Théoréme 2.10.2 [19] Pour tout n > 1,

2stn=1
X=(u(Pn)) = 3sin<1l,n#10
4 sin >10,n # 11
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2.10. Coloration équitable du graphe de mycielski

Figure 2.10.2 : x_(u(P1)) = 2 et x_(u(Fa)) = 3 et x_(1u(Pro)) = 4.

2.10.3 Coloration équitable du graphe de mycielski de graphe bi-
parti

Théoréme 2.10.3 [22] Pour les graphes bipartis,

.
J3sim=n<A4

4sim=n>5
3st2m=n

[m—*”—‘ sinon
\

min(m,n)
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2.10. Coloration équitable du graphe de mycielski
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Chapitre 3

Détermination du nombre
chromatique équitable de quelques

graphes particuliers

Dans ce chapitre, nous donnons nos résultats sur la détermination du nombre chromatique

équitable de quelques types de graphes.

3.1 Coloration équitable du graphe moulin

Définition 3.1.1 [17] Le graphe Moulin C)" est constitué de m copies de cycles C,, et

un sommet commaun.

Exemple 3.1.1

Figure 3.1.1 : Graphe moulin C3.
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

Proposition 3.1.1 Soit G un graphe moulin. Si p = 3. Alors :
X=(C5") =m+1

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe moulin C§* tel que m > 2, et soit V' = {vy, va, ..., v, }
les sommets de graphe GG, Soit v; le sommet commun. Colorons v; par 1. Comme v; est
adjacent a tous les sommets {vy, vs..., v, }, la couleur 1 ne peut étre présent dans I'ensemble
{v2, v3..., v, }. D’aprés la definition de la coloration équitable (||Vi| — |V;|| < 1 pour tout
i # j), alors chaque couleur de l'ensemble {vs,vs...,v,} doit étre utiliser au plus deux
fois. Comme [{vs,vs...,v,}| = 2m, alors on utilise m couleurs pour colorer les sommets

{va,v3,...,v,}. Par conséquent x_(C3*) =m+1. m

Exemple 3.1.2

Figure 3.1.2 : Exemple de graphe moulin avec,

X=(C3) = 4.

3.1.1 Coloration équitable du graphe milieu de graphe moulin

Proposition 3.1.2 Pour tout p =3, m > 2,
X_(M(CF)) =n=2m+ 1.

Preuve. Posons G = M(Cy"), et soit V(C5") U {ujy : 1 <4 < [5]} les sommets de
M(CE") ol u;,, les sommets de la subdivision des arétes e; pour tout (i = 3m).

On partitionne I’ensemble des sommets de V(M (C%*)) comme suit :
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

Vi ={vi0,u13}
Vo = {01,1,U1,2}
V3= {U1,27u1,l}
Vi = {02,1, Uz,z}

Vo1 = {Um,l, Um,2}

Vi = {vma, Um1}

et {u23,us3, ..., U3} les sommets qui restent. Colorons les sommets de V; par la couleur
i, 1 < i < n. Colorons les sommets de l'ensemble {us3,usg3,...,un 3} par les couleurs
2,3,...,m. Il est clair que V;,V5,...,V, sont des ensembles indépendants. De plus on
a ||Vi| — V|| <1 pour tout i # j donc x_(M(CF")) < n.

D’autre part le graphe M (CF") contient une clique d’ordre n, alors d’apres le Théoreme
2.4.2 x_(M(C§)) > n.

Par conséquent x_(M(C5)) =n. m

Exemple 3.1.3

V32

Figure 3.1.3 : Graphe milieu de graphe moulin avec,

X=(M(C3)) = 6.
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

3.1.2 Coloration équitable du graphe central de graphe moulin

Proposition 3.1.3 Pour tout p =3, m > 3,
x=(C(C5")) = m.

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe C(C5"), et soit V(C§") U {1 1 <0 < |5} les
sommets de C'(C§") ol u;,, les sommets de la subdivision des arétes e; pour tout (i = 3m)

On partitionne 1’ensemble des sommets de V(C(C%*)) comme suit :

Vi = {010,011, V12, Um—1,3, Um,3}

Vo = {02,1,112,2, Uy,1,U1,2, Um,1, Um,2}

Vs = {03,1,03,2, U2,1,U2,2,U1,3}

Vi= {U4,1> V4,2, U3,1, U3,2, U2,3}

Vin = {Um,ly Um,25 Um—1,1, Um—1,2, Um—2,3}

Il est clair que Vi, Vs, ..., V, sont des ensembles indépendants avec |Vi| = |V3| = ... =
|Vin| = 5 et |Va] = 6. De plus on a ||V;| — |V}|| < 1 pour tout ¢ # j. Colorons les sommets
de V; par la couleur i, 1 < ¢ < m. Ceci implique que x_(C(C%")) < m.

D’autre part le graphe C'(C%") contient une clique d’ordre m, alors d’apres le Théoréeme
2.4.2 x_(C(CF)) > m.

Par conséquent x_(C(C§")) =m. m

Exemple 3.1.4

Figure 3.1.4 : Graphe central de graphe moulin de x_(C(C%)) = 3.
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

3.1.3 Coloration équitable du graphe total de graphe moulin

Proposition 3.1.4 Pour tout p =3, m > 3,
x=(T(C5")) = n.

Preuve. Soit G le graphe T'(C5"), et soit V(C3") U {wm : 1 <4 < [ 5]} les sommets de
T(CY") ou uj;,m, les sommets de la subdivision des arétes e; pour tout (i = 3m).

On partitionne I’ensemble des sommets de V(T'(CY*)) comme suit :

Vi = {vi0,u13}

Vo = {U1,1,U1,2}

Vs = {U1,2,U1,1}

Vi = {vma2, Um1}

et {uss, ..., ums} les sommets qui restent. On colorons comme suit {2,3,...,m}.

Il est clair que V4, Vs, ..., V, sont des ensembles indepéndants, aussi on a ||V;| — V|| <1
pour tout ¢ # j donc. Colorons les sommets de V; par la couleur i, 1 < ¢ < n. Colorons les
sommet de I’ensemble {uy3, ..., un,3} par les couleurs 2,3, ...,m. D’ou x_(T(C%")) < n.

D’autre part le graphe T'(C3") contient une clique d’ordre n, alors d’aprés le Théoréeme
2.4.2 x_(T(C§)) > n.

Par conséquent x_(T'(C%")) = n.

Figure 3.1.5 : Graphe total du graphe moulin de Cj.
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3.2. Coloration équitable du graphe circulant

3.2 Coloration équitable du graphe circulant

Définition 3.2.1 [10] Le graphe circulant ( l’échelle de Mdobius) est un graphe cubique
formé a partir du cycle a 2n sommets et 3n arétes en ajoutant des arétes entre les sommets
opposés du cycle.

St n est impair alors le graphe MI,, est un graphe biparti.

Proposition 3.2.1 Pour tout n,

3 si 2n = 0mod[4] (n est pair).
2 si 2n = 2mod[4] (n est impair).

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe M L,, tel que V(ML,) =2n ={v; : 1 <i < 2n}.

On partitionne I’ensemble des sommets de V(M L,,) comme suit :

Cas 1: Sin = 1mod|3]

Vi ={v;:i=1mod[3],1 2

Vo ={v;:i=2mod[3],2 <i < 2n}

V3 ={v; : i = 0mod[3],3 2

Cas 2 : Sin =2mod|3]

Vi ={v;:i=1mod[3],1 2

Vo={v;:i=0mod[3],3<i<2n—1,i#n+1}U{v,}

Vs = {v; : i =2mod][3], 2 2

Cas 3 : Sin = 0mod[3]

Vi=A{v;:i=1mod[3],1 <i<n—-2}U{v;:i=0mod[3],n+3 <i<2n—3}U{vy,_1}

Vo={v;:i=2mod[3],2 <i <n—1}U{v; : i = 1mod[3],n+4 < i < 2n—5}U{v,11, V2, }

Vs={v;:i=0mod[3],3<i<n}U{v;:i=2mod[3],n+2<i<2n—4} U{vy,_2}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 3.

Il est clair que V3, V5, V3 sont des ensembles indépendants. De plus on a ||V;| — |V|| <1
pour tout i # j. D’ou y_(ML,) < 3.

D’autre part le graphe M L,, contient une clique d’ordre 3 alors d’apres le Théoréeme 2.4.2
x=(ML,) > 3.

Par conséquent y_(ML,) =3. =
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3.2. Coloration équitable du graphe circulant

Exemple 3.2.1

A\
Zl

3 2 1 3

Figure 3.2.1 : x_(MLy) = 3, x_(ML¢) = 3, x_(MLg) = 3.

3.2.1 Coloration équitable du graphe central de graphe circulant
Proposition 3.2.2 Pour tout n pair avec n > 6,
X=(C(MLy)) =n.

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe M (M L,,) tel que V(M L,)U{u; : 1 <i<2n}U{s;:
1 <i < n} ou u; les sommets de la subdivision des arétes v;v;11 et s; les sommets de la
subdivision des arétes v;v;;, (les sommets oppossé)
On partitionne 1’ensemble des sommets de V(M (M L,,)) comme suit :
Vi = {v1, 09, up_3,u, o} U{sn}
Vo = {3, 04, Up_1, U} U {s,_1}
Vs = {vs,v6, u1, u2} U {82}
Vi = {ve, vz, u3, ua} U {sp 3}

Vi = {vn—1,Vn, Up—5, Up_a} U {s1}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < n.

Il est clair que Vi, Vs, ..., V,, sont des ensembles indépendants avec V} = V5 = ... =V,
aussi on a ||Vi| — |V}|| <1 pour tout ¢ # j. Dot x_(C(ML,)) <n.

D’autre part le graphe C(M L,) contient un étoile Ko, o comme sous graphe, alors

d’apres le Théoréme 2.4.2 x_(C(ML,)) > x_(Ki2n-2) =n.
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3.2. Coloration équitable du graphe circulant

Par conséquent x_(M(ML,)) =n. =

Exemple 3.2.2

1 3

2 N~——_
‘ I\
4{1‘5\\; 7N

Figure 3.2.2 : Graphe central de graphe circulant M Lg.

3.2.2 Coloration équitable du graphe milieu de graphe circulant

Proposition 3.2.3 Pour tout n pair,
X=(M(MLy)) = 4.

Preuve. Soit G = (V, F) le graphe M (M L,,) tel que V(M L,)U{u; : 1 <i <2n}U{s;:
1 <i < n} ou u; les sommets de la subdivision des arétes v;v;41 et s; les sommets de la
subdivision des arétes v;v;,, (les sommets oppossé)

On partitionne I’ensemble des sommets de V(M (M L,,)) comme suit :

Cas 1: si n multiple 3 alors :

Vi=A{v;:i=1mod[3],1 <i<2n—2}U{u; :i=2mod[3],2 <i<2n—1}

Vo={v;:i=0mod[3],3 <i<2n}U{u;:i=1mod[3],1 <i<2n—2}

Vs =A{v; :i=2mod[3],2 <i<2n—1}U{u; : i =0mod[3],3 <i < 2n}

Vi ={s1,52, ..., Sn}

Cas 2: si n multiple pas 3 alors :

Vi=Av; :i=1mod[4],1 <i<2n—3}U{wy; :i=2mod[4],2 <i < 2n—2}U{s; :
i =0mod[4],4 <i<2n}

44



3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

Vo ={v; 11 =0mod[4],4 <i <2n}U{u; :i=1mod[4],1 <i<2n—-3}U{s;:i
3mod[4],3 <1i < 2n—1}

Vs ={v;:i=2mod[4],2 <i<2n—2}U{wy; :i=3mod[4],3<i<2n—1}U{s; 4
Imod[4],1 <i<2n—3}

Vi=A{v;: 1 =3mod[4],3 <i<2n—1}U{wy; : i =0mod[4],4 <i <2n}U{s; :i
2mod[4],2 <i < 2n — 2}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 4.

Il est clair que Vi, V5, V3, V) sont des ensembles indépendants, aussi on a ||V;| — |V|| <
1 pour tout i # j donc x_(M(ML,)) < 4. D’autre part le graphe M (M L,) contient
une clique d’ordre 4 alors d’apres le Théoréeme 2.4.2 y_(M(ML,)) > 4. Par conséquent
X_(M(ML,))=4. m

Exemple 3.2.3

S

Figure 3.2.3 : Graphe milieu de graphe circulant M L,,.

3.3 Coloration équitable d’un graphe de fan

Définition 3.3.1 Un graphe de fan F} , est un graphe connexe obtenu a partir de l'union
disjointe d’une chaine d’ordre n et un sommet en reliant ce sommet a tous les sommet de

la chaine.
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

3.3.1 Coloration équitable d’un graphe de fan

Proposition 3.3.1 Pour tout n > 3,
n
X=(F1a) =[5+ 1.

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe de fan tel que n > 3 et soit vy, vy, . . ., v, les sommets
de la chaine P,, et v le sommet commun.

Deux cas se présentent:
Cas 1: si n est pair

Vi ={v}

Vo ={v1, vz}

V3= {U2,U%+2}

Vi= {U3,Ug+3}

Vizyr = {on, 0.}

Cas 2: si n est impair
Vi ={v}

Vo = {v1, 02141}

Vs = {v2,013142}

Vi ={vs,vrz143}

Vizgre = {vrg}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <1 < (%} + 1.

Il est clair que V;, V5, ..., Vr%wl sont des ensembles indépendants. Si n est pair, alors
Vo = |V3] = ... = |V(%w+1| = 2 et |V1] = 1. Si n est impaire, alors |V3| = |V3| = ... =
Vil = 20t il = IV,

équitable avec [51] + 1. Donc x_(F1,,) < [5] + L.

214 | = 1. Par conséquent, cette coloration est une coloration
2

D’autre part dans les deux cas le graphe F} ,, contient un étoile K, comme sous graphe,
alors d’aprés le Théoreme 2.4.2 x_(F1,) > x_(K1n) = [5] + 1.
Par conséquent x_(Fi,) = [5]+1. =

Exemple 3.3.1
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

Figure 3.3.1: Graphe de fan x_(F},)

I
—
N3
-
_|_
—_

3.3.2 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe de fan

Proposition 3.3.2 Pour tout n > 4,
X_(M(Fi,))=n+1.

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe M(F},,) tel que V(M (F1,)) = V(Fin) U{u; 11 <
i<n—1}U{s; : 1 <i<n}, ouu; les sommets de la subdivision des arétes v;v;,1 et s; les
sommets de la subdivision des arétes vv;, (1 <1i < n).

On partitionne I’ensemble des sommets de V(M (F},,)) comme suit :

Vi ={v,vn,u1}

Vy = {s1,us}

Vs = {s9,v1,us}

Vi= {83,7)2#4}

Vi ={Sn_1,0n_2}
Vis1 = {Sn, Un-1}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <¢ <n+ 1.

Il est clair que Vi, Vs, ..., V41 sont des ensembles indépendants, avec |Vi| = |V3| = ... =
Vo1 = 3 et |Vo| = V| = |Vaa1| = 2. Donc cette coloration est équitable. Ceci implique
que x_(M(Fi,)) <n-+1

D’autre part le graphe M (F},) contient une clique K, comme sous graphe. D’aprés

le Théoreme 2.4.3 x_(M(Fi,)) > x=(Kpy1) =n+ 1.
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

Par conséquent x_(M(Fi,)) =n+1. =

Exemple 3.3.2

Figure 3.3.2 : Graphe milieu d’un graphe de fan
X=(M(Fi6)) =7

3.3.3 Coloration équitable du graphe central d’un graphe de fan

Proposition 3.3.3 Pour tout n > 4,

Y- (C(FL)) = [5]:

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe C(Fy,,) tel que V(C(Fi,)) = V(Fi,) U{u; 1 1 <
i<n—1}U{s; : 1 <i<n} ouu; les sommets de la subdivision des arétes v;v;;1, s; les
sommets de la subdivision des arétes vv;, (1 <i <n).

On partitionne 'ensemble des sommets de V(C(F},,)) comme suit :

Cas 1 : Sin est pair

Vi ={v, 01,02, Up—1, Un—2, U3}

Vo = {vs, 04, 51, 82, Sn—1, Sn }

‘/3 = {U5a Vg, U1, U2, 53, 84}

‘/;1 == {1}77 Vg, U3, U4, S5, 86}
V[%] - {'Un—ly Un, Un—14, Un—5, Spn—2, Sn—S}
Cas 2 : Sin est impair, n > 5

‘/1 = {U7 V1, V2, Up—1, un72}
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

‘/2 - {U3,U4,31752,Sn}
‘/3 = {U5,U6,U1,U2,83,S4}

‘/;1 == {1}77 Vg, U3, U4, S5, 56}

Viz1—1 = {Un-1, Un—2, Un_5, Un_6, Sn—4, Sn—3}

Viny = {Un, Un—3, Un—1, Sp—1, Sn—2}

Colorons les sommets de V; par la couleur ¢, 1 < i < [4].

Il est clair que Vi, V3, ..., Viny sont des ensembles indépendants, avec |V;| = Vol =... =
[Vinq| = 6 si n est pair, [Vi| = [Vo| = [V,| =5 et [Va] = [Vi| = ... = [Vjn)_4| = 6 sin est
impair. De plus on a ||V;| —|V}|| < 1 pour tout i # j. Ceci implique que. x_(C(F1,)) < [5].

D’autre part le graphe C(F},,) contient une clique K -y, COMIeE sous graphe, alors d’apres
2

le Théoreme 2.4.3 x_(C(F1,)) > XZ(K[%1) = [§]. Par conséquent x_(C'(F1)) = [5].

Exemple 3.3.3 5in est impair

Figure 3.3.3: Graphe central d'un graphe de fan x_(C(Fi7)) = 4.

Exemple 3.3.4 Sin est pair

Figure 3.3.4: Graphe central d'un graphe de fan x_(C(Fi5)) = 4.
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

3.4 Coloration équitable d’un graphe de double fan

Définition 3.4.1 Un graphe de double fan F,,, est un graphe connexe obtenu a partir

de joint de P, + Py en ajoutant toutes les arétes entre tous les sommets de P, et Ps.

Proposition 3.4.1 Soit I, ,, le graphe de double fan avec n > 5,

25 g n = 0mod|3]
X=(F2n) = ¢ 2 sin = 2mod[3]
25 sin = 1mod[3]

N

Preuve. Soit G = (V, E) le doube fan graphe F;,, tel que V(Fy,,) = {v,v'} U {v; : 1 <
i <n} avec {v,v'} les sommets de P, et v; les sommets de P,.

On partitionne I'ensemble des sommets de V(F},,) comme suit :

Cas 1: Si n = 0mod|[3]

Vi={v,v'}

Va = {1, 020,020 11}

Vs = {uvy, U%ﬁa“%m}

‘/;1 = {U37 U%+37 U%+3}

Vn}’s-s = {U%,?}%n,vn}

Colorons les sommets de V; par la couleur i, 1 <1i < "TJF?’

Il est clair que V3, V3, ..., Vats sont des ensembles indépendants, avec Vol = V3| =... =
’VnT-Hi’ =3, |[V1] = 2. De plus on a ||V;| — |V;|| < 1 pour tout ¢ # j. Donc cette coloration
est équitable. Ceci implique que x_(F,,) < ”T“’

Supposons que x_(F,) = k < 7. Comme v,v’ sont adjacent & tout les sommets de

I'ensemble {vy, v, ...,v,}, la couleur 1 ne peut étre présent dans l'ensemble {vy, v, ..., v, }
c-a-d |V3| = 2. Il est clair que lik |Vi| = n. Pour minimiser y_(F3,) et d’aprés la définition
de la coloration équitable (]V;]Z:—Q |V;|| < 1 pour tout ¢ # j) chaque couleur de ’ensemble
{v1,vg,...,v,} doit étre utilisé deux ou trois fois. D’autre part, on a n = ZZI; |Vi| . Comme
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

Vil <3,n<3(k—1). Vuque k <%, 3(k—1) <n— 3 # n, contradiction. Ceci implique

que y_(Fy,) > 255,
Par conséquent y_(F,) = 2.
Cas 2: Si n = 1mod[3]
Vi={v,v'}

Vo = {Ul,’l}[%prl, (U[%n1+2 sin>T17)}
Vs = {Uz,vfgprz, (v(%an sin>10)}

‘/4 = {’(}37 'U[%"‘_i_g, (U[Q?n'l_,'_él sin Z 13)}

Viss = {vr27, vpzny41}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <1 < ”T%

Il est clair que Vi, V5, ..., VnT+s sont des ensembles indépendants. De plus on a ||V;| —
[Vj|| < 1 pour tout i # j alors y_(F,) < "£2.
Supposons que x_(Fz,) = k < ”T“ Comme v, v’ sont adjacent & tout les sommets

{v1,v2, ..., v, }, la couleur 1 ne peut étre présent dans 'ensemble {vy, vo, ..., v, } c-a-d |V}| = 2,
Il est clair que zik |Vi| = n. Pour minimiser x_(F%,,) et d’aprés la définition de la coloration
équitable (|Vj] Z—:TVJH < 1 pour tout i # j) chaque couleur de I'ensemble {vy,vs, ..., v,} doit
étre utilisé deux ou trois fois. D’autre part, onan = Zik |Vi|. Comme |V;| < 3,n <3(k—1).

=2

Vu que k < "T“, 3(k—1) <n—1%# n, contradiction. Ceci implique que x_(F3,,) > "T*E’

Par conséquent y_(Fj,) = %52
Cas 3: Sin = 2mod[3]
Vi={v,v'}

‘/2 = {UI,U[%"H_l, (U[%‘H_l sin Z 5)}
Vs = {v2, vr2 140, (v[%nHQ sin>8)}

Vi = {vs, vr3148, (2145 51 0 2 11)}

Vies = {27, vp2}
Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <1i < "TH.

Il est clair que Vi, V5, ..., V% sont des ensembles indépendants. De plus on a ||V;| —

[V;]| <1 pour tout i # j alors x_(Fy,) < .
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

Supposons que x_(F3,) = k < "TH Comme v, v’ sont adjacent & tout les sommets

{v1,v2, ..., v, }, la couleur 1 ne peut étre présent dans I’ensemble {vy, vo, ..., v, } c-a-d |V}| = 2,
i=k
Il est clair que ) |V;| = n. Pour minimiser x_(F%,) et d’aprés la définition de la coloration
i=2
équitable (|V;| —|V;|| < 1 pour tout i # j) chaque couleur de I’ensemble {vy, vo, ..., v, } doit
i=k
étre utilisé deux au trois fois. D’autre part, onan = > |V;|. Comme |V;| < 3,n <3(k—1).
i=2
Vu que k < "T“, 3(k —1) <n— 2 # n, contradiction. Ceci implique que x_(F3,,) > "TH.

Par conséquent y_(Fb,) = “*. =

Exemple 3.4.1

1 1 1

1

Figure 3.4.1 : Graphe de double fan.

3.4.1 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe double

fan

Proposition 3.4.2 Soit Iy, le graphe de double fan avec n > 4,
X_(M(Fy,)) =n+1.

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe M (F3,,) tel que V(M (Fy,)) = V(Fy,) U{u; 1 1 <
i <n—1}U{s1,89,...,8. 3 U{s], 55, ...,s,}, u; les sommets de la subdivision des arétes
V;Vit1, S; les sommets de la subdivision des arétes vv;, (1 < i < n) et s, les sommets de la
subdivision des arétes v'v;, (1 <i <n).

On partitionne 'ensemble des sommets de V(M (F3,,)) comme suit :

‘/1 = {Ua Un, U1, 82171}
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

Vy = {ug, s1,5,}
‘/3 == {Ulavlau3a82}
‘/;1 = {1}27'“’478378/1}

Vs = {U3,U5,84;S'2}

Vi = A{vn_2,50-1,,_3}

Vi1 = {Un-1,8n, 8o}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7z, 1 <7 <n + 1.

Il est clair que Vi, Vs, ..., V11 sont des ensembles indépendants avec |Vi| = |V3] = ... =
|Vaoi|l =4 et |Vo| = |V,| = |Vig1| = 3. De plus on a [|V;| —|V}|| < 1 pour tout i # j. Ceci
implique que x_(M(Fy,)) <n+ 1.

D’autre part le graphe M (F5,,) contient une clique K, 41 comme sous graphe alors d’aprés
le Théoreme 2.4.3 x_(M(Fs,)) > xo(Kpt1) =n+ 1.

Par conséquent x_(M(Fy,)) =n+ 1.

Exemple 3.4.2

7 2
6 3
5 2
1\ T~ 4 6‘\3 5 > /] e
rd 6
)
2 4

3

Figure 3.4.2 : Graphe miliew d’un graphe de double fan avec
X=(M(F6)) =7
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

3.4.2 Coloration équitable du graphe central d’un graphe de dou-
ble fan

Proposition 3.4.3 Soit Iy, le graphe de double fan avec n > 4,
n
X-(C(Fs.) = 2]

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe C(Fy,,) tel que V(C(Fy,)) = V(Fopn) U{u; 1 1 <
i <n-—1}U{s1,89,...,8. 3 U{s], 55, ...,s.}, u; les sommets de la subdivision des arétes
V11 et s; les sommets de la subdivision des arétes vv; avec (1 <i < n) et s, les sommets
de la subdivision des arétes v'v; avec (1 <i < n).

On partitionne I'ensemble des sommets de V(M (F3,,)) comme suit :

Cas 1 : sin est pair

Vi = {v,v1, 09, Up—1, Up—2, Up_3, S5, Sy }

Vo = {v', v3, 04, U1, S1, $2, Sn_1, Sn }

Vs = {vs, vg, ua, S3, S4, §1, S, Sh_1, 50}

P / /
‘/;1 - {U77 Ug, U3, U4, S5, S6, Sk, 56}

Viny = {Un-1, Un, Un—a, Un—5, Sn—2, Sn—3, Sp_2, Sp_3}
Cas 2 : si n est impair

Vi = {v,v1, v, Un—1, Un—2, S5, S} }

Vo = {0/70371}4,U1,S1, 8278n}

‘/3 == {U5a Ve, U2, S3, 54, Sll? 8127 S;’L}

_ Il
V;l - {U7> Vg, U3, U4, S5, S6, S5, 56}

V[%Wfl - {'Un—la Up—2, Up—5, Up—6; Sn—4, Sn—3, S;L—47 8{71—3}

V[%'\ = {Una Up—3, Up—4, Spn—1, Sn—2, 8;1—17 5%_2}

Colorons les sommets de V; par la couleur ¢, 1 <i < [§].

Il est clair que V1, V3, ..., Viny sont des ensembles indépendants avec |Vi| = [Va| = [V4| =
coo = |Vim| = 8, [V3| = 9 si n est pair, [Vi| = [Va| = [Vin| =7, [V3] = [V4| = ... =
[Viny_1| = 8 si n est impair. De plus ||V;| — [Vj[| < 1 pour tout i # j. Ceci implique que
\(C(F>)) < 2]
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

D’autre part le graphe C'(F3,,) contient une clique & -3 Comme sous graphe, alors d’apres
2

le Théoréme 2.4.3 x_(C(F2n)) = X=(K,,,) = [5]-

Par conséquent x_(C(Fs,)) = [5].

Exemple 3.4.3 Sin est pair

Figure 3.4.3 : Graphe central d’un graphe
double fan C(Fyg).

Exemple 3.4.4 Sin est impair

Figure 3.4.4 : Graphe central d’un graphe double
fanC(Fy7).
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

3.5 Coloration équitable de couronne des certains graphes

particuliers

3.5.1 Coloration équitable de couronne d’une chaine

Proposition 3.5.1 Pour tout n > 3,
X:(CT(Pn)) =2

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe C,.(F,) tel que V(C,(P,)) = (v; : 1 <i<n)U{y;:
1 <i < n} et v; les sommets du P, et y; des sommets pendants correspondants a chaque
sommet de v;.

On partitionne ’ensemble des sommets de V(C,.(P,)) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

Vi=A{v,vs, .. Un1 ULy, Yay o Yn}

Vo ={vo,v4,. ., U} U{y1, 3, -, Yn-1}

Cas 2 : Sin est impair

Vi={vi,v3,. v} U{y2, Y, - - Yo}

Vo =A{va, 04,01} U{w1, 93, - -+, Un}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 2.

1 est clair que Vi, V, sont des ensembles indépendants. De plus on a ||V;| — |V;]] <1
pour tout i # j dans les deux cas, alors x_(C,.(P,)) < 2.

D’autre part le graphe C,.(P,) contient une chaine comme sous graphe, alors d’apres le
Théoreme 2.4.3 x_(C.(Py)) > x_(P,) = 2.

Par conséquent y_(C,(P,)) =2. =

Exemple 3.5.1
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

- B S S S S S B S S
C,(P) ()

Figure 3.5.1 : Couronne d’une chaine avec x_(C,(P,)) = 2.

3.5.2 Coloration équitable du graphe milieu de couronne d’une

chaine

Proposition 3.5.2 Pour tout n > 3,

X_(M(C\(P,))) = 4

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe M (C,.(P,)) tel que V(M (C,(P,)) = V(C,(P,))U{u; :
1<i<n—1}U{s;:1<1i<n} ouu; les sommets de la subdivision des arétes v;v;;1 et s;
les sommets de la subdivision des arétes v;y; avec (1 <1i < n).

On partitionne I’ensemble des sommets de V(M (C,.(P,))) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

Vi =A{vy,ve...,0,}

Vo ={s1,592,..., 8}

V= {u,uz, ..ty 1} ULy, 03, Yna}
Vi = A{ug,ugy .oy tn—o} U{y2, Yy ..., yn}-
Cas 2 : Sin est impair

Vi =A{v,ve...,0,}

Vo ={s1,82,..., 8}

Vs ={us,ug, ... un—o} U{y1,ys, .., Un}

Vi = {ug,ug, . Up1} U{Y2,Ys - Yn1}-

Dans les deux cas, Il est claire que |V;| =n , 1 <i < 3 et V4] = n — 1. Colorons les

sommets de V; par la couleur 7, 1 <7 < 4.
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

11 est clair que Vi, ..., V} sont des ensembles indépendants. De plus on a ||V;| — V|| <1
pour tout i # j. Ceci implique que x_(M(C,.(F,))) < 4.

D’autre part le graphe M (C,(P,)) contient une clique K; comme sous graphe, alors
d’apres le Théoréme 2.4.3 x_(M(C,(P,))) > x_(K,) = 4.

Par conséquent x_(M(C.(P,))) =4. =

Exemple 3.5.2

Figure 3.5.2 : Graphe milieu de couronne d’une chaine avec x_(M(C,(P,))) = 4.

3.5.3 Coloration équitable du graphe total de couronne d’une

chaine

Proposition 3.5.3 Pour tout n > 3,

X_(T(Cr(F))) = 4

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe T'(C,(P,)) tel que V(T'(C,(P,)) = V(C,(P,)) U{w; :
1<i<n—1}U{s;: 1 <i<n} et u; les sommets de la subdivision des arétes v;v;11 et s;
les sommets de la subdivision des arétes v;y; avec (1 <1i < n).

On partitionne I’ensemble des sommets de V (7'(C,(P,))) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

Vi=A{vi,v3...,0, 1} U{s2,84,..., 8}

Vo ={va,vq...,0,} U{s1,83,...,8,-1}

Vs = {ug,us,. .., U1} U{y1,93, -, Yn_1}
Vi = {ug,ugy .oty o} U{y2, Yay ..., Un}-

Cas 2 : Sin est impair
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

Vi=A{vi,v3...,0,} U{s2,84,...,8,-1}

Vo ={va,vg. ;01 U{s1,53,..., 8.}

Vs = {ui,us, ..., un—2t U{y1,93, ..., yn}

Vi ={ug,ugy. oty 1} U{y2, Yay -y Yn1}-

Dans les deux cas, Il est claire que |V;| =n , 1 < i < 3 et [V4] = n — 1. Colorons les
sommets de V; par la couleur 7, 1 < i < 4.

I est clair que Vi,...,V, sont des ensembles indépendants, aussi on a ||V;| — |V}|| <1
pour tout i # j. Ceci implique que x_(T(C,(P,))) < 4.

D’autre part le graphe T'(C,(P,)) contient une clique K4 comme sous graphe, alors
d’aprés le Théoréme 2.4.3 x_(T(C.(Fy))) > x_(K,) = 4.

Par conséquent x_(T(C,(P,))) =4. =

Exemple 3.5.3

Figure 3.5.3 : Graphe total de couronne d’une chaine avec x_(7(C,(P,))) = 4.

3.5.4 Coloration équitable de couronne d’un cycle
Proposition 3.5.4 Pour tout n > 3,

2 s1n est pair
X_(Cr(Cr)) =

3 st n est impair

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe C,(C,,) tel que V(C,(Cy)) = (v; : 1 <i<n)U{y; :
1 < i< n} ety les sommets de C,, et y; les sommets pendants correspondants a chaque
sommet de v;.

On partitionne 1’ensemble des sommets de V(C,.(C,,)) comme suit :

Cas 1: Si n est pair
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

Vi=A{vi,v3,. .., 001} U{y2, Yay -, Un}

Vo =A{va, 04, .0} U{Y1, Y3, - oy Un—1}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 2.

Ilest clair que V3, V5 sont des ensembles indépendants et |Vi| = |[V3| = n. De plus
[|Vil = [V;]] <1 pour tout i # j, alors x_(C,(C,)) < 2.

D’autre part le graphe C,.(P,) contient un cycle pair comme sous graphe, alors d’aprés
le Théoreme 2.4.3 x_(C,(Cp)) > x=(Ca2) = 2.

Par conséquent x_(C,(C,,)) = 2.

Cas 2 : Sin est impair, on distingue trois cas:

e Cas 2,1 : Sin = 0mod|3]

Vi={vi:i=1mod[3,1 <i<n—-2}U{y;:i=2mod[3],2<i<n-—1}

Vo={v;:i=2mod[3],2<i<n—1}U{y; :i=0mod[3],3 <i<n}

Vi={v; :i=0mod[3],3<i<n}U{y;:i=1mod[3],1 <i<n-—2}

e Cas 2,2 : Sin = 1mod[3]

Vi={vi:i=1mod3,1<i<n—-1}U{y;:i=2mod[3],2<i<n-—2}

Vo={v,Uv;:i=2mod[3],2<i<n—-2}U{y;:i=0mod[3],3<i<n-—1}

Vi={v;:i=0mod[3],3<i<n—1}U{y;:i=1mod[3],1 <i<n}

e Cas 2,3 : Sin = 2mod[3]

Vi={vi:i=1mod3,1 <i<n—1}U{y; :i=2mod[3],1 <i<n}

Vo=A{v; :i=2mod[3],1 <i<n}U{y;:i=0mod[3],3 <i<n—2}

Vs={v;:i=0mod[3],1 <i<n—-2}U{y;:i=1mod[3],1<i<n-—1}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 3.

Dans les trois cas il est clair que Vi, V5, V3 sont des ensembles indépendants. De plus on
a ||Vi| = V|| <1 pour tout ¢ # j . Ceci implique que x_(C,(C,)) < 3.

D’autre part le graphe C,.(C,,) contient un cycle impair comme sous graphe, alors d’aprés
le Théoreme 2.4.3 x_(C.(Ch)) > x_(Capni1) = 3.

Par conséquent x_(C.(C,)) =3. =

Exemple 3.5.4
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

2 3
/II\ /K
20—42 o —e | 10—42 2-—01

Figure 3.5.4: couronne d’un cycle.

3.5.5 Coloration équitable du graphe milieu de couronne d’un

cycle

Proposition 3.5.5 Pour tout n > 3,

X_(M(C,(Cr))) =4

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe M(C,(C,)) tel que V(M (C,(C,)) = V(C,.(C,)) U
{u; 1 <i<n}U{s;:1<i<n} etu; les sommets de la subdivision des arétes v;v;. et
s; les sommets de la subdivision des arétes v;y; avec (1 <i < n).

On partitionne I’ensemble des sommets de V(M (C,(C,,))) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

Vi =A{vi,v9...,0,}

Vo ={s1,59,...,8n}

Vi = {ur,uz, ..., un—1} U{y1,93, .., Yn-1}

Vi = {ug, ugy . un} U{Yo, yay - Yn}

Cas 2 : Sin est impair

Vi =A{vy,v9...,0,}

Vo ={ur,uz, .o 2} ULy, Y, - Yn1} U {80}

Vs = {ug, ugy sty 1} U{ys,ys, .- ynt U {s1}

Vi =A{u,} U{n}U{s2,53,...,8-1}

Dans les deux cas, Colorons les sommets de V; par la couleur i, 1 <i < 4.

61



3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

1l est clair que V3, . ..,V sont des ensembles indépendants avec |Vi| = [Va| = |V5] = V4| =
n. De plus on a ||V;| —|V}|| < 1 pour tout i # j dans les deux cas, alors x_(M(C,.(C,,))) < 4.

D’autre part le graphe M(C,(C,)) contient une clique K4 comme sous graphe, alors
d’apres le Théoréme 2.4.3 x_(M(C,(Cy))) > x_(K,) = 4.

Par conséquent x_(M(C.(C,))) =4. =

Exemple 3.5.5

Figure 3.5.5 : Graphe milieu d’une couronne de cycle avec

X=(M(Cr(Cr))) = 4.

3.5.6 Coloration équitable du graphe total de couronne d’un cycle

Proposition 3.5.6 Pour tout n > 3, on a

X_(T(C.(Cn))) = 4

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe T'(C,.(C,,)) tel que V(T'(C,.(C,)) = V(C,.(Cy))U{w; :
1<i<n}U{s;:1<i<n}etu; les sommets de la subdivision des arétes v;v;,1 et s; les
sommets de la subdivision des arétes v;y; avec (1 <i < n).

On partitionne I'ensemble des sommets de V(T'(C,(C},))) comme suit :

Cas 1: Si n = 0mod|[3]

Vi={vi:i=1mod[3,1 <i<n—-2}U{u;:i=2mod[3],2 <i<n—-1}U{y :1i
Omod[3],3 <i<n}

Vo={v; :i=0mod[3],3 <i<n}U{w :i=1mod[3],1 <i<n—-2}U{y :i
2mod[3],2 <i<n-—1}
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

Vs ={v; :i=2mod[3],2 <i<n—-1}U{y; : i =0mod[3],3 < i <n}U{y :i=
Imod[3],1 <i<n-—2}

Vi={s;:1<i<n}.

Cas 2: Sin=0mod[3] V) = {v;: i =1mod[3],1 <i<n—-3}U{u;:i=2mod[3],2 <
i <n—2}U{y; i =2mod[3,2 < i <n—-2yU{s,} Vo = {v; : i = 0mod[3],3 <

i <n—1}U{u; : i = 1mod[3],4 < i < n}tU{y; : i = 1lmod[3],4 < i < n} U {sy}
Vs={v;:i=2mod[3],2 <i<n—-2}U{y; :i=0mod[3],3<i<n—-1}U{y :i0 =
mod[3],3 <i<n—1}U{s}

Vi={s;:3<i<n—-1}U{u}U{v,} U{y}.

Cas 3: Si n = 2mod|[3]

Vi={vi:i=1mod[3,1 <i<n—-1}U{u;:i=2mod[3],2 <i<n—-3}U{y :1i
2mod[3],2 <i<n-—3}U{s,}

Vo=A{v;:i=0mod[3],3<i<n—-2}U{y;:i=1mod3|,1 <i<n—1}U{y :1i
1mod[3],4 <i<n—1}U{y,}

Vs =A{v; :i=2mod[3],2 <i<n}U{y :i=0mod[3,3 <i<n—-2}U{y :1¢
Omod[3],3 <i<n-—2}U{s}

Vi={s;:2<i<n—-1}U{u,}U{wn1}.

Dans tous les cas, Colorons les sommets de V; par la couleur i, 1 < i < 4. 1l est clair que
Vi,..., Vs sont des ensembles indépendants avec |Vi| = |V| = |V3] = |V4| = n. De plus on a
[|Vil = |V;]| <1 pour tout ¢ # j dans les 3 cas. Ceci implique que x_(T'(C,(C,))) < 4.

D’autre part le graphe T'(C,.(C,,)) contient une clique K, comme sous graphe, alors
d’apres le Théoreme 2.4.3 x_(T(C,(C))) > x_(K4) = 4. Par conséquent x_(T(C,(C,))) =
4. m

Exemple 3.5.6
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M

Figure 3.5.6 : Graphe total d’une couronne de cycle avec x_(T(C,(C,))) = 4.

3.6 Coloration équitable de graphe splitting de cer-
tains graphes particuliers

Définition 3.6.1 [17] Le graphe splitting d’un graphe G, noté par S'(G), est obtenu en
ajoutant un nouveau sommet v’ correspondant & chaque sommet v de G, tel que le nombre

de voisinage ouvert de v dans G est égal le nombre de voisinage ouvert de v'dans S'(G).

3.6.1 Coloration équitable de graphe splitting d’une roue
Proposition 3.6.1 Pour tout n > 8,

V_(S'(W,)) = 241 s‘inEOmod[B] .
(2] sinon .

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe S'(W,,) tel que V(S'(W,)) =2n = (v; : 1 < i <
n)U{v;: 1 <i<n}etw les sommets de W, et v les sommets correspondants a chaque
sommet du v;.

On partitionne ’ensemble des sommets de V(S'(W),,)) comme suit :

Cas 1: Si n = 0mod|3]

Vi ={v1, 01}

Vo = {um 05, 030,0)

V3= {U?n Ug’ U%”Jri‘a}
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

_ /
Vo = {v%,v%,vn}
— / /
v%—‘rl - {U%-l-b U%+17U2n+2}

_ i
Vg+2 - {U§+27 0%4—27 U2J+3}

Vzl = {Uzl U’%}

V2"+1 = {U2"+17U2n+1}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <1 < %” + 1.

Il est clair que V3 = V3 = ... = Van, sont des ensembles indépendants, avec Vi =
|V%n| = |V2?n+1| =2, Vo] =... = |V%n_1| = 3, aussi on a [|V;| — |V}|| < 1 pour tout i # j.
Ceci implique que x_(S"(W,)) < %" + 1.

Supposons que x_(5'(W,)) = k < 2. Comme vy, v} sont adjacent a tout les sommets
{va, V3, ..., 22}, la couleur 1 ne peut étre présent dans ’ensemble {vg, vs, ..., V9, o} c-a-d
|Vi| = 2. Il est clair que Z |Vi| = 2n—2. Pour minimiser y_(S'(W,,)) et d’apres la définition
de la coloration equltable (|Vil = [V;]] < 1 pour tout i # j) chaque couleur de ’ensemble
{vg,v3, ..., V2, 2} doit étre utilisé deux au trois fois. D’autre part, on a 2n — 2 = %C |Vi| .
Comme |V;| <3,2n—2<3(k—1). Vuque k < 2, 3(k—1) = 2n—3 # 2n—2, contraziziition.
Ceci implique que x_(S'(W,,)) > & +1.|

Par conséquent y_(S"(W,)) = % + 1.

Cas 2: Sin = 1mod|3]

Vi = {vi, i}

Vo = {va, vh, vpznyy4}

‘/E’) = {U37 ’Uéa U(Q?"-HQ}

Vig1 = {vr31, 073y, vn}
Vgt = 03141 Vg Vyany o
Vg2 = (V13142 Viayae Vyang g}
V(%”]fl = {U(%ﬂ—lﬂ 'Ul[%n],y U;—l}
Vigy = {071, vy, 00}
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

Colorons les sommets de V; par la couleur i, 1 <i < [3].

Il est clair que V; = Vo = ... = V[%n] sont des ensembles indépendants avec |V;| = 2 et
Vol = ... = |Vi2nq| = 3, aussi on a ||V;]| — |V;|| < 1 pour tout ¢ .. Ceci implique que

al j J

X_(S'(W)) < T3]

Cas 3: Si n = 2mod[3]

Vi = {vi,v1}

Vo = {va, vh, vpznyy4}

‘/E’) = {U37 Ué? U]'Q?"-H—Q}

V(% = {U[%1 s UI[%1 y Un}

Vistn = {03141, Vag 0 Vrzng )

N =<

Viegez = 072142, U140 Uz o)

Vizay1 = {0211 Vizny_p Vn}

Vigr = {vrgp: v}

Colorons les sommets de V; par la couleur i, 1 <i < [3].

Il est clair que Vi = Vo = ... = sz?n] sont des ensembles indépendants avec |V;| =
[Vizny| = 2 et [Va] = ... = [Vizuy 4| = 3, aussi on a [|[V;| — [Vj[| < 1 pour tout i # j alors
A(SW,)) < 27,

Supposons que x_(S"(W,)) = k < |3 dans les deux cas. Comme vy,v}] sont adja-
cent a tout les sommets {vq, vs, ..., V2, }, la couleur 1 ne peut étre présent dans I’ensemble
{va, V3, ..., Va2 } c-a-d |V4]| = 2. Il est clair que Zik |Vi| = 2n—2. Pour minimiser y_(S"(W,,))
et d’apres la définition de la coloration équitaﬁe2 (IVil = [V;]| € 1 pour tout i # j) chaque
couleur de l’ensemble {vy,vs3, ..., v, 2} doit étre utilisé deux au trois fois. D’autre part,
ona?2n—2= :ZDVJ Comme |V;] < 3, n < 3(k—1). Vuque k < [%], 3(k—1) <
31%] — 3 # 2n — 2, contradiction. Ceci implique que x_(S'(W,)) > [2*]. Par conséquent

X_(SWa) =[%]. =

Exemple 3.6.1
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Figure 3.6.2 : Graphe splitting d’une roue (n est impair ).

3.6.2 Coloration équitable de graphe splitting d’une étoile

Proposition 3.6.2 Pour tout n > 4,
2n
(S (K =[5+ 1

Preuve. Soit G = (V, E) le graphe S'(K7 ) tel que V(S'(K1,)) =2n+2 = (vUv,; : 1 <
i <n)U{v'Uv]:1<i<n}etvlasommet central de K;,, v' le sommet correspondants
aw.

On partitionne I’ensemble des sommets de V' (S'(K7,,)) comme suit :

Cas 1: Si n = 0mod|[3]

Vi ={v,v'}

Vo = {v1,v2,v3}

‘/Ei = {U47 Vs, Uﬁ}
Vigros = v ]
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

Vingo = {0}, v, v3}

_ ! ! /
Vinyis = {vy, g, vg}

V]—%-H-l - {/U;Lf27 U;th /U;L
Cas 2: Sin = 1mod][3]
Vi={v,v'}

Vo = {U17U2,U3}

‘/E‘} - {U47 Us, Uﬁ}

_ roo
V(%]-H = {vp, V1, V5 }

Vl—%1+2 = {U2/37 U:h Ué’)}

V(%”T = {4, V3,05 o}
V(%ﬂﬂ ={v, 1, v}

Cas 3: Si n = 2mod|[3]
Vi ={v,v'}

Vo = {v1,v2,v3}

‘/53 = {U47 Us, Uﬁ}

V(gpd = {Un—b Up,, Ull}

_ / / /
V(%1+2 = {vy, v3, 04}

Vi) = {vh s, 2}
V(%”Hl = {vn_1, v}
Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <1i < [%ﬂ + 1.

1l est clair que dans les trois cason a Vq, V5, ..., V[%n] 41 sont des ensembles indépendants.

De plus on a ||V;| — |V;|| < 1 pour tout i # j. Ceci implique que x_(S'(K1,,)) < [2] + 1.

Supposons que x_(5"(K1,)) =k < [%]. Comme v, v sont adjacent & tout les sommets

{v1,vg, ..., v2, }, la couleur 1 ne peut étre présent dans ’ensemble {vy, vg, ..., Vo, } c-a-d |V3| =
i=k

2. Il est claire que Y |Vi| = 2n. Pour minimiser y_(S'(K1,)) et d’apreés la définition de
i=2
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

la coloration équitable (|V;| — |V;|| < 1 pour tout i # j) chaque couleur de I’ensemble
i=k

{va,v3, ..., v, } doit étre utilisé deux au trois fois. D’autre part, on a 2n = > |V;| . Comme
i=2

V| <3,2n<3(k—1). Vuque k < [2], 3(k—1) < 3([%] — 1) # 2n, contradiction. Ceci
implique que x_(5"(K1,,)) > [%] + 1.
Par conséquent y_(S"(K1,)) = [3]+1. =

Exemple 3.6.2

?(:(S/(Klm)) =5 X:(s'(}s'm)) =5 X_(S'(Ki7)) =6

Figure 3.6.3 : Graphe splitting d’une étoile.

3.7 Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Définition 3.7.1 [17] La couronne de deux graphes G et G est le graphe G = G1©Gs
formé par une copie de Gy et |V (G1)| copies de G, ou le i éme sommet de G est adjacent

a tous les sommets de la i éme copies de G.

3.7.1 Coloration équitable de couronne d’un graphe complet avec

une chaine

Proposition 3.7.1 Pour tout n > 3,m > 2,

X_(K,®P,) =n
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Preuve. Soit G(V, E) le graphe K,, ® P, tel que V(K,, ® P,,) = V(K,) UV (P,). On
note les sommets de K, par (v; : 1 < i < n), et P,,, la chaine correspondante & chaque
sommets v;, tel que ( w1 <1<n1<j< m) les sommets de chaque chaine P, ,,.

On partitionne I’ensemble des sommets de V (K, ® P,,) comme suit :

Cas 1: Si m est pair

Vi={vijU{ug;:j=2k-1,1<k< T U{usg;:j=2k1<k<

Vo={va} U{us;:j =2k -1, 1 <k< B U{uy;:j=2k1<k<

Va={vs} U{uy;:j =2k -1, 1< k< B U{us;:j=2k1<k<

—

—

NIEARSIERNNIE:
—

anlz{?)nfl}U{un’jIj:2]€—1,1§]€§%}U{Ul’jIjZQIC,lSkS
Vi={vnfU{ur;: j=2k—-1,1 <k <2 U{ug;:j=2k1<k< %}
Cas 2 : Si m est impair

%:{Ul}U{U27jij:2k—1,1§k§

3

}

(31 Ufus; =2k 1<k <|3]}
Vo={va} U{us;:j =2k - 1L1< k< [R]}U{w;:j=2k1<k<[T]}
VE;:{U:;}U{UML]‘Z]':Z]C—L]_SRS IV%—I}U{U57Jj:2]€,1§]€SL%J}

Vit ={vna} U{un; 1 j =2k L1 <k <[]} U{u;:j=2k1<k<[3]}

Vi={vnfU{ur;: j=2k -1, 1<k < [F]}U{ug;:j=2k1<k< 7]}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < n.

1l est clair que V4, ..., V,, sont des ensembles indépendants. De plus on a ||V;| — V|| <1
pour tout i # j dans les deux cas. Ceci implique que x_(K, ® P,) < n.

D’autre part le graphe (K, ® P,,) contient une clique K, comme sous graphe, alors
d’apres le Théoréeme 2.4.3 x_(K,, ® P,,) > x_(K,) = n.

Par conséquent y_(K, ® P,) =n. =

Exemple 3.7.1 Sim est impair
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

4 3

Figure 3.7.1 : x_(K5 ® P3) = 5.

Exemple 3.7.2 Sim est pair

3 T EN

Figure 3.7.2 : x_(Ks ® Py) = 6.

3.7.2 Coloration équitable de couronne d’un cycle avec un graphe

complet
Proposition 3.7.2 Pour tout n > 4,m > 3,
X_(Ch, ® Ky)=m+1

Preuve. Soit G(V, E) le graphe C,, ® K,, tel que V(C,, ® K,,,) = V(C,,) UV (K,,). On
note les sommets de C,, par (v; : 1 < i < n), et K;,, le graphe complet correspondante a
chaque sommets v;, tel que( u;; : 1 < i < n,1 < j < m) les sommets de chaque graphe

complet K ,,.
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

On partitionne I’ensemble des sommets de V(C,, ® K,,) comme suit :
Cas 1: Si n est pair

Vi=A{v,vs,. ., vnaf Uy i =2k 1 <k < 5}

Vo =A{vo, 04, .. 00} U{uyn i =2k - 1,1 <k < 5}

Vs ={ui2:1<i<n}

Vi={wis:1<i<n}

Vi1 = {ttim : 1 <1 <n}

Cas 2 : Sin est impair
Vi={v,vs. ., vn ot U{ui i =2k 1<k <22 U{u,o}
Vo = {vg,va,y ...y upr fU{usn i =2k —1,1 i
Vs={v,}U{uj2:1<i<n-—1}

Vi={u;3:1<i<n}

Vin = {tim-1:1<i<n}

Vi1 = {tim : 1 <i<n}

Colorons les sommets de V; par la couleur ¢z, 1 <7 <m + 1.

1 est clair que Vi,...,V,,41 sont des ensembles indépendants, avec |Vi| = [Va| = ... =
|Vins1| = n. De plus on a ||V;| — |V}|| < 1 pour tout i # j dans les deux cas. Ceci implique
que x_(C,, ® K,;,) <m + 1.

D’autre part le graphe (C,, ® K,,) contient une clique K, ; comme sous graphe, alors
d’apres le Théoreme 2.4.3 x_(C, ® K,,) > x_(K,y1) = m + 1. Par conséquent x_(C,, ®
Kp,)=m+1nm

Exemple 3.7.3
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

4, 1 3

5 4 1 -~
C’S & K, Cy & Ky

Figure 3.7.3 : Couronne d’un cycle avec un graphe complet avec x_(C, ® K,,) = m + 1.

3.7.3 Coloration équitable de couronne d’un cycle avec une chaine

Proposition 3.7.3 Pour tout n > 3, m = 2,4 si m est pair et m = 3,5,7 st m est impair,
x_(C,®P,)=3

Preuve. Soit G(V, E) le graphe C,,® P, tel que V (P, 0 K,;,) = (V(P,)UV(K,,),m < 7).
On note les sommets de C,, par (v; : 1 <1i <n), et P,,, la chaine correspondante & chaque
sommets v;, telle que( u;; : 1 < i <mn,1 <j < m) les sommets de chaque graphe complet
Pim.

On partitionne I’ensemble des sommets de V(C,, ® P,,) comme suit :

Cas 1: Sim =2,4

e Cas 1,1 : si n =0mod|[3]

Vi=Av; 171 =1mod[3],1 <i <n—-2}U{y,; :i=2mod[3],2 <i<n-1j =
Imod[2],1 <i<m—1}U{u;; :i=0mod[3],3 <i<n,j=1mod[2],1 <i<m—1}

Vo ={v; i =2mod[3,2 < i <n—-1}U{w;; : i = 1mod[3],1 <i < n-—-2,j =
Imod[2],1 <i<m—1}U{u;;:i=0mod[3],3 <i<mn,j=0mod[2],2 <i<m}

Vs ={v;:i=0mod[3],3 <i<n}U{y;;:i=1mod[3],1 <i<n-—2,j=0mod[2],2 <
i<m}U{u;:i=2mod[3,2<i<n-—1,j=2mod[2],1 <i<m}

e Cas 1,2 :si n = 1mod|3]
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Vi=A{v;:i=1mod[3,1 <i<n—-3tU{u; :i=2mod[3],2 < i <n-—2j
Imod[2],1 < i <m—1}U{u;; : i = 0mod[3],3 <i <n-—1,j = Imod[2],1 < i <
m—1} U{u,,;:j=1mod2],1 <i<m—1}

Vo={v,Uv; i =2mod[3],2 <i<n—-2}U{y;;:7=1mod[3],1 <i<n-3,j
Imod[2],1<i<m—1}U{y;;:i=0mod[3],3<i<n-—1,j=0mod[2],2<i<m}

Vo ={v; : i =0mod[3],3 < i <n—-1}U{w,; : i =1modf3],1 <i<n-3,j =
Omod[2],2 <i<m}U{w;;:i=2mod[3],2<i<n—2j=2mod]2],1 <i<m}

e Cas 1,3 :si n = 2mod|3]

Vi={vi:i=1mod[3],1 <i<n—1}U{u,;;:i=2mod[3],
i<m—1}U{y;;:i=0mod[3],3 <i<n-—2j=1mod[2],1

Vo=A{v;:i=2mod[3],2 <i<n}U{u;;:i=1mod[3],1 <i<n—1,j =1mod[2],1 <
i<m—1}U{u;;:i=0mod[3],3 <i<n-—2,j=0mod[2

Vs ={v; 11 =0mod[3],3 <i <n—-2}U{u,; :i=
Omod[2],2 <i<m}U{w;;:i=2mod[3],2 <i<n,j=2mod[2],1 <i<m}

Cas 2: Sim =3,5,7

e Cas 2,1 :si n = 0mod|[3]

Vi={v;:i=1mod[3],1 <i<n—-2}U{w,; :7i=2modf3],2 <i<n-1j=
Imod[2],1 <i<m}U{u;;:i=0mod[3],3 <i<mn,j=1mod[2],1<i<m}

Vo ={v; i =2mod[3,2 < i <n—-1}U{w;; : i =1mod[3],1 <i < n-—-2j=
Imod[2],1 <i<m}U{w;;:i=0mod[3],3 <i<n,j=0mod[2],2<i<m-—1}

Va={v;:i=0mod[3],3 <i<n}U{y;:i=1mod[3],1 <i<n-2,j=0mod[2],2 <
i<m—1}U{y;;:i=2mod[3,2<i<n-—1,j=0mod]2,1 <i<m-—1}

e Cas 2,2 :si n = 1mod|3]

Vi={v;:i=1mod[3],1 <i<n—-3tU{w,;:7i=2modf3],2 <i<n-2j=
Imod[2],1 <i<m}U{u,;;:i=0mod[3],3 <i<n—1,=0mod[2],2 <i<m—1}U{u,; :
i=mn,=j0mod[2],2 <i<m—1}

Vo ={v,Uv i =2mod[3],2 <i<n—-2}U{u;; :i=17=1mod[2],1 <
mpU{u;; : 7 =1mod3],4 < i <n-3,j =0mod2,2 <i<m-—1}U{y;,; :i =
Omod[3],3<i<n—1,j=1mod[2],2<i<m—1}

<i<n,j=1mod[2],1<

~ o
IN
o A
3
——

-
VAN
VAN
3
|
=
(.
If
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Va={v;:i=0mod[3],3<i<n—1}U{u;; :i=1,7=0mod[2],1 <i<m—1}U{u;; :
i=1mod[3],4<i<n,j=1mod[2],2<i<m}U{u;;:i=2mod[3],2<i<n-—-2,j=
Omod[2],2 <i<m—1}

e Cas 2,3 :si n = 2mod|3]

Vi={vi:i=1mod[3],1 <i<n—1}U{w;:i=2mod[3],2<i<n,j=1mod[2],1<
i<m}U{u;;:i=0mod[3],3<i<n-—2j=0mod[2],2<i<m-—1}

Vo=A{v;:i=2mod[3],2 <i<n}U{w;:i=17=1mod]2,1 <i<m}U{u,:
i=1mod[3,4<i<n—-1,j=0mod]2,2<i<m-—1}U{u;; : i =0mod[3],3 < i <
n—2,j=1mod[2],1 <i<m}

Va={v;:i=0mod[3],3<i<n-—-2}U{u;;:i=1,7j=0mod[2],2<i<m—1}U
{w;j :i=1mod[3[,4<i<n—1,j=1mod2],1 <i<m}U{u;;:i=2mod[3],2 <i<
n,j =0mod[2],2 <i<m—1}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 3.

1 est clair que V4, V3, V3 sont des ensembles indépendants, avec ||V;| —|V;|| < 1 pour tout
i # j dans les deux cas, alors x_(C,, ® P,;,) < 3.

D’autre part le graphe (C,, ® P,,) contient une clique K3 comme sous graphe, alors
d’apres le Théoréme 2.4.3 x_(C, ® P,,) > x_(K3) = 3.

Par conséquent xy_(P, ® K,,) =3. =

Exemple 3.7.4

Figure 3.7.4 : Couronne d’un cycle avec une chaine avec y_(C, ® B,,) = 3.
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3.8. Coloration équitable de prisme complémentaire d’un certains graphes particuliers

3.8 Coloration équitable de prisme complémentaire d’un
certains graphes particuliers

Définition 3.8.1 Soit G un graphe.On appelle prisme complémentaire de G le graphe
formé a partir de Uunion disjointe de G et son complémentaire G en ajoutant les arétes

d’un couplage parfait entre les sommets correspondants G et G.

3.8.1 Coloration équitable de prisme complémentaire d’une étoile

Proposition 3.8.1 Pour tout n > 3,
X_ (Kl,nfl,n) =n

Preuve. Soit K, une étoile d’ordre n > 3 avec V(K;,) = {vU (v; : 1 < i < n)}
ot v le sommet central de (Kj,), soit K, le complémentaire de (Ki,) avec V(Ki,) =
{vU,1<i<n)}, soit G =K 1,nF1,n le prisme complémentaire de K, d’ensemble de
sommets V (G) = V(K,,) UV (K,,) et d’ensemble d’arétes E(G) = E(K;,) U E(K,,).

On partitionne 'ensemble des sommets de V(K ,,K;,) comme suit :

Vi ={v, v}
‘/2 = {Ulavnvvé}
V3= {U2ﬂvé}

Vi= {U37 Uéll}

Vi = {vp_1,0', 0}
Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <1 < n.
Il est clair que V3, Vs, ..., V, sont des ensembles indépendants, avec |V;| = |V3| = |V, =
.= Vo1 =2 et |Vo| = |V,,| = 3, aussi on a ||V;| —|V}|| < 1 pour tout ¢ # j. Ceci implique
que x_ (K1, K1) < n.
D’autre part le graphe K 1,nF1,n contient une clique K,, comme sous graphe, alors d’apres
le Théoréeme 2.4.3 y_(K;,K1,) > x_(K,) = n.

Par conséquent y_(K;,K1,)=n.

Exemple 3.8.1
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3.8. Coloration équitable de prisme complémentaire d’un certains graphes particuliers

Figure 3.8.1 : Prisme complémentaire d'une étoile avec

X: (K1757175) = 5.

3.8.2 Coloration équitable de prisme complémentaire d’une couronne

de cycle

Proposition 3.8.2 Pour tout n > 3,

X_ (Cr(CnCn)) =n

Preuve. Soit C,.(C,) une couronne de cycle d’ordre n > 3 avec V(C,.(C,)) = {v; :
1 <i<n}U{y :1<1i<n}ouw les sommets de C), et u; les sommets pendants
correspondants & chaque sommet de C,,, soit C,.(C,) le complémentaire de C,(C,) avec
V(CA(Cy) ={v,:1<i<n}u{u,:1<i<n}ouv|les sommets de C, et u} les sommets
pendants correspondants C,,, Soit G = (C,(C,C,,)) le prisme complémentaire de C,(C,,)
d’ensemble de sommets V(G) = V(C.(C,)) UV (C,(C,)) et d’ensemble d’arétes F(G) =
E(C,(Cn)) U E(C(Cn))

On partitionne ’ensemble des sommets de V(C,.(C,,C},)) comme suit :

Vi = {vz, us, vf, vy}

Vo = {vs, uq, vy, up}

‘/3 - {U47 Us, Ué) Ué}

- !/ /
anl - {/Una U1, Uy v, ,u’nfl}

Vi = {1, ug, v, ul }.

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 < i < n.
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3.8. Coloration équitable de prisme complémentaire d’un certains graphes particuliers

Il est clair que Vi, Vs, ..., V,, sont des ensembles indépendants, avec |V;| = [V3] = ... =
|V,.| = 4. De plus on a ||V;|—|V}|| < 1 pour tout i # j. Ceci implique que x_(C,(C,,C,,)) < n.

D’autre part le graphe Cr(CnC_n) contient une clique K, comme sous graphe, alors
d’aprés le Théoréme 2.4.3 x_(C.(C,C,)) > x_(K,) = n.

Par conséquent x_(C,(C,,C,)) =n. m

Exemple 3.8.2

A :
%£f7<

Figure 3.8.2 : Prisme complémentaire d’une couronne de

cycle avec x_(C,(C5C5)) = 5.

3.8.3 Coloration équitable de prisme complémentaire de graphe
splitting d’un cycle

Proposition 3.8.3 Pour tout n > 3,
X_(5'(CuCr)) = n

Preuve. Soit S’(C),) un graphe spliting de cycle d’ordre n > 3 avec V(S'(C,,)) = {v; :

1 <i<n}U{u;:1<1i<n}ouw les sommets de C,, et u; les sommets correspondants a

chaque sommet v, soit S’(C},) le complémentaire de S'(C,,) avec V(S'(C,)) = {v},1 <i <
n} U{u},1 <i < n} ou v les sommets de C, et u} les sommets correspondants & chaque

sommet v’, soit G = (S'(C,,C,)) le prisme complémentaire de S’(C,,) d’ensemble de sommets

V(G) =V (5'(C,)) UV (S'(C,)) et d’ensemble d’arétes E(G) = E(S'(C,,)) U E(S'(Cy))

On partitionne 'ensemble des sommets de V (5'(C,,C,,)) comme suit :
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3.8. Coloration équitable de prisme complémentaire d’un certains graphes particuliers

‘/1 - {Ul,U3,Ué7u/1}
‘/2 - {’UQ,U4,'U§,U,2}
‘/3 = {Ug,Ug,,'Uﬁl,Ué}

‘/4 - {U47 Ug, ’Ué, uil}

Vi1 = {vn-1, w1, 05, 15,1 }
Vi = {vn, ug, vy, ul }.
Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 < i < n.
Il est clair que Vi, Vs, ..., V,, sont des ensembles indépendants, avec |V;| = [V3] = ... =
|V.| = 4. De plus on a ||V;|—|V;|| < 1 pour tout i # j. Ceci implique que y_(5'(C,,C,,)) < n.
D’autre part le graphe S’ (C,,C,,) contient une clique K,, comme sous graphe, alors d’aprés
le Théoreme 2.4.3 x_(S'(C,C,)) > x_(K,) = n.
Par conséquent y_(S"(C,C,)) =n. =

Exemple 3.8.3

4 <
5 1 2 E —1 3
1 W
2 3 4 5
| — E——
1 3 4
! 2 3 4 5

Figure 3.8.3 : Prisme complémentaire de graphe splitting d’un cycle

avec x_(S5"(C5Cs)) = 5.

3.8.4 Coloration équitable de prisme complémentaire d’un graphe

de Helme

Définition 3.8.2 [11] Un graphe de helme est un graphe obtenu en prenant une roue

W, et ajoute des sommets pendant correspondants a chaque sommet du C,,, et noté par H,.
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3.8. Coloration équitable de prisme complémentaire d’un certains graphes particuliers

Proposition 3.8.4 Pour tout n > 4,
x_(H.H,))=n+1

Preuve. Soit H, un graphe de helme d’ordre n > 4 avec V(H,) = {vUv; : 1 <
i < npU{u; : 1 < i < n} oi v un sommet reliant & tout les sommets du C,,, v; les
sommets du C),, u; les sommets pendants correspondants & chaque sommet du C),, soit
H, le complémentaire de H, avec V(H,) = {vUv, :1 <i<nlu{u :1<i<n}
Soit G' = H,, H,, le prisme complémentaire de H,, d’ensemble de sommets V(G) = V (H,)U
V(H,) et d’ensemble d’arétes E(G) = E(H,) U E(H,).
On partitionne 'ensemble des sommets de V (H, H,) comme suit :
Vi = {vg, vf, ur }
Vo = {vs, w1, vy, up}

‘/3 - {U47 Uz, U:/37 Ué}

V;L - {USa Uus, Uil: uil}

Vi1 = {vn, Un—2, v}, 1,51 }
Vo = A{v,up_1, 0, ul}
Vi1 = {v1, up, v'}
Colorons les sommets de V; par la couleur 7z, 1 <7 <n + 1.
Il est clair que Vi, Va, ..., V41 sont des ensembles indépendants, avec |Va| = |V3] = ... =
Vol =4 et |Vi| = |Vq1| = 3, aussi on a ||V;| — |V}|| < 1 pour tout ¢ # j. Ceci implique que
X-(H,H,) <n+1.

D’autre part le graphe H, H,, contient une clique K, ; comme sous graphe, alors d’aprés
le Théoréme 2.4.3 x_(H,H,) > x_(K,41) =n+ 1.
Par conséquent y_(H,H,) =n+1. =

Exemple 3.8.4
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3.9. Coloration équitable du graphe de mycielski de quelque graphes

> 5

Figure 3.8.4 : Prisme complémentaire de Helm graphe avec

X: (H5F5) = 6.

3.9 Coloration équitable du graphe de mycielski de
quelque graphes

3.9.1 Coloration équitable du graphe de mycielski de prisme de
cycle

Proposition 3.9.1 Pour tout n > 4,

3sin =4.
48n>5

X=(1(Yn)) =

Preuve. Soit G = p(Y,) avecn >4 et V(u(Y,) =4dn+1={z;: 1 <i<n}ju{zl:1<
i <n}U{y; 1 <i<n}U{yl:1<i<n}U{z} ou x; les sommets de cycle extérieur de
Y, et 2} les sommets de cycle intérieur de Y, et E(G) = E(Y,,) U {yz : * € Ng(z;) Uyia' :
¥ € Neg(2))UyzUyiz,i=1,...,n}.

On partitionne l’ensemble des sommets de V' (u(Y;,)) comme suit :

Cas 1: Sin=4

Vi={ryi1:1<i <5 uU{ry 1 <i< 2 Uz}

Vo =Aaai: 1<i <53 U{ay 01 <0 < 53 ULy, 9}

Vs={y;:2<i<n}U{y;:1<i<n-—1}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 3.
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3.9. Coloration équitable du graphe de mycielski de quelque graphes

Il est clair que V4, V, V3 sont des ensembles indépendants avec |Va| = |V3| = 6 et [Vi| = 5.
De plus on a ||V;| — |V;|| < 1 pour tout (i # j), alors x_(u(Y,) < 3.

Supposons que y_(u(Y,)) < 2 et ona |[Vi| =5 =n+1 ca-d |Va] = 3n, alors ||V}] —
[Va]| > 1 contradiction avec la définition de la coloration équitable. Ceci implique que
X=(u(Yn)) = 3.

Par conséquent y_(u(Y,) = 3.

Cas 2: Sin>5

e cas 2,1: Sin et pair

Vi={zg1:1 <0< 3 U{oy 1 1 <i < 5HU{z}
Vo={wy:1<i< g u{ay :1<i< 3}
%Z{yzz_lrlgigg}u{ym 1< S%}
Vi={yo: 1 <i< 3 U{yp:1<i< 5}

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <1¢ <4

Il est clair que V3, Vi, V3, Vy sont des ensembles indépendants, avec |Va| = |V3| = [Vy| = n
et |[Vi] =n+ 1. De plus on a ||V;| — |V;|| < 1 pour tout (i # j) alors x_ (,u(Y) < 4.

Supposons que x_(u(Y,)) =k <3 etona |Vi] =n+ 1. Il est claire que Z |Vi| = 3n.
Pour minimiser y_(u(Y;)) et d’apres la définition de la coloration équitable (|V| Vil <1
pour tout ¢ # j) chaque couleur de ’ensemble restons doit étre utilisé n + 1 ou n + 2 fois.
D’autre part, on a 3n = Z |Vi| . Comme |V;| <n+23n<(n+2)(k—1). Vuque k <3,
(n+2)(k—1) <2(n+ 2) = 2n + 4 # 3n, contradiction. Ceci implique que x_(u(Y;)) > 4.

Par conséquent x_(u(Y,)) = 4.

e cas 2,2: Si n et impair

Vi={m1:1<i< B u{ay 1 <i< 22 u{z}

Vo ={wg : 1 <i <2 U{al U {yg 1 1 <i < 254}
VE’):{J'JQZ‘—I:1§i§nT_1}U{In}U{yéi—l:1§i§ nT_l}
Vi={ysia: 1 <0< B Uy 01 <0 < 2550} Uy}

Il est clair que Vi, Vs, V3, Vy sont des ensembles indépendants avec |V;| = | V5

et |[Via] =n+ 1. De plus on a ||V;| — |V;|| < 1 pour tout (i # j), alors x_ (/J,(Y) < 4.

Supposons que x_(u(Y,)) = k < 3, on a |Vi| = n Il est claire que Z |Vi] = 3n. Pour

minimiser y_(x(Y,)) et d’apres la définition de la coloration équitable (|V| |V;|] <1 pour
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3.9. Coloration équitable du graphe de mycielski de quelque graphes

tout i # j) chaque couleur de I’ensemble restons doit étre utilisé n ou n + 1 fois. D’autre

i=k
part,on a3n+1= > |V;|. Comme |[V;| <n+1,3n+1<(n+1)(k—1). Vuque k < 3,
=2

(n+1)(k—1) < 2(n—|—_1) = 2n+2 # 3n+1, contradiction. Ceci implique que x_(u(Y,)) > 4.

Par conséquent x_(u(Y,)) =4. =

Exemple 3.9.1

4

LSS

‘W NA %
% “> 4‘ “n 7/
VA A !A

Figure 3.9.1 : Graphe de mycielski de prisme graphe si n est

pair.

Figure 3.9.2 : Graphe de mycielski de prisme graphe si n est

impair.

3.9.2 Coloration équitable du graphe mycielski de graphe circu-
lant

Proposition 3.9.2 Soit M L, un circulant graphe avec n est pair ,n > 4, alors

X=(u(MLy)) = 4
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3.9. Coloration équitable du graphe de mycielski de quelque graphes

Preuve. Soit G = pu(ML,) avec n > 4 et V(u(ML,) = 4n+1 = {z; : 1 < i <
2n} U{y; : 1 <i<2n}U{z} ou z; les sommets de M L, et E(G) = E(ML,)U{yx: (x €
Ne(x;))UyzU,i=1,...,2n}.

On partitionne I’ensemble des sommets de V' (u(ML,,)) comme suit :

Vi={x,23,...,Tp 1} U{Tns2, Tpia, ..., Ton_2} U{z}
Vo =A{xo, 24y ..., 20 U{Tpis, Tnis, - ooy Ton—1} U{Yon_1}
Vs ={@ni1, @20} U{y3, 45, - -, Y2n-3}

Vi={y1} U{y2,96,- - Yan}-

Colorons les sommets de V; par la couleur 7, 1 <17 < 4.

Il est claire que Vi, Vo, V3, Vj sont des ensembles indépendants, avec |V;| = |Va| = |V3| = n
et |[Vi] =n+ 1. De plus on a ||V;| — |V;|| < 1 pour tout (i # j), alors x_(u(ML,) < 4.

Supposons que x_(u(ML,)) = k < 3, on a |Vi| = n Il est clair que Zig |Vi| = 3n+1. Pour
minimiser x_(u(ML,)) et d’aprés la définition de la coloration équitzgf)le Vil = V5]l <1
pour tout i # j) chaque couleur de I'ensemble restons doit étre utilisé n ou n + 1 fois.
D’autre part, on a 3n + 1 = Z§€|VZ| Comme |[V;| <n+1,3n+1< (n+1)(k—1). Vu
que k<3, (n+1)(k—1) < 21(7124— 1) = 2n+ 2 # 3n + 1, contradiction. Ceci implique que

X=(u(MLy)) > 4.
Par conséquent x_(u(ML,)) =4. m

Exemple 3.9.2

Figure 3.9.3 : Graphe de mycielski de circulant graphe avec
X_(u(MLy)) = 4.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés principalement a la notion de la coloration
équitable dans les graphes. Dans un premier temps, nous avons rappelé quelques résultats
existant sur la coloration dans les graphes. Ensuite, nous avons déterminé le nombre de la
coloration équitable, de quelques graphes particuliers. D’abord nous avons donné les valeurs
exactes de nombre chromatique équitable du graphe milieu, total et central de graphe moulin
C3, graphe circulant ML,, graphe de fan Fy, et graphe double fan Fj,,, couronne d’une
chaine C,.(P,) et couronne d'un cycle C,(C,). De plus, nous avons déterminé les valeurs
exactes de nombre chromatique équitable pour les graphes suivant : graphe splitting de roue
S '(Wn), graphe splitting de étoile S '(K 1.n), couronne d’un graphe complet avec une chaine
K, ® P,,, couronne d'un cycle avec un graphe complet C,, ® K,,, couronne d’un cycle avec
une chaine C,, ® P,,, prisme complémentaire d’un étoile K 1,nFl,n7 prisme complémentaire
d’'un couronne de cycle C,.(C,C,,), prisme complémentaire de graphe splitting d'un cycle
S'(C,C.,), prisme complémentaire de graphe Helme H,, H,. Enfin nous donnons les valeurs
exactes du nombre chromatique k—équitable du graphe de mycielski de graphe circulant
u(ML,) et le prisme graphe p(Y,). On conclut que la détermination de ce paramétre
en général n’est pas facile. Comme perspective, nous proposons d’étudier les problémes
suivants:

e Déterminer le nombre chromatique équitable du graphe moulin C7", si p > 4.

e Déterminer le nombre chromatique équitable du couronne voisinage d’un graphe G *

Gs.
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