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Résumé

Dans ce mémoire, nous intéressons à la notion de la coloration k−équitable des sommets
et le nombre chromatique k−équitable dans les graphes. Soit G = (V,E) un graphe simple

et sans sommet isolé. Une coloration propre de sommets de G est une affectation de couleurs

aux sommets de sorte que deux sommets adjacents aient des couleurs différentes. Le nombre

minimum de couleurs nécessaires à la coloration des sommets de G est appelé le nombre

chromatique de G et noté χ(G). Une coloration k−équitable d’un graphe G est une col-

oration propre telle que l’ensemble de sommets V (G) peut être partitionné en k ensembles

indépendants non vides V1, V2, ..., Vk, avec ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Le plus petit

entier k pour lequel un graphe G admet une coloration équitable est le nombre chromatique

équitable et noté χ=(G).

Dans ce travail, nous déterminons la valeur exacte du nombre chromatique équitable de

certains graphes comme le graphe milieu et total et central d’un graphe moulin Cn3 , graphe

circulantMLn, graphe de fan F1,n, graphe de double fan F2,n, couronne d’une chaîne Cr(Pn)

et couronne d’un cycle Cr(Cn) aussi nous déterminons la valeur exacte du nombre chroma-

tique équitable pour les graphes suivant : le graphe splitting d’une roue S ′(Wn), le graphe

splitting d’une étoile S ′(K1,n), couronne d’un graphe complet avec une chaîne Kn � Pm,

couronne d’un cycle avec un graphe complet Cn�Km, couronne d’un cycle avec une chaîne

Cn � Pm. De plus, nous donnons les valeurs exactes du nombre chromatique équitable de
prisme complémentaire d’une étoileK1,nK1,n, prisme complémentaire d’un couronne de cycle

Cr(CnCn), prisme complémentaire d’un graphe splitting d’un cycle S ′(CnCn), prisme com-

plémentaire d’un graphe de helme HnHn, graphe de mycielski de graphe circulant µ(MLn),

graphe de mycielski d ’un graphe de prisme de cycle µ(Yn).
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Abstract

In this report, we are interested in the notion of the k−équitable coloring of vertices and
the k−équitable chromatic number in graphs. Let G = (V,E) be a simple graph without

an isolated vertex. A proper vertex coloring of a graph G is an assignment of colors to

the vertices of G such that adjacent vertices have different colors. The minimum number

of colors which is necessary for a proper vertex coloring of graph G is called the chromatic

number χ(G). A k−équitable coloring of a graph G is a proper coloring of G such that a

graph G is said to be equitably k−colorable if the vertex set V (G) can be partitioned into

k non-empty independent sets V1, V2, ..., Vk such that ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 for every i 6= j. The

smallest integer k for which G is equitably k−colorable is called the equitable chromatic
number of G, and is denoted by χ=(G).

In this work, we determine the exact value of the équitable chromatic number of some

classical graphs such as the middle and total and central graph of a moulin graphC3n,circulant

graphMLn, fan graph F1,n, double fan graph F2,n, corona of a path Cr(Pn), corona of a cycle

Cr(Cn), then we study the équitable chromatic number of the following graphs : splitting

graph of wheel graph S ′(Wn), splitting graph of star S ′(K1,n), corona of complete graph

with path Kn � Pm, corona of cycle with complete graph Cn � Km, corona of cycle with

path Cn � Pm, Moreover, we give the exact value of the équitable chromatic number of

complementary prism of star K1,nK1,n, complementary prism of corona of cycle,Cr(CnCn),

complementary prism of the splitting graph of cycle S ′(CnCn), complementary prism of

helm graph HnHn, mycielski graph of prism graph µ(MLn), mycielski graph of circulant

graph µ(Yn).
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Introduction

La recherche opérationnelle peut être définie comme étant l’ensemble des méthodes et des

techniques rationnelles d’analyse des phénomènes de management du système d’information

utilisable pour élaborer de meilleurs décisions. Elle propose des modèles conceptuels pour

analyser des situations complexes et permet aux décideurs de faire les choix les plus effi caces.

Les domaines et les outils faisant part de la recherche opérationnelle sont très vastes,

parmi ces outils, on trouve la théorie des graphes qui est devenue l’un des instruments les plus

effi caces pour résoudre la plupart des problèmes discrets que pose la RO. La coloration de

graphe est l’un des problèmes d’optimisation combinatoire les plus étudiés en informatique

et en mathématiques. le problème consiste à colorier le graphe avec un nombre minimum de

couleurs, ce problème peut être formulé d’une facon très simple Colorer les sommets tel qu’il

n’existe pas deux sommets adjacents de la même couleur. D’un point de vue complexité

théorique, la coloration de graphe a été l’un des premiers problèmes démontrés NP-complet.

Le problème de coloration est au cœurs de la théorie des graphes et fait l’objectif de

plusieurs recherches. Il est apparu en 1852, quand le problème des quatre couleurs a été

posé pour la première fois par Francis Guthrie, lorsqu’il s’est demandé s’il est toujours pos-

sible de colorer n’importe quelle carte géographique en n’utilisant que quatre couleurs, de

manière à éviter que deux pays voisins aient la même couleur. C’est qu’en 1976, que deux

chercheurs américains, K. Appel et W.Haken ont pu répondre affi rmativement à cette ques-

tion à l’aide d’un calcul par ordinateur. Et depuis, les problèmes de coloration apparaissent

dans plusieurs domaines pour modéliser de nombreux problèmes pratiques, nous citons par

exemple les problèmes d’ordonnancement, de planning de lavie de tous les jours, et dans

le domaine des réseaux/télécom, etc....Divers types de coloration ont été considérés dans

la littérature (a-coloration, b-coloration, coloration équitable, etc....). Pour de plus amples
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détails sur ce sujet, le lecteur peut se reporter aux livres de G.Chartrand et P.Zhang et de

T.R.Jensen et B.Toft.

Parmi les coloration existants, nous avons étudié la coloration équitable.

Une coloration équitable est une k−coloration propre de G telle que l’ensemble de som-
mets V (G) peut être partitionné en k ensembles indépendants non vides V1,V2, ..., Vk, avec

||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Le plus petit entier k pour lequel G est k−équitable est
appelé le nombre chromatique équitable de G, et est noté χ=(G), Cette notion a été présenté

par W. Meyer en 1973.

Dans ce mémoire, nous intéréssons principalement à l’étude de la coloration équitable

dans les graphes. Après une introduction générale, le mémoire s’atricule autour de trois

chapitres suivants. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques concepts de base

de la théorie des graphes, ainsi que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce

mémoire.

Le deuxième chapitre est dédié à la présentation et définition de la coloration et nous

donnons un recueil des principaux résultats existants sur la coloration équitable des som-

mets d’un graphe, bornes et valeurs exactes du nombre k-équitable pour certaines classe de

graphes.

Dans le troisième chapitre, nous proposons notre travail sur la coloration équitable, et

nous déterminons la valeur exacte χ=(G) dans certaines classes de graphes.

Enfin, nous donnons une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Généralités sur les graphes

Dans ce chapitre on présente des notions classiques de la théorie des graphes ainsi que des

notations usuelles, dont on aura besoin durant la réalisation de ce travail.

1.1 Concepts et notions de base

1.1.1 Graphes

Définition 1.1.1 Un graphe G = (V,E) est défini par deux ensembles finis non vide, un

ensemble de sommets V et un ensemble d’arêtes E. Le cardinal de V est appelé l’ordre de

G; noté par n(G) et le cardinal de E est appelé la taille de G, noté par m(G).

Graphe non orienté

Définition 1.1.2 Est un graphe dont les arêtes ne sont pas orientés et chaque arête (e)

est définie comme suit : e = (xi, xj) = xixj. Une arête de type xixi est appelée boucle dans

ce cas on dit que :

– xi et xj sont adjacents.

– (e) est incidente à xi et xj.

– Deux arêtes ei et ej sont adjacents s’ils ont au moins une extrémité en commun.

Le graphe de la Figure 1.1.1 possède cinq sommets et huit arêtes qui sont V = x1, x2, x3, x4, x5,

E = e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8.
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1.1. Concepts et notions de base

Figure 1.1.1 : Graphe non orienté.

Graphe simple

Définition 1.1.3 Un graphe simple est un graphe qui ne possède pas ni de boucle ni arête

multiples.

Figure 1.1.2 : Un graphe simple.

1.1.2 Sous-graphes et graphes partiels

Sous-graphe

Définition 1.1.4 Soit G = (V,E) un graphe alors G = (V ′, E ′) est dit sous-graphe de G si

l’ensemble des sommets V ′ inclut dans V et l’ensembles des arêtes E ′ est formé par toutes

les arêtes de E dont les extrémités sont dans V ′.

Graphe partiel

Définition 1.1.5 Soit G = (V,E) un graphe, le graphe G = (V,E ′) est un graphe partiel

de G si E ′inclus dans E. Autrement dit,on obtient G′en enlevant une ou plusieurs arêtes
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1.1. Concepts et notions de base

au graphe G. Le graphe de la Figure 1.1.3 représente un graphe G et son graphe partiel et

sous graphe de G.

Figure 1.1.3 : Exemple d’un graphe G avec un graphe partiel et un sous graphe .

1.1.3 Voisinage, degré d’un sommet

Définition 1.1.6 Soit G (V,E) un graphe pour un sommet v de G, le voisinage ouvert de

v est :

NG(v) = {u ∈ VG(v) : uv ∈ E(G)}.

Le voisinage fermé de v est défini par :

NG [v] = NG(v) ∪ {v}.

Pour un sous-ensemble S ⊆ V (G), le voisinage ouvert de S est :

NG (S) = ∪v∈SNG(v).

Le voisinage fermé de S est :

NG [S] = ∪v∈SNG [S] .

Définition 1.1.7 Pour le graphe simple, le degré d’un sommet est la taille de son voisinage.

Soit v ∈ V (G), le degré de v est noté par :

dG(v) = |NG(v)| .

Le degré maximum d’un graphe est le degré maximum de tous ses sommets, noté par :

∆(G) = max{dG(v) : v ∈ V (G)}.
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Le degré minimum d’un graphe est le degré minimum de tous ses sommets, noté par :

δ(G) = min{dG(v) : v ∈ V (G)}.

Par exemple pour le graphe G de la figure (1.1.1) le voisinage ouvert du sommet x1 est

{x2, x4, x5} et son voisinage fermé est [x1, x2, x4, x5]. Le graphe G n’a pas de sommets isolés.

Le degré minimum du G est donc δ(G) = 2 et le degré maximum est ∆(G) = 4.

1.1.4 Chaînes, cycles

Chaîne

Définition 1.1.8 Soit un graphe G = (V,E) une chaîne P de G est une séquence finie de

sommets v1, v2, ..., vk, où pour tout i = k−1,(vi, vi+1) est une arête de G. Les sommets v1 et

vk sont les extrémités de la chaîne P et les sommets v2 , ..., vk−1 sont les sommets intérieurs

de P.

– Une chaîne P est simple si chaque arête de P est emprunté une seule fois.

– Une chaîne P est élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le même sommet.

Cycles

Définition 1.1.9 Un cycle C d’un graphe G = (V,E) est une chaîne v1,v2 ,...,vk telle que

les extrémités sont confondues v1 = vk.

– Un cycle élémentaire est une chaîne élémentaire telle que ses deux extrémités sont

confondues.

– Un cycle C est simple si chaque arête de C est emprunté une seule fois..

Figure 1.1.4 : Une chaîne P5 et un cycle C5.
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1.1.5 Minimalité et maximalité d’un ensemble

Définition 1.1.10 Soient G = (V,E) un graphe et ρ une propriété. On dit qu’on sous-

ensemble A de V est minimal par rapport à la propriété ρ si aucun sous-ensemble inclus

dans A ne vérifie cette propriété. Aussi A est dit maximal par rapport à ρ si aucun sous-

ensemble de V contenant A et différent de A ne vérifie cette propriété.

De même, on dit qu’un sous-ensemble B de V est minimum ou de taille minimale par

rapport à la propriété ρ si aucun ensemble plus petit (pas nécessairement un sous-ensemble

de B) ne vérifie ρ. Ainsi,un sous-ensemble ρ de V est dit maximun ou de taille maximale

par rapport à ρ, si aucun ensemble plus grand que B (sans nécessairement le contenir) ne

vérifie ρ.

1.1.6 Connexité

Définition 1.1.11 Un graphe G = (V,E) est un graphe connexe s’il existe une chaîne entre

toutes les paires de sommets du graphe. Un graphe connexe a n sommets posséde au moins

n − 1 arêtes. une composantes connexe d’un graphe G est un sous-graphe induit maximal

connexe de sommets. Une arête e est appelée un isthme de G si le graphe G − e possède
plus de composantes connexes que G, un sommet v du graphe G est appelé un sommet

d’articulation du graphe G si le graphe (G−v) a plus de composantes connexes que G. dans

le graphe de la figure 1.1.5 les sommets a, d, f sont des sommets d’articulation et l’arête a, d

est un isthme.

Figure 1.1.5 : Graphe connexe.
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1.1.7 Stable

Définition 1.1.12 Un stable S (appellé aussi ensemble indépendant ) dans un graphe G

est un sous ensemble des sommets de V deux à deux non adjacents.

α(G) = max{|S| : S est un stable de G} est appélle nombre de stabilité de G.

1.1.8 Partition de graphe

Définition 1.1.13 Soit G = (V,E) un graphe. Une partition ρ de G est une partition

de ses sommets suivant certaines règles avec les sommets. Si le nombre de classes dans la

partition ρ est fixé a un entier k, on dit k−partition, ou bien, on dit que la partition ρ

contient k classes.

1.1.9 Clique

Définition 1.1.14 Soit G = (V,E) un graphe simple tel que X un ensemble de sommets

de G deux à deux adjacents. Cet ensemble est dite une clique de n sommets est noté ωn

Donc un graphe est une clique dG(x) = n− 1 pour tout ses sommets telle que |X|= n.

Figure 1.1.6 : Un graphe G = (V,E) et un clique ω3.

1.2 Quelques graphes particuliers

1.2.1 Graphe complet

Définition 1.2.1 Un graphe G = (V,E) est dit complet si tous les sommets sont deux à

deux adjacents, et le graphe complet a n sommets contient n(n− 1)/2 arêtes et noté Kn.
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Figure 1.2.1 : Graphe complet K5.

1.2.2 Graphe biparti

Définition 1.2.2 Un graphe G = (V,E) est dit biparti s’il existe une partition de l’ensemble

des sommets de G en deux sous-ensembles X1 et X2 tel que toute arête de G a une extrémité

dans X1 et l’autre extrémité dans X2. Si de plus |X1| = |X2| alors G est appelé graphe biparti
équilibré.

Un graphe biparti est complet si tous sommet de X1 est adjacent a tous sommet de X2,

un tel graphe est noté Kp,q avec p = X1 et q = X2.

Figure 1.2.2 : Un graphe biparti et biparti complet K4,3.

1.2.3 Graphe régulier

Définition 1.2.3 Un graphe dont tous les sommets ont le même degré est dit régulier. Si

le degré est égal à d pour tout sommet, alors on dit que le graphe est d− régulier.
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Figure 1.2.3 : Graphe 3− régulie.

1.2.4 Graphe complémentaire

Définition 1.2.4 Le graphe complémentaire d’un graphe simple G = (V,E) noté G =

(V,E), est le graphe défini par V (G) = V (G) et E(G) = {uv : u, v ∈ V (G) et uv /∈ E(G)}.

Figure 1.2.4 : Graphe G et son complémentaire.

1.2.5 Couronne d’un graphe

Définition 1.2.5 On appelle couronne d’un graphe G, notée Cr(G) ou G ◦ K1, le graphe

obtenu enattachant à chaque sommets de G un sommet pendant, et donc il est évident que

l’ordre de Cr(G) est égal à 2|V (G)|.

Figure 1.2.5 : C4 et sa couronne C4 ◦K1.
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1.2.6 Etoile

Définition 1.2.6 Une étoile est un graphe biparti complet dans lequel |X1| = 1 et |X2| = k,

noté K1,k on peut définir un étoile comme un graphe connexe dont tous les sommets sauf un

sont de degré 1, Le sommet de V1 est appelé centre ou sommet central de l’étoile.

Figure 1.2.6 : Exemple d’une étoile K1,5.

1.2.7 Graphe de Mycielski

Définition 1.2.7 Soit G un graphe simple le graphe de Mycielski de G noté µ(G),

est un graphe connexe avec V (µ(G)) = V (G) ∪ V ′ ∪ {w} avec V = {v1, v2, . . . , vn} et
V ′ = {x1, x2, . . . , xn} et E(µ(G)) = E(G) ∪E ′ ∪E ′′ avec E ′ = {vixj, vjxi : si est seulement

si vivj ∈ E(G)} et E ′′ = {wxi : ∀i} tel que 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Figure 1.2.7 : Graphe de Mycielski de K4.
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1.3 Quelques opérations sur les graphes

1.3.1 Le produit cartésien

Définition 1.3.1 Le produit cartésien de deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), noté

G1 � G2, est le graphe ayant pour ensemble de sommets {(u, v) : u ∈ V1 et v ∈ V2}. Deux
sommets (u1, v1) et (u2, v2) sont adjacents si u1 = u2 et v1v2 ∈ E2 ou v1 = v2 et u1u2 ∈ E1.

1.3.2 Le produit direct

Définition 1.3.2 Le produit direct (ou croisé) de deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 =

(V2, E2), noté G1 × G2, est le graphe ayant pour ensemble de sommets {(u, v) : u ∈ V1 et
v ∈ V2}. Deux sommets (u1, v1) et (u2, v2) sont adjacents si v1v2 ∈ E2 et u1u2 ∈ E1.

1.3.3 Le produit total (ou fort)

Définition 1.3.3 Le produit total (ou fort) de deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2)

noté G1 �G2, est le graphe ayant pour ensemble de sommets V (G1)× V (G2) et dont deux

sommet (u1, v2) 6= (u2, v2) sont reliés par une arête si et seulement si u1 = u2 ou u1u2 ∈
E(G1) et v1 = v2 ou v1v2 ∈ E(G1). Ceci veut dire que E(G1�G2) = E(G1�G2)∪E(G1×G2).
Les trois produits sont illustrés dans la figure suivant :

Figure 1.3.1 : Exemple du produits de chaîne P2 � P3 et P2 × P3 et P2 � P3.

1.3.4 Subdivision de graphe

Définition 1.3.4 La subdivision d’une arête uv d’un graphe G = (V,E) consiste à sup-

primer l’arête uv et rajouter un sommet w et deux arêtes uw et vw. Le graphe obtenu
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1.3. Quelques opérations sur les graphes

àpartir de la subdivision de uv est noté par S(G) où V (S(G)) = V (G) ∪ w et E(S(G)) =

E(G) ∪ {uw, vw}.

Figure 1.3.2 : Exemple de la subdivision d’une arête uv un graphe.

1.3.5 Graphe total

Définition 1.3.5 Le graphe total d’un graphe G = (V,E), noté T (G), est défini comme

suit : L’ensemble des sommets de T (G) est V (G) ∪ E(G), et deux sommets x, y de T (G)

sont adjacents si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

– x, y ∈ V (G) et x, y sont adjacents dans G.

– x, y ∈ E(G) et x est adjacent à y dans G.

– x ∈ V (G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.

1.3.6 Graphe milieu

Définition 1.3.6 Soit G = (V,E) un graphe simple. Le graphe milieu de G, notéM(G) est

défini comme suit : L’ensemble des sommets de M(G) est V (G) ∪ E(G), et deux sommets

x, y de M(G) sont adjacents si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

– x, y ∈ E(G) et x est adjacent à y dans G.

– x ∈ V (G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.

1.3.7 Graphe central

Définition 1.3.7 Soit G = (V,E) un graphe simple. Le graphe central de G noté C(G) est

défini comme suit: L’ensemble des sommets de C(G) est V (G)∪E(G),et deux sommets x, y

de C(G) sont adjacents si la condition suivante est vérifée :
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1.4. Classes de complexité

– x, y ∈ V (G) et x, y sont non adjacents dans G.

– x ∈ V (G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.

Figure 1.3.4 : Exemple d’un graphe milieu et central de C6 et

total de P5.

1.4 Classes de complexité

1.4.1 Classe P

Un problème p est dit Polynomial (i.e p ∈ P ), s’il peut être résolu par un algorithme

déterministe en un temps polynomial. Prenons par exemple le problème de la connexité

dans un graphe. Etant donné un graphe à n sommets, il s’agit de savoir si toutes les

paires de sommets sont reliées par une chaîne. Pour le résoudre, on dispose de l’algorithme

de parcours en profondeur qui va construire un arbre couvrant du graphe à partir d’un

sommet. Si cet arbre contient tous les sommets du graphe, alors le graphe est connexe. Le

temps nécessaire pour construire cet arbre est au plus n2, donc le problème est bien dans

la classe P . Les problèmes dans P correspondent en fait à tous les problèmes facilement

solubles.

1.4.2 Classe NP

Un problème p est dans NP, s’il est résoluble par un algorithme non déterministe en un

temps polynomial par rapport à la taille de l’instance.
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1.4. Classes de complexité

De façon équivalente, c’est la classe des problèmes qui admettent un algorithme dans P

qui, étant donné une solution du problème NP, est capable de répondre oui ou non.

Intuitivement, les problèmes dansNP sont tous les problèmes qui peuvent être résolus en

énumérant l’ensemble des solutions possibles et en les testant avec un algorithme polynomial.

Par exemple, la recherche de cycle hamiltonien dans un graphe peut se faire avec deux

algorithmes:

• le premier génère l’ensemble des cycles (ce qui est exponentiel).
• le second teste les solutions (en temps polynomial).
On constate, immédiatement, que P ∈ NP .

1.4.3 Problème NP-Complet

Un problème est NP-diffi cile si ce problème est au moins aussi dur que tous les problèmes

dans NP. Formellement, on définit une notion de réduction : Soient p et p′ deux problèmes.

Une réduction de p à p′ est un algorithme transformant toute instance de p′en une instance

de p. Ainsi, si l’on a un algorithme pour résoudre p, on sait aussi résoudre p′, p est donc

aumoins aussi diffi cile à résoudre que p′. Les problèmes les plus étudiés sont les problèmes

NP-complets, par ce qu’on ne sait pas les résoudre éffi cacement à cause de leur indéter-

minisme. Il est clair que P ⊂ NP , puisqu’un algorithme déterministe est un algorithme

non déterministe particulier.

Le problème p est alors NP-diffi cile si pour tout problème p′ de NP, p′ se réduit à p.

Quand on parle de problèmes NP-diffi ciles on s’autorise uniquement des réductions dans P ,

c’est-à-dire que l’algorithme qui calcule le passage d’une instance de p′ à une instance de p

est polynomial .

1.4.4 Classe NP-complet

Le problème étant dans NP et NP-diffi cile, il est NP-complet, autrement dit, les prob-

lèmes NP-complets sont les plus diffi ciles de la classe.
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Chapitre 2

Quelques résultats obtenus sur le

nombre de la coloration équitable

Dans ce chapitre, nous présentons quelques types de coloration des graphes et leurs paramétres

associées. Dans ce contexte, nous rappelons les défnitions de la coloration classique et de

la coloration équitable, ensuite nous exposons brièvement quelques résultats fondamentaux

obtenus sur la coloration équitable.

2.1 La coloration propre

Définition 2.1.1 Une coloration propre d’un graphe G = (V,E) est une application c qui

associé à chaque sommet de V (G) une couleur de l’ensemble {1, 2, 3, ..., k} de telle façon que
les sommets voisins (adjacents) ont des couleurs distinctes:{(uv)} ε E (G) =⇒ c(u) 6= c(v)

(Voir Figure 2.1.1):

Figure 2.1.1: χ(P4) = 2.
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2.2. Posistion du probléme

Définition 2.1.2 De maniére équivalente, la classe de couleur d’une coloration de G en

k couleurs est une partition de l’ensemble des sommets V (G) en k ensembles stables (ou

indépendants) V (G) = V1∪ V2 ∪ ..... ∪ Vk avec V i = ensemble des sommets colorer par la

couleur i (i = 1, ..., k). On dira que le graphe G admet une k-coloration.

Définition 2.1.3 On appellera nombre chromatique d’un graphe G = (V,E), noté χ(G), le

nombre minimum de couleurs nécessaires à sa coloration. c’est -à- dire le plus petit nombre

des couleurs permettant de colorer tous les sommets du graphe sans que deux sommets

adjacents soient de la même couleur. La coloration optimale (minimale) du graphe G =

(V,E) est appellée χ(G)-coloration, ou bien χ(G)-chromatique.

2.2 Posistion du probléme

On peut poser le probleme de coloration des graphes par le modéle suivant :

min(f = ‖k‖)∑
k=K

xik = 1

Xik +Xjk = 1

∀i, j ε X tq(i, j) ε E et ∀ k ε K

Où : K : l’ensemble des couleurs

X : l’ensemble des sommets

E : l’ensemble des arêtes

xikε {0; 1} tel que xik = 1 si le sommet i est de couleur k sinon xik = 0. La premiére

contrainte nous informe qu’un sommet i doit être coloré d’une ceule et unique couleur, tandis

que la deuxiéme indique l’impesibilité que deux sommet (i, j) relié par un arête, soint coloré

par une couleur.[13]

2.3 Bornes sur le nombre chromatique

Proposition 2.3.1 [5] 1. Le nombre chromatique d’un graphe complet d’ordre n est n.

2. Le nombre chromatique d’un graphe discret d’ordre n est 1.
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2.3. Bornes sur le nombre chromatique

3. Le nombre chromatique d’un cycle d’ordre pair est 2.

4. Le nombre chromatique d’un cycle d’ordre impair > 3 est 3.

5. Le nombre chromatique d’une chaîne d’ordre > 2 est 2.

Théorème 2.3.1 [20] Si H est un sous-graphe de G. Alors

χ(H) ≤ χ(G)

Théorème 2.3.2 [20] Pour tout graphe G,

ω(G) ≤ χ(G)

Théorème 2.3.3 [3] Soit G un graphe connexe. Si G n’est ni un cycle impair ni un graphe

complet. Alors

χ(G) ≤ ∆(G)

De plus, si G est complet ou contient un cycle impair

χ(G) = ∆(G) + 1

Théorème 2.3.4 [3] Pour tout graphe G de degré maximum ∆(G),

χ(G) ≤ ∆(G) + 1

Théorème 2.3.5 [1] Si G est un graphe planaire. Alors

χ(G) ≤ 4

Théorème 2.3.6 [2] Soit G un graphe et G le graphe complementaire de G,

χ(G) + χ(G) 6 n+ 1

Théorème 2.3.7 [20] Un graphe G est 2-colorable si et seulement si G est biparti.

La borne inférieure du nombre chromatique d’un graphe G implique le nombre chroma-

tique de ses sous -graphes.
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2.4. Quelques bornes du nombre chromatique équitable

2.4 Quelques bornes du nombre chromatique équitable

Théorème 2.4.1 [6] Pour tout graphe G,

χ(G) ≤ χ=(G)

Théorème 2.4.2 [7] Si H est un sous-graphe de G, alors

χ= (H) ≤ χ=(G)

Théorème 2.4.3 [8] Pour tout graphe G,

ω(G) ≤ χ= (G)

Théorème 2.4.4 [12] Soit G un graphe connexe. Si G ni un cycle impaire ni un graphe

complet,

χ= (G) ≤ ∆(G)

2.5 Coloration équitable de certains graphe particuliers

2.5.1 Coloration équitable d’un cycle

Théorème 2.5.1 [12] Pour tout n ≥ 3,

χ=(Cn) =

 2 si n est pair

3 si n est impair

Figure 2.5.1 : χ=(C4) = 2 et χ=(C5) = 3
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2.5. Coloration équitable de certains graphe particuliers

2.5.2 Coloration équitable d’une chaîne

Théorème 2.5.2 [12] Pour tout n ≥ 2,

χ= (Pn) = 2

Figure 2.5.2 : χ=(P5) = 2.

2.5.3 Coloration équitable d’un graphe complet

Théorème 2.5.3 [12] Pout tout n ≥ 2,

χ= (Kn) = n

Figure 2.5.3 : χ=(K6) = 6

2.5.4 Coloration équitable d’un graphe biparti

Théorème 2.5.4 [12] Si n ≥ 3. Alors

χ= (Kn.n) = 2

Figure 2.5.4 : χ=(K3.3) = 2.
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2.5. Coloration équitable de certains graphe particuliers

2.5.5 Coloration équitable d’une étoile

Théorème 2.5.5 [12] Pour tout n ≥ 3,

χ= (K1.n) =
⌈n

2

⌉
+ 1

Figure 2.5.5 : χ=(K1.4) = 3

2.5.6 Coloration équitable d’un graphe prisme de cycle

Définition 2.5.1 [14] Un graphe de prisme d’un cycle noté par Yn est un graphe obtenu en

prenant deux cycles disjoints Cn (cycle intérieur et cycle extérieur), et on ajout des arêtes

viv
′
i pour i, i

′ ∈ {1, 2, ..., n}, vi = v
′
i avec :

• vi les sommets du cycle intérieur.
• v′i les sommets du cycle extérieur.

Théorème 2.5.6 [14] Pour tout n ≥ 3,

χ= (Yn) =

 2 si n est pair

3 si n est impair

Figure 2.5.6 : χ=(Y4) = 2 et χ=(Y5) = 3.
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2.5. Coloration équitable de certains graphe particuliers

2.5.7 Coloration équitable d’un graphe de tadpole

Définition 2.5.2 [15] Le graphe Tadpole Tm,n (graphe têtard), est le graphe obtenu en

joignant l’une des extrémité de la chaîne Pn à un sommet d’un cycle Cm par isthme.

Théorème 2.5.7 [15] Pour tout n ≥ 2,m ≥ 3,

χ=(Tm.n) =



2 si m est pair et n est pair

2 si m est pair et n est impair

3 si m est impair et n est pair

3 si m est impair et n est pair

Figure 2.5.7 : χ=(T4.2) = 2, χ=(T4.3) = 2, χ=(T5.2) = 3,

χ=(T5.3) = 3.
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2.6. Coloration équitable du graphe milieu de quelques graphes

2.6 Coloration équitable du graphe milieu de quelques

graphes

2.6.1 Coloration équitable du graphe milieu d’un cycle

Théorème 2.6.1 [12] Si n ≥ 3. Alors

χ= (M(Cn)) = 3

Figure 2.6.1 : χ=(M(C5)) = 3.

2.6.2 Coloration équitable du graphe milieu d’une chaîne

Théorème 2.6.2 [12] Si n ≥ 2. Alors

χ= (M(Pn)) = 3

Figure 2.6.2 : χ=(M(P5)) = 3.

2.6.3 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe complet

Théorème 2.6.3 [12] Si n ≥ 3. Alors

χ= (M(Kn)) = n
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2.6. Coloration équitable du graphe milieu de quelques graphes

Figure 2.6.3 : χ=(M(K4)) = 4.

2.6.4 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe biparti

Théorème 2.6.4 [12] Pour le graphe milieu de graphe biparti,

χ= (M(Kn.n)) = n+ 1

Figure 2.6.4: χ=(M(K2.2)) = 4

2.6.5 Coloration équitable du graphe milieu d’une étoile

Théorème 2.6.5 [16] Pour tout n ≥ 3,

χ= (M(K1.n)) = n+ 1

Figure 2.6.5 : χ=(M(K1.4)) = 5.
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2.6. Coloration équitable du graphe milieu de quelques graphes

2.6.6 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe prisme

de cycle

Théorème 2.6.6 [14] Si n ≥ 4,

χ=(M(Yn)) = 5

Figure 2.6.6 : χ=(M(Y5)) = 5.

2.6.7 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe de tad-

pole

Théorème 2.6.7 [15] Si m ≥ 4 et n ≥ 1,

χ=(M(Tm.n)) = 4

Figure 2.6.7 : χ=(M(T4.2)) = 4.
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2.7. Coloration équitable du graphe central de quelques graphes

2.7 Coloration équitable du graphe central de quelques

graphes

2.7.1 Coloration équitable du graphe central d’un cycle

Théorème 2.7.1 [21] Pour tout n ≥ 3,

χ=(C(Cn)) =

 n
2
si n est pair

n+1
2
si n est impair

Figure 2.7.1 : χ=(C(C6)) = 3 et χ=(C(C5)) = 3.

Remarque 2.7.1 Si n = 3; 4, alors χ=(C(Cn)) = 2; 3 respectivement.

2.7.2 Coloration équitable du graphe central d’une chaîne

Théorème 2.7.2 [21] Pour tout n ≥ 2,

χ=(C(Pn)) =

 n
2
si n est pair

n+1
2
sin est impair

Figure 2.7.2 : χ=(C(P6)) = 3 et χ=(C(P5)) = 3.
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2.7. Coloration équitable du graphe central de quelques graphes

2.7.3 Coloration équitable du graphe central d’un graphe complet

Théorème 2.7.3 [21] Pour tout n ≥ 3,

χ=(C(Kn)) = 3

Figure 2.7.3 : χ=(C(K5)) = 3.

2.7.4 Coloration équitable du graphe central d’un graphe biparti

Théorème 2.7.4 [21] Si n ≥ 3,

χ=(C(Kn.n)) = n+ 1

Figure 2.7.4 : χ=(C(K2.2)) = 3.

2.7.5 Coloration équitable du graphe central d’une étoile

Théorème 2.7.5 [16] Pour tout n ≥ 3,

χ=(C(K1.n)) = n
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2.7. Coloration équitable du graphe central de quelques graphes

Figure 2.7.5 : χ=(C(K1.4)) = 4.

2.7.6 Coloration équitable du graphe central d’un graphe prisme

de cycle

Théorème 2.7.6 [14] Si n ≥ 3,

χ=(C(Yn)) = n

Figure 2.7.6 : χ=(C(Y4)) = 4.

2.7.7 Coloration équitable du graphe central d’un graphe de tad-

pole

Théorème 2.7.7 [15] Si m ≥ 4 et n ≥ 1. Alors

χ=(C(Tm.n)) =



m+n
2
si m est pair et n est pair

m+n+1
2

si m est pair et n est impair
m+n+1

2
si m est impair et n est pair

m+n+2
2

si m est impair et n est impair
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2.8. Coloration équitable du graphe total de quelques graphes

Figure 2.7.7 : χ=(C(T6,2)) = 3, χ=(C(T6,3)) = 4, χ=(C(T5,2)) = 4,

χ=(C(T5,2)) = 5.

2.8 Coloration équitable du graphe total de quelques

graphes

2.8.1 Coloration équitable du graphe total d’un cycle

Théorème 2.8.1 [21] Si n multiple 3. Alors

χ=(T (Cn)) = 3

Figure 2.8.1 : χ=(T (C6)) = 3.
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2.8. Coloration équitable du graphe total de quelques graphes

2.8.2 Coloration équitable du graphe total d’une chaîne

Théorème 2.8.2 [21] Pour tout n ≥ 3,

χ=(T (Pn)) = 3

Figure 2.8.2 : χ=(T (P5)) = 3.

2.8.3 Coloration équitable du graphe total d’un graphe biparti

Théorème 2.8.3 [21] Si m ≤ n. Alors

χ=(T (Km.n)) =

 n+ 1 si m < n

n+ 2 si m = n

Figure 2.8.3 : χ=(T (K2.3)) = 4 et χ=(T (K2.2)) = 4.

2.8.4 Coloration équitable du graphe total d’un graphe prisme de

cycle

Théorème 2.8.4 [14] Si n > 4. Alors

χ=(T (Yn)) = 5
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.8.4 : χ=(T (Y8)) = 5.

2.8.5 Coloration équitable du graphe total d’un graphe de tadpole

Théorème 2.8.5 [15] Si m ≥ 4 et n ≥ 1. Alors

χ=(T (Tm.n)) = 4

Figure 2.8.5 : χ=(T (T5.3)) = 4.

2.9 Coloration équitable et certaines operations sur les

graphes

2.9.1 Coloration équitable de produit cartisien

Théorème 2.9.1 [4]

χ=(Cm�Cn) =

 2 si m,n sont pairs

3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.9.1: χ=(C4�C4) = 2 et χ=(C4�C3) = 3

Théorème 2.9.2 [7] Soit m, n des entiers positifs, m, n ≥ 3 et n est impair,

χ=(K1.m�Pn) = 3

Figure 2.9.2 : χ=(K1.4�P3) = 3.

2.9.2 Coloration équitable de produit direct

Théorème 2.9.3 [7]

χ=(Cm × Cn) =

 2 si m,n est pair

3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.9.3 : χ=(C4 × C4) = 2, χ=(C3 × C3) = 3.

Corollaire 2.9.1 [7] Soit H un graphe ayant au moins un sommet, m, n entiers positifs,

χ=(Cn ×H) = 2 pour n pair

χ=(Pn ×H) = 2 pour n pair

χ=(Km.n ×H) = 2 pour m = n

Maintenant, nous donnons quelques valeurs exactes du nombre chromatique équitable

de produits de certains graphes

Théorème 2.9.4 [7] Soit m, n des entiers positifs,

χ=(K1.m ×K1.n) =
(m+ 1)(n+ 1)

max{m,n}+ 1
= min{m,n}+ 1

Théorème 2.9.5 [7] Soit m,n des entiers positifs, m,n > 1,

χ=(Kn × Pm) =

 2 si m est pair ou n = 2

3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.9.4 : χ=(K4 × P4) = 2 et χ=(K3 × P3) = 3.

Corollaire 2.9.2 [7] Soit G un graphe à n sommets et au moins une arête,

χ=(G× Pm) ≤

 2 si m est pair

3 sinon

Corollaire 2.9.3 [9] Soit m,n ≥ 3 des entiers positifs impairs,

χ=(Pm × Pn) = 3

Figure 2.9.5 : χ=(P3 × P5) = 3.

Corollaire 2.9.4 [7] Soit m,n des entiers positifs et n ≥ 2,

χ=(K1.m × Pn) =

 2 si n pair

3 sinon
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2.9. Coloration équitable et certaines operations sur les graphes

Figure 2.9.6 : χ=(K1.3 × P4) = 2 et χ=(K1.3 × P3) = 3.

2.9.3 Coloration équitable de produit total

Théorème 2.9.6 [18] Soit G1, G2 des graphes avec au moins une arête,

χ=(G1 �G2) ≥ max{χ(G1), χ(G2)}+ 2

Dans le reste de cette section, nous collectons plusieurs résultats exacts

Théorème 2.9.7 [7] Soit m,n des entiers positifs et m,n > 1,

χ=(Pm � Pn) =

 4 si n,m est pair

5 sinon

Figure 2.9.7 : χ=(P4 � P4) = 4 et χ=(P3 � P4) = 5.
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2.10. Coloration équitable du graphe de mycielski

2.10 Coloration équitable du graphe de mycielski

2.10.1 Coloration équitable du graphe de mycielski d’un cycle

Théorème 2.10.1 [19] Pour tout n ≥ 3,

χ=(µ(Cn)) =


3 si n = 4, 6, 8

4 si n ≥ 10, n est pair

4 si n est impair

Figure 2.10.1 : χ=(µ(C4)) = 3 et χ=(µ(C10)) = 4 et χ=(µ(C5)) = 4.

2.10.2 Coloration équitable du graphe de mycielski d’une chaîne

Théorème 2.10.2 [19] Pour tout n ≥ 1,

χ=(µ(Pn)) =


2 si n = 1

3 si n ≤ 11, n 6= 10

4 si n ≥ 10, n 6= 11
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2.10. Coloration équitable du graphe de mycielski

Figure 2.10.2 : χ=(µ(P1)) = 2 et χ=(µ(P4)) = 3 et χ=(µ(P10)) = 4.

2.10.3 Coloration équitable du graphe de mycielski de graphe bi-

parti

Théorème 2.10.3 [22] Pour les graphes bipartis,

χ=(µ(Km;n)) =



3 si m = n ≤ 4

4 si m = n ≥ 5

3 si 2m = n⌈
m+n

min(m,n)

⌉
sinon
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2.10. Coloration équitable du graphe de mycielski

Figure 2.10.4 : χ=(µ(K3.3)) = 3, χ=(µ(K5.5)) = 5,

χ=(µ(K2.4)) = 3 et χ=(µ(K2.3)) = 3.
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Chapitre 3

Détermination du nombre

chromatique équitable de quelques

graphes particuliers

Dans ce chapitre, nous donnons nos résultats sur la détermination du nombre chromatique

équitable de quelques types de graphes.

3.1 Coloration équitable du graphe moulin

Définition 3.1.1 [17] Le graphe Moulin Cmp est constitué de m copies de cycles Cn et

un sommet commun.

Exemple 3.1.1

Figure 3.1.1 : Graphe moulin C53 .
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

Proposition 3.1.1 Soit G un graphe moulin. Si p = 3. Alors :

χ=(Cm3 ) = m+ 1

Preuve. SoitG = (V,E) le graphe moulin Cm3 tel quem ≥ 2, et soit V = {v1, v2, . . . , vn}
les sommets de graphe G, Soit v1 le sommet commun. Colorons v1 par 1. Comme v1 est

adjacent à tous les sommets {v2, v3..., vn}, la couleur 1 ne peut être présent dans l’ensemble

{v2, v3..., vn}. D’après la dèfinition de la coloration équitable (||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout

i 6= j), alors chaque couleur de l’ensemble {v2, v3..., vn} doit être utiliser au plus deux
fois. Comme |{v2, v3..., vn}| = 2m, alors on utilise m couleurs pour colorer les sommets

{v2, v3, . . . , vn}. Par conséquent χ=(Cm3 ) = m+ 1.

Exemple 3.1.2

Figure 3.1.2 : Exemple de graphe moulin avec,

χ=(C33) = 4.

3.1.1 Coloration équitable du graphe milieu de graphe moulin

Proposition 3.1.2 Pour tout p = 3, m ≥ 2,

χ=(M(Cm3 )) = n = 2m+ 1.

Preuve. Posons G = M(Cm3 ), et soit V (Cm3 ) ∪ {ui,m : 1 ≤ i ≤ bn
2
c} les sommets de

M(Cm3 ) où ui,m les sommets de la subdivision des arêtes ei pour tout (i = 3m).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(Cm3 )) comme suit :
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

V1 = {v1,0, u1,3}
V2 = {v1,1, u1,2}
V3 = {v1,2, u1,1}
V4 = {v2,1, u2,2}
...

Vn−1 = {vm,1, um,2}
Vn = {vm,2, um,1}
et {u2,3, u3,3, ..., um,3} les sommets qui restent. Colorons les sommets de Vi par la couleur

i, 1 ≤ i ≤ n. Colorons les sommets de l’ensemble {u2,3, u3,3, ..., um,3} par les couleurs
2, 3, . . . ,m. Il est clair que V1, V2, . . . , Vn sont des ensembles indépendants. De plus on

a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j donc χ=(M(Cm3 )) ≤ n.

D’autre part le graphe M(Cm3 ) contient une clique d’ordre n, alors d’après le Théorème

2.4.2 χ=(M(Cm3 )) ≥ n.

Par conséquent χ=(M(Cm3 )) = n.

Exemple 3.1.3

Figure 3.1.3 : Graphe milieu de graphe moulin avec,

χ=(M(C33)) = 6.
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

3.1.2 Coloration équitable du graphe central de graphe moulin

Proposition 3.1.3 Pour tout p = 3, m ≥ 3,

χ=(C(Cm3 )) = m.

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe C(Cm3 ), et soit V (Cm3 ) ∪ {ui,m : 1 ≤ i ≤ bn
2
c} les

sommets de C(Cm3 ) où ui,m les sommets de la subdivision des arêtes ei pour tout (i = 3m)

On partitionne l’ensemble des sommets de V (C(Cm3 )) comme suit :

V1 = {v1,0, v1,1, v1,2, um−1,3, um,3}
V2 = {v2,1, v2,2, u1,1, u1,2, um,1, um,2}
V3 = {v3,1,v3,2, u2,1, u2,2, u1,3}
V4 = {v4,1, v4,2, u3,1, u3,2, u2,3}
...

Vm = {vm,1, vm,2, um−1,1, um−1,2, um−2,3}
Il est clair que V1, V2, . . . , Vn sont des ensembles indépendants avec |V1| = |V3| = . . . =

|Vm| = 5 et |V2| = 6. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Colorons les sommets

de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ m. Ceci implique que χ=(C(Cm3 )) ≤ m.

D’autre part le graphe C(Cm3 ) contient une clique d’ordre m, alors d’après le Théorème

2.4.2 χ=(C(Cm3 )) ≥ m.

Par conséquent χ=(C(Cm3 )) = m.

Exemple 3.1.4

Figure 3.1.4 : Graphe central de graphe moulin de χ=(C(C33)) = 3.
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3.1. Coloration équitable du graphe moulin

3.1.3 Coloration équitable du graphe total de graphe moulin

Proposition 3.1.4 Pour tout p = 3, m ≥ 3,

χ=(T (Cm3 )) = n.

Preuve. Soit G le graphe T (Cm3 ), et soit V (Cm3 ) ∪ {ui,m : 1 ≤ i ≤ bn
2
c} les sommets de

T (Cm3 ) où ui,m les sommets de la subdivision des arêtes ei pour tout (i = 3m).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (T (Cm3 )) comme suit :

V1 = {v1,0, u1,3}
V2 = {v1,1, u1,2}
V3 = {v1,2,u1,1}
...

Vn = {vm,2, um,1}
et {u2,3, . . . , um,3} les sommets qui restent. On colorons comme suit {2, 3, . . . ,m}.
Il est clair que V1, V2, . . . , Vn sont des ensembles indepéndants, aussi on a ||Vi|− |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j donc. Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n. Colorons les

sommet de l’ensemble {u2,3, . . . , um,3} par les couleurs 2, 3, ...,m. D’où χ=(T (Cm3 )) ≤ n.

D’autre part le graphe T (Cm3 ) contient une clique d’ordre n, alors d’après le Théorème

2.4.2 χ=(T (Cm3 )) ≥ n.

Par conséquent χ=(T (Cm3 )) = n.

Figure 3.1.5 : Graphe total du graphe moulin de C43 .
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3.2. Coloration équitable du graphe circulant

3.2 Coloration équitable du graphe circulant

Définition 3.2.1 [10] Le graphe circulant ( l’échelle de Möbius) est un graphe cubique

formé à partir du cycle à 2n sommets et 3n arêtes en ajoutant des arêtes entre les sommets

opposés du cycle.

Si n est impair alors le graphe Mln est un graphe biparti.

Proposition 3.2.1 Pour tout n,

χ=(MLn) =

 3 si 2n ≡ 0 mod[4] (n est pair).

2 si 2n ≡ 2 mod[4] (n est impair).

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe MLn tel que V (MLn) = 2n = {vi : 1 ≤ i ≤ 2n}.
On partitionne l’ensemble des sommets de V (MLn) comme suit :

Cas 1 : Si n ≡ 1 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ 2n− 1}
V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ 2n}
V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ 2n− 2}
Cas 2 : Si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ 2n− 3}
V2 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ 2n− 1, i 6= n+ 1} ∪ {vn}
V3 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ 2n− 2, i 6= n} ∪ {vn+1, v2n}
Cas 3 : Si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 2}∪{vi : i ≡ 0 mod[3], n+ 3 ≤ i ≤ 2n− 3}∪{v2n−1}
V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n−1}∪{vi : i ≡ 1 mod[3], n+4 ≤ i ≤ 2n−5}∪{vn+1, v2n}
V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n} ∪ {vi : i ≡ 2 mod[3], n+ 2 ≤ i ≤ 2n− 4} ∪ {v2n−2}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 3.

Il est clair que V1, V2, V3 sont des ensembles indépendants. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j. D’où χ=(MLn) ≤ 3.

D’autre part le grapheMLn contient une clique d’ordre 3 alors d’après le Théorème 2.4.2

χ=(MLn) ≥ 3.

Par conséquent χ=(MLn) = 3.
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3.2. Coloration équitable du graphe circulant

Exemple 3.2.1

Figure 3.2.1 : χ=(ML4) = 3, χ=(ML6) = 3, χ=(ML8) = 3.

3.2.1 Coloration équitable du graphe central de graphe circulant

Proposition 3.2.2 Pour tout n pair avec n ≥ 6,

χ=(C(MLn)) = n.

Preuve. Soit G = (V,E) le grapheM(MLn) tel que V (MLn)∪{ui : 1 ≤ i ≤ 2n}∪{si :

1 ≤ i ≤ n} où ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1 et si les sommets de la
subdivision des arêtes vivi+n (les sommets oppossé)

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(MLn)) comme suit :

V1 = {v1, v2, un−3, un−2} ∪ {sn}
V2 = {v3, v4, un−1, un} ∪ {sn−1}
V3 = {v5, v6, u1, u2} ∪ {sn−2}
V4 = {v6, v7, u3, u4} ∪ {sn−3}
...

Vn = {vn−1, vn, un−5, un−4} ∪ {s1}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn sont des ensembles indépendants avec V1 = V2 = . . . = Vn,

aussi on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. D’où χ=(C(MLn)) ≤ n.

D’autre part le graphe C(MLn) contient un étoile K1.2n−2 comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.2 χ=(C(MLn)) ≥ χ=(K1,2n−2) = n.
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3.2. Coloration équitable du graphe circulant

Par conséquent χ=(M(MLn)) = n.

Exemple 3.2.2

Figure 3.2.2 : Graphe central de graphe circulant ML6.

3.2.2 Coloration équitable du graphe milieu de graphe circulant

Proposition 3.2.3 Pour tout n pair,

χ=(M(MLn)) = 4.

Preuve. Soit G = (V,E) le grapheM(MLn) tel que V (MLn)∪{ui : 1 ≤ i ≤ 2n}∪{si :

1 ≤ i ≤ n} où ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1 et si les sommets de la
subdivision des arêtes vivi+n (les sommets oppossé)

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(MLn)) comme suit :

Cas 1: si n multiple 3 alors :

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ 2n− 2} ∪ {ui : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ 2n− 1}
V2 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ 2n} ∪ {ui : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ 2n− 2}
V3 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ 2n− 1} ∪ {ui : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ 2n}
V4 = {s1, s2, ..., sn}
Cas 2: si n multiple pas 3 alors :

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[4], 1 ≤ i ≤ 2n − 3} ∪ {ui : i ≡ 2 mod[4], 2 ≤ i ≤ 2n − 2} ∪ {si :

i ≡ 0 mod[4], 4 ≤ i ≤ 2n}
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

V2 = {vi : i ≡ 0 mod[4], 4 ≤ i ≤ 2n} ∪ {ui : i ≡ 1 mod[4], 1 ≤ i ≤ 2n − 3} ∪ {si : i ≡
3 mod[4], 3 ≤ i ≤ 2n− 1}

V3 = {vi : i ≡ 2 mod[4], 2 ≤ i ≤ 2n− 2} ∪ {ui : i ≡ 3 mod[4], 3 ≤ i ≤ 2n− 1} ∪ {si : i ≡
1 mod[4], 1 ≤ i ≤ 2n− 3}

V4 = {vi : i ≡ 3 mod[4], 3 ≤ i ≤ 2n − 1} ∪ {ui : i ≡ 0 mod[4], 4 ≤ i ≤ 2n} ∪ {si : i ≡
2 mod[4], 2 ≤ i ≤ 2n− 2}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 4.

Il est clair que V1, V2, V3, V4 sont des ensembles indépendants, aussi on a ||Vi| − |Vj|| ≤
1 pour tout i 6= j donc χ=(M(MLn)) ≤ 4. D’autre part le graphe M(MLn) contient

une clique d’ordre 4 alors d’après le Théorème 2.4.2 χ=(M(MLn)) ≥ 4. Par conséquent

χ=(M(MLn)) = 4.

Exemple 3.2.3

Figure 3.2.3 : Graphe milieu de graphe circulant MLn.

3.3 Coloration équitable d’un graphe de fan

Définition 3.3.1 Un graphe de fan F1,n est un graphe connexe obtenu à partir de l’union

disjointe d’une chaîne d’ordre n et un sommet en reliant ce sommet à tous les sommet de

la chaîne.
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

3.3.1 Coloration équitable d’un graphe de fan

Proposition 3.3.1 Pour tout n ≥ 3,

χ=(F1.n) = dn
2
e+ 1.

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe de fan tel que n ≥ 3 et soit v1, v2, . . . , vn les sommets

de la chaîne Pn, et v le sommet commun.

Deux cas se présentent:

Cas 1: si n est pair

V1 = {v}
V2 = {v1, vn

2
+1}

V3 = {v2,vn
2
+2}

V4 = {v3, vn
2
+3}

...

Vdn
2
e+1 = {vn

2
, vn}

Cas 2: si n est impair

V1 = {v}
V2 = {v1, vdn

2
e+1}

V3 = {v2,vdn
2
e+2}

V4 = {v3, vdn
2
e+3}

...

Vdn
2
e+1 = {vdn

2
e}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ dn
2
e+ 1.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vdn2 e+1 sont des ensembles indépendants. Si n est pair, alors

|V2| = |V3| = . . . = |Vdn2 e+1| = 2 et |V1| = 1. Si n est impaire, alors |V2| = |V3| = . . . =

|Vdn2 e| = 2 et |V1| = |Vdn2 e+1| = 1. Par conséquent, cette coloration est une coloration

équitable avec dn
2
e+ 1. Donc χ=(F1,n) ≤ dn

2
e+ 1.

D’autre part dans les deux cas le graphe F1,n contient un étoile K1,n comme sous graphe,

alors d’aprés le Théorème 2.4.2 χ=(F1,n) ≥ χ=(K1.n) = dn
2
e+ 1.

Par conséquent χ=(F1,n) = dn
2
e+ 1.

Exemple 3.3.1
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

Figure 3.3.1: Graphe de fan χ=(F1.n) = dn
2
e+ 1.

3.3.2 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe de fan

Proposition 3.3.2 Pour tout n ≥ 4,

χ=(M(F1.n)) = n+ 1.

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe M(F1,n) tel que V (M(F1,n)) = V (F1,n) ∪ {ui : 1 ≤
i ≤ n− 1} ∪ {si : 1 ≤ i ≤ n}, où ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1 et si les
sommets de la subdivision des arêtes vvi, (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(F1,n)) comme suit :

V1 = {v, vn, u1}
V2 = {s1, u2}
V3 = {s2, v1, u3}
V4 = {s3, v2, u4}
...

Vn = {sn−1, vn−2}
Vn+1 = {sn, vn−1}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn+1 sont des ensembles indépendants, avec |V1| = |V3| = . . . =

|Vn−1| = 3 et |V2| = |Vn| = |Vn+1| = 2. Donc cette coloration est équitable. Ceci implique

que χ=(M(F1,n)) ≤ n+ 1.

D’autre part le graphe M(F1,n) contient une clique Kn+1 comme sous graphe. D’après

le Théorème 2.4.3 χ=(M(F1,n)) ≥ χ=(Kn+1) = n+ 1.
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

Par conséquent χ=(M(F1,n)) = n+ 1.

Exemple 3.3.2

Figure 3.3.2 : Graphe milieu d’un graphe de fan

χ=(M(F1,6)) = 7.

3.3.3 Coloration équitable du graphe central d’un graphe de fan

Proposition 3.3.3 Pour tout n ≥ 4,

χ=(C(F1.n)) = dn
2
e.

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe C(F1,n) tel que V (C(F1,n)) = V (F1,n) ∪ {ui : 1 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {si : 1 ≤ i ≤ n} où ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1, si les
sommets de la subdivision des arêtes vvi, (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (C(F1,n)) comme suit :

Cas 1 : Si n est pair

V1 = {v, v1, v2, un−1, un−2, un−3}
V2 = {v3, v4, s1, s2, sn−1, sn}
V3 = {v5, v6, u1, u2, s3, s4}
V4 = {v7, v8, u3, u4, s5, s6}
...

Vdn
2
e = {vn−1, vn, un−4, un−5, sn−2, sn−3}

Cas 2 : Si n est impair, n ≥ 5

V1 = {v, v1, v2, un−1, un−2}
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3.3. Coloration équitable d’un graphe de fan

V2 = {v3, v4, s1, s2, sn}
V3 = {v5, v6, u1, u2, s3, s4}
V4 = {v7, v8, u3, u4, s5, s6}
...

Vdn
2
e−1 = {vn−1, vn−2, un−5, un−6, sn−4, sn−3}

Vdn
2
e = {vn, un−3, un−4, sn−1, sn−2}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ dn
2
e.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vdn
2
e sont des ensembles indépendants, avec |V1| = |V2| = . . . =

|Vdn
2
e| = 6 si n est pair, |V1| = |V2| = |Vn| = 5 et |V3| = |V4| = . . . = |Vdn

2
e−1| = 6 si n est

impair. De plus on a ||Vi|−|Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique que. χ=(C(F1,n)) ≤ dn
2
e.

D’autre part le graphe C(F1,n) contient une clique Kdn2 e
comme sous graphe, alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(C(F1,n)) ≥ χ=(Kdn2 e
) = dn

2
e. Par conséquent χ=(C(F1,n)) = dn

2
e.

Exemple 3.3.3 Si n est impair

Figure 3.3.3: Graphe central d’un graphe de fan χ=(C(F1,7)) = 4.

Exemple 3.3.4 Si n est pair

Figure 3.3.4: Graphe central d’un graphe de fan χ=(C(F1,8)) = 4.
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

3.4 Coloration équitable d’un graphe de double fan

Définition 3.4.1 Un graphe de double fan F2,n est un graphe connexe obtenu à partir

de joint de Pn + P2 en ajoutant toutes les arêtes entre tous les sommets de Pn et P2.

Proposition 3.4.1 Soit F2,n le graphe de double fan avec n ≥ 5,

χ=(F2,n) =


n+3
3
si n ≡ 0 mod[3]

n+4
3
si n ≡ 2 mod[3]

n+5
3
si n ≡ 1 mod[3]

Preuve. Soit G = (V,E) le doube fan graphe F2,n tel que V (F2,n) = {v, v′} ∪ {vi : 1 ≤
i ≤ n} avec {v, v′} les sommets de P2 et vi les sommets de Pn.
On partitionne l’ensemble des sommets de V (F2,n) comme suit :

Cas 1: Si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {v, v′}
V2 = {v1, vn

3
+1, v 2n

3
+1}

V3 = {v2, vn
3
+2, v 2n

3
+2}

V4 = {v3, vn
3
+3, v 2n

3
+3}

...

Vn+3
3

= {vn
3
, v 2n

3
, vn}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n+3
3
.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn+3
3
sont des ensembles indépendants, avec |V2| = |V3| = . . . =

|Vn+3
3
| = 3, |V1| = 2. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Donc cette coloration

est équitable. Ceci implique que χ=(F2,n) ≤ n+3
3
.

Supposons que χ=(F2,n) = k ≤ n
3
. Comme v, v′ sont adjacent à tout les sommets de

l’ensemble {v1, v2, ..., vn}, la couleur 1 ne peut être présent dans l’ensemble {v1, v2, ..., vn}

c-à-d |V1| = 2. Il est clair que
i=k∑
i=2

|Vi| = n. Pour minimiser χ=(F2,n) et d’après la définition

de la coloration équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble

{v1, v2, ..., vn} doit être utilisé deux ou trois fois. D’autre part, on a n =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

|Vi| ≤ 3, n ≤ 3 (k − 1) . Vu que k ≤ n
3
, 3(k − 1) ≤ n− 3 6= n, contradiction. Ceci implique

que χ=(F2,n) ≥ n+3
3
.

Par conséquent χ=(F2,n) = n+3
3
.

Cas 2: Si n ≡ 1 mod[3]

V1 = {v, v′}
V2 = {v1, vdn

3
e+1, (vd 2n

3
e+2 si n ≥ 7)}

V3 = {v2, vdn
3
e+2, (vd 2n

3
e+3 si n ≥ 10)}

V4 = {v3, vdn
3
e+3, (vd 2n

3
e+4 si n ≥ 13)}

...

Vn+5
3

= {vdn
3
e, vd 2n

3
e+1}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n+5
3
.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn+5
3
sont des ensembles indépendants. De plus on a ||Vi| −

|Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j alors χ=(F2,n) ≤ n+5
3
.

Supposons que χ=(F2,n) = k ≤ n+2
3
. Comme v, v′ sont adjacent à tout les sommets

{v1, v2, ..., vn}, la couleur 1 ne peut être présent dans l’ensemble {v1, v2, ..., vn} c-à-d |V1| = 2,

Il est clair que
i=k∑
i=2

|Vi| = n. Pour minimiser χ=(F2,n) et d’après la définition de la coloration

équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble {v1, v2, ..., vn} doit

être utilisé deux ou trois fois. D’autre part, on a n =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme |Vi| ≤ 3, n ≤ 3 (k − 1) .

Vu que k ≤ n+2
3
, 3(k − 1) ≤ n− 1 6= n, contradiction. Ceci implique que χ=(F2,n) ≥ n+5

3
.

Par conséquent χ=(F2,n) = n+5
3
.

Cas 3: Si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {v, v′}
V2 = {v1, vdn

3
e+1, (vd 2n

3
e+1 si n ≥ 5)}

V3 = {v2, vdn
3
e+2, (vd 2n

3
e+2 si n ≥ 8)}

V4 = {v3, vdn
3
e+3, (vd 2n

3
e+3 si n ≥ 11)}

...

Vn+4
3

= {vdn
3
e, vd 2n

3
e}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n+4
3
.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn+4
3
sont des ensembles indépendants. De plus on a ||Vi| −

|Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j alors χ=(F2,n) ≤ n+4
3
.
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

Supposons que χ=(F2,n) = k ≤ n+1
3
. Comme v, v′ sont adjacent à tout les sommets

{v1, v2, ..., vn}, la couleur 1 ne peut être présent dans l’ensemble {v1, v2, ..., vn} c-à-d |V1| = 2,

Il est clair que
i=k∑
i=2

|Vi| = n. Pour minimiser χ=(F2,n) et d’après la définition de la coloration

équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble {v1, v2, ..., vn} doit

être utilisé deux au trois fois. D’autre part, on a n =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme |Vi| ≤ 3, n ≤ 3 (k − 1) .

Vu que k ≤ n+1
3
, 3(k − 1) ≤ n− 2 6= n, contradiction. Ceci implique que χ=(F2,n) ≥ n+4

3
.

Par conséquent χ=(F2,n) = n+4
3
.

Exemple 3.4.1

Figure 3.4.1 : Graphe de double fan.

3.4.1 Coloration équitable du graphe milieu d’un graphe double

fan

Proposition 3.4.2 Soit F2,n le graphe de double fan avec n ≥ 4,

χ=(M(F2.n)) = n+ 1.

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe M(F2,n) tel que V (M(F2,n)) = V (F2,n) ∪ {ui : 1 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {s1, s2, . . . , sn} ∪ {s′1, s′2, . . . , s′n}, ui les sommets de la subdivision des arêtes
vivi+1, si les sommets de la subdivision des arêtes vvi, (1 ≤ i ≤ n) et s′i les sommets de la

subdivision des arêtes v′vi, (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(F2,n)) comme suit :

V1 = {v, vn, u1, s′n−1}
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

V2 = {u2, s1, s′n}
V3 = {v1, v′, u3, s2}
V4 = {v2, u4, s3, s′1}
V5 = {v3, u5, s4, s′2}
...

Vn = {vn−2, sn−1, s′n−3}
Vn+1 = {vn−1, sn, s′n−2}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn+1 sont des ensembles indépendants avec |V1| = |V3| = . . . =

|Vn−1| = 4 et |V2| = |Vn| = |Vn+1| = 3. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci

implique que χ=(M(F2,n)) ≤ n+ 1.

D’autre part le grapheM(F2,n) contient une cliqueKn+1 comme sous graphe alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(M(F2,n)) ≥ χ=(Kn+1) = n+ 1.

Par conséquent χ=(M(F2,n)) = n+ 1.

Exemple 3.4.2

Figure 3.4.2 : Graphe milieu d’un graphe de double fan avec

χ=(M(F2,6)) = 7.
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

3.4.2 Coloration équitable du graphe central d’un graphe de dou-

ble fan

Proposition 3.4.3 Soit F2,n le graphe de double fan avec n ≥ 4,

χ=(C(F2.n)) = dn
2
e.

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe C(F2,n) tel que V (C(F2,n)) = V (F2,n) ∪ {ui : 1 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {s1, s2, . . . , sn} ∪ {s′1, s′2, . . . , s′n}, ui les sommets de la subdivision des arêtes
vivi+1 et si les sommets de la subdivision des arêtes vvi avec (1 ≤ i ≤ n) et s′i les sommets

de la subdivision des arêtes v′vi avec (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(F2,n)) comme suit :

Cas 1 : si n est pair

V1 = {v, v1, v2, un−1, un−2, un−3, s′3, s′4}
V2 = {v′, v3, v4, u1, s1, s2, sn−1, sn}
V3 = {v5, v6, u2, s3, s4, s′1, s′2, s′n−1, s′n}
V4 = {v7, v8, u3, u4, s5, s6, s′5, s′6}
...

Vdn
2
e = {vn−1, vn, un−4, un−5, sn−2, sn−3, s′n−2, s′n−3}

Cas 2 : si n est impair

V1 = {v, v1, v2, un−1, un−2, s′3, s′4}
V2 = {v′, v3, v4, u1, s1, s2, sn}
V3 = {v5, v6, u2, s3, s4, s′1, s′2, s′n}
V4 = {v7, v8, u3, u4, s5, s6, s′5, s′6}
...

Vdn
2
e−1 = {vn−1, vn−2, un−5, un−6, sn−4, sn−3, s′n−4, s′n−3}

Vdn
2
e = {vn, un−3, un−4, sn−1, sn−2, s′n−1, s′n−2}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ dn
2
e.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vdn
2
e sont des ensembles indépendants avec |V1| = |V2| = |V4| =

. . . = |Vdn
2
e| = 8, |V3| = 9 si n est pair, |V1| = |V2| = |Vdn

2
e| = 7, |V3| = |V4| = . . . =

|Vdn
2
e−1| = 8 si n est impair. De plus ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique que

χ=(C(F2,n)) ≤ dn
2
e.
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3.4. Coloration équitable d’un graphe de double fan

D’autre part le graphe C(F2,n) contient une cliqueKdn2 e
comme sous graphe, alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(C(F2,n)) ≥ χ=(Kdn2 e
) = dn

2
e.

Par conséquent χ=(C(F2,n)) = dn
2
e.

Exemple 3.4.3 Si n est pair

Figure 3.4.3 : Graphe central d’un graphe

double fan C(F2,6).

Exemple 3.4.4 Si n est impair

Figure 3.4.4 : Graphe central d’un graphe double

fanC(F2,7).
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

3.5 Coloration équitable de couronne des certains graphes

particuliers

3.5.1 Coloration équitable de couronne d’une chaîne

Proposition 3.5.1 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(Cr(Pn)) = 2

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe Cr(Pn) tel que V (Cr(Pn)) = (vi : 1 ≤ i ≤ n) ∪ {yi :

1 ≤ i ≤ n} et vi les sommets du Pn et yi des sommets pendants correspondants à chaque
sommet de vi.

On partitionne l’ensemble des sommets de V (Cr(Pn)) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

V1 = {v1, v3, . . . , vn−1} ∪ {y2, y4, . . . , yn}
V2 = {v2, v4, . . . , vn} ∪ {y1, y3, . . . , yn−1}
Cas 2 : Si n est impair

V1 = {v1, v3, . . . , vn} ∪ {y2, y4, . . . , yn−1}
V2 = {v2, v4, . . . , vn−1} ∪ {y1, y3, . . . , yn}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 2.

ll est clair que V1, V2 sont des ensembles indépendants. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j dans les deux cas, alors χ=(Cr(Pn)) ≤ 2.

D’autre part le graphe Cr(Pn) contient une chaîne comme sous graphe, alors d’après le

Théorème 2.4.3 χ=(Cr(Pn)) ≥ χ=(Pn) = 2.

Par conséquent χ=(Cr(Pn)) = 2.

Exemple 3.5.1
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

Figure 3.5.1 : Couronne d’une chaîne avec χ=(Cr(Pn)) = 2.

3.5.2 Coloration équitable du graphe milieu de couronne d’une

chaîne

Proposition 3.5.2 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(M(Cr(Pn))) = 4

Preuve. SoitG = (V,E) le grapheM(Cr(Pn)) tel que V (M(Cr(Pn)) = V (Cr(Pn))∪{ui :

1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {si : 1 ≤ i ≤ n} où ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1 et si
les sommets de la subdivision des arêtes viyi avec (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(Cr(Pn))) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

V1 = {v1, v2 . . . , vn}
V2 = {s1, s2, . . . , sn}
V3 = {u1, u3, . . . , un−1} ∪ {y1, y3, . . . , yn−1}
V4 = {u2, u4, . . . , un−2} ∪ {y2, y4, . . . , yn}.
Cas 2 : Si n est impair

V1 = {v1, v2 . . . , vn}
V2 = {s1, s2, . . . , sn}
V3 = {u1, u3, . . . , un−2} ∪ {y1, y3, . . . , yn}
V4 = {u2, u4, . . . , un−1} ∪ {y2, y4, . . . , yn−1}.

Dans les deux cas, Il est claire que |Vi| = n , 1 ≤ i ≤ 3 et |V4| = n − 1. Colorons les

sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 4.
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

ll est clair que V1, . . . , V4 sont des ensembles indépendants. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j. Ceci implique que χ=(M(Cr(Pn))) ≤ 4.

D’autre part le graphe M(Cr(Pn)) contient une clique K4 comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(M(Cr(Pn))) ≥ χ=(K4) = 4.

Par conséquent χ=(M(Cr(Pn))) = 4.

Exemple 3.5.2

Figure 3.5.2 : Graphe milieu de couronne d’une chaîne avec χ=(M(Cr(Pn))) = 4.

3.5.3 Coloration équitable du graphe total de couronne d’une

chaîne

Proposition 3.5.3 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(T (Cr(Pn))) = 4

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe T (Cr(Pn)) tel que V (T (Cr(Pn)) = V (Cr(Pn))∪{ui :

1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {si : 1 ≤ i ≤ n} et ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1 et si
les sommets de la subdivision des arêtes viyi avec (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (T (Cr(Pn))) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

V1 = {v1, v3 . . . , vn−1} ∪ {s2, s4, . . . , sn}
V2 = {v2, v4 . . . , vn} ∪ {s1, s3, . . . , sn−1}
V3 = {u1, u3, . . . , un−1} ∪ {y1, y3, . . . , yn−1}
V4 = {u2, u4, . . . , un−2} ∪ {y2, y4, . . . , yn}.
Cas 2 : Si n est impair
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

V1 = {v1, v3 . . . , vn} ∪ {s2, s4, . . . , sn−1}
V2 = {v2, v4 . . . , vn−1} ∪ {s1, s3, . . . , sn}
V3 = {u1, u3, . . . , un−2} ∪ {y1, y3, . . . , yn}
V4 = {u2, u4, . . . , un−1} ∪ {y2, y4, . . . , yn−1}.

Dans les deux cas, Il est claire que |Vi| = n , 1 ≤ i ≤ 3 et |V4| = n − 1. Colorons les

sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 4.

ll est clair que V1, . . . , V4 sont des ensembles indépendants, aussi on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j. Ceci implique que χ=(T (Cr(Pn))) ≤ 4.

D’autre part le graphe T (Cr(Pn)) contient une clique K4 comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(T (Cr(Pn))) ≥ χ=(K4) = 4.

Par conséquent χ=(T (Cr(Pn))) = 4.

Exemple 3.5.3

Figure 3.5.3 : Graphe total de couronne d’une chaîne avec χ=(T (Cr(Pn))) = 4.

3.5.4 Coloration équitable de couronne d’un cycle

Proposition 3.5.4 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(Cr(Cn)) =

 2 si n est pair

3 si n est impair

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe Cr(Cn) tel que V (Cr(Cn)) = (vi : 1 ≤ i ≤ n) ∪ {yi :

1 ≤ i ≤ n} et vi les sommets de Cn et yi les sommets pendants correspondants à chaque
sommet de vi.

On partitionne l’ensemble des sommets de V (Cr(Cn)) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

59



3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

V1 = {v1, v3, . . . , vn−1} ∪ {y2, y4, . . . , yn}
V2 = {v2, v4, . . . , vn} ∪ {y1, y3, . . . , yn−1}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 2.

Ilest clair que V1, V2 sont des ensembles indépendants et |V1| = |V2| = n. De plus

||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j, alors χ=(Cr(Cn)) ≤ 2.

D’autre part le graphe Cr(Pn) contient un cycle pair comme sous graphe, alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(Cr(Cn)) ≥ χ=(C2n) = 2.

Par conséquent χ=(Cr(Cn)) = 2.

Cas 2 : Si n est impair, on distingue trois cas:

• Cas 2,1 : Si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 2} ∪ {yi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 1}
V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n}
V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n} ∪ {yi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 2}
• Cas 2,2 : Si n ≡ 1 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 2}
V2 = {vn ∪ vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 2} ∪ {yi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 1}
V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n}
• Cas 2,3 : Si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yi : i ≡ 2 mod[3], 1 ≤ i ≤ n}
V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 2}
V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 2} ∪ {yi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 1}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 3.

Dans les trois cas il est clair que V1, V2, V3 sont des ensembles indépendants. De plus on

a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j . Ceci implique que χ=(Cr(Cn)) ≤ 3.

D’autre part le graphe Cr(Cn) contient un cycle impair comme sous graphe, alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(Cr(Cn)) ≥ χ=(C2n+1) = 3.

Par conséquent χ=(Cr(Cn)) = 3.

Exemple 3.5.4
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

Figure 3.5.4: couronne d’un cycle.

3.5.5 Coloration équitable du graphe milieu de couronne d’un

cycle

Proposition 3.5.5 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(M(Cr(Cn))) = 4

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe M(Cr(Cn)) tel que V (M(Cr(Cn)) = V (Cr(Cn)) ∪
{ui : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {si : 1 ≤ i ≤ n} et ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1 et
si les sommets de la subdivision des arêtes viyi avec (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (M(Cr(Cn))) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

V1 = {v1, v2 . . . , vn}
V2 = {s1, s2, . . . , sn}
V3 = {u1, u3, . . . , un−1} ∪ {y1, y3, . . . , yn−1}
V4 = {u2, u4, . . . , un} ∪ {y2, y4, . . . , yn}

Cas 2 : Si n est impair

V1 = {v1, v2 . . . , vn}
V2 = {u1, u3, . . . , un−2} ∪ {y2, y4, . . . , yn−1} ∪ {sn}
V3 = {u2, u4, . . . , un−1} ∪ {y3, y5, . . . , yn} ∪ {s1}
V4 = {un} ∪ {y1} ∪ {s2, s3, . . . , sn−1}
Dans les deux cas, Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 4.
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

ll est clair que V1, . . . , V4 sont des ensembles indépendants avec |V1| = |V2| = |V3| = |V4| =
n. De plus on a ||Vi|−|Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j dans les deux cas, alors χ=(M(Cr(Cn))) ≤ 4.

D’autre part le graphe M(Cr(Cn)) contient une clique K4 comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(M(Cr(Cn))) ≥ χ=(K4) = 4.

Par conséquent χ=(M(Cr(Cn))) = 4.

Exemple 3.5.5

Figure 3.5.5 : Graphe milieu d’une couronne de cycle avec

χ=(M(Cr(Cn))) = 4.

3.5.6 Coloration équitable du graphe total de couronne d’un cycle

Proposition 3.5.6 Pour tout n ≥ 3, on a

χ
=

(T (Cr(Cn))) = 4

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe T (Cr(Cn)) tel que V (T (Cr(Cn)) = V (Cr(Cn))∪{ui :

1 ≤ i ≤ n} ∪ {si : 1 ≤ i ≤ n} et ui les sommets de la subdivision des arêtes vivi+1 et si les
sommets de la subdivision des arêtes viyi avec (1 ≤ i ≤ n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (T (Cr(Cn))) comme suit :

Cas 1: Si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yi : i ≡
0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n}

V2 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n} ∪ {ui : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {yi : i ≡
2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 1}
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3.5. Coloration équitable de couronne des certains graphes particuliers

V3 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {ui : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n} ∪ {yi : i ≡
1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 2}

V4 = {si : 1 ≤ i ≤ n}.
Cas 2: Si n ≡ 0 mod[3] V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 3} ∪ {ui : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤

i ≤ n − 2} ∪ {yi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {sn} V2 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {ui : i ≡ 1 mod[3], 4 ≤ i ≤ n} ∪ {yi : i ≡ 1 mod[3], 4 ≤ i ≤ n} ∪ {s2}
V3 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yi : i0 ≡
mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {s1}

V4 = {si : 3 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {u1} ∪ {vn} ∪ {y1}.
Cas 3: Si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {ui : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 3} ∪ {yi : i ≡
2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 3} ∪ {sn}

V2 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yi : i ≡
1 mod[3], 4 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yn}

V3 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n} ∪ {ui : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {yi : i ≡
0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 2} ∪ {s1}

V4 = {si : 2 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {un} ∪ {y1}.
Dans tous les cas, Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 4. ll est clair que

V1, . . . , V4 sont des ensembles indépendants avec |V1| = |V2| = |V3| = |V4| = n. De plus on a

||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j dans les 3 cas. Ceci implique que χ=(T (Cr(Cn))) ≤ 4.

D’autre part le graphe T (Cr(Cn)) contient une clique K4 comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(T (Cr(Cn))) ≥ χ=(K4) = 4. Par conséquent χ=(T (Cr(Cn))) =

4.

Exemple 3.5.6
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

Figure 3.5.6 : Graphe total d’une couronne de cycle avec χ=(T (Cr(Cn))) = 4.

3.6 Coloration équitable de graphe splitting de cer-

tains graphes particuliers

Définition 3.6.1 [17] Le graphe splitting d’un graphe G, noté par S ′(G), est obtenu en

ajoutant un nouveau sommet v′ correspondant à chaque sommet v de G, tel que le nombre

de voisinage ouvert de v dans G est égal le nombre de voisinage ouvert de v′dans S ′(G).

3.6.1 Coloration équitable de graphe splitting d’une roue

Proposition 3.6.1 Pour tout n ≥ 8,

χ=(S ′(Wn)) =

 2n
3

+ 1 si n ≡ 0 mod[3] .

d2n
3
e si non .

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe S ′(Wn) tel que V (S ′(Wn)) = 2n = (vi : 1 ≤ i ≤
n) ∪ {v′i : 1 ≤ i ≤ n} et vi les sommets de Wn et v′i les sommets correspondants à chaque

sommet du vi.

On partitionne l’ensemble des sommets de V (S ′(Wn)) comme suit :

Cas 1: Si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {v1, v′1}
V2 = {v2, v′2, v 2n

3
+2}

V3 = {v3, v′3, v 2n
3
+3}
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

...

Vn
3

= {vn
3
, v′n

3
, vn}

Vn
3
+1 = {vn

3
+1, v

′
n
3
+1, v

′
2n
3
+2
}

Vn
3
+2 = {vn

3
+2, v

′
n
3
+2, v

′
2n
3
+3
}

...

V 2n
3

= {v 2n
3
, v′2n

3

}
V 2n

3
+1 = {v 2n

3
+1, v

′
2n
3
+1
}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 2n
3

+ 1.

ll est clair que V1 = V2 = . . . = V 2n
3
+1 sont des ensembles indépendants, avec |V1| =

|V 2n
3
| = |V 2n

3
+1| = 2, |V2| = . . . = |V 2n

3
−1| = 3, aussi on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j.

Ceci implique que χ=(S ′(Wn)) ≤ 2n
3

+ 1.

Supposons que χ=(S ′(Wn)) = k ≤ 2n
3
. Comme v1, v′1 sont adjacent à tout les sommets

{v2, v3, ..., v2n−2}, la couleur 1 ne peut être présent dans l’ensemble {v2, v3, ..., v2n−2} c-à-d

|V1| = 2. Il est clair que
i=k∑
i=2

|Vi| = 2n−2. Pour minimiser χ=(S ′(Wn)) et d’après la définition

de la coloration équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble

{v2, v3, ..., v2n−2} doit être utilisé deux au trois fois. D’autre part, on a 2n − 2 =
i=k∑
i=2

|Vi| .

Comme |Vi| ≤ 3, 2n−2 ≤ 3 (k − 1) . Vu que k ≤ 2n
3
, 3(k−1) = 2n−3 6= 2n−2, contradiction.

Ceci implique que χ=(S ′(Wn)) ≥ 2n
3

+ 1.|
Par conséquent χ

=
(S ′(Wn)) = 2n

3
+ 1.

Cas 2: Si n ≡ 1 mod[3]

V1 = {v1, v′1}
V2 = {v2, v′2, vd 2n

3
e+1}

V3 = {v3, v′3, vd 2n
3
e+2}

...

Vdn
3
e = {vdn

3
e, v
′
dn
3
e, vn}

Vdn
3
e+1 = {vdn

3
e+1, v

′
dn
3
e+1, v

′
d 2n
3
e+1}

Vdn
3
e+2 = {vdn

3
e+2, v

′
dn
3
e+2, v

′
d 2n
3
e+2}

...

Vd 2n
3
e−1 = {vd 2n

3
e−1, v

′
d 2n
3
e−1, v

′
n−1}

Vd 2n
3
e = {vd 2n

3
e, v
′
d 2n
3
e, v
′
n}
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ d2n
3
e.

ll est clair que V1 = V2 = . . . = Vd 2n
3
e sont des ensembles indépendants avec |V1| = 2 et

|V2| = . . . = |Vd 2n
3
e| = 3, aussi on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique que

χ=(S ′(Wn)) ≤ d2n
3
e.

Cas 3: Si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {v1, v′1}
V2 = {v2, v′2, vd 2n

3
e+1}

V3 = {v3, v′3, vd 2n
3
e+2}

...

Vdn
3
e = {vdn

3
e, v
′
dn
3
e, vn}

Vdn
3
e+1 = {vdn

3
e+1, v

′
dn
3
e+1, v

′
d 2n
3
e+1}

Vdn
3
e+2 = {vdn

3
e+2, v

′
dn
3
e+2, v

′
d 2n
3
e+2}

...

Vd 2n
3
e−1 = {vd 2n

3
e−1, v

′
d 2n
3
e−1, v

′
n}

Vd 2n
3
e = {vd 2n

3
e, v
′
d 2n
3
e}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ d2n
3
e.

ll est clair que V1 = V2 = . . . = Vd 2n
3
e sont des ensembles indépendants avec |V1| =

|Vd 2n
3
e| = 2 et |V2| = . . . = |Vd 2n

3
e−1| = 3, aussi on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j alors

χ=(S ′(Wn)) ≤ d2n
3
e.

Supposons que χ=(S ′(Wn)) = k ≤ b2n
3
c dans les deux cas. Comme v1, v′1 sont adja-

cent à tout les sommets {v2, v3, ..., v2n}, la couleur 1 ne peut être présent dans l’ensemble

{v2, v3, ..., v2n−2} c-à-d |V1| = 2. Il est clair que
i=k∑
i=2

|Vi| = 2n−2. Pour minimiser χ=(S ′(Wn))

et d’après la définition de la coloration équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j) chaque

couleur de l’ensemble {v2, v3, ..., v2n−2} doit être utilisé deux au trois fois. D’autre part,

on a 2n − 2 =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme |Vi| ≤ 3, n ≤ 3 (k − 1) . Vu que k ≤ b2n
3
c, 3(k − 1) ≤

3b2n
3
c − 3 6= 2n− 2, contradiction. Ceci implique que χ=(S ′(Wn)) ≥ d2n

3
e. Par conséquent

χ
=

(S ′(Wn)) = d2n
3
e.

Exemple 3.6.1
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

Figure 3.6.1 : Graphe splitting d’une roue (n est pair).

Figure 3.6.2 : Graphe splitting d’une roue (n est impair ).

3.6.2 Coloration équitable de graphe splitting d’une étoile

Proposition 3.6.2 Pour tout n ≥ 4,

χ=(S ′(K1,n)) = d2n
3
e+ 1

Preuve. Soit G = (V,E) le graphe S ′(K1,n) tel que V (S ′(K1,n)) = 2n+2 = (v∪vi : 1 ≤
i ≤ n) ∪ {v′ ∪ v′i : 1 ≤ i ≤ n} et v la sommet central de K1,n, v′ le sommet correspondants

à v.

On partitionne l’ensemble des sommets de V (S ′(K1,n)) comme suit :

Cas 1: Si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {v, v′}
V2 = {v1, v2, v3}
V3 = {v4, v5, v6}
...

Vdn
3
e+1 = {vn−2, vn−1, vn}
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3.6. Coloration équitable de graphe splitting de certains graphes particuliers

Vdn
3
e+2 = {v′1, v′2, v′3}

Vdn
3
e+3 = {v′4, v′5, v′6}

...

Vd 2n
3
e+1 = {v′n−2, v′n−1, v′n}

Cas 2: Si n ≡ 1 mod[3]

V1 = {v, v′}
V2 = {v1, v2, v3}
V3 = {v4, v5, v6}
...

Vdn
3
e+1 = {vn, v′1, v′2}

Vdn
3
e+2 = {v′3, v′4, v′5}

...

Vd 2n
3
e = {v′n−4, v′n−3, v′n−2}

Vd 2n
3
e+1 = {v′n−1, v′n}

Cas 3: Si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {v, v′}
V2 = {v1, v2, v3}
V3 = {v4, v5, v6}
...

Vdn
3
e+1 = {vn−1, vn, v′1}

Vdn
3
e+2 = {v′2, v′3, v′4}

...

Vd 2n
3
e = {v′n−3, v′n−2}

Vd 2n
3
e+1 = {v′n−1, v′n}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ d2n
3
e+ 1.

ll est clair que dans les trois cas on a V1, V2, . . . , Vd 2n
3
e+1 sont des ensembles indépendants.

De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique que χ=(S ′(K1,n)) ≤ d2n
3
e+ 1.

Supposons que χ=(S ′(K1,n)) = k ≤ d2n
3
e. Comme v, v′ sont adjacent à tout les sommets

{v1, v2, ..., v2n}, la couleur 1 ne peut être présent dans l’ensemble {v1, v2, ..., v2n} c-à-d |V1| =

2. Il est claire que
i=k∑
i=2

|Vi| = 2n. Pour minimiser χ=(S ′(K1,n)) et d’après la définition de
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

la coloration équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble

{v2, v3, ..., v2n} doit être utilisé deux au trois fois. D’autre part, on a 2n =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme

|Vi| ≤ 3, 2n ≤ 3 (k − 1) . Vu que k ≤ d2n
3
e, 3(k− 1) ≤ 3(d2n

3
e− 1) 6= 2n, contradiction. Ceci

implique que χ=(S ′(K1,n)) ≥ d2n
3
e+ 1.

Par conséquent χ
=

(S ′(K1,n)) = d2n
3
e+ 1.

Exemple 3.6.2

Figure 3.6.3 : Graphe splitting d’une étoile.

3.7 Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Définition 3.7.1 [17] La couronne de deux graphes G1 et G2 est le graphe G = G1�G2
formé par une copie de G1 et |V (G1)| copies de G2, où le i éme sommet de G1 est adjacent
à tous les sommets de la i éme copies de G2.

3.7.1 Coloration équitable de couronne d’un graphe complet avec

une chaîne

Proposition 3.7.1 Pour tout n ≥ 3,m ≥ 2,

χ
=

(Kn � Pm) = n
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Preuve. Soit G(V,E) le graphe Kn � Pm tel que V (Kn � Pm) = V (Kn) ∪ V (Pm). On

note les sommets de Kn par (vi : 1 ≤ i ≤ n), et Pi,m la chaîne correspondante à chaque

sommets vi, tel que ( ui,j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) les sommets de chaque chaîne Pi,m.

On partitionne l’ensemble des sommets de V (Kn � Pm) comme suit :

Cas 1: Si m est pair

V1 = {v1} ∪ {u2,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ m
2
} ∪ {u3,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ m

2
}

V2 = {v2} ∪ {u3,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ m
2
} ∪ {u4,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ m

2
}

V3 = {v3} ∪ {u4,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ m
2
} ∪ {u5,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ m

2
}

...

Vn−1 = {vn−1} ∪ {un,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ m
2
} ∪ {u1,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ m

2
}

Vn = {vn} ∪ {u1,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ m
2
} ∪ {u2,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ m

2
}

Cas 2 : Si m est impair

V1 = {v1} ∪ {u2,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ dm
2
e} ∪ {u3,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ bm

2
c}

V2 = {v2} ∪ {u3,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ dm
2
e} ∪ {u4,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ bm

2
c}

V3 = {v3} ∪ {u4,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ dm
2
e} ∪ {u5,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ bm

2
c}

...

Vn−1 = {vn−1} ∪ {un,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ dm
2
e} ∪ {u1,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ bm

2
c}

Vn = {vn} ∪ {u1,j : j = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ dm
2
e} ∪ {u2,j : j = 2k, 1 ≤ k ≤ bm

2
c}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n.

ll est clair que V1, . . . , Vn sont des ensembles indépendants. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j dans les deux cas. Ceci implique que χ=(Kn � Pm) ≤ n.

D’autre part le graphe (Kn � Pm) contient une clique Kn comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(Kn � Pm) ≥ χ=(Kn) = n.

Par conséquent χ=(Kn � Pm) = n.

Exemple 3.7.1 Si m est impair
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Figure 3.7.1 : χ=(K5 � P3) = 5.

Exemple 3.7.2 Si m est pair

Figure 3.7.2 : χ=(K6 � P4) = 6.

3.7.2 Coloration équitable de couronne d’un cycle avec un graphe

complet

Proposition 3.7.2 Pour tout n ≥ 4,m ≥ 3,

χ
=

(Cn �Km) = m+ 1

Preuve. Soit G(V,E) le graphe Cn �Km tel que V (Cn �Km) = V (Cn) ∪ V (Km). On

note les sommets de Cn par (vi : 1 ≤ i ≤ n), et Ki,m le graphe complet correspondante à

chaque sommets vi, tel que( ui,j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) les sommets de chaque graphe

complet Ki,m.
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

On partitionne l’ensemble des sommets de V (Cn �Km) comme suit :

Cas 1: Si n est pair

V1 = {v1, v3, . . . , vn−1} ∪ {ui,1 : i = 2k, 1 ≤ k ≤ n
2
}

V2 = {v2, v4, . . . , vn} ∪ {ui,1 : i = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ n
2
}

V3 = {ui,2 : 1 ≤ i ≤ n}
V4 = {ui,3 : 1 ≤ i ≤ n}
...

Vm+1 = {ui,m : 1 ≤ i ≤ n}
Cas 2 : Si n est impair

V1 = {v1, v3, . . . , vn−2} ∪ {ui,1 : i = 2k, 1 ≤ k ≤ n−1
2
} ∪ {un,2}

V2 = {v2, v4, . . . , vn−1} ∪ {ui,1 : i = 2k − 1, 1 ≤ k ≤ n+1
2
}

V3 = {vn} ∪ {ui,2 : 1 ≤ i ≤ n− 1}
V4 = {ui,3 : 1 ≤ i ≤ n}
...

Vm = {ui,m−1 : 1 ≤ i ≤ n}
Vm+1 = {ui,m : 1 ≤ i ≤ n}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ m+ 1.

ll est clair que V1, . . . , Vm+1 sont des ensembles indépendants, avec |V1| = |V2| = . . . =

|Vm+1| = n. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j dans les deux cas. Ceci implique

que χ=(Cn �Km) ≤ m+ 1.

D’autre part le graphe (Cn �Km) contient une clique Km+1 comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(Cn �Km) ≥ χ=(Km+1) = m + 1. Par conséquent χ=(Cn �
Km) = m+ 1

Exemple 3.7.3
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

Figure 3.7.3 : Couronne d’un cycle avec un graphe complet avec χ=(Cn �Km) = m+ 1.

3.7.3 Coloration équitable de couronne d’un cycle avec une chaîne

Proposition 3.7.3 Pour tout n ≥ 3,m = 2, 4 si m est pair et m = 3, 5, 7 si m est impair,

χ
=

(Cn � Pm) = 3

Preuve. Soit G(V,E) le graphe Cn�Pm tel que V (Pn�Km) = (V (Pn)∪V (Km),m ≤ 7).

On note les sommets de Cn par (vi : 1 ≤ i ≤ n), et Pi,m la chaîne correspondante à chaque

sommets vi, telle que( ui,j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) les sommets de chaque graphe complet

Pi,m.

On partitionne l’ensemble des sommets de V (Cn � Pm) comme suit :

Cas 1: Si m = 2, 4

• Cas 1,1 : si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 1, j ≡
1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m− 1} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m− 1}

V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 2, j ≡
1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m− 1} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m}

V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n}∪{ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 2, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤
i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 1, j ≡ 2 mod[2], 1 ≤ i ≤ m}
• Cas 1,2 :si n ≡ 1 mod[3]
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 3} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 2, j ≡
1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m − 1} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n − 1, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤
m− 1} ∪ {un,j : j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m− 1}

V2 = {vn ∪ vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 3, j ≡
1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m− 1} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 1, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m}

V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 3, j ≡
0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 2, j ≡ 2 mod[2], 1 ≤ i ≤ m}
• Cas 1,3 :si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 1}∪{ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤
i ≤ m− 1} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 2, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m− 1}

V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n}∪{ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 1, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤
i ≤ m− 1} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 2, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m}

V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 1, j ≡
0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n, j ≡ 2 mod[2], 1 ≤ i ≤ m}

Cas 2: Si m = 3, 5, 7

• Cas 2,1 :si n ≡ 0 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 1, j ≡
1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m}

V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 2, j ≡
1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m− 1}

V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n}∪{ui,j : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 2, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤
i ≤ m− 1} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n− 1, j ≡ 0 mod[2], 1 ≤ i ≤ m− 1}
• Cas 2,2 :si n ≡ 1 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n − 3} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 2, j ≡
1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m}∪{ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n−1, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m−1}∪{ui,j :

i = n,≡ j0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m− 1}
V2 = {vn ∪ vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 2} ∪ {ui,j : i = 1, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤

m} ∪ {ui,j : i ≡ 1 mod[3], 4 ≤ i ≤ n − 3, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m − 1} ∪ {ui,j : i ≡
0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 1, j ≡ 1 mod[2], 2 ≤ i ≤ m− 1}
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3.7. Coloration équitable d’une couronne de deux graphes

V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n−1}∪{ui,j : i = 1, j ≡ 0 mod[2], 1 ≤ i ≤ m−1}∪{ui,j :

i ≡ 1 mod[3], 4 ≤ i ≤ n, j ≡ 1 mod[2], 2 ≤ i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n − 2, j ≡
0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m− 1}
• Cas 2,3 :si n ≡ 2 mod[3]

V1 = {vi : i ≡ 1 mod[3], 1 ≤ i ≤ n− 1}∪{ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤
i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 2, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m− 1}

V2 = {vi : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤ n} ∪ {ui,j : i = 1, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m} ∪ {ui,j :

i ≡ 1 mod[3], 4 ≤ i ≤ n − 1, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m − 1} ∪ {ui,j : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤
n− 2, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m}

V3 = {vi : i ≡ 0 mod[3], 3 ≤ i ≤ n− 2} ∪ {ui,j : i = 1, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m− 1}∪
{ui,j : i ≡ 1 mod[3], 4 ≤ i ≤ n − 1, j ≡ 1 mod[2], 1 ≤ i ≤ m} ∪ {ui,j : i ≡ 2 mod[3], 2 ≤ i ≤
n, j ≡ 0 mod[2], 2 ≤ i ≤ m− 1}
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 3.

ll est clair que V1, V2, V3 sont des ensembles indépendants, avec ||Vi|− |Vj|| ≤ 1 pour tout

i 6= j dans les deux cas, alors χ=(Cn � Pm) ≤ 3.

D’autre part le graphe (Cn � Pm) contient une clique K3 comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(Cn � Pm) ≥ χ=(K3) = 3.

Par conséquent χ=(Pn �Km) = 3.

Exemple 3.7.4

Figure 3.7.4 : Couronne d’un cycle avec une chaîne avec χ=(Cn � Pm) = 3.
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3.8. Coloration équitable de prisme complémentaire d’un certains graphes particuliers

3.8 Coloration équitable de prisme complémentaire d’un

certains graphes particuliers

Définition 3.8.1 Soit G un graphe.On appelle prisme complémentaire de G le graphe

formé à partir de l’union disjointe de G et son complémentaire G en ajoutant les arêtes

d’un couplage parfait entre les sommets correspondants G et G.

3.8.1 Coloration équitable de prisme complémentaire d’une étoile

Proposition 3.8.1 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(K1,nK1,n) = n

Preuve. Soit K1,n une étoile d’ordre n ≥ 3 avec V (K1,n) = {v ∪ (vi : 1 ≤ i ≤ n)}
où v le sommet central de (K1,n), soit K1,n le complémentaire de (K1,n) avec V (K1,n) =

{v′ ∪ (v′i, 1 ≤ i ≤ n)}, soit G = K1,nK1,n le prisme complémentaire de K1,n d’ensemble de

sommets V (G) = V (K1,n) ∪ V (K1,n) et d’ensemble d’arêtes E(G) = E(K1,n) ∪ E(K1,n).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (K1,nK1,n) comme suit :

V1 = {v, v′1}
V2 = {v1, vn, v′2}
V3 = {v2, v′3}
V4 = {v3, v′4}
...

Vn = {vn−1, v′, v′n}.

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn sont des ensembles indépendants, avec |V1| = |V3| = |V4| =
. . . = |Vn−1| = 2 et |V2| = |Vn| = 3, aussi on a ||Vi|−|Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique

que χ=(K1,nK1,n) ≤ n.

D’autre part le grapheK1,nK1,n contient une cliqueKn comme sous graphe, alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(K1,nK1,n) ≥ χ=(Kn) = n.

Par conséquent χ
=

(K1,nK1,n) = n.

Exemple 3.8.1
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Figure 3.8.1 : Prisme complémentaire d’une étoile avec

χ
=

(K1,5K1,5) = 5.

3.8.2 Coloration équitable de prisme complémentaire d’une couronne

de cycle

Proposition 3.8.2 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(Cr(CnCn)) = n

Preuve. Soit Cr(Cn) une couronne de cycle d’ordre n ≥ 3 avec V (Cr(Cn)) = {vi :

1 ≤ i ≤ n} ∪ {ui : 1 ≤ i ≤ n} où vi les sommets de Cn et ui les sommets pendants

correspondants à chaque sommet de Cn, soit Cr(Cn) le complémentaire de Cr(Cn) avec

V (Cr(Cn)) = {v′i : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {u′i : 1 ≤ i ≤ n} où v′i les sommets de Cn et u′i les sommets
pendants correspondants Cn, Soit G = (Cr(CnCn)) le prisme complémentaire de Cr(Cn)

d’ensemble de sommets V (G) = V (Cr(Cn)) ∪ V (Cr(Cn)) et d’ensemble d’arêtes E(G) =

E(Cr(Cn)) ∪ E(Cr(Cn))

On partitionne l’ensemble des sommets de V (Cr(CnCn)) comme suit :

V1 = {v2, u3, v′1, u′1}
V2 = {v3, u4, v′2, u′2}
V3 = {v4, u5, v′3, u′3}
...

Vn−1 = {vn, u1, v′n−1, u′n−1}
Vn = {v1, u2, v′n, u′n}.

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n.
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Il est clair que V1, V2, . . . , Vn sont des ensembles indépendants, avec |V1| = |V3| = . . . =

|Vn| = 4. De plus on a ||Vi|−|Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique que χ=(Cr(CnCn)) ≤ n.

D’autre part le graphe Cr(CnCn) contient une clique Kn comme sous graphe, alors

d’après le Théorème 2.4.3 χ=(Cr(CnCn)) ≥ χ=(Kn) = n.

Par conséquent χ
=

(Cr(CnCn)) = n.

Exemple 3.8.2

Figure 3.8.2 : Prisme complémentaire d’une couronne de

cycle avec χ
=

(Cr(C5C5)) = 5.

3.8.3 Coloration équitable de prisme complémentaire de graphe

splitting d’un cycle

Proposition 3.8.3 Pour tout n ≥ 3,

χ
=

(S ′(CnCn)) = n

Preuve. Soit S ′(Cn) un graphe spliting de cycle d’ordre n ≥ 3 avec V (S ′(Cn)) = {vi :

1 ≤ i ≤ n} ∪ {ui : 1 ≤ i ≤ n} où vi les sommets de Cn et ui les sommets correspondants à
chaque sommet v, soit S ′(Cn) le complémentaire de S ′(Cn) avec V (S ′(Cn)) = {v′i, 1 ≤ i ≤
n} ∪ {u′i, 1 ≤ i ≤ n} ou v′i les sommets de Cn et u′i les sommets correspondants à chaque
sommet v′, soit G = (S ′(CnCn)) le prisme complémentaire de S ′(Cn) d’ensemble de sommets

V (G) = V (S ′(Cn)) ∪ V (S ′(Cn)) et d’ensemble d’arêtes E(G) = E(S ′(Cn)) ∪ E(S ′(Cn))

On partitionne l’ensemble des sommets de V (S ′(CnCn)) comme suit :
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V1 = {v1, u3, v′2, u′1}
V2 = {v2, u4, v′3, u′2}
V3 = {v3, u5, v′4, u′3}
V4 = {v4, u6, v′5, u′4}
...

Vn−1 = {vn−1, u1, v′n, u′n−1}
Vn = {vn, u2, v′1, u′n}.

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn sont des ensembles indépendants, avec |V1| = |V3| = . . . =

|Vn| = 4. De plus on a ||Vi|−|Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique que χ=(S ′(CnCn)) ≤ n.

D’autre part le graphe S ′(CnCn) contient une cliqueKn comme sous graphe, alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(S ′(CnCn)) ≥ χ=(Kn) = n.

Par conséquent χ
=

(S ′(CnCn)) = n.

Exemple 3.8.3

Figure 3.8.3 : Prisme complémentaire de graphe splitting d’un cycle

avec χ
=

(S ′(C5C5)) = 5.

3.8.4 Coloration équitable de prisme complémentaire d’un graphe

de Helme

Définition 3.8.2 [11] Un graphe de helme est un graphe obtenu en prenant une roue

Wn et ajoute des sommets pendant correspondants à chaque sommet du Cn, et noté par Hn.
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Proposition 3.8.4 Pour tout n ≥ 4,

χ
=

(HnHn)) = n+ 1

Preuve. Soit Hn un graphe de helme d’ordre n ≥ 4 avec V (Hn) = {v ∪ vi : 1 ≤
i ≤ n} ∪ {ui : 1 ≤ i ≤ n} où v un sommet reliant à tout les sommets du Cn, vi les

sommets du Cn, ui les sommets pendants correspondants à chaque sommet du Cn, soit

Hn le complémentaire de Hn avec V (Hn) = {v′ ∪ v′i : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {u′i : 1 ≤ i ≤ n}.
Soit G = HnHn le prisme complémentaire de Hn d’ensemble de sommets V (G) = V (Hn)∪
V (Hn) et d’ensemble d’arêtes E(G) = E(Hn) ∪ E(Hn).

On partitionne l’ensemble des sommets de V (HnHn) comme suit :

V1 = {v2, v′1, u′1}
V2 = {v3, u1, v′2, u′2}
V3 = {v4, u2, v′3, u′3}
V4 = {v5, u3, v′4, u′4}
...

Vn−1 = {vn, un−2, v′n−1, u′n−1}
Vn = {v, un−1, v′n, u′n}
Vn+1 = {v1, un, v′}.

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Il est clair que V1, V2, . . . , Vn+1 sont des ensembles indépendants, avec |V2| = |V3| = . . . =

|Vn| = 4 et |V1| = |Vn+1| = 3, aussi on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout i 6= j. Ceci implique que

χ=(HnHn) ≤ n+ 1.

D’autre part le graphe HnHn contient une clique Kn+1 comme sous graphe, alors d’après

le Théorème 2.4.3 χ=(HnHn) ≥ χ=(Kn+1) = n+ 1.

Par conséquent χ
=

(HnHn) = n+ 1.

Exemple 3.8.4
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Figure 3.8.4 : Prisme complémentaire de Helm graphe avec

χ
=

(H5H5) = 6.

3.9 Coloration équitable du graphe de mycielski de

quelque graphes

3.9.1 Coloration équitable du graphe de mycielski de prisme de

cycle

Proposition 3.9.1 Pour tout n ≥ 4,

χ=(µ(Yn)) =

 3 si n = 4 .

4 si n ≥ 5

Preuve. Soit G = µ(Yn) avec n ≥ 4 et V (µ(Yn) = 4n+ 1 = {xi : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {x′i : 1 ≤
i ≤ n} ∪ {yi : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {y′i : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z} où xi les sommets de cycle extérieur de
Yn et x′i les sommets de cycle intérieur de Yn et E(G) = E(Yn) ∪ {yix : x ∈ NG(xi) ∪ y′ix′ :

x′ ∈ NG(x′i) ∪ yiz ∪ y′iz, i = 1, . . . , n}.
On partitionne l’ensemble des sommets de V (µ(Yn)) comme suit :

Cas 1: Si n = 4

V1 = {x2i−1 : 1 ≤ i ≤ n
2
} ∪ {x′2i : 1 ≤ i ≤ n

2
} ∪ {z}

V2 = {x2i : 1 ≤ i ≤ n
2
} ∪ {x′2i−1 : 1 ≤ i ≤ n

2
} ∪ {y1, y′n}

V3 = {yi : 2 ≤ i ≤ n} ∪ {y′i : 1 ≤ i ≤ n− 1}.
Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 3.
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Il est clair que V1, V2, V3 sont des ensembles indépendants avec |V2| = |V3| = 6 et |V1| = 5.

De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout (i 6= j), alors χ=(µ(Yn) ≤ 3.

Supposons que χ=(µ(Yn)) ≤ 2 et on a |V1| = 5 = n + 1 c-à-d |V2| = 3n, alors ||V1| −
|V2|| ≥ 1 contradiction avec la définition de la coloration équitable. Ceci implique que

χ=(µ(Yn)) ≥ 3.

Par conséquent χ
=

(µ(Yn) = 3.

Cas 2: Si n ≥ 5

• cas 2,1 : Si n et pair
V1 = {x2i−1 : 1 ≤ i ≤ n

2
} ∪ {x′2i : 1 ≤ i ≤ n

2
} ∪ {z}

V2 = {x2i : 1 ≤ i ≤ n
2
} ∪ {x′2i−1 : 1 ≤ i ≤ n

2
}

V3 = {y2i−1 : 1 ≤ i ≤ n
2
} ∪ {y′2i : 1 ≤ i ≤ n

2
}

V4 = {y2i : 1 ≤ i ≤ n
2
} ∪ {y′2i−1 : 1 ≤ i ≤ n

2
}

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 4

Il est clair que V1, V2, V3, V4 sont des ensembles indépendants, avec |V2| = |V3| = |V4| = n

et |V1| = n+ 1. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout (i 6= j) alors χ=(µ(Yn) ≤ 4.

Supposons que χ=(µ(Yn)) = k ≤ 3 et on a |V1| = n + 1. Il est claire que
i=k∑
i=2

|Vi| = 3n.

Pour minimiser χ=(µ(Yn)) et d’après la définition de la coloration équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble restons doit être utilisé n + 1 ou n + 2 fois.

D’autre part, on a 3n =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme |Vi| ≤ n + 2, 3n ≤ (n + 2) (k − 1) . Vu que k ≤ 3,

(n+ 2)(k − 1) ≤ 2(n+ 2) = 2n+ 4 6= 3n, contradiction. Ceci implique que χ=(µ(Yn)) ≥ 4.

Par conséquent χ
=

(µ(Yn)) = 4.

• cas 2,2 : Si n et impair
V1 = {x2i−1 : 1 ≤ i ≤ n−1

2
} ∪ {x′2i : 1 ≤ i ≤ n−1

2
} ∪ {z}

V2 = {x2i : 1 ≤ i ≤ n−1
2
} ∪ {x′n} ∪ {y2i : 1 ≤ i ≤ n−1

2
}

V3 = {x′2i−1 : 1 ≤ i ≤ n−1
2
} ∪ {xn} ∪ {y′2i−1 : 1 ≤ i ≤ n−1

2
}

V4 = {y2i−1 : 1 ≤ i ≤ n+1
2
} ∪ {y′2i : 1 ≤ i ≤ n−1

2
} ∪ {y′n}

Il est clair que V1, V2, V3, V4 sont des ensembles indépendants avec |V1| = |V2| = |V3| = n

et |V4| = n+ 1. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout (i 6= j), alors χ=(µ(Yn) ≤ 4.

Supposons que χ=(µ(Yn)) = k ≤ 3, on a |V1| = n Il est claire que
i=k∑
i=2

|Vi| = 3n. Pour

minimiser χ=(µ(Yn)) et d’après la définition de la coloration équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour
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tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble restons doit être utilisé n ou n + 1 fois. D’autre

part, on a 3n + 1 =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme |Vi| ≤ n + 1, 3n + 1 ≤ (n + 1) (k − 1) . Vu que k ≤ 3,

(n+1)(k−1) ≤ 2(n+1) = 2n+2 6= 3n+1, contradiction. Ceci implique que χ=(µ(Yn)) ≥ 4.

Par conséquent χ
=

(µ(Yn)) = 4.

Exemple 3.9.1

Figure 3.9.1 : Graphe de mycielski de prisme graphe si n est

pair.

Figure 3.9.2 : Graphe de mycielski de prisme graphe si n est

impair.

3.9.2 Coloration équitable du graphe mycielski de graphe circu-

lant

Proposition 3.9.2 Soit MLn un circulant graphe avec n est pair ,n ≥ 4, alors

χ=(µ(MLn)) = 4
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Preuve. Soit G = µ(MLn) avec n ≥ 4 et V (µ(MLn) = 4n + 1 = {xi : 1 ≤ i ≤
2n} ∪ {yi : 1 ≤ i ≤ 2n} ∪ {z} où xi les sommets de MLn et E(G) = E(MLn) ∪ {yix : (x ∈
NG(xi)) ∪ yiz∪, i = 1, . . . , 2n}.
On partitionne l’ensemble des sommets de V (µ(MLn)) comme suit :

V1 = {x1, x3, . . . , xn−1} ∪ {xn+2, xn+4, . . . , x2n−2} ∪ {z}
V2 = {x2, x4, . . . , xn} ∪ {xn+3, xn+5, . . . , x2n−1} ∪ {y2n−1}
V3 = {xn+1, x2n} ∪ {y3, y5, . . . , y2n−3}
V4 = {y1} ∪ {y2, y6, . . . , y2n}.

Colorons les sommets de Vi par la couleur i, 1 ≤ i ≤ 4.

Il est claire que V1, V2, V3, V4 sont des ensembles indépendants, avec |V1| = |V2| = |V3| = n

et |V4| = n+ 1. De plus on a ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pour tout (i 6= j), alors χ=(µ(MLn) ≤ 4.

Supposons que χ=(µ(MLn)) = k ≤ 3, on a |V1| = n Il est clair que
i=k∑
i=2

|Vi| = 3n+1. Pour

minimiser χ=(µ(MLn)) et d’après la définition de la coloration équitable (|Vi| − |Vj|| ≤ 1

pour tout i 6= j) chaque couleur de l’ensemble restons doit être utilisé n ou n + 1 fois.

D’autre part, on a 3n + 1 =
i=k∑
i=2

|Vi| . Comme |Vi| ≤ n + 1, 3n + 1 ≤ (n + 1) (k − 1) . Vu

que k ≤ 3, (n + 1)(k − 1) ≤ 2(n + 1) = 2n + 2 6= 3n + 1, contradiction. Ceci implique que

χ=(µ(MLn)) ≥ 4.

Par conséquent χ
=

(µ(MLn)) = 4.

Exemple 3.9.2

Figure 3.9.3 : Graphe de mycielski de circulant graphe avec

χ
=

(µ(ML4)) = 4.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés principalement à la notion de la coloration

équitable dans les graphes. Dans un premier temps, nous avons rappelé quelques résultats

existant sur la coloration dans les graphes. Ensuite, nous avons déterminé le nombre de la

coloration équitable, de quelques graphes particuliers. D’abord nous avons donné les valeurs

exactes de nombre chromatique équitable du graphe milieu, total et central de graphe moulin

C3n, graphe circulant MLn, graphe de fan F1,n et graphe double fan F2,n, couronne d’une

chaîne Cr(Pn) et couronne d’un cycle Cr(Cn). De plus, nous avons déterminé les valeurs

exactes de nombre chromatique équitable pour les graphes suivant : graphe splitting de roue

S
′
(Wn), graphe splitting de étoile S

′
(K1,n), couronne d’un graphe complet avec une chaîne

Kn � Pm, couronne d’un cycle avec un graphe complet Cn �Km, couronne d’un cycle avec

une chaîne Cn � Pm, prisme complémentaire d’un étoile K1,nK1,n, prisme complémentaire

d’un couronne de cycle Cr(CnCn), prisme complémentaire de graphe splitting d’un cycle

S ′(CnCn), prisme complémentaire de graphe Helme HnHn. Enfin nous donnons les valeurs

exactes du nombre chromatique k−équitable du graphe de mycielski de graphe circulant
µ(MLn) et le prisme graphe µ(Yn). On conclut que la détermination de ce paramètre

en général n’est pas facile. Comme perspective, nous proposons d’étudier les problèmes

suivants:

• Déterminer le nombre chromatique équitable du graphe moulin Cmp , si p ≥ 4.

• Déterminer le nombre chromatique équitable du couronne voisinage d’un graphe G1 ?
G2.
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