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Résumé

Soit G = (V,E) un graphe simple. Parmi les nombreux paramètres de domination existants, on a étudié un

nouveau concept de domination, appelé domination Romaine double. Une fonction de domination Romaine

double (FDRD) sur G est une fonction f : V → {0, 1, 2, 3} telle que pour tout sommet v ∈ V (G) : si f(v) = 0,

alors v est adjacent à un sommet de poids 3 ou bien à au moins deux sommets de poids 2. Si f(v) = 1, alors

v possède au moins un voisin w tel que f(w) ≥ 2. Le poids minimum d'une FDRD de G est le nombre de

domination double romaine γdR(G).

Ce mémoire comporte deux parties. Dans la première partie, on détermine la valeur exacte de γdR pour quelques

graphes particuliers, à savoir les graphes milieuxM(Pn) etM(Cn), les graphes totaux T (Pn) et T (Cn), le graphe

de friendship Fn, le graphe roue Wn, et les prismes complémentaires PnPn et CnCn. Dans la deuxième partie,

on a initié l'étude de l'e�et de la séparation des arêtes et la contraction d'une arête sur le nombre de domination

romaine double. La séparation des arêtes dans un graphe consiste pour une chaîne P3 induite : uxv à supprimer

les arêtes ux et vx et à ajouter l'arête uv. On caractérise les graphes γdR-L-critiques et γdR-dot-critiques, ainsi

que les graphes stables correspondants, pour les valeurs γdR ∈ {3, 4, 5}. En outre, nous étudions la criticité

(L-criticité et dot-criticité) ainsi que de la stabilité pour les chaînes et les cycles.
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Abstract

LetG = (V,E) be a simple graph. Among all parameters of domination, we study a recent concept of domination,

called double Roman domination. A double Roman dominating function (DRDF) on G is a function f : V →

{0, 1, 2, 3} such that for each vertex v ∈ V (G) : if f(v) = 0, then v is adjacent to at least one vertex assigned 3

or to at least two vertices assigned 2, if f(v) = 1, then v has at least one neighbor w such that f(w) ≥ 2. The

minimum weight of a DRDF of G is the double Roman domination number γdR(G). This thesis is structured

in two distinct parts. In the �rst part, we determine the exact value of γdR for some particular graphs, namely,

middle graphs M(Pn) and M(Cn), total graphs T (Pn) and T (Cn), friendship graph Fn, wheel graph Wn, and

complementary prisms of PnPn and CnCn. In the second part, we initiate the study of the e�ects of edge lifting

and contracting of edge on the double Roman domination number of a graph. We characterize γdR-L-critical and

γdR-dot-critical graphs, and stable graphs, for the values γdR ∈ {3, 4, 5}. Furthermore, we study the criticality

(L-criticality and dot-criticality) and stability for the paths and cycles.
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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrètes qui occupe une place centrale

dans de nombreux domaines scienti�ques et technologiques. L'un des problèmes les plus étudiés est le

problème de domination : il s'agit de placer un nombre minimal de gardiens dans un réseau modélisé

par un graphe, de sorte que chaque n÷ud non gardé soit adjacent à au moins un gardien. Le nombre

de domination γ(G) est le cardinal minimum d'un tel ensemble dominant.

Dans la continuité de ces travaux, la domination Romaine double a été introduite par Beeler, Haynes

et Hedetniemi en 2016. Elle associe à chaque sommet une valeur dans {0, 1, 2, 3} selon des règles de

protection renforcées. Ce manuscrit comporte quatre chapitres organisés comme suit :

Chapitre 1 : Notions fondamentales de la théorie des graphes. Nous rappelons les dé�nitions

et résultats classiques nécessaires à la compréhension du contenu de ce mémoire.

Chapitre 2 : État de l'art sur la domination Romaine et la domination Romaine double

dans les graphes. Nous présentons les dé�nitions et les principaux résultats connus sur la domination

classique, la domination Romaine et la domination Romaine double dans les graphes.

Chapitre 3 : Détermination du nombre de domination Romaine double de certains graphes.

Nous calculons le nombre γdR pour les graphes milieux M(Pn) et M(Cn), les graphes totaux T (Pn) et

T (Cn), les graphes de friendship Fn, les graphes de roue Wn, et les prismes complémentaires PnPn et

CnCn.

Chapitre 4 : La domination Romaine double dans les graphes modi�és. Nous étudions l'e�et

de la séparation des arêtes et de la contraction d'arête sur le nombre de domination Romaine double

dans les graphes. Dans ce contexte, nous étudions les graphes γdR-L-critiques et γdR-dot-critiques, et

γdR-stables pour des petites valeurs de γdR. En�n nous terminons ce chapitre par la caractérisation des

chaînes et des cycles γdR-L-critiques et γdR-dot-critiques, γdR-stables.
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Chapitre 1

NOTIONS FONDAMENTALES DE LA

THEORIE DES GRAPHES

Ce chapitre est consacré à la présentation des concepts de base de la théorie des graphes. Les dé�nitions

et résultats essentiels qui y sont exposés constitueront les outils nécessaires à la compréhension des

chapitres suivants.

1.1 Dé�nitions et notations

1.1.1 Graphe

Un graphe G = (V,E) est dé�ni par deux ensembles �nis : un ensemble de sommets, noté V , et un

ensemble d'arêtes, noté E, dont les éléments sont des paires de sommets de V . Le nombre de sommets

d'un graphe est appelé l'ordre du graphe G et est noté n(G). Le nombre d'arêtes d'un graphe est appelé

la taille du graphe G et est noté m(G).

Une arête e ∈ E est une paire de sommets u, v, notée e = uv, où u et v sont les extrémités de e. Les

sommets u et v sont alors dits adjacents, et l'arête e est dite incidente aux sommets u et v.

Une boucle est une arête dont les deux extrémités coïncident.

Un graphe est dit simple s'il ne possède ni boucle ni arêtes multiples. Dans tout ce mémoire, nous ne

considérerons que des graphes simples et �nis. (voir la �gure1.1)

3



Chapitre 1.NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES GRAPHES

Figure 1.1 � Un graphe simple G

1.1.2 Voisinages et degrés

Soit G = (V ;E) un graphe, pour tout sommet u ∈ V , on dé�nit le voisinage ouvert de u comme

l'ensemble des sommets adjacents à u dans G. On le note :

NG(u) = {v ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}

Le voisinage fermé d'un sommet u ∈ V , noté NG[u], est dé�ni par NG[u] = NG(u) ∪ {u}.

Par ailleurs, pour un sous-ensemble S ⊆ V , on dé�nit :

N(S) =
⋃
u∈S

N(u) et N [S] = N(S) ∪ S

Le degré d'un sommet v ∈ V , noté dG(v), est le nombre de ses voisins, c'est-à-dire le cardinal de son

voisinage ouvert N(v). On a :

dG(x) = |NG(x)|

Pour un sous-ensemble de sommets S ⊆ V , on note NS(x) = N(x)∩ S. Le degré de x dans S est dé�ni

par :

dS(x) = |NS(x)|

Le degré maximum d'un graphe G, noté ∆(G), est le plus grand degré parmi tous les sommets de G.

Autrement dit,

∆(G) = max{d(v) | v ∈ V }

Le degré minimum d'un graphe G, noté δ(G), est le plus petit degré parmi tous les sommets de G.

Autrement dit,

δ(G) = min{d(v) | v ∈ V }

4



Chapitre 1.NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES GRAPHES

Dans le paragraphe suivant, nous donnons les dé�nitions de certaines sommets spéciaux.

• Un sommet isolé est un sommet de degré 0.

• Un sommet universel est un sommet de degré n− 1.

• Un sommet pendant est un sommet de degré 1.

• Le voisin d'un sommet pendant est dit sommet support.

1.1.3 Chaîne et cycle

Dans un graphe G = (V ;E), une chaîne d'ordre n est une suite de sommets (v1, v2, v3, ..., vn) telle que

chaque arête relié deux sommets consécutifs vi, vi+1 pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1. Le sommet v1 est appelé

extrémité initiale de la chaîne et le sommet vn son extrémité �nale.

Une chaîne est dite élémentaire si tous ses sommets sont deux à deux distincts.

Une chaîne est dite simple si toutes ses arêtes sont deux à deux distinctes.

Une corde d'une chaîne est une arête reliant deux sommets non consécutifs de cette chaîne. Une chaîne

minimale induite par n sommets, notée Pn, est une chaîne élémentaire sans cordes.

Un cycle est une chaîne dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élémentaire Cn induit par

n sommets est un cycle dont les sommets sont distincts. La longueur d'un cycle est le nombre de ses

arêtes.

Exemple 1.1.1 La �gure1.2 représente une chaîne P5 et un cycle C4.

Figure 1.2 � Une chaîne P5 et un cycle C4

1.1.4 Sous-graphe et graphe partiel

Soit G = (V,E) un graphe simple, on dit qu'un graphe H = (VH , EH) et sous graphe de G, et on note

H ⊆ G si :

• VH ⊆ V ,

• EH ⊆ E,

• Chaque arête de EH a ses deux extrémités dans VH

5



Chapitre 1.NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES GRAPHES

Soit A une partie de l'ensemble des sommets V (G). On appelle sous-graphe induit par A, et on note

G[A], le graphe qui est obtenu à partir de G en ne conservant que les sommets qui appartiennent à A

et les arêtes qui relient ces sommets dans G.

Un graphe H = (V,E ′) est un graphe partiel de G = (V,E) si l'ensemble de ses sommets est identique

à celui de G et si E
′ ⊆ E

Exemple 1.1.2 Un graphe partiel et un sous-graphe d'un graphe G (Figure1.3).

Figure 1.3 � Un graphe partiel et un sous-graphe d'un graphe G

1.1.5 Graphes particuliers

Dans cette partie, nous rappelons les dé�nitions de certains graphes particuliers connus.

• Un graphe G = (V,E) est dit connexe si, pour toute paire de sommets {u, v} ⊆ V , il existe une

chaîne reliant u et v. Une composante connexe d'un graphe G est un sous-graphe connexe maximal.

Exemple 1.1.3 Figure 1.4 représente (a) Un graphe connexe et (b) deux composantes connexes.

Figure 1.4 � (a) Un graphe connexe et (b) deux composantes connexes

• Un graphe G = (V,E) est dit biparti s'il existe un partition de V en deux sous-ensembles X et Y

telle que chaque arête de E a une extrémité dans X et l'autre dans Y .

De plus G est dit biparti complet si tous les sommets de X sont adjacents à tous les sommets de Y . Si

∥X∥ = p et ∥Y ∥ = q, alors le graphe biparti complet est noté Kn,m.

6



Chapitre 1.NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE DES GRAPHES

Exemple 1.1.4 (a) Un graphe biparti complet K4,3 et (b) un graphe biparti (voir la �gure1.5)

Figure 1.5 � (a) Un graphe biparti complet K4,3 et (b) un graphe biparti

• Un graphe G est dit d -régulier si tous ses sommets ont le même degré d. c'est-à-dire :

• Un graphe G est dit discret si tous ses sommets sont isolés.

• Le graphe complet d'ordre n, noté Kn est le graphe n − 1-régulier. Autrement dit, deux sommets

quelconques de Kn sont adjacents.

Exemple 1.1.5 La �gure1.6 représente un graphe complet K5 et graphe 3−régulier.

Figure 1.6 � (a) Un graphe complet K5 et (b) un graphe 3-régulier

• Le graphe complémentaire de G, noté G est le graphe ayant exactement les mêmes sommets que G

et deux sommets dans G sont reliés par une arête s'ils ne le sont pas dans G.

Exemple 1.1.6 La �gure1.7 représente un graphe G et complémentaire de G (G) :

7
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Figure 1.7 � Un graphe G et le complémentaire de G (G)

• Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un arbre d'ordre n comporte exactement n− 1 arêtes.

• Une forêt est un graphe dont chaque composante connexes est un arbre. (Figure1.8).

Figure 1.8 � (a) Un arbre et (b) une forêt

• Une étoile d'ordre n est un graphe biparti complet K1,n−1.

• Une étoile subdivisée K∗
1,q est obtenue en subdivisant une seule fois chacune des arêtes de l'étoile

K1,q.

• Soit double étoile, est un graphe simple obtenu en reliant les centres de deux étoiles K1,r et K1,s

par une arête. On la note Sr,s.

Exemple 1.1.7 La Figure 1.9 représente (a) une étoile et (b) une double étoile

Figure 1.9 � (a) une étoile S3 et (b) une double étoile S2,3

8
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1.1.6 Quelques paramètres de graphes

Dans cette partie, nous introduisons les notions fondamentales relatives à certains invariants de graphes

et à des classes spéci�ques de graphes qui joueront un rôle central dans notre étude.

• Un couplage M dans un graphe G est un sous-ensemble d'arêtes non incidentes deux à deux. Un

sommet v de G est dit saturé par le couplage M s'il existe une arête de M incidente à v. Un couplage

qui sature tous les sommets de G est appelé un couplage parfait dans G. Le cardinal maximum d'un

couplage maximal de G, noté β(G) est appelé nombre de couplage de G.

• Un stable dans un graphe G tout ensemble de sommets de G deux à deux non adjacents. Le cardinal

d'un stable maximum de G, noté α(G) est appelé nombre de stabilité de G.

• Une clique d'un graphe G = (V,E) est un sous-ensemble de sommets de G deux à deux adjacents. La

taille d'une clique est le nombre de ses sommets.

Une clique de taille n est notée par Kn. Le cardinal d'une clique maximum de G est noté par ω(G).

9



Chapitre 2

Étude des paramètres de domination romaine

et de double domination romaine dans les

graphes

Ce chapitre traite de la domination dans les graphes et de ses di�érentes généralisations. On y présente

d'abord la domination classique, puis la domination romaine, et en�n la domination romaine double.

Quelques résultats importants liés à ces concepts sont également discutés, en se référant à certaines

classes de graphes qui seront étudiées plus en détail dans les prochains chapitres.

La notion de domination dans les graphes a été introduite pour la première fois par Berge en 1958 [2], puis

développée par Ore en 1962 [6]. Pour une étude approfondie de ses nombreuses variantes et extensions,

on peut se référer à l'ouvrage de Haynes et al. [?, ?].

Dans cette partie, nous allons donner une dé�nition précise de ce paramètre.

2.1 La domination

Dé�nition 2.1.1 Soit G = (V,E) un graphe simple, un sous-ensemble de sommets S ⊆ V est dit

ensemble domination de G si tout sommet v ∈ V \S est adjacent à au moins un sommet u ∈ S.

Le nombre de domination noté γ(G) est la cardinalité minimum d'un ensemble dominant de G. Un

ensemble dominant de cardinalité γ(G) est appelé un γ(G)-ensemble.

2.1.1 Fonction de domination

Une fonction de domination (FD) sur un graphe G = (V,E) est une application f : V → {0, 1}

telle que pour tout sommet v ∈ V avec f(v) = 0, il existe au moins un voisin u ∈ N(v) satisfaisant

10
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f(u) = 1. Soit (V0, V1) une partition ordonnée de V induite par f , où chaque ensemble est dé�ni par

Vi = {v ∈ V : f(v) = i} pour i ∈ {0, 1}, on peut ainsi identi�er la fonction f par sa partition et écrire

f = (V0, V1). Le poids de la fonction f est la valeur donnée par :

w(f) =
∑

f(u) = |V1|

Le poids minimum parmi toutes les fonctions de domination sur G est appelé le nombre de domination

de G, noté γ(G), et dé�ni par :

γ(G) = min {w(f) , f est une FD de G}

Exemple 2.1.1 La fonction de domination f : V → {0, 1} pour un graphe de poids minimum γ(G) = 1

(voir �gure2.1).

Figure 2.1 � un graphe de poids minimum γ(G) = 1

2.1.2 Quelques résultats existants sur la domination

Théorème 2.1.1 5 Pour tout graphe simple G avec n sommets et m arêtes et de degré maximum ∆(G),

on a :

γ(G) ≥ n−m et γ(G) ≥ n

∆(G) + 1

Proposition 2.1.1 3 Si G est un graphe connexe d'ordre n ≥ 2 et de taille m, alors : γ(G) = n −m

si seulement si G est une étoile.

Théorème 2.1.2 2 Soit G un graphe d'ordre n, de degré maximum ∆ alors on a :

γ(G) ≤ n−∆

Théorème 2.1.3 6 Si G est un graphe d'ordre n sans sommets isolés, alors on a :

γ(G) ≤ n

2

11
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Théorème 2.1.4 3 Si G est un graphe d'ordre n ≥ 2 tel que G et G sont sans sommets isolés, alors :

γ(G) + γ(G) ≤ n

2
+ 2

Théorème 2.1.5 7 Si G est un graphe d'ordre n ≥ 2, alors :

� 3 ≤ γ(G) + γ(G) ≤ n+ 1

� 2 ≤ γ(G) · γ(G) ≤ n

Théorème 2.1.6 9 Soit G un graphe et G son complémentaire. Si G et G sont connexes, alors :

γ(G) + γ(G) ≤ n

2.2 La domination Romaine

Une fonction de domination Romaine (RDF) sur un graphe G = (V,E) est une application f : V →

{0, 1, 2} telle que pour tout sommet v ∈ V avec f(v) = 0, il existe au moins un voisin u ∈ N(v)

satisfaisant f(u) = 2. Soit (V0, V1, V2) une partition ordonnée de V induite par f , où chaque ensemble

est dé�ni par Vi = {v ∈ V : f(v) = i} pour i ∈ {0, 1, 2}, on peut ainsi identi�er la fonction f par sa

partition et écrire f = (V0V1V2). Le poids de la fonction f est la valeur donnée par :

w(f) =
∑

f(u) = |V1|+ 2 |V2|

Le poids minimum parmi toutes les fonctions de domination Romaine sur G est appelé le nombre de

domination Romaine de G, noté γR(G), et est dé�ni par :

γR(G) = min {w(f) , f est une RDF de G}

Exemple 2.2.1 Un graphe G avec γR(G) = 2 (voir Figure2.2)

12
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Figure 2.2 � Un graphe G avec une fonction de domination Romaine de poids γR(G) = 2

2.2.1 Quelques résultats sur la domination Romaine

Proposition 2.2.1 8 Pour tout graphe G, on a :

γ(G) ≤ γR(G) ≤ 2γ(G)

Proposition 2.2.2 8 Si G est un graphe d'ordre n, alors γ(G) = γR(G) si et seulement si G = Kn.

Proposition 2.2.3 8 Un graphe G est dit Romain si γR(G) = 2γ(G). Cockayne et al. ont donné une

condition nécessaire et su�sante pour qu'un graphe soit Romain.

Proposition 2.2.4 8 Si G est un graphe connexe d'ordre n, alors :

• γR(G) = γ(G) + 1 si et seulement s'il existe un sommet v ∈ V (G) de degré n− γ(G).

• γR(G) = γ(G) + 2 si et seulement si :

◦ G ne possède pas de sommet v ∈ V (G) de degré n− γ(G).

◦ soit G possède un sommet de degré n − γ(G) − 1, soit G possède deux sommets v et w tels que

|N [u] ∪N [w]| = n− γ(G)− 2.

Proposition 2.2.5 8 Pour tout graphe G d'ordre n et de degré maximum ∆ :

2n

∆+ 1
≤ γR(G)

Proposition 2.2.6 8 Pour les chaînes Pn et les cycles Cn :

γR(Pn) = γR(Cn) =

⌈
2n

3

⌉

13
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2.3 La domination Romaine double

Dé�nition 2.3.1 Soit G = (V,E) un graphe. Une fonction de domination Romaine double (FDRD)

sur G est une fonction f : V → {0, 1, 2, 3} qui satisfait les conditions suivantes :

• Si f(v) = 0, alors v possède au moins deux voisins dans V2 ou au moins un voisin dans V3.

• Si f(v) = 1, alors v possède au moins un voisin dans V2 ∪ V3.

Le poids de f est dé�ni par w(f) =
∑

v∈V f(v). Le poids minimum d'une FDRD de G est appelé le

nombre de domination Romaine double de G, noté γdR(G).

Exemple 2.3.1 Un graphe G avec γdR(G) = 3(Figure2.3).

Figure 2.3 � γdR(G) = 3

2.3.1 Quelques résultats sur la domination Romaine double

Proposition 2.3.1 11 Dans une fonction de domination Romaine double de poids γdR(G), aucun som-

met n'a besoin de recevoir la valeur 1.

Exemple 2.3.2 Le graphe C5 possède deux fonction de domination Romaine double di�érentes(Figure2.4).

Figure 2.4 � γdR(C5) = 6
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Proposition 2.3.2 11 Pour tout graphe G :

2γ (G) ≤ γdR (G) ≤ 3γ (G)

Proposition 2.3.3 11 Pour tout graphe G :

γR (G) ≤ γdR (G)

Corollaire 2.3.1 11 Pour tout graphe G connexe non trivial :

γR (G) ≤ γdR (G) ≤ 2γR (G)

Proposition 2.3.4 1 Pour n ≥ 1 :

γdR (Pn) =

 n si n ≊ 0 (mod 3)

n+ 1 si n ≊ 1, 2 (mod 3)

Exemple 2.3.3 (a) γdR(P3) = 3, (b) γdR(P4) = 5, (c) γdR(P5) = 6 (voir la �gure 2.5).

Figure 2.5 � (a) γdR(P3) = 3, (b) γdR(P4) = 5 et (c) γdR(P5) = 6

Proposition 2.3.5 1 Pour n ≥ 3 :

γdR (Cn) =

 n si n ≊ 0, 2, 3, 4 (mod 6)

n+ 1 si n ≊ 1, 5 (mod 6)

Exemple 2.3.4 (a) γdR(C6) = 6, (b) γdR(C7) = 8 (Figure 2.6).
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Figure 2.6 � (a) γdR(C6) = 6 et (b) γdR(C7) = 8

Proposition 2.3.6 12 Soit G un graphe connexe d'ordre n ≥ 3, alors :

� γdR(G) = 3 si et seulement si ∆(G) = n− 1.

� γdR(G) = 4 si et seulement si G = K2 ∨H où H est un graphe avec ∆(H) ≤ |V (H)| − 2.

� γdR(G) = 5 si et seulement si ∆(G) = n− 2 et G ̸= K2 ∨H pour tout graphe H d'ordre n− 2.

Théorème 2.3.1 12Pour tout graphe G d'ordre n ≥ 4.

γdR (Gn) + γdR
(
Gn

)
≤ 2n+ 3

avec égalité si et seulement si G = Kn ou Kn.
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Chapitre 3

Détermination du nombre de domination

Romaine double de certains graphes

Dans ce chapitre, nous allons donner la valeur exacte du nombre de domination Romaine double pour

di�érents types de graphes, notamment les graphes milieux et les graphes totaux. Nous allons également

considérer quelques cas particuliers, comme les graphes de friendship, la roue et le prisme complémen-

taire d'un graphe.

3.1 Quelques graphes particuliers

3.1.1 Graphe milieu

Dé�nition 3.1.1 14 Soit G = (V,E) un graphe simple, où V est l'ensemble des sommets et E est

l'ensemble des arêtes. Le graphe milieu de G, noté M(G), est dé�ni de la manière suivante :

• L'ensemble des sommets de M(G) est V ∪ E.

• Deux sommets x et y de M(G) sont adjacents si l'une des conditions suivantes est véri�ée :

◦ x, y ∈ E et x est adjacent à y dans G.

◦ x ∈ V , y ∈ E et x est incident à y dans G, c'est-à-dire que x est une extrémité de y.

Exemple 3.1.1 M(C6)(Figure3.1).
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Figure 3.1 � M(C6)

3.1.2 Graphe total

Dé�nition 3.1.2 13Soit G = (V,E) un graphe simple. Le graphe total de G, noté T (G), est le graphe

dont l'ensemble des sommets est V (G) ∪ E(G). Deux sommets x, y ∈ V (T (G)) sont adjacents dans

T (G) si et seulement si l'une des conditions suivantes est véri�ée :

• x, y ∈ V (G) et x, y sont adjacents dans G.

• x, y ∈ E(G) et x, y sont adjacents dans G.

• x ∈ V (G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.

Exemple 3.1.2 Le cycle C4 et son graphe total T (G), (Figure3.2).

Figure 3.2 � (a) Le cycle C4 (b) T (C4)

3.1.3 Graphe friendship

Dé�nition 3.1.3 15 Le graphe friendship est un graphe planaire possédant 2n+1 sommets et 3n arêtes,

noté Fn , il peut être construit à partir de n copies du cycle C3, toutes partageant un sommet central

commun.
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Exemple 3.1.3 La �gure3.3 représente le graphe de friendship F5.

Figure 3.3 � Le graphe de friendship F5

3.1.4 La roue

Dé�nition 3.1.4 16La roue, noté Wn, est un graphe d'ordre n ≥ 4 obtenu en ajoutant un sommet

central, appelé centre, adjacent à tous les sommets d'un cycle Cn−1.

Exemple 3.1.4 Dans la �gure3.4, la roue W12

Figure 3.4 � Le roue W11

3.1.5 Prisme complémentaire d'un graphe

Dé�nition 3.1.5 18 Soit G = (V,E) un graphe simple. Le prisme complémentaire de G, notée GG,

est un graphe obtenu à partir de l'union disjointe de G et de son complémentaire G. En ajoutant les

arêtes d'un couplage parfait entre les sommets correspondants de G et G. L'ensemble des sommets du

prisme complémentaire est donné par :

V (GG) = V (G) ∪ V (G)
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Exemple 3.1.5 La �gure3.5 représente le prisme complémentaire du C6 et de P6

Figure 3.5 � Prisme complémentaire des graphes C6 et P6

3.2 Le nombre de domination Romaine double du graphe milieux

Proposition 3.2.1 Soit Pn une chaîne d'ordre n ≥ 2. Alors

γdR(M(Pn)) =

 3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

+ 2 si n = 2k + 1

Preuve. Soit Pn = (v1, v2, v3, . . . , vn) une chaîne d'ordre n ≥ 2. Soit f : V (M(Pn)) → {0, 1, 2, 3}.et soit

E(Pn) = {e1, e2, . . . , en−1} l'ensemble de ses arêtes où ei = vivi+1 pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1.

Cas 1 : n = 2k

Pour i = 1, . . . , n− 1 :

f(ei) =


0 si i est pair

3 si i est impair

Pour j = 1, . . . , n : f(vj) = 0.

Cas 2 : n = 2k + 1

Pour i = 1, . . . , n− 1 :

f(ei) =


0 si i est pair

3 si i est impair

Pour j = 1, . . . , n :

f(vj) =


2 si j = n

0 sinon
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γdR(M(Pn)) ≤

 3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

+ 2 si n = 2k + 1

Maintenant, nous prouvons l'inégalité inverse en utilisant la preuve par récurrence sur n : Supposons

que l'énoncé est vrai pour tous les graphes milieux des chaînes d'ordre n ≤ 4. Soit n ≥ 5 supposons que

l'énoncé est vrai pour toutes les graphes milieux des chaînes d'ordre inférieur à n. Soit f = (V0,V1, V2, V3)

une (γdR) fonction de M(Pn) telle que V1 = Φ ( voir la �gure 3.6).

Cas 1 : n = 2k

Supposons que f(vn) = 0. Puisque f est une FDRD, le sommet vn doit être dominé soit par un voisin

ayant une valeur 3, ou bien par au moins deux voisins ayant la valeur 2. Comme vn est un sommet

de degrés un, alors f(en−1) = 3. On Dé�nit la fonction g : V (M(Pn−2)) → {0, 1, 2, 3} de la manière

suivante : g(en−3) = min {3, f(en−3) + f(en−2)}, g(x) = f(x), sinon.

Il est clair que g est une FDRD deM(Pn−2) de poids w(g) = w(f)−3. Il s'ensuit que d'après l'hypothèse

de récurrence,

γdR(M(Pn)) = w(f) ≥ w(g) + 3 ≥ γdR(M(Pn−2)) + 3 ≥ 3(n− 2)

2
+ 3 ≥ 3n

2

Maintenant, supposons que f(vn) + f(en−1) ≥ 3. Dans ce cas la fonction g : V (M(Pn)) → {0, 1, 2, 3}

dé�nie par g(vn) = 0, g(en−1) = 3 et g(x) = f(x) sinon, est une (γdR) fonction de M(Pn). Par le même

argument précédent, on obtient l'inégalité inverse. En�n, supposons que f(vn) + f(en−1) ≤ 2. Alors

f(vn) = 2 et f(en−1) = 0. La dé�nition de la fonction Romaine double, implique que f(vn−1) ≥ 2

ou bien f(en−2) ≥ 2. Si f(vn−1) ≥ 2. Dans ce cas la fonction g : V (M(Pn)) → {0, 1, 2, 3} dé�nie

par g(vn) = 0, g(en−1) = 3, g(vn−1) = 0 et g(x) = f(x) sinon, est une (γdR) fonction de M(Pn) avec

w(g) < w(f), contradiction. Maintenant supposons que f(vn−1) = 0. Ceci implique que f(en−2) = 3 et

f(vn−2) = 0. Si f(en−3) = 0, alors la minimalité de f implique que f(en−4) = 3 et f(vn−3) = 0. Dans ce

cas la fonction g : V (M(Pn)) → {0, 1, 2, 3} dé�nie par g(vn) = 0, g(en−1) = 3, g(en−2) = 0, g(vn−2) = 2

et g(x) = f(x) sinon, est une (γdR) fonction de M(Pn). Par le même argument précédent, on obtient

l'inégalité inverse.

cas 2 : n = 2k + 1 Supposons que f(vn) + f(en−1) ≤ 2. Dans ce cas la minimalité de f implique que

f(vn) = 2 et f(en−1) = 0. Considérons la chaîne Pn−1 = Pn − vn. Soit la fonction g : V (M(Pn−1)) →

{0, 1, 2, 3} dé�nit par g(x) = f(x). Il est clair que g est une FDRD deM(Pn−1) de poids w(g) = w(f)−2.

Comme n−1 est paire, alors d'après le cas 1, γdR(M(Pn−1)) ≥ 3(n−1)
2

. Ceci implique que γdR(M(Pn)) =

w(f) = w(g) + 2 ≥ γdR(M(Pn−1)) + 2 ≥ 3(n−1)
2

+ 2. Maintenant supposons que f(vn) + f(en−1) ≥ 3. La

dé�nition de f implique que f(vn = 0 et f(en−1) = 3. La minimalité de f implique que f(vn−1) = 0.
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Supposons que f(en−2) > 0. Dans ce cas f(en−2) = 2, Car si f(en−2) = 3, alors la fonction g :

V (M(Pn)) → {0, 1, 2, 3} dé�nit par g(en−1) = 0, g(vn = 2, g(x) = f(x) sinon, est (γdR) fonction

de M(Pn) de poids w(g) = w(f) − 1, contradiction. Supposons maintenant, que f(en−2) = 0. Soit

g : V (M(Pn−2)) → {0, 1, 2, 3} la restriction de f sur V (M(Pn−2)).

Il est clair que g est une FDRD deM(Pn−2) de poids w(g) = w(f)−3. Il s'ensuit que d'après l'hypothèse

de récurrence,

γdR(M(Pn)) = w(f) ≥ w(g) + 3 ≥ γdR(M(Pn−2)) + 3 ≥ 3(n− 3)

2
+ 2 + 3 ≥ 3(n− 1)

2
+ 2

.

γdR(M(Pn)) ≥


3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

+ 2 si n = 2k + 1

Figure 3.6 � γdR(M(P3)) = 5 et γdR(M(P4)) = 6

Proposition 3.2.2 Pour tout entier n ≥ 3, le nombre de domination Romaine double du graphe milieux

d'un cycle Cn est donné par :

γdR(M(Cn)) =


3n

2
si n = 2k

3(n− 1)

2
+ 2 si n = 2k + 1

Preuve. Soit Cn = (v1, v2, v3, . . . , vn) un cycle d'ordre n ≥ 3. Soit f : V (M(Cn)) → {0, 1, 2, 3}.

Cas 1 : n = 2k
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Pour tout i = 1, . . . , n− 1 :

f(ei) =


0 si i est impair

3 si i est pair

f(vj) = 0 pour tout j = 1, . . . , n.

Cas 2 : n = 2k + 1

Pour tout i = 1, . . . , n− 1 :

f(ei) =


0 si i est impair

3 si i est pair

f(vn) = 2, et pour tout j = 1, . . . , n− 1 : f(vj) = 0.

γdR(M(Cn)) ≤

 3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

+ 2 si n = 2k + 1

Pour prouver l'inégalité inverse, soit f une γdR-fonction de M(Cn telle que : v1 = Φ

Tout d'abord on montre que Pour toute (γdR) fonction de M(Cn), il existe au moins un sommet ei, tel

que f(ei) = 0. Supposons le contraire, il existe (γdR) fonction f , telle que pour tout sommet ei, f(ei) ≥ 2.

Ceci implique que γdR(M(Cn) ≥ 2n, contradiction avec γdR(M(Cn) ≤
3n

2
. Soit f une (γdR) fonction de

M(Cn), et soit ei tel que f(ei) = 0. Considérons le graphe G = (M(Cn)−ei. Il est clair que G = (M(Pn).

Comme f(ei) = 0, f est une FDRD dans G. Ceci implique que γdR(M(Cn)) ≥ γdR(M(Pn)). Ceci

entraine l'inégalité inverse.

Exemple 3.2.1 Figure3.7 γdR(M(C3)) = 5, γdR(M(C4)) = 6

Figure 3.7 � γdR(M(C3)) = 5 et γdR(M(C4)) = 6
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3.3 Le nombre de domination Romaine double d'un graphe total

Proposition 3.3.1 Soit Pn une chaîne d'ordre n ≥ 2. Alors

γdR(T (Pn)) =

 3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

si n = 2k + 1

Preuve. Soit Pn = (v1, v2, v3, . . . , vn) est une chaîne d'ordre n. et soit E(Pn) = {e1, e2, . . . , en−1}

l'ensemble de ses arêtes où ei = vivi+1 pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1. On dé�nit une fonction f : V (T (Pn)) →

{0, 1, 2, 3}. Dans les deux cas suivants, on pose f(ej) = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ n− 1.

Cas 1 : n = 2k

Pour 1 ≤ i ≤ n, on dé�nit les valeurs des sommets par :

f(vi) =


0 si i est impair

3 si i est pair

Cas 2 : n = 2K + 1

Pour 1 ≤ i ≤ n :

f(vi) =


0 si i est impair

3 si i est pair

Donc f est une FDDR.

γdR(T (Pn)) ≤

 3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

si n = 2k + 1

Maintenant, nous prouvons l'inégalité inverse en utilisant la preuve par récurrence sur n : Supposons

que l'énoncé est vrai pour tous les graphes totaux des chaînes d'ordre n ≤ 4. Soit n ≥ 5 supposons que

l'énoncé est vrai pour toutes les graphes totaux des chaînes d'ordre inférieur à n. Soit f = (V0,V1, V2, V3)

une (γdR) fonction de T (Pn) telle que V1 = Φ(vori le �gure 3.8).

Supposons que f(en−1+)f(vn ⩽ 2. On dé�nt la fonction g : V (T (Pn−2)) → {0, 1, 2, 3} de la mani�re

suivante : g(vn) = g(en−1), g(vn−1) = 3, f(x) = g(x) sinon. Il est clair que g est une FDRD de T (Pn−2)

de poids w(g) = w(f) − 3. Il s'ensuit que d'après l'hypothèse de récurrence, γdR(T (Pn)) = w(f) =

w(g) + 3 ≥ γdR(T (Pn−2)) + 3 ≥ 3(n−2)
2

+ 3 ≥ 3n
2
.

Supposons que f(vn) + f(en−1) ≥ 3. On dé�nit la fonction g : V (T (Pn−2)) → {0, 1, 2, 3} de la manière

suivante : g(vn−2) = min{3, f(vn−2) + f(vn−1) , g(en−3) = min{3, f(en−3) + f(en−2), g(x) = f(x) sinon.

Il est clair que g est une FDRD de T (Pn−2) de poids w(g) ≤ w(f) − 3. Puisque n − 2 est un nombre
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impair, d'après l'hypothèse de récurrence, nous avons :

γdR(T (Pn−2)) ≥
3((n− 2)− 1)

2
=

3(n− 3)

2

Il s'ensuit que :

γdR(T (Pn)) = w(f) = w(g) + 3 ≥ γdR(T (Pn−2)) + 3 ≥ 3(n− 3)

2
+ 3 =

3(n− 1)

2

Figure 3.8 � γdR(T (P3)) = 3 et γdR(T (P4)) = 6

Proposition 3.3.2 Soit Cn un cycle d'ordre n ≥ 3 alors :

γdR(T (Cn)) =

 3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

+ 2 si n = 2k + 1

Preuve. Soit Cn = (v1, v2, . . . , vn) un cycle d'ordre n ≥ 3, et soient e1, e2, . . . , en les sommets d'arêtes

de T (Cn) où ei = vivi+1 (avec en = vnv1).

On dé�nit une fonction f : V (T (Cn)) → {0, 1, 2, 3} selon la parité de n :

Cas 01 : n = 2k

f(vi) = 3 pour 1 ≤ i ≤ n
2

f(x) = 0 pour tous les sommets adjacent à au mois sommet de poids 3.

Cas 2 : n = 2k + 1

f(vi) = 3 pour 1 ≤ i ≤ n−1
2

f(en) = 2
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f(x) = 0 pour tous les sommets adjacent à au mois sommet de poids 3.

γdR(T (Cn)) ≤

 3n
2

si n = 2k

3(n−1)
2

+ 2 si n = 2k + 1

Pour prouver l'inégalité inverse, Soit f une γdR-fonction de T (Cn). Montrons d'abord qu'il existe

au moins un sommet d'arête ei tel que f(ei) = 0. Supposons le contraire, c'est-à-dire que pour tout

1 ≤ i ≤ n, f(ei) ≥ 2. Cela impliquerait que :

γdR(T (Cn)) = w(f) ≥
n∑

i=1

f(ei) ≥ 2n

Or, pour tout n ≥ 3, nous avons 2n > 3(n−1)
2

+ 2 ≥ 3n
2
, ce qui contredit la borne supérieure établie

précédemment.

Supposons sans perte de généralité que f(en) = f(vnv1 = 0. En considérant le sous-graphe obtenu en

supprimant cette arête, qui est isomorphe au graphe total d'une chaîne T (Pn), et puisque toute FDRD

sur T (Cn) induit par restriction une domination sur la structure de la chaîne, par application de la

Proposition 1 (sur les chaînes), nous obtenons la borne inférieure requise.

Exemple 3.3.1 Figure 3.9γdR(T (C3)) = 5 et γdR(T (C4)) = 6.

Figure 3.9 � γdR(T (C3)) = 5 et γdR(T (C4)) = 6

3.4 Le nombre de domination Romaine double d'un graphe de friendship

Proposition 3.4.1 Soit G = Fn, un graphe de friendship, alors pour n ≥ 2 on a :

γdR (Fn) = 3
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Preuve. Soit G = (V,E) un graphe simple, et Fn un graphe friendship de degre maximal ∆(G) = n−1

alors d′ d'après le proposition2.3.6 donc

γdR (Fn) = 3

Exemple 3.4.1 Figure3.10 Un graphe avec γdR(F2) = 3, γdR(F3) = 3 et γdR(F4) = 3.

Figure 3.10 � Un graphe avec γdR(F2) = 3, γdR(F3) = 3 et γdR(F4) = 3

3.5 Le nombre de domination Romaine double d'une roue

Proposition 3.5.1 Soit G = Wn un graphe de roue d'ordre n ≥ 3 alors :

γdR (Wn) = 3

Preuve. Soit G = Wn un graphe de degré maximale n− 1 alors d'aprée (le proposition2.3.6) donc :

γdR(Wn) = 3

Exemple 3.5.1 Figure3.11 Un graphe de roue avec γdR(W4) = 3, γdR(W5) = 3 et γdR(W6) = 3
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Figure 3.11 � Un graphe de roue avec γdR(W4) = 3, γdR(W5) = 3 et γdR(W6) = 3

3.6 Le nombre de domination Romaine double du Prisme complémentaire

d'un graphe

Proposition 3.6.1 Soit Pn un chaîne d'ordre n ≥ 3 alors :

γdR
(
PnP n

)
=

 n+ 3 si n ≡ 0 (mod 3)

n+ 4 si n ≡ 1, 2 (mod 3)

Preuve. Soit Pn = (v1,v2, v3, ....vn) une chaîne et Pn = (v
′
1,v

′
2, v

′
3, ....v

′
n) son complémentaire. On dé�ni

f :V (PnPn) → {0, 1, 2, 3}

Cas 1 : n ≡ 0(mod 3)

Pour j = 1...n

f(vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1
et

f(v
′
j) =

 0si j ̸= n

3si j = n
,

Cas 2 :n ≡ 1(mod 3)

Pour j = 1...n

f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

f(v
′
j) =


0 si j ̸= n− 1;n

3 si j = n

2 si j = n− 1

Cas 3 :n ≡ 2(mod 3)

Pour j = 1...n
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f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

f(v
′
j) =

 0si j ̸= 1

3si j = 1

Donc f est une FDDR.

γdR
(
PnP n

)
≤

 n+ 3 si n ≊ 0 (mod 3)

n+ 4si n ≊ 1, 2 (mod 3)

Maintenant, nous prouvons l'inégalité inverse. La preuve se fait par récurrence sur n. Supposons que

l'énoncé est vrai pour toutes les chaînes d'ordre n ≤ 5. Pour l'hypothèse de récurrence, (Figure 3.12).

Soit n ≥ 6. Supposons que pour tout chaîne d'ordre inférieur à n considerons f = (V0, V1, V2V3), γdR un

fonction de double domination romaine de PnP n

tel que :V1 = Φ

Cas 1 :f(vn) = 0

f(vn−1) = 3 et f(v
′
n) = 3, dé�ni g : V (Pn−1−1P n−1) → {0, 1, 2, 3} par g(vn−1) = 3 et g(v

′
1) = 3 et

f(vi) = g(vi) pour i = 1....n− 2, clairement g est FDDR alors W (f) = W (g)

γdR(PnP n) = w(f) = w(g) ≥ γdR(Pn−1P n−1) ≥ n− 1 + 4 = n+ 3

Cas 2 : f(vn−1) + f(v
′
n−1) ≤ 2

f(vn−1) = 0 et f(v
′
n−1) = 2 et f(V

′
1 ) = 3 dé�ni g : V (Pn−2P n−2) → {0, 1, 2, 3} g(vn) = 3 et g(v

′
n) = 0

etf(x) = g(x), clairement g est un FDDR de Pn−2P n−2 de poids W (f) − 2 il découle de l'hypothèse

de récurrence

γdR(PnP n) = w(f) = w(g)− 2 ≥ γdR(Pn−2P n−2) + 2 ≥ (n− 2) + 4 + 2 = n+ 4

Cas 3 :f(vn−3) + f(v
′
n−3) ≥ 3

f(vn−3) = 3 et f(v
′
n−3) = 0 dé�ni g : V (Pn−3P n−3) → {0, 1, 2, 3} g(vn) = 3 et g(v

′
n) = g(vn−1) =

g(v
′
n−1) = 0, g(vn−3) = max {2, f(vn−3)}et f(x) = g(x),clairementg est FDDR de Pn−3P n−3 de poids

W (f)− 3 il découle de l'hypothèse de récurrence

γdR(PnP n) = w(f) = w(g) + 3 ≥ γdR(Pn−3P n−3) + 3 ≥ (n− 3) + 4 + 3 = n+ 4

Clairement, g est une FDDR de PnPn de poids w(f)− 3

D'après l'hypothèse de récurrence, on conclut de manière analogue :
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γdR
(
PnP n

)
≥

 n+ 3 si n ≊ 0 (mod 3)

n+ 4si n ≊ 1, 2 (mod 3)

Figure 3.12 � (a) γdR(P3□P3) = 6, (b) γdR(P4□P4) = 7 et (c) γdR(P5□P5) = 9

Proposition 3.6.2 Soit Cn un cycle d'ordre n ≥ 3 alors :

γdR
(
CnCn

)
=

 n+ 4 si n ≊ 1, 2, 3, 4 (mod 6)

n+ 5 si n ≊ 0, 4 (mod 6)

Preuve. Soit Cn = (v1, v2, v3....vn) un cycle et Cn=(v
′
1,v

′
2, v

′
3, ....v

′
n) un complémentaire de Cn d'ordre

n. dé�ni f :V (CnCn) → {0, 1, 2, 3}

Cas 1 : n ≊ 0(mod 6)

Pour 1 ≤ i ≤ n+1
3

et j = 1...n

f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

Pour 1 ≤ i ≤ n+1
3

f(V
′
j ) =


0 si j ̸= 1;n

2 si j = 1

3 si j = n

Cas 2 : n ≊ 1(mod 6)

Pour 1 ≤ i ≤ n−1
3
.et j = 1...n

f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

f(V
′
j ) =

 0 si j ̸= 1;n

3 si j = 1;n

Cas 3 :n ≡ 2(mod 6)
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Pour 1 ≤ i ≤ n+2
3
et j = 1...n

f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

f(V
′
j ) =

 0 si j ̸= 1

3 si j = 1

Cas 4 :n ≡ 3(mod 6)

Pour 1 ≤ i ≤ n
3
et j = 1...n

f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

f(V
′
j ) =


0 si j ̸= 1;n

2 si j = 1

3 si j = n

Cas 5 :n ≡ 4(mod 6)

Pour 1 ≤ i ≤ n
3
et j = 1...n

f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

f(V
′
j ) =

 0 si j ̸= 1;n

3 si j = 1;n

Cas 6 :n ≡ 5(mod 6)

Pour 1 ≤ i ≤ n+2
3
et j = 1...n

f(Vj) =

 0 si j ̸= 3i− 1

3 si j = 3i− 1

f(V
′
j ) =

 0 si j ̸= 1

3 si j = 1

Donc f est une FDDR.

γdR
(
CnCn

)
≤

 n+ 4 si n ≊ 1, 2, 3, 5 (mod 6)

n+ 5 si n ≊ 0, 4 (mod 6)

Pour montrer l'égalité,il su�t de montrer que

γdR
(
CnCn

)
≥

 n+ 4 si n ≊ 1, 2, 3, 5 (mod 6)

n+ 5 si n ≊ 0, 4 (mod 6)
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Maintenant, on montons que

γdR
(
CnCn

)
≥

 n+ 4 si n ≊ 2 (mod 3)

n+ 5 si n ≊ 0, 1 (mod 3)

Pour cela, on montrer que :

γdR
(
CnCn

)
≥ γdR

(
PnP n

)
Il est clair que le graphe obtenu à partir de CnCn en supprimant l'arête v1vn et en ajoutant l'arête v

′
1v

′
n

est le complémentaire prisme de chaîne Pn = Cn − {v1vn}

Cas 1 : n ≡ 0 mod(3)

comme f(vn) = f(v1) = 0 alors f(v
′
1) = 2 et f(v

′
n) = 3

Cas 2 : n ≡ 1(mod 3)

comme f(vn) = f(v1) = 0 ,

Cas 3 : n ≡ 2(mod 3)

comme f(vn) = 3 et f(v1) = 0 alors f(v1) = 0 et f(v
′
n) = 3

Ainsi, f reste une fonction de domination Romaine double sur PnPn

Exemple 3.6.1 (a) γdR(C4C4) = 9, (b) γdR(C5C5) = 9,(c) γdR(C6C6) = 11 (Figure 3.13)

Figure 3.13 � (a) γdR(C4□C4) = 9, (b) γdR(C5□C5) = 9 et (c) γdR(C6□C6) = 11
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Chapitre 4

La domination Romaine double dans les

graphes modé�és

4.1 La séparation d'arête

4.1.1 Dé�nition et propriétés fondamentales

Dé�nition 4.1.1 19 Soient u et v deux sommets d'un graphe G tel que la distance entre eux soit égale

à 2, et soit x un voisin commun à u et v. La chaîne formée par les sommets (u, x, v) est notée uxv.

La suppression d'arête dé�ni sur uxv est une opération qui consiste à supprimer les deux arêtes ux et

vx, puis à ajouter l'arête uv.

Le graphe obtenu après cette opération est noté Gx
uv tel que :

� V (Gx
uv) = V (G)

� E(Gx
uv) = E(G) \ {ux, vx} ∪ {u, v}

Soit A(G) l'ensemble de tous les sommets induit des copies de chaînes P3 dans G.

A+(G) = {uxv ∈ A(G) | γdR(Gx
uv) > γdR(G)}

A−(G) = {uxv ∈ A(G) | γdR(Gx
uv) < γdR(G)}

A0(G) = {uxv ∈ A(G) | γdR(Gx
uv) = γdR(G)}

Exemple 4.1.1 La �gure 4.1 présente une opération de La séparation d'arête.
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Figure 4.1 � (a) un graphe G et (b)La séparation d'arête dans graphe G

Théorème 4.1.1 Soit G un graphe et soit uxv ∈ A(G), alors :

γdR(G)− 2 ≤ γdR(G
x
uv) ≤ γdR(G) + 3

Preuve. Soit uxv ∈ A(G).

Soit f : V (V0, V1, V2, V3) → {0, 1, 2, 3} une γdR-fonction dans G. On distingue deux cas. Cas 01 :

f(x) = 0

On dé�ni la fonction g sur Gx
uv comme suit :

g(w) =


f(x) si w ̸= x

2 si w = x

Il est claire que g est une fonction double Romaine dans Gx
uv de poids au plus γdR(G) + 2

Cas 02 : f(x) = 3

Sous-cas 01 : f(u) = f(v) = 0

On dé�nit la fonction g sur Gx
uv comme suit :

g(w) =


f(x) si w ̸= v

3 si w = v

Il est clair que g est une fonction double Romaine dans Gx
uv de poids au plus γdR(G) + 3.
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Sous-cas 02 : f(u) ≥ 0, f(v) ≥ 0

Dans ce cas, f reste une fonction romaine double dans Gx
uv.

Sous-cas 03 : f(u) ≥ 0, f(v) = 0

g(w) =


f(x) si w ̸= v

2 si w = v

Il est clair que g est une fonction double Romaine dans Gx
uv de poids au plus γdR(G) + 2.

Cas 03 : f(x) = 2

Sous-cas 1 : f(u) = 0 et f(v) = 0

g(w) =


f(x) si w ̸= u, v

3 si w = v

0 si w = u

Il est clair que g est une fonction double Romaine dans Gx
uv de poids au plus γdR(G) + 3.

Pour démontrer la borne inférieure, Soit g une γdR-fonction double Romaine dans Gx
uv. On ajoute deux

arêtes vx et xu et on supprime uv, alors :

Cas 1 : {u, v} ⊂ V0, ou {u, v} ⊂ V2,ou {u, v} ⊂ V3

Dans ce cas, g reste une fonction romaine double dans G.

Cas 2 : g(v) + g(u) ≤ 3

Si g(v) = 2 et g(u) = 0 :

f(w) =


g(w) si w ̸= u

2 si w = u

Il est clair que f est une fonction double Romaine dans G de poids au plus γdR(Gx
uv) + 2.

Si g(v) = 3 et g(u) = 0 :

f(w) =


g(w) si w ̸= u

2 si w = u
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Il est clair que f est une fonction double Romaine dans G de poids au plus γdR(Gx
uv) + 2.

Donc, des deux bornes, on conclut :

γdR(G)− 2 ≤ γdR(G
x
uv) ≤ γdR(G) + 3

4.1.2 Les graphes L-critiques

Dé�nition 4.1.2 On dit que G estγ−
dR-L-critique si A−(G) = A(G)

On dit que G estγ+
dR-L-critique si A+(G) = A(G)

On dit que G estγdR-L-stable si A0(G) = A(G)

Les graphes 3− γdR-L Critique

Proposition 4.1.1 1. Il n'existe pas des graphes 3− γ−
dR-L Critique

2. G est 3− γdR-L stable si et seulement si G content au moins deux sommets universels.

3. Il existe des graphes 3− γ+
dR-L Critique

Preuve. SoitG = (V,E) un graphe simple et soit z un sommet deG de degre maximum∆(G) = n−1.

D'après la proposition 2.3.6, γdR(G) = 3. Si G est un graphe complet tous les sommets sont adjacents

ente eux, ce qui signi�e qu'il n'y a pas de chemin induit de longueur 2. Par conséquent, il est impossible

d'appliquer le lifting. Donc, on peut supposer que G est dé�erent d'un graphe complet.Deux cas se

présentent :

Cas 1 : u, x, v ∈ N(z). Dans ce cas, dGx
uv
(x) = ∆(Gx

uv) = n − 1. D'après la proposition2.3.6 ,

γdR(G
x
uv) = 3. par conséquent il n'existe pas des graphes 3 − γ+

dR-L critique, et des graphes 3 − γ−
dR-L

Critique.

Cas 2 : u, v ∈ N(z), x = z. Si z est l'unique sommet universele dans G, alors γdR(G
x
uv) ≥ 4. Si G

contient au moins deux sommets universels, alors γdR(G
x
uv) = 3. Donc G est 3 − γdR-L stable si et

seulement si G content au moins deux sommets universels.

Les graphes 4-γdR-L-Critique

Proposition 4.1.2 1. Il n'existe pas de graphes 4-γ−
dR-L-Critique

2. Il n'existe pas de graphes 4-γdR-L-stable

3. Il n'existe pas de graphes 4-γ+
dR-L-Critique
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Preuve. Soit G un graphe tel que γdR(G) = 4. D'après la proposition 2.3.6, G = K2 ∨H, avec H un

graphe de degré maximum ∆(H) ≤ |V (H)| − 2. Soit uxv ∈ A(G), et soit Gx
uv = K2 ∨ Hx

uv le graphe

obtenu à partir de G en supprimant les deux arêtes ux, xv et en ajoutant l'arête uv.

Cas 1 : ux, xv ∈ E(H), il est clair que ∆(Hx
uv) ≤ |V (Hx

uv)|−2. D'après la proposition 2.3.6, γdR(Gx
uv) =

4.

Cas 2 : u, v ∈ K2, x ∈ H. Dans ce cas, le graphe Gx
uv ̸= K2 ∨ H, il n'existe aucun sommet universel

dans Gx
uv. D'après la Proposition 2.3.6, γdR(Gx

uv) > 4.

Donc, des deux cas, on conclut : Il n'existe pas de graphes 4-γ−
dR-L-Critique, ni de graphes 4-γ

+
dR-L-critique,

ni de graphes 4-γdR-L-Stable.

Les graphes 5-γdR-L-Critique

Proposition 4.1.3 1. Il n'existe pas de graphes 5-γ−
dR-L-Critique

2. G est 5-γ+
dR-L-Critique si et seulement si G ̸= K2 ∨H et G contient exactement un seul sommet de

degré maximum ∆(G) = n− 2.

3. G est γdR-L-stable si et seulement si G ̸= K2 ∨H et G contient au moins deux sommets de degré

maximum ∆(G) = n− 2.

Preuve. Soit G un graphe simple de degré maximum ∆(G) = n − 2, et G ̸= K2 ∨ H. D'après la

proposition 2.3.6, γdR(G) = 5. Soit uxv ∈ A(G), et soit Gx
uv le graphe obtenu en supprimant les deux

arêtes ux, xv et en ajoutant l'arête uv. Dans ce cas, G ne contient aucun sommet universel et comme

Gx
uv ̸= K2 ∨H, γdR(Gx

uv) ≥ 5. Par conséquent, G n'est pas 5-γ−
dR-L-critique. Deux cas se présentent :

Cas 1 : Il existe x un sommet unique de degré maximum ∆(G) = n− 2. Dans ce cas, ∆(Gx
uv) < n− 2,

alors d'après la proposition 2.3.6, γdR(Gx
uv) > 5.

Cas 2 : G contient au moins deux sommets de degré maximum ∆(G) = n− 2. Dans ce cas, ∆(Gx
uv) =

n− 2 et d'après la proposition 2.3.6, γdR(Gx
uv) = 5.

D'après les cas précédents, il n'existe pas de graphes 5-γ−
dR-L-critique.

G est 5-γ+
dR-L-critique si et seulement si G ̸= K2∨H et G contient exactement un seul sommet de degré

maximum ∆(G) = n− 2.

G est γdR-L-stable si et seulement si G ̸= K2 ∨ H et G contient au moins deux sommets de degré

maximum ∆(G) = n− 2.
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4.2 Contraction d'arête dans les graphes

4.2.1 Dé�nition et propriétés fondamentales

Dé�nition 4.2.1 21 Pour une paire de sommets adjacents x, y dans un graphe G, nous notons par

G.(xy) le graphe obtenu par la contraction de l'arête xy. Ainsi, G.(xy) peut être considéré comme le

graphe obtenu à partir de G en supprimant les sommets x et y et en ajoutant un nouveau sommet,

désigné par (xy), qui est adjacent à tous les sommets de G − x − y qui étaient initialement adjacents

soit à x soit à y

Exemple 4.2.1 La Figure 4.2 illustre une contraction d'arête dans G.

Figure 4.2 � (a) Un graphe G et (b) Contraction d'arête dans le graphe G

Théorème 4.2.1 γdR(G)− 3 ≤ γdR(Guv) ≤ γdR(G)

Preuve. Borne supérieure : γdR(Guv) ≤ γdR(G)

Soit f : V → {0, 1, 2, 3} une fonction de domination romaine double sur G. Soit w le sommet obtenu

après avoir contracté l'arête uv. On dé�nit g sur Guv comme suit :

g(x) =

 f(x) si x ̸= w

max{f(v), f(u)} si x = w

γdR(Guv) ≤ ω(g) ≤ ω(f) = γdR(G)

Borne inférieure : γdR(G)−3 ≤ γdR(Guv) Soit g une fonction de domination romaine double sur Guv.

En scindant le sommet w en deux sommets u et v, on obtient le graphe G. Soit alors f : V → {0, 1, 2, 3}

la fonction dé�nie sur G par :
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Cas 1 : g(w) = 0

f(x) =


g(x) si x ̸= u, v

0 si x = u

0 si x = v

γdR(G) ≤ ω(f) = ω(g) = γdR(Guv)

Cas 2 : g(w) > 0

f(x) =


g(x) si x ̸= u, v

g(w) si x = u

g(w) si x = v

γdR(G) ≤ ω(f) = ω(g) + g(w) ≤ γdR(Guv) + 3

Puisque g(w) ≤ 3, alors :

γdR(G) ≤ ω(f) ≤ γdR(Guv) + 3

Donc des deux bornes, on conclut :

γdR(G)− 3 ≤ γdR(Guv) ≤ γdR(G)

4.2.2 Les graphes dot-critiques

Dé�nition 4.2.2 On dit que G estγ−
dR-dot-critique si pour touts les aretes γdR(G) > γdR(Guv)

On dit que G estγ+
dR-dot-critique si pour touts les aretes γdR(G) < γdR(Guv)

On dit que G estγdR-dot-stable si pour touts les aretes γdR(G) = γdR(Guv)

Les graphes 3− γdR-dot Critique

Proposition 4.2.1 1) G est 3 − γdR-dot stable si et seulement si G un graphe de degre maximum

∆(G) = n′ − 1

2) Il n'existe pas de graphes 3− γ−
dR-dot Critique

3) Il n'existe pas de graphes 3− γ+
dR-dot Critique

Preuve. Soit G = (V,E) un graphe simple, et soit x un sommet de G de degre maximum ∆(G) = n−1.

D'après la proposition 2.3.6 γdR(G) = 3. supposons que uv une arête quelconque et Guv le graphe obtenu

par la contraction de l'arête uv on a dGuv(x) = n′ = n− 1

Cas.1 : u, v ∈ N(x) :
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Dans ce cas le sommet x reste dans Guv et est adjacent au nouveau sommet (uv) et à tous les autres

sommets, donc ∆(Guv) = n′ − 1. D'après la propostion 2.3.6 γdR(Guv) = 3 par conséquent Il n'existe

pas des graphes 3− γ+
dR-dot critique et des graphes 3− γ−

dR-dot Critique

cas.2 : x ∈ {u, v}. supposons que x = u :

Le nouveau sommet uv hérite de tous les voisins de x. Par conséquent, il est adjacent à tous les autres

sommets de Guv. Cela signi�e que le sommet uv est connecté à tous les sommets de Guv, tout comme

x l'était précédemment. dans ce cas ∆(Guv) = n′ − 1. D'après la proposition 2.3.6 γdR(Guv) = 3

Donc G est 3− γdR-dot stable si et seulement si G un graphe de degre maximum ∆(G) = n′ − 1

et Il n'existe pas des graphes 3− γ+
dR-dot critique , ni des graphes 3− γ−

dR-dot Critique

Les graphes 4-γdR-dot-Critique

Proposition 4.2.2 1. Il existe des graphes 4-γdR-dot-stable

2. Il n'existe pas des graphes 4-γ−
dR-dot-Critique

3. Il n'existe pas des graphes 4-γ+
dR-dot-Critique

Preuve. Soit G = K2 ∨H un graphe simple, et H un graphe de degré maximum ∆(H) ≤ |V (H)| − 2.

D'après la proposition 2.3.6, γdR(G) = 4. Supposons que uv une arête quelconque, et Guv le graphe

obtenu par la contraction de l'arête uv, on a dGuv(uv) ≤ n′ = n− 1.

Cas 1 : uv ∈ EH , dans ce cas ∆(Huv) ≤ |V (Huv)| − 2. D'après la proposition 2.3.6, γdR(Guv) = 4.

Cas 2 : u ∈ K2, v ∈ H, dans ce cas ∆(Huv) ≤ |V (Huv)|−2. D'après la proposition 2.3.6, γdR(Guv) = 4.

Donc, il existe des graphes 4-γdR-dot-stable, et il n'existe pas des graphes 4-γ+
dR-dot-critique, ni des

graphes 4-γ−
dR-dot-Critique.

Les graphes 5− γdR-dot Critique

Proposition 4.2.3 1. Il existe de graphes 5− γ−
dR-dot Critique

2. Il existe de graphes 5− γdR-dot stable

3. Il n'existe pas de graphes 5− γ+
dR-dot Critique

Preuve. Soit G un graphe simple, de degré maximum ∆(G) = n − 2, et G ̸= K2 ∨ H. D'après la

proposition 2.3.6, γdR(G) = 5. Supposons que uv soit une arête quelconque, et Guv le graphe obtenu

par la contraction de l'arête uv. On a dGuv(uv) = n′ = n− 1.
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Cas 1 : il existe x un seule sommet de degre maximum ∆(G) = n − 2. Dans ce cas ∆(Guv) = n′ − 2.

D'après la proposition 2.3.6 γdR(Guv) = 5

Sous cas 1 : Si y un sommet unique non adjacent à x. On considère le graphe obtenu en contractant y

avec un sommet z adjacent à x. Dans ce cas ∆(Guv) = n′ − 1. D'après la proposition 2.3.6, γdR(Guv) =

3 < 5

Cas 2 : il existe au moins deux sommet de degre maximum ∆(G) = n−2. Dans ce cas ∆(Guv) = n′−1.

D'après la proposition 2.3.6, γdR(Guv) = 3 < 5

Donc de ces deux cas, on conclut : 1) Il n'existe des graphes 5− γdR-dot stable

2) Il n'existe pas des graphes 5− γdR-dot Critique

3) Il n'existe pas des graphes 5− γ+
dR-dot Critique

4.3 Graphes critiques pour la domination romaine

4.3.1 Graphes L-critiques pour la domination romaine double

Pn-L-critiques pour la domination romaine double

Proposition 4.3.1 Pn est γ+
dR-L critique si et seulement si n ̸≡ 1[3].

Pn est γdR-L stable si et seulement si n ∼= 1[3]

Preuve. Soit G = Pn un chaîne d'ordre n ≥ 3, Soit uxv ∈ A(G) et soit Gx
uv graphe obtenu en

supprimant les deux arêtes ux, xv et en ajoutant l'arête uv, alors x un sommet isole, donc γdR(G
x
uv) =

γdR(Pn−1) + 2. Deux cas se présentent :

Cas 1 : n ̸≡ 1[3]

Si n ∼= 0[3] d'après la proposition 2.3.4 γdR(Pn) = n alors :

n− 1 = 3k − 1, dans ce cas γdR(Gx
uv) = n+ 2 > n

Si n ∼= 2[3] d'après la proposition 2.3.4 γdR(Pn) = n+ 1 alors :

n− 1 = 3k + 1, dans ce cas γdR(Gx
uv) = n+ 2 > n+ 1

Cas 2 : n ∼= 1[3]

D'après la proposition 2.3.4 γdR(Pn) = n+ 1, alors :

n− 1 = 3k, dans ce cas γdR(Gx
uv) = (n+ 1) + 2− 2 = n+ 1 = γdR(Pn)

Donc de ces deux cas, on conclut : Pn est γ+
dR-L critique si et seulement si n ̸≡ 1[3], et Pn est γdR-L

stable si et seulement si n ∼= 1[3]

Exemple 4.3.1 4.3 (a) γdR(G
x
uv) de P3 et (b) P4.
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Figure 4.3 � (a) γdR(G
x
uv) de P3 et (b) γdR(Gx

uv) P4

Cn L-critiques pour la domination romaine double

Proposition 4.3.2 Cn est γ+
dR-L-critique si et seulement si n ̸≡ 1, 5 (mod 6), et Cn est γdR-L-stable si

et seulement si n ≡ 1, 5 (mod 6).

Preuve. Soit G un graphe simple et Cn un cycle d'ordre n ≥ 3. Soit uxv ∈ E(G), et soit Gx
uv le graphe

obtenu en supprimant les deux arêtes ux, xv et en ajoutant l'arête uv, alors x est un sommet isolé, donc

γdR(G
x
uv) = γdR(Cn−1) + 2. Deux cas se présentent :

Cas 1 : n ̸≡ 1, 5 (mod 6)

Si n ≡ 0 (mod 6), d'après la proposition 2.3.5, γdR(Cn) = n, alors : n − 1 = 6k − 1, dans ce cas

γdR(G
x
uv) = (n− 1) + 1 + 2 > n.

Si n ≡ 2 (mod 6), d'après la proposition 2.3.5, γdR(Cn) = n, alors : n − 1 = 6k + 1, dans ce cas

γdR(G
x
uv) = (n− 1) + 1 + 2 > n.

Si n ≡ 3 (mod 6), d'après la proposition 2.3.5, γdR(Cn) = n, alors : n − 1 = 6k + 2, dans ce cas

γdR(G
x
uv) = n+ 2 > n.

Si n ≡ 4 (mod 6), d'après la proposition 2.3.5, γdR(Cn) = n, alors : n − 1 = 6k + 3, dans ce cas

γdR(G
x
uv) = n+ 2 > n.

Cas 2 : n ≡ 1, 5 (mod 6)

Si n ≡ 1 (mod 6), d'après la proposition 2.3.5, γdR(Cn) = n + 1, alors : n − 1 = 6k, dans ce cas

γdR(G
x
uv) = n− 1 + 2 = n+ 1.

Si n ≡ 5 (mod 6), d'après la proposition 2.3.5, γdR(Cn) = n + 1, alors : n − 1 = 6k + 4, dans ce cas

γdR(G
x
uv) = n− 1 + 2 = n+ 1.

Donc, des deux cas, on conclut : Cn est γ+
dR-L-critique si et seulement si n ̸≡ 1, 5 (mod 6), et Cn est

γdR-L-stable si et seulement si n ≡ 1, 5 (mod 6).

Exemple 4.3.2 4.4 (a) γdR(G
x
uv) de C4 et (b) C5.
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Figure 4.4 � (a) γdR(G
x
uv) de C4 et (b) γdR(Gx

uv) C5

4.3.2 Graphes dot-critiques pour la domination romaine double

Pn dot-critiques pour la domination romaine double

Proposition 4.3.3 Pn est γ−
dR-dot critique si et seulement si n ̸≡ 0[3].

Pn est γdR-dot stable si et seulement si n ≡ 0[3].

Preuve. Soit G un graphe simple, et Pn un chaine de dégre, n ≥ 3.

Supposons que uv une arête quelconque et Guv = Pn− v un graphe obtenu par la contraction de l'arête

uv on a d(Guv) = n− 1 deux cas se présentent :

� Cas 1 : n ̸≡ 0[3]

Si n ≡ 1[3] d'après la proposition?? γdR(Pn) = n+ 1 alors :

n− 1 = 3k dans ce cas γdR(Pn − v) = n− 1.

Si n ≡ 2[3] d'après la proposition?? γdR(Pn) = n+ 1 alors :

n− 1 = 3k + 1 dans ce cas γdR(Pn − v) = n.

� Cas 2 : n ≡ 0[3]

D'après la proposition?? γdR(Pn) = n alors :

n = 3k ⇒ n− 1 = 3k − 1 dans ce cas γdR(Pn − v) = n.

Donc, de ces deux cas, on conclut : Pn est γ−
dR-dot critique si et seulement si n ̸≡ 0[3].

Pn est γdR-dot stable si et seulement si n ≡ 0[3].

Cn dot-critiques pour la domination romaine double

Proposition 4.3.4 Cn est γdR-dot critique si et seulement si n ≡ 1, 4, 5[6].

Cn est γdR-dot stable si et seulement si n ≡ 0, 2, 3[6].

Preuve. Soit G un graphe simple et Cn un cycle d'ordre n ≥ 3.
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Supposons que uv une arête quelconque et Guv = Cn−uv un graphe obtenu par la contraction de l'arête

uv on a dGuv(uv) = n− 1.

� Cas 1 : n ≡ 0, 2, 3[6]

Si n ≡ 0[6] d'après la proposition2.3.5 γdR(Cn) = n alors n−1 = 3k−1 dans ce cas γdR(Cn−uv) = n

Si n ≡ 2[6] d'après la proposition2.3.5 γdR(Cn) = n alors n−1 = 3k+1 dans ce cas γdR(Cn−uv) = n

Si n ≡ 3[6] d'après la proposition2.3.5 γdR(Cn) = n alors n−1 = 3k+2 dans ce cas γdR(Cn−uv) = n

� Cas 2 : n ≡ 1, 4, 5[6]

Si n ≡ 1[6] d'après la proposition2.3.5 γdR(Cn) = n+1 alors n−1 = 3k dans ce cas γdR(Cn−uv) =

n < n+ 1

Si n ≡ 4[6] d'après la proposition2.3.5 γdR(Cn) = n alors n−1 = 3k+3 dans ce cas γdR(Cn−uv) =

n− 1 < n

Si n ≡ 5[6] d'après la proposition2.3.5 γdR(Cn) = n+1 alors n−1 = 3k+4 dans ce cas γdR(Cn−uv) =

n < n+ 1

Donc de ces deux cas on conclut :

Cn est γdR-dot stable si et seulement si n ≡ 0, 2, 3[6]

Cn est γdR-dot critique si et seulement si n ≡ 1, 4, 5[6].
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire à la notion de la domination romaine double dans les

graphes simples. De ce fait, nous nous sommes focalisés sur deux points importants.

* La détermination de la valeur exacte de γdR(G) pour les graphes milieu M(Pn), M(Cn), les graphes

totaux T (Pn), T (Cn), les graphes de friendship Fn, les graphes roue Wn, et les prismes complémentaires

PnPn et CnCn.

* L'étude de l'e�et du lifting et de la contraction d'arête sur γdR, en caractérisant les graphes critiques

et stables pour γdR ∈ {3, 4, 5}, ainsi que pour les chaînes Pn et les cycles Cn.
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