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 الملخص

 ورلك بالاعتماد على طشق المبذأ ( 4O3eF)المغناطيسالحذيذ الهذف من هزا البحث هى الذساست الابتذائيت لاوكسيذ     

بىاسطت المطبقت ( WAP) من خلال طشيقت المىجت المستىيت المعضصة (TFD ) الكثافت الذلاليتالأول المبنيت على نظشيت

 الخصائص البنيىيت بتحذيذ قمنا .تباط  للتبادل و الاس(ADL +U)علىالزي بذوسه يعتمذ ( PSAV ) الحساببشنامج

  . مادتنا والمغناطيسيت لمعشفت خصائص الإلكتشونيت الاهتضاصيت، ،(الهيكليت)

التمغنط الحذيذي,أكسيذ الحذيذ المغناطيس , دلاليت الكثافت:الكلمات الدالة   

 

Résumé 

Le but de cette recherche c’est l’étude ab initio de ferro spinelle Fe3O4. En utilisant des 

méthodes du premier principe basées sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)  

à travers la méthode des Ondes Planes Augmentées (APW) implémentée dans le code de 

calcul VASP. En choisissant l’Approximation (LDA+U) pour l’échange et corrélation, nous 

avons déterminé les propriétés structurelles, vibrationnelles, électronique et magnétique de 

Fe3O4 pour caractériser ce matériau.  

Mots clés: DFT, magnétite, ferrimagnétique. 

Abstract 

The goal of this research is the ab initio study of ferro spinel Fe3O4. Using First Principle 

methods based on density functional theory (DFT) through the augmented plane wave (APW) 

method as implemented in the VASP computationnal code. By choosing the (LDA + U) 

approximation for the exchange and correlation, we have determined the structural, 

vibrational and magnetic properties of Fe3O4.  

Keywords: DFT, magnetite, ferrimagnetic. 
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Introduction générale. 

 
Les matériaux ferrimagnétiques (grenats et spinelles) présentent un grand intérêt tant du 

point de vue fondamental que d'un point de vue des applications. De nombreux dispositifs 

technologiques utilisent leurs propriétés magnétiques (bandes magnétiques, tête d'enregistrement, 

aimants permanents, radiotélévision, ...), c’est pourquoi ces matériaux font l'objet de nombreuses 

recherches fondamentales et appliquées. 

La magnétite, de formule chimique Fe3O4, est la ferrite la plus anciennement connue et son 

minerai naturel existe sur notre terre depuis plusieurs milliers d'années. C’est un matériau toujours 

d'actualité, il fait l'objet de nombreuses études, par exemple pour le géomagnétisme et le 

biomagnétisme. 

Pour notre part, nous nous sommes intéressés à la nature de ce matériau en faisant un étudie 

son état fondamental par un calcul ab initio. L’étude de ce matériau et ses propriétés se fait par la 

résolution de l’équation de Schrödinger. La résolution de l’équation de Schrödinger d’un système 

formé de N corps conduit à la résolution d’un système formé de 3N équations. L’intérêt de cette 

étude est la densité électronique à 3 dimensions. On applique la théorie de la fonctionnelle densité 

DFT, dans laquelle le système réel des électrons est remplacé par un système d’électrons fictifs sans 

interactions plongés dans un potentiel extérieur. 

Ces deux systèmes ont la même densité électronique  pour l’état fondamental, donc pour 

bien travailler il faut résoudre un nombre important d’équations. La résolution du système est basée 

sur les méthodes itératives. Nous cherchons à caractériser le ferro-spinelle dite magnétite, ainsi 

notre travail est organisé comme suit :   

• Dans le chapitre I, nous présentons les donnes cristallographiques d’une structure spinelle et 

leur distribution atomique pour mieux comprendre la structure de la magnétite. Après nous 

expliquons la structure cristalline de Fe3O4. Nous exposons brièvement un petit rappel sur le 

magnétisme pour connaitre son comportement magnétique. 

• Le chapitre II, présente les fondements de la théorie de la fonctionnelle de la densité et nous 

donnons une description de la méthode des ondes planes augmentées par projection (PAW). 

Nous avons utilisé la méthode PAW (Projected Augmented Waves) pour la résolution des 

équations de KS implémentée dans le code VASP acronyme de (Vienna Ab-initio Simulation 

Package). Cette méthode est particulièrement intéressante puisqu’elle ne nécessite que peu de 

moyens numériques tout en gardant une bonne précision pour le calcul. Les résultats obtenus 

dans le cadre des approximations de la densité locale (LDA+U) sont la base de notre travail car 

cette fonctionnelle est la mieux adaptée pour cette classe de matériau. 
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• Dans le chapitre III, nous exposons les résultats de nos calculs des propriétés de l’état 

fondamental de la magnétite. Nous avons présenté les propriétés structurales : géométriques et 

électroniques, vibrationnelles (constantes élastiques et les modes normaux) et magnétiques.  

• Nous terminons ce mémoire par une conclusion et des prospections. 
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Chapitre I 

Considérations sur les oxydes de fer de structure spinelle « Fe3O4 » 

I.1 Introduction  

Les oxydes de fer sont les matériaux magnétiques les plus connus et les plus étudiés, car ils 

sont omniprésents dans la nature, ils sont faciles à synthétiser avec un faible coût. A ce jour, il 

existe 16 types différents d’oxydes de fer, des matériaux affichant un large éventail de propriétés. 

Parmi les polymorphes les plus étudiés la magnétite (Fe3O4). 

Historiquement, l’espèce minérale « magnétite Fe3O4 » est le plus ancien aimant, utilisé par 

l’homme grâce à ces propriétés magnétiques remarquables.  

Nous présentons dans ce chapitre, les données structurales de la spinelle et la distribution 

atomique. Nous expliquons la structure la plus importante de notre travail la magnétite. Nous 

explicitons les déférents oxydes de fer et les transfères entre eux. 

Les oxydes de fer peuvent être considérés comme des solides ioniques constitués d’anions oxygène 

et de cations métalliques. L’oxygène se trouve dans son état d’oxydation (-2), tandis que le fer 

existe dans ses états d’oxydation (+2) et (+3). L’électroneutralité du matériau impose trois formules  

des oxydes de fer : 

o Fe2O3 comportent uniquement des ions Fe
3+

. 

o FeO comporte seulement Fe
2+

. 

o La magnétite Fe3O4 contient 2 ions Fe
3+

 et un ion Fe
2+ 

par formule. 

I.2 La structure spinelle  

Les spinelles de formule générale (A) (B) 2(X) 4, ou A, B représentent  les cations divalent et 

trivalent respectivement et X un anion. La maille de structure spinelle dans les oxydes ce compose 

des : anions O
2- 

qui forment un réseau cubique a faces centrées et les autres cationiques définissent 

des sites tétraédriques et octaédriques. Les sites tétraédriques seront désignés par A et les sites 

octaédriques par B. Cette maille contient 32 atomes d'oxygène, qui définissent 32 sites B et 64 sites 

A, Des cations occupent seulement 8 sites A et 16 sites B .La maille unitaire est une maille 

rhomboédrique contenant deux groupes formulaires AB2O4 [1].
 

La maille conventionnelle contient 8 maille primitive, la plus petite maille cubique contient 

8 groupes formulaires de type AB2O4, c’est-à-dire on divise la maille de paramètre a en 8 cubes, 

appelés octants, d'arêtes a/2. Nous décrivons dans la suite la plus petite maille multiple cubique. 

(Figure I.1) :  
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Figure I.1: La maille élémentaire d’une structure spinelle d’âpres Mornet [2]. 

Cette structure peut être décrite comme un enchainement des octaèdres et des tétraèdres. Les 

octaèdres sont reliés entre eux par les côtés par contre les tétraèdres par les sommets c’est-à-dire 

chaque tétraèdre est relié à 12 octaèdres. Pour bien comprendre cette structure, nous étudions la 

maille primitive de paramètre a/2.  

La figure I.2 montre la distribution des atomes avec les positions des cations et des anions  

dans quatre  octants adjacents. Alors que les anions oxygène sont positionnés de la même façon 

dans tous les octants (ils forment les sommets d'un tétraèdre) inscrit dans un cube 

d'arête a/4.  

 

Figure I.2: La maille élémentaire du spinelle devise en 3 sites : A, B et les atomes d’oxygène O 

[16].  

La structure cristalline de ferrite spinelle 
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I.3. L’entourage des atomes dans la maille à partir des plans réticulaires. 

Les positions des liaisons des sites d’après les plans réticulaires [hkl] sont : 

La liaison de site A avec O sont dans la direction [111], autant que la liaison entre le site B et O est 

dirigée dans la direction [001], en conséquence dans cette direction il y a des plans ne contenant que 

des sites A et l’autre plans ne contenant que des sites B. [3]
 

Dans un premier temps on dit que l’oxygène forme un réseau CFC, cette approximation 

n’est pas vraiment juste a cause de la taille des sites A qui sont très petits par rapport au rayon 

ionique des cations, les atomes d'oxygène se déplace à long des directions [111] en l’absence de 

u=3/8. 

 L'environnement de chacun des ions 6 par des ions oxygène perd sa symétrie cubique et prend une 

symétrie trigonale. Une mesure de ce déplacement est le paramètre "u" que l'on définit par la 

distance d'un ion oxygène à la face du cube qui est égale à : a.u. En effet, pour la magnétite, le 

paramètre u est égal à 0,379±0,001. Dans le cas d'un réseau cfc idéal, on a : uid = 3/8.  

La figure I.3 ci-dessous montre les laissons des ces sites. 

  

Figure1. 3: Les liaisons entre les sites et les positions des ions dans deux cubes adjacents. [19]  
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Les relations entre les sites sont expliquées par cette figure : 

 

Figure I.4: Proches voisins de: (a) site tétraédrique, (b) site octaédrique et (c) un site d’anion. [4] 

 

Puisque les atomes d’oxygène ne sont pas situés en position exacte du sous-réseau CFC. Le 

paramètre u détaille leurs positions, il est déterminé par la valeur u = 0.375, elle reflète des 

ajustements de la structure pour avoir la différence de rayon des cations dans les sites tétraédriques 

et octaédriques. 

Le paramètre de maille u peut être donnée en employant le centre de symétrie, les atomes 

sont situés à (0.125, 0.125, 0.125) [4], si on prendre la maille élémentaire comme une origine. Dans 

ce cas, la valeur idéale de u est 0.25. 
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La figure ci-dessous représente réseau cubique cfc d’oxygène et sites cationiques : 

 

Figure 1.5: La maille primitive et le réseau d’oxygène dans Fe3O4, avec A représente le site 

tétraédrique et B un site octaédrique. [33] 

La majorité des spinelles en positions idéale ont leur paramètre u entre 0.375 et 0.385. 

Le déplacement de u augmente si les anions des sites tétraédriques sont déplacés forcément dans la 

direction [111] en conséquence il y a un espace dans les sites des cations A, car ils sont presque 

toujours plus grand que l’espace idéal grasse à l’assemblage compact des oxygènes [4]. 

 

Figure 1.6: Environnement d’un ion oxygène dans Fe3O4. [19] 
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Figure 1.7: Paramètre "u" relatif aux atomes d'oxygène : c'est la distance d'un ion oxygène à la face 

du cube. [4] 

Tableau I.1 suivant montre les distances interatomiques dans le spinelle AB2O4 en fonction de 

paramètre de maille : 

Tétra-tétra distance A-A 
a
√�

�
 

Tétra-octa distance A-B 
a
√��

�
 

Octa-octa distance B-B 
a
√�

�
 

Tétra–O distance   A-O a √�(u - 0.25) 

Octa–O distance    B-O a [3��-2.75u+
��

��
]1/2~a (

�

�
	– u) 

O-O arête du tétraèdre a √�(2u - 0.5) 

O-O arête du octaédrique partagée O-O a √�(1 - 2u) 

O-O arête du octaédrique non partagée   O-O a [4
�-3u+
��

��
]1/2

 

Rayon tétraédrique 

Rayon octaédrique 

a √�(u - 0.25)−�0 

a [3
�-2.75u+
��

��
]1/2−�ₒ~a (

�

�
	– u)	−�ₒ 

 

 

 

Tableau I.1: Distances interatomiques dans le spinelle AB2O4 en fonction du paramètre de maille a 

et du paramètre u (u est défini dans la maille élémentaire, l’origine en site A ; R0 est le rayon de 

l’ion oxyde) [17]. 
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Nous avons plusieurs types de structure spinelle ; a partir de la manière dont se répartissent 

les cations A et B dans les sites interstitiels. 

La nomenclature des structures spinelles est de forme : (A1-xBx) [AxB2-x]O4. 

D'où les cations entre crochets étant dans les sites octaédriques et ceux entre parenthèses en sites 

tétraédriques. La formule générale pour une structure mixte à savoir la variable x. 

• Dans le cas où x = 0 on retrouve la structure normale. 

• Pour x = 1 a une structure inverse. 

• pour la formule (B)[AB]X4 et dites mixtes. 

Le placement des ions A et B en sites tétraédriques ou octaédriques dépend de l’énergie de 

stabilisation par le champ cristallin. Par conséquent Il y a des différents composés dans la structure 

spinelle ; la magnétite (Fe3O4), la maghémite (γ-Fe2O3) et autres : 

 

Tableau I.2: Les déférentes ferrites spinelle et leurs paramètres de maille a et u pour chaque élément 

spinelle [8].  
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I.4 La magnétite  

La magnétite (Fe3O4) est un minéral de couleur noire, opaque à l’aspect métallique [5]. Son 

nom est reconnu par l’International Minéralogie Association (I.M.A.). Elle forme une série avec la 

magnesioferrite (MgFe2O4) et la Jacobsite (MnFe2O4). La magnétite a une histoire très ancienne et 

ses propriétés continuent encore aujourd’hui, de fasciner. L’origine de la découverte de la magnétite 

est assez incertaine. Une tradition, rapportée par Pline l’ancien, voudrait que son nom provienne du 

nom d’un Berger grec, Magnes, fils d’Eole, qui aurait remarqué ce matériau sur le mont Ida en 

Crète en constatant qu’il était attiré par les clous de ses chaussures et la pointe de sa houlette. 

Magnés donna également son nom à la province de Magnésie (Grèce) [6].  

Il y a 2500 ans, Thalès de Milet connaissait déjà les propriétés attractives de la magnétite avec le 

fer, et Pline l’ancien savait qu’elle pouvait communiquer ces propriétés à un morceau de fer. 

 

     

Figure I.8: Cristal de Magnétite. [6] 

 

I.4.1. Structure atomique de la magnétite Fe3O4 : 

Dans le comportement magnétique la magnétite est reliée à la famille du Ferrimagnétisme 

[7]. La magnétite appartient à la famille des ferrites, Bragg et Nishikawa [Bragg W. H. en 1915 ; 

Nishikawa S. en 1915] c’est les premiers qui ont déterminés la structure de la magnétite Fe3O4 à 

l’aide de la diffraction des rayons X [8]. Elle est connue pour cristalliser à haute température  
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(T > 120 K) dans une structure spinelle de type AB2O4. Cette structure peut être considérée comme 

une structure cubique de 56 atomes (soit 8 formules unités) et de paramètre de maille 0.8397 nm 

[9]. Elle est composée d’un sous réseau cubique faces centrées (CFC) d’atomes d’oxygène dont les 

sites tétraédriques (sites A) et les sites octaédriques, sites B, sont occupés par les cations de fer dans 

les proportions respectives de 12.5% et 50% [7]. La magnétite a une structure spinelle inverse, pour 

laquelle chaque maille élémentaire se compose de 8 atomes de Fe
2+

, 16 atomes de Fe
3+

, et 32 

atomes d’O
2-

 [10]. 

 

 

 

 

Figure I.9: Structure atomique de la magnétite (maille cubique) [6]. 

Les atomes de FeA sont Fe
2+

, les FeB sont Fe
3+

 et l’oxygène par des sphères plus petites et de 

couleur rouge. 

       

       Plan B                Plan A            Plan B               Plan A              Plan B                Plan A            Plan B            Plan A  

 

 

Figure1.10: Structure cubique de la magnétite décomposée plan par plan dans la direction [001]. [6] 
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Dorénavant, nous appliquerons dans les figures représentant des structures atomiques le même 

code couleur que celui de la figure 1.9. 

• Les traits bleus représentent un site tétraédrique. 

• Les traits verts représentent un site octaédrique. 

• Des pointilles entourant les deux atomes d’oxygène hors de ce plan, l’atome de fer occupant 

ce site est repère par la notation. 

 

Dans les directions de type [001] (voir figure 1.10), la magnétite est composée d’une alternance 

de plans contenant 2 atomes de FeA (plans A) et de plans contenant à la fois 8 atomes d’oxygène et 

4 de FeB (plans B). L’arrangement atomique dans les différents sites fait apparaitre dans cette 

direction 4 plans A et 4 plans B identiques mais non superposables, car décales les uns par rapport 

aux autres. La structure spinelle de la magnétite présente de plus des distorsions du réseau 

d’oxygène définies par le paramètre u = 0,379  (ce paramètre u, qui apparait dans le tableau 1.2, 

permet de caractériser la distorsion ; il serait égale à 0,375 si le réseau des atomes d’oxygène 

n’´etait pas distordu).  

Comme nous le verrons par la suite, les ions de fer sont présents dans la magnétite avec 2 degrés 

d’oxydation différents par exemple, quand nous avons observés la distribution des atomes sur le 

plan [111] on a : 

 

 

                

Figure I.11: Empilement cubique de la magnétite le long de l’axe [111] [19].  

 

La figure I.12 représente l’environnement atomique d’un atome d’oxygène et les angles entre les 

liaisons chimiques qui sont formées par cet atome d’oxygène. 

 

 

Atome FeB 

Atome O 

Atome FeA 
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 Les valeurs des angles sont respectivement : 

� FeA-oxygène-FeB =123.712˚ [6]. 

� FeB-oxygéne- FeB=92.173˚ [6]. 

 

                          

 

Figure I.12: L’atome de l’oxygène et la relation entre les autres atomes [6]. 

 

 

Les distances interatomiques entre ces atomes sont : 

� Oxygène et FeA = 0.188 nm [6]. 

� Oxygène et FeB=0.206 nm   [6].                                                                                                            

 

I.4.2.Comment les atomes de magnétite participent dans ça structure ?  

On dit la structure spinelle inverse ou normale quand les ions divalents occupent 

respectivement des sites octaédriques ou des sites tétraédriques du réseau cubique faces centrées. 

Dans  la magnétite, les sites B contiennent à la fois des ions Fe
2+

et Fe
3+

, et les sites A sont occupés 

par des ions Fe
3+

; c'est pourquoi on rencontre parfois la notation (Fe
3+

) [Fe
2+

Fe
3+

] O4.  

 

123,71° 

92,17° 
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Figure I.13: 

 

La moitié des huit petits cubes 

métallique en site tétraédrique, et l'autre moitié est occupée par des cubes de formule B

représente un ion métallique en site octaédrique. Ces deux types de blocs alternent le long des trois 

directions de l'espace du réseau cfc.

- Des sites tétraédriques (ou sites A) entourés de quatre atomes d'oxygène.

- Des sites octaédriques (ou sites B) entourés de six atomes d'oxygène.

 

La complexité de la maille de 

l’apparition de défauts structuraux très probables .parmi 

Lorsque les sites A ou B sont occupés par plusieurs types d'atomes ou contiennent des lacunes, un 

ordre sur les sites A ou les sites B peut apparaitr

dessous représente la difficulté de la structure cristalline de magnétite [

 

 

Magnétite
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Figure I.13: La distribution des sites dans la magnétite. 

La moitié des huit petits cubes est occupée par des tétraèdres AO4, où A est un ion 

métallique en site tétraédrique, et l'autre moitié est occupée par des cubes de formule B

représente un ion métallique en site octaédrique. Ces deux types de blocs alternent le long des trois 

ctions de l'espace du réseau cfc. 

Des sites tétraédriques (ou sites A) entourés de quatre atomes d'oxygène. 

Des sites octaédriques (ou sites B) entourés de six atomes d'oxygène. 

La complexité de la maille de Fe3O4 de part ses nombreux sites 

l’apparition de défauts structuraux très probables .parmi ces défauts nous avons les

Lorsque les sites A ou B sont occupés par plusieurs types d'atomes ou contiennent des lacunes, un 

ordre sur les sites A ou les sites B peut apparaitre, diminuant la symétrie spatiale, la figure 

dessous représente la difficulté de la structure cristalline de magnétite [11].
 

oxygène • CFC

ions 
divalents

• 1/4 des sites 
octaédriques

ions 
trivalents

• moitié:                       
1/4 des sites 
octaédriques

• moitié:                       
1/8 des sites 
tétraédriques

Magnétite 

 

 

, où A est un ion 

métallique en site tétraédrique, et l'autre moitié est occupée par des cubes de formule B2O4 où B 

représente un ion métallique en site octaédrique. Ces deux types de blocs alternent le long des trois 

de part ses nombreux sites A et B vacants rend 

nous avons les lacunes. 

Lorsque les sites A ou B sont occupés par plusieurs types d'atomes ou contiennent des lacunes, un 

e, diminuant la symétrie spatiale, la figure ci-

1/4 des sites 
octaédriques

moitié:                       

moitié:                       
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Figure 1.14: La structure de la magnétite [18]. 

 

• Les ions O
2-

 sont aux positions cfc 

• 1 ion Fe
2+

 sur 4 a disparus (lacune) 

• 1 ion Fe
2+

 sur 4 restes inchangés (position et charge) 

• 2 ions Fe
2+

ont récupéré la charge du Fe
2+

 disparus et sont devenus Fe
3+

 

• La flèche représente un déplacement électronique responsable de la conductivité de la 

magnétite. 

La formule détaillée de la magnétite peut ainsi être écrite [Fe3+]A[Fe2+,Fe3+]BO4
2-

. D’après 

cette formule, on peut constater que trois types de cations (Fe
3+

A , Fe
2+

B et Fe
3+

B ) sont présents dans 

des proportions équivalentes[12].  

L’électron supplémentaire contenu par les ions Fe
2+

B étant largement délocalisé, les charges des 

cations Fe
3+ 

et Fe
2+

 en site B peuvent être approximativement moyennées en  

Fe
2, 5+

 B [20]. 

I.5.Rappel sur le magnétisme  

Les propriétés magnétiques des systèmes sont étudiées à partir de la nature des interactions 

s’instaurant au sein de la structure. Elles  sont déterminées  a partir des mouvements des charges 

positives sur les noyaux et des charges négatives sur les électrons. Le magnétisme engendré par les 

électrons est 100 à 1000 fois plus important que celui dû aux noyaux. Le spin d’un électron est 

comparable à une petite barre aimantée. De même, la circulation de charge autour du noyau (le 

mouvement orbital est semblable à l’aimantation d’un solénoïde. Ainsi l’électron est peut  interagir 

avec un champ magnétique et il produit une levée de dégénérescence de spin et d’orbitales. 
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Magnétisme dans les solides  

 

• les moments magnétiques orbitaux (liés aux axes du cristal) sont gelés par les liaisons entre 

voisins.  

• les électrons participant à la liaison 

magnétique total est nul). 

Donc les propriétés magnétiques 

 

I.4.1. Quelques déférences entres les propriétés magnétique

• Paramagnétique 

                                                                            

Figure I.15: Représente le schéma de moment magnétique

• Ferromagnétique et antiferromagnétique

 

Figure I.16: Représente le schéma de moment 
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les moments magnétiques orbitaux (liés aux axes du cristal) sont gelés par les liaisons entre 

les électrons participant à la liaison créent des paires de spins antiparallèles 

  

Donc les propriétés magnétiques changées à partir le moment magnétique. 

érences entres les propriétés magnétique 

    

                                                                         

eprésente le schéma de moment magnétique (paramagnétique

et antiferromagnétique 

eprésente le schéma de moment magnétique (ferromagnétique et 

antiferromagnétique). 

les moments magnétiques orbitaux (liés aux axes du cristal) sont gelés par les liaisons entre 

res de spins antiparallèles (le moment 

 

aramagnétique). 

 

erromagnétique et 
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• Ferrimagnétique 

Figure I.17: Représente le schéma de moment 

Le tableau suivant explique ces déférences

Types Moments magnétiques

ferromagnétique Parallèles 

Mêmes modules

M = a + b 

ferrimagnétique Antiparallèles 

Déférents modules

M = a - b � 0 

Antiferromagné

-tique 

Antiparallèles 

Mêmes modules

M = a - b = 0 

 

Paramagnétique  les spins ont tendance à 

s'aligner parallèlement à un 

champ magnétique externe

diamagnétique les spins ont tendance à 

aligner l'antiparallèle sur un 

champ magnétique externe

 

Tableau I.3: Représente les déférences entres les comportements magnétiques.
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eprésente le schéma de moment magnétique (ferrimagnétique

explique ces déférences : 

magnétiques Figures explicatives 

Mêmes modules 

 

s modules 

 

 

Mêmes modules 

 

les spins ont tendance à 

s'aligner parallèlement à un 

champ magnétique externe 

es spins ont tendance à 

l'antiparallèle sur un 

magnétique externe 

eprésente les déférences entres les comportements magnétiques.

 

 

magnétique (ferrimagnétique) [21].  

Des exemples 

 

Fe, Co, Ni 

Gd, Dy 

 

Magnétite 

Yttrium 

GdCo5 

 

Chromium 

NiO 

FeMn 

 

Oxygène 

Sodium 

calcium 

 

Superconduc-

teur 

nitrogène 

eprésente les déférences entres les comportements magnétiques. 
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Chapitre II : 

La théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

 Dans ce chapitre nous allons présenter la théorie de la fonctionnelle de la densité(DFT).  Cette 

méthode est basée principalement sur la résolution des équations de la mécanique quantique et en 

particulier Equation de Schrödinger. La résolution de cette équation reste très difficile, donc il faut 

faire des approximations nécessaires  pour maitriser  facilement cette équation.  Elle est largement 

utilisée comme un outil puissant pour étudier les propriétés en physique, en chimie et dans la science 

des matériaux.   

    Pour la résolution des problèmes quantiques à plusieurs corps en utilisent La Théorie de la 

Fonctionnelle de la Densité(DFT), en générale pour traiter les études des systèmes poly électroniques 

corrélés mais en particulier utiliser pour des solides cristallins. 

II .1 -Problématique      

       L’étude de l’état solide en physique  d’un cristal périodique c’est une étude à l’échelle atomique 

des propriétés structurales, électroniques et optiques [1]. 

La résolution d’équation de Schrödinger peut être établie d’une manière simple. Qui décrivant un 

système cristallin périodique, ce système composé de noyaux atomiques (n) en interaction mutuelle et 

d’électrons de spin𝛔𝐢. Si positionnés à:  

𝐑     =  𝐑𝐈
      ; 𝐈 = 𝟏, … 𝐍𝐧   𝐞𝐭 à 𝐫    =  𝐫 𝐢; 𝛔𝐢 ;   𝐢 = 𝟏, … 𝐍𝐞Respectivement 

 

𝐇 𝚿(𝐑,    𝐫)    = 𝐄𝚿 𝐑   , 𝐫  (II.1) 

L’hamiltonien se compose de cinq termes : l’énergie cinétique des noyaux et celle des électrons, ainsi 

que les différentes interactions entre eux. Où dans le cas simple. 

 

𝐇 = 𝐓 𝐧 𝐑    + 𝐓 𝐞 𝐫  + 𝐔 𝐧𝐧(𝐑   ) +  𝐔 𝐞𝐞(𝐫 ) + 𝐔 𝐧𝐞(𝐑   , 𝐫  )(𝐈𝐈. 𝟐) 

𝐓 𝐧: Energie cinétique du noyau. 

𝐓 𝐞: Energie cinétique des électrons. 

𝐔 𝐧𝐧: Interaction coulombienne entre noyaux. 

𝐔 𝐞𝐞: Interaction coulombienne entre électrons. 

𝐔 𝐧𝐞: Interaction coulombienne entre noyaux et électrons. 
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La représentation analytique s’annonce une tâche difficile à solution d’un tel problème exige de reformuler 

en employant les théorèmes et les approximations adaptés [2]. 

 

II .2-Base des calculs 

Parmi les approches numériques La théorie de la fonctionnelle de la densité, qu'on notera DFT 

pour "Density Fonctionnel Theory, C’est une méthode dite de premier principe. Elle est largement 

utilisée en physique, en chimie et dans la en science des matériaux. Cependant elle permet de calculer 

la structure électronique de système comprenant un grand nombre d'ions en utilisant relativement peu 

de puissance de calcul [3].     

 

II. 3-L’équation de Schrödinger 

L’équation de Schrödinger a été proposée de façon inductive par Schrödinger en 1926, un peu 

après la Mécanique des Matrices de Heisenberg (1925) et s’est développée d’abord dans le but de 

d´écrire les petits objets (atomes) constitués d’une seule particule située dans un certain champ de 

force (l’électron au sein de l’atome d’hydrogène, par exemple). L’objet central de la théorie de 

Schrödinger, nommée aussi Mécanique Ondulatoire, est une fonction Ψ (𝒓  , t) à valeurs complexes, 

appelée fonction d’onde [4]. Cette fonction satisfait : 

𝒊ћ
𝝏

𝝏𝒕
𝝍 𝒓  , 𝒕 =   −

ћ𝟐

𝟐𝒎 
𝜵   𝟐 + 𝑽(𝒓)     𝝍 𝒓  , 𝒕 (II.3) 

 

Où : 𝐫    est le rayon-vecteur repérant la particule dans l’espace. 

V 𝐫  : est l’énergie potentielle de la particule étudiée. 

𝛁     : est le vecteur gradient dont les trois composantes sont (∂/∂x, ∂/∂y, 

∂/∂z). 

i : désigne le nombre imaginaire pur fondamental. 

 m : est la masse de la particule. 

Lorsqu’on définit l'Hamiltonien associé au système Considéré (atome, molécule, solide), 

l’équation de Schrödinger reste générale et relativement simple. Toute sa complexité, et sa 

puissance s’expriment, elle contient des termes relatifs à l’énergie cinétique des électrons et des 

noyaux atomiques, ainsi que des termes décrivant l’interaction coulombienne électron-noyau, 

électron-électron, et noyau-noyau. Les inconnues à déterminer sont la fonction d’onde et l’énergie E 

associée [5]. 

Soit : 

 𝑯 𝑻 = 𝑻 𝒏 + 𝑻 𝒆 + 𝑽 𝒏−𝒆 + 𝑽 𝒆−𝒆 + 𝑽 𝒏−𝒏(II.4) 
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𝐓 𝐧 = −
ћ𝟐

𝟐𝐌𝐊
 ∆𝐊

𝐍
𝐊 ∶est l’énergie cinétique des N noyaux de masse𝐌𝐊. 

𝐓 𝐞 = −
ћ𝟐

𝟐𝐦𝐞
 ∆𝐢:

𝐧
𝐢 est l’énergie cinétique des N noyaux de masse 𝐦𝐞.   

 𝐕 𝐧−𝐞 = −   
𝐙𝐊 𝐞

𝟐

𝐑𝐤𝐢

𝐧
𝐢=𝟏

𝐍
𝐊=𝟏 : 𝐞𝐬𝐭 𝐮𝐧𝐞 é𝐧𝐞𝐫𝐠𝐢𝐞 𝐩𝐨𝐭𝐞𝐧𝐭𝐢𝐞𝐥𝐥𝐞 𝐚𝐭𝐭𝐫𝐚𝐜𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐧𝐨𝐲𝐚𝐮 − é𝐥𝐞𝐜𝐭𝐫𝐨𝐧. 

𝐕 𝐞−𝐞 =  
𝐞𝟐

𝐫𝐢𝐣

𝐧
𝐢>𝑗  ∶est l’énergie potentielle répulsive électron-électron. 

𝐕 𝐧−𝐧 =  
𝐙𝐊𝐙𝐋𝐞𝟐

𝐑𝐊𝐋
:𝐍

𝐊>𝐿 𝐞𝐬𝐭 𝐮𝐧𝐞 é𝐧𝐞𝐫𝐠𝐢𝐞 𝐩𝐨𝐭𝐞𝐧𝐭𝐢𝐞𝐥𝐥𝐞 𝐫é𝐩𝐮𝐥𝐬𝐢𝐯𝐞 𝐧𝐨𝐲𝐚𝐮 − 𝐧𝐨𝐲𝐚𝐮. 

L’hamiltonien exact du cristal (non relativiste) résulte de la présence des forces Électrostatiques 

d’interaction: répulsion ou attraction suivant la charge des particules (noyaux, électrons). 

Malheureusement, en raison du degré élevé de complexité il est impossible de résoudre cette équation 

sans appliquer quelques approximations [6]. 

 

Donc on utilise l'équation de Schrödinger comme base des démonstrations. Afin de calculer 

l'évolution temporelle du système, on prend comme point de départ l'équation de Schrödinger. Pour les 

systèmes quantiques non relativistes, la validité de cette équation n'est plus à faire. 

 

II.4-Approximation de Born-Oppenheimer 

Les noyaux sont beaucoup plus lourds que les électrons (la masse du proton qui est le noyau le 

plus léger est de 1800 fois plus grande que celle de l’électron) Selon Born Oppenheimer [7], ce qui fait 

que leur mouvement est très lent par rapport à celui des électrons.  

Donc on commence par négliger le mouvement des noyaux par rapport à celui des électrons et 

l’on ne prend en compte que celui des électrons dans le réseau rigide périodique des potentiels 

nucléaires. On néglige ainsi l’énergie cinétique des noyaux et l’énergie potentielle noyaux-noyaux 

devient une constante qu’on peut choisir comme la nouvelle origine des énergies, et l’équation (II.4) 

devient [8] : 

 

 

          𝐇𝐓 = 𝐓𝐞 + 𝐕𝐧−𝐞 + 𝐕𝐞−𝐞   (II .5) 

 

Max Born (1882-1970) [9] et Robert Oppenheimer (1904-1967) [10], ont introduite une approximation 

qui permet de traiter les électrons et les noyaux d’un système d’une façon séparée.  

Dans cette approximation appelée également l’approximation adiabatique, on admet que les noyaux 

sont immobiles, et on traite alors les distances internucléaires comme des paramètres [11]. Est 
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qualifiée d’adiabatique car elle consiste à séparer le problème électronique de celui des vibrations du 

réseau. La fonction d’onde du système, solution de l’équation de Schrödinger dans l’approximation 

adiabatique, peut donc s’écrire sous la forme suivante [12] : 

 

𝜳 𝑹, 𝒓 = 𝜳𝒏(R) 𝜳𝒆(𝒓)                               (II.6) 

 

𝜳𝒏est la fonction d’onde nucléaire. 

𝚿𝐞est la fonction d’onde électronique. 

A ce niveau, il existe plusieurs méthodes de résolution de l’équation (II .5) dont les premières sont 

celles de Hartree-Fock, Cependant il existe une méthode moderne et certainement plus puissante qui 

est la théorie de la fonctionnelle de la densité  

 

II. 5- Approximation Hartree-Fock (HF) 

En 1928 Hartree considère que les électrons comme des fonctions d’ondes où chaque électron 

se déplace dans un champ moyen créé par les noyaux et les autres électrons, la fonction d’onde 

électronique du système s’écrit comme le produit de spin-orbitales des solutions mono-électroniques 

supposées normalisées [13]. 

                                 𝜳𝒆𝒍𝒆𝒄(1, 2,…, n) =𝝋𝟏 𝟏 𝝋𝟐 𝟐 … . . 𝝋𝒏(𝒏)(II.7) 

 

II.5.1-Produit  Hartree  

En 1928 Hartree s’est basé sur ces données transformer la fonction d’onde à N électrons en N 

fonctions d’onde à 1 électron mais qui dépendent cette fois ci des coordonnées d’espaces et de spin de 

chaque électron . 

 

𝝋 𝒙   𝟏 , 𝒙   𝟐, … , … , 𝒙   𝑵 = 𝝌𝒊 𝒙𝟏 𝝌𝒋 𝒙𝟐 … 𝝌𝒌 𝒙𝑵 (II.8) 

Cependant, cette fonction d’onde souffre de deux défauts principaux : elle ne tient pas compte 

de l’indiscernabilité des électrons et ne respecte pas non plus le principe d’exclusion de Pauli [7]. 

Donc en 1930 l’approche Hartree-Fock, appliquée pour la première fois aux atomes [15] on suppose 

que la fonction d’onde peut s’écrire sous la forme d’un déterminant de Slater, car on ne fait aucune 

approximation sur l'hamiltonien, ce déterminant construit à partir de n fonctions d’onde mono-

électroniques 𝜳𝒊pour tenir compte du principe d’exclusion de Pauli. 

Ce n’est qu’avec la représentation de la fonction d’onde comme un déterminant de Slater que ce 

problème a été résolu : 
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                                𝝋 𝒙   𝟏, 𝒙   𝟐, … 𝒙   𝒏 =
𝟏

√𝒏!
 
𝝌𝟏(𝒙   𝟏) ⋯ 𝝌𝒏(𝒙   𝟏)

⋮ ⋱ ⋮
𝝌𝟏(𝒙   𝒏) ⋯ 𝝌𝒏(𝒙   𝒏

 (II.9) 

 

𝟏

√𝒏!
: est un facteur de normalisation valable si les fonctions spin-orbitales sont elles-mêmes normées. 

𝝌𝒊 : est une fonction spin-orbitale, produit d’une orbitale d’espace 𝝋 par sa fonction de spin associée 

Donc la méthode de hartree-Fock permet de résoudre l’équation de Schrödinger par un 

processus auto-cohérent car elle exprime la fonction d’onde comme un déterminant de Slater  en 

cherchant les meilleurs spin-orbitales conférant au système l’énergie la plus basse conformément au 

principe variationnelle. 

 

II.6-L’état fondamental 

L’énergie d’un système électrique en interaction dans un potentiel est exprimée seulement en 

fonction de densité électronique, C’est en fait une idée ancienne datant principalement des travaux de 

thomas [21] et de Fermi [22]. En 1920, Thomas et Fermi ont montré que l’énergie cinétique d’un gaz 

homogène d’électrons est fonction de sa densité électronique, c’est un concept fondamental de la 

fonctionnelle de la densité [21,22]. 

Cependant ce modèle comportait quelques points faibles, il manque de l’essentiel des principes 

de chimie et de physique car quantitativement il décrivait mal les propriétés des molécules et des 

solides. Environ quarante ans plus tard, d’autres pionniers comme Slater, Hohenberg et Kohn ont 

proposé une théorie exacte et plus élaborée. Ils ont formellement établi la densité électronique comme 

la quantité décrivant le système électronique, et ont établi la DFT comme étant la méthode qui 

détermine la densité de l’état fondamental [23]. 

 

II. 7 - Théorie de la fonctionnelle de densité 

Parmi les techniques de calcul ab initio pour trouver ce minimum d'énergie, Les méthodes 

Hartree-Fock et post-Hartree-Fock décrivent l'énergie comme une fonctionnelle d'une fonction d'onde 

à N électrons, définie sur un espace à 3N dimensions, tandis que les méthodes basées sur la théorie de 

la fonctionnelle de la densité (DFT) expriment l'énergie comme une fonctionnelle de l'observable 

densité électronique ρ définie sur l'espace usuel R pour d’écrire l’état fondamental du système [24]. 
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La densité électronique ρ(r) étant la probabilité de trouver un électron dans un volume unitaire en r. On 

a : 

                                                ρ(r) ≥0   avec     ρ(r →∞) = 0                              (II.10) 

et : 

 𝝆(𝒓)𝒅𝒓=N (II.11) 

sur laquelle les techniques de calcul DFT se base à cette propriété, a été démontrée par Pierre 

Hohenberg et Walter Kohn (prix Nobel de chimie en 1998 [25]. 

Le but de La DFT c’est de déterminer, à l’aide de la seule connaissance de la densité électronique, les 

propriétés de l’état fondamental d’un système composé d’un nombre fixé d’électrons, en interaction 

coulombienne avec des noyaux ponctuels. Elle repose sur deux théorèmes fondamentaux, démontrés 

par Honberg et Kohn[20]. 

 

 

II.8-Théorèmes de Hohenberg-Kohn 

L'approche de Hohenberg et Kohn s'applique pour tout système à plusieurs particules en 

interaction évoluant dans un potentiel externe. Elle se base sur deux théorèmes : 

 II -8-1,.Première théorème 

Pour tout système de particules en interaction dans un potentiel externe, le potentiel externe est 

uniquement déterminé, à une constante près, par la densité de particules dans l'état 

fondamental𝝆𝟎 (𝒓  )[23]. 

 

Ce théorème démontre qu’il y a une correspondance entre la densité électronique 𝛒𝟎(𝐫  )à l’état 

fondamental du système polyélectronique et le potentiel externe Vext (𝒓  ). L’énergie totale du système 

peut s’écrire comme la somme de trois fonctionnelles : celle de l’énergie potentielle noyau-électron, de 

l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle électron-électron. 

 

 𝑬[𝝆(𝒓  )]=𝑽𝒏𝒆 𝝆 𝒓    + 𝑻[𝝆 𝒓   + 𝑽𝒆𝒆[𝝆 𝒓   ]                  (II.12) 

En posant :                                                        

                                                          𝑽𝒏𝒆[𝝆 𝒓   ] =  [𝝆(𝒓  )] 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓  )𝒅𝒓                               (II.13) 

 

  𝑭[𝝆(𝒓  )] =T [𝝆(𝒓  )] +𝑽𝒆𝒆[𝝆 𝒓   ](II.14) 

 

La fonctionnelle d’énergie s’écrit alors : 
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    𝑬 𝝆 𝒓    = 𝑭 𝝆 𝒓    +  𝝆(𝒓   )𝑽𝒆𝒙𝒕 𝒓   𝒅𝒓                          (II.15) 

 

Ou 𝑭[𝝆 𝒓   ] : est la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn et qui regroupe tous les termes 

indépendants du potentiel externe.  

 Cette fonctionnelle contient l’énergie cinétique électronique et l’énergie potentielle répulsive électron-

électron. 

 

II-8-2.Deuxième théorème de Hohenberg et Kohn 

Le deuxième théorème de Hohenberg et Kohn est un principe variationelle analogue à celui 

proposé initialement dans l’approche Hartree-Fock pour une fonctionnelle de la fonction 

d’onde
𝜹𝑬 𝝍 

𝜹𝝍
= 𝟎 

mais appliqué cette fois à une fonctionnelle de la densité électronique : 

 

  𝜹𝑬[𝝍]

𝜹𝝍
 
𝝆

𝟎(𝒓)    

= 𝟎                (II.16) 

𝛒(𝒓)    :Est la densité électronique exacte de l’état fondamental du système.  

Selon les deux théorèmes de Hohenberg et Kohn, la résolution de l’équation de Schrödinger consiste à 

rechercher la minimisation de 𝑬 𝝆 𝒓    :
𝜹𝑬

𝜹𝝆(𝒓)    
= 𝟎 

Pour un potentiel 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓  )• et un nombre d’électrons M donnés, l’énergie totale du système 

atteint sa valeur minimale lorsque la densité 𝛒(𝒓  ) correspond à la densité exacte de l’état 

fondamental𝛒(𝐫)    [4].  

 

II-9.Les équations de Kohn et Sham 

L'approche proposée par Kohn et Sham en 1965 suite aux travaux de Hohenberg et Kohn  

utilisant le théorème de Hohenberg et Kohn, se base sur une résolution de problèmes mono 

électroniques afin de traiter les électrons d’un système non homogène. On considère un système fictif 

d’électrons indépendants sous un champ effectif moyen. Le potentiel 𝑽𝒆𝒇𝒇est choisi pour que la densité 

électronique du système fictif identique à celle du système réel. 

donc on peut résumé cette approche par l'idée suivante : 

Le gaz électronique peut être décrit par des particules fictives sans interactions, Représentées par des 

fonctions d'ondes mono particules, 𝝋𝒋(𝒓), telles que le gaz de particules fictives présentes à l'état 
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fondamental la même densité électronique, donc la même énergie E[ρ] que le gaz électronique réel. 

Cette idée constitue la base des calculs ab initio par la théorie de la fonctionnelle de la densité. Pour un 

gaz de N électrons, représenté par N particules fictives, Les fonctions d'ondes 𝝋𝒋 𝒓 sont solutions des 

équations de Kohn-Sham [4]. 

∀𝒋𝝐 𝟏; 𝑵  𝑻′
𝒆 𝒓 + 𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓  𝝋𝒋 𝒓 = 𝜺𝒋𝝋𝒋(𝒓)                       (II.17) 

𝐓′
𝐞(𝐫) : L’opérateur énergie cinétique des particules fictives sans interaction. 

𝛆𝐉 : Énergie de l’état𝛗𝐣(𝐫) . 

-Les particules fictives subissent un potentiel effectif " 𝑽𝒆𝒇𝒇" somme de trois potentiels : 

                                                         𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓 = 𝑽𝒆𝒙𝒕 𝒓 + 𝑽𝑯 𝒓 + 𝑽𝑿𝑪(r)                                      (II.18) 

 

Avec 𝑽𝑯 𝒓 : Le potentiel de Hartree ou potentiel d'interaction coulombien classique entre les 

Particules de gaz électronique.  

 

𝑽𝑿𝑪 𝒓 : Le potentiel d'échange-corrélation. 

 Ces deux termes s'expriment très simplement en fonction de la densité électronique : 

                                                                     𝑽𝑯 𝒓 = 𝒆𝟐  
𝝆(𝒓′ )

 𝒓−𝒓′ 
𝒅𝟑𝒓′(II.19) 

                                                                      𝑽𝑿𝑪 𝒓 =
𝜹𝑬𝑿𝑪[𝝆]

𝜹𝝆(𝒓)
(II.20) 

La résolution les équations de Kohn-Sham est impossible puisque le potentiel"𝑽𝑿𝑪(𝒓)" ne présente pas 

de formulation explicite. 

 

𝝆 𝒓 =   𝝋𝒊(𝒓) 𝟐
𝑵𝒆
𝒊=𝟏 (II.21) 

 

𝝆 𝒓 : Densité électronique du système. 

Tous les calculs de type DFT sont basées sur la résolution itérative de ces trois équations. 

II- 10 .Fonctionnelles d’échange et de corrélation 

L’énergie d’échange et corrélation, regroupée sous le terme 𝐄𝐱𝐜[n], représente la plus grande 

difficulté de la théorie. Le fait que la DFT ne donne aucune information sur la forme de la 

fonctionnelle échange-corrélation, l’approximation introduite pour sa détermination doit être 

applicable pour différents système. 

Dans l’approché de Kohn et Sham (KS), on a le terme d’échange et de corrélation. La complexité 

formelle de ce dernier rend la résolution des équations de KS difficile, ceci dit l’énergie𝐄𝐱𝐜[n] peut être 

écrite sous la forme d’une manière plus explicite [23].  
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                                                           𝑬𝒙𝒄 𝒏 𝒓    =  𝒅𝟑𝒓𝒏 𝒓   𝜺𝒙𝒄 [𝒏]𝒓   (II.22) 

𝑬𝒙𝒄 𝒏 𝒓    : Est l’énergie d’échange et de corrélation par électron au point 𝒓   , elle dépend de 𝑛 𝒓    dans 

le voisinage de 𝒓   . 

Les effets qui résultent des interactions entre les électrons sont de trois catégories : 

L’échange, la corrélation dynamique et la corrélation non dynamique. 

L’effet d’échange résulte de l’antisymétrie de la fonction d’onde totale vis-à-vis de l’échange 

des coordonnées électroniques. Il correspond au principe de Pauli qui stipule que deux électrons de 

même spin ont une probabilité nulle de se trouver au même endroit. Cet effet est indépendant de la 

charge de l’électron et est pris en compte dans la théorie de Hartree-Fock à cause de l’antisymétrie du 

déterminant de Slater représentant la fonction D’onde. 

 

L’effet de corrélation désigne la corrélation entre les mouvements électroniques résultant de la 

répulsion inter électronique coulombienne en" 
𝟏

 𝒓−𝒓′ 
". Il correspond essentiellement à des effets de 

corrélation pour des électrons de cœur. Contrairement à l’effet d’échange, cet effet est dû à la charge 

de l’électron mais il est indépendant du spin. Cet effet est négligé par la théorie de Hartree-Fock. 

 

La fonctionnelle d’échange-corrélation se doit de tenir compte, en plus de ce qui a été énoncé, 

de la différence d’énergie cinétique entre le système fictif non interactif et le système réel. Ainsi, le 

calcul de l’énergie et du potentiel d’échange-corrélation repose sur un certain nombre 

d’approximations [24]. 

 

II-11.L’approximation de la densité locale (LDA) 

           Elle consiste à supposer que le potentiel d’échange et de corrélation est une fonctionnelle de la 

densité ´électronique locale. On considère que le système que l’on ´étudie se comporte localement 

comme un gaz homogène d’´électrons de densité𝒏(𝒓  ). L’énergie d’échange et de corrélation vaut 

donc : 

 

  𝑬𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨    =  𝜺𝒙𝒄 [𝒏[ 𝒓   ]𝒏(𝒓  )𝒅𝟑𝒓                     (II.23)                                                                      

 

Ou: 𝜺𝒙𝒄[𝒏 𝒓   ] Correspond à l’´énergie d’´échange et de corrélation par ´électron, pour un gaz 

d’´électrons Homogène de densité𝐧(𝐫 ). 

Pour les quels la densité électronique varie lentement comme par exemple pour des métaux simples 

d’électrons quasi libres. L’expérience a cependant montré qu’elle donnait ´également des résultats 
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relativement Corrects pour des variations plus importantes de n (𝒓  )comme dans le cas de matériaux 

avec des liaisons covalentes ou pour les métaux de transition [26]. 

 

L’énergie d’´échange et de corrélation locale 𝜺𝒙𝒄[𝒏 𝒓   ]de l’´équation (II.23) peut ensuite être 

décomposée en deux termes correspondant respectivement à l’énergie d’échange locale et l’énergie de 

corrélation locale. 

                              𝜺𝒙𝒄 𝒏 = 𝜺𝒙 𝒏 + 𝜺𝑪[𝒏]  (II.24) 

 

L’´énergie d’échange par électron dans l’approximation de la densité locale est connue et provient de 

la fonctionnelle formulée par Dirac : 

 

𝜺𝒙 𝒓𝒔 = −
𝟑

𝟒𝝅𝒓𝒔
 

𝟗𝝅

𝟒
 

𝟏

𝟑
    (En Hartree)         (II.25)                                                                                                                                                                                                                 

𝒓𝒔 =  
𝟑

𝟒ð𝒏
 

𝟏

𝟑 𝟏

𝒂𝟎
 

𝐚𝟎: Est le rayon de Bohr et n la densité du gaz d’électrons homogène. 

Pour les calculs LDA, nous utiliserons l’équation analytique proposée pour réaliser l’interpolation des 

simulations Monte-Carlo de Cerperley et Alder [28], Pour l’énergie de corrélation, Des valeurs 

numériques et  pour des gaz d’électrons homogènes ont été obtenues grâce à des simulations de type 

Monte-Carlo. 

Rappelons que la LDA permet de décrire seulement l’état fondamental des systèmes 

électroniques mais pas les états excités. L’approximation LDA ne permet pas de décrire correctement 

les propriétés du système. En particulier, les composés de Métaux de transition de type isolants de 

Mott-Hubbard ou isolants à transfert de charge sont prédits métalliques [29]. 

Dans le cas des matériaux magnétiques, le spin électronique fournit un degré de liberté supplémentaire 

et la LDA doit alors être étendue à l’approximation de la Densité de Spin Locale (LSDA) et 

l’implémentation de cette méthode à la DFT est souvent appelée Théorie de la Fonctionnelle de la 

Densité à Spin Locale (LSDFT)  [30].  

  

II-12 .Approximation de la densité de spin locale (LSDA) 

Pour un système avec des électrons non appariés, il faut alors distinguer les deux électrons de 

même énergie, mais de spin dans la formulation de la densité. Cette méthode est connue sous le nom 

de Local Spin Density Approximation (LSDA). 
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L’introduction de spin consiste à considérer deux densités "𝛒↑(𝐫 )"  et "𝛒↓(𝐫 )" dans la matrice de 

densité et à formuler le potentiel dépendant du spin (up et down) pour l’échange et 

corrélation 𝑽𝒙𝒄[𝝆 𝒓   ] 

Le terme d’échange et corrélation dans cette formule prend alors la forme : 

 

𝑬𝒙𝒄
𝑳𝑺𝑫𝑨 𝝆↑ 𝒓   , 𝝆↓ 𝒓    =  𝝆(𝒓  )𝝐𝒙𝒄

𝒉𝒐𝒎 𝝆↑ 𝒓   , 𝝆↓ 𝒓    𝒅
𝟑 𝒓        (𝑰𝑰. 𝟐𝟔) 

 

𝜺𝒙𝒄
𝒉𝒐𝒎[𝝆↑ 𝒓   , 𝝆↓ 𝒓   ]: Est l’énergie d’échange et corrélation par particule d’un gaz d’électrons 

homogène. La majorité des para métrisations de ces fonctionnelle LSDA ont été obtenues n calculant 

exactement l’énergie d’un gaz d’électrons infini pour déférentes densités électroniques données [31].  

 

II-13. Les fonctionnelles hybrides 

Le principe sur lequel sont fondées ce type de fonctionnelles c’est de partir de l’expression de 

l’échange-corrélation des fonctionnelles GGA et de lui ajouter un certain pourcentage de l’échange 

vrai ou exacte, qui est l’échange Hartree-Fock. La quantité exacte de l’échange Hartree-Fock est 

déterminée d’une façon semi-empirique. Les résultats obtenus avec ce genre de fonctionnelles 

montrent que ces derniers sont les meilleures dans la description des structures électroniques de 

molécules et de propriétés associées [14].  

Parmi les fonctionnels hybrides les plus connues, on cite celles de Becke: B3LYP. En 1993, 

Becke [33] a montré que si une fraction d’énergie d’échange de Hartree Fock (HF) exacte était 

réintroduite, il y avait une amélioration significative de la précision des résultats DFT, en particulier la 

prévision des énergies de dissociation était améliorée. Becke a employé la théorie de la connexion 

adiabatique pour appuyer son approche. 

Dans ce cadre il a montré que la fonctionnelle d’échange corrélation peut être corrigée par une 

combinaison linéaire d’un système de référence Kohn-sham purement non interagissant avec un 

système réel totalement interagissant. Becke a donc choisi d’utiliser différemment l’échange exact en 

incluant seulement une partie de celui-ci dans l’énergie d’échange-corrélation. Il a proposé à cet effet 

une expression à trois paramètres qui sera désignée par B3. 

 

                           𝑬𝒙𝒄    = 𝑬𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨 + 𝒂𝟎 𝑬𝒙

𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 − 𝑬𝑿
𝑳𝑫𝑨 + 𝒂𝒙∆𝑬𝒙

𝑩𝟖𝟖 + 𝒂𝒄∆𝑬𝑪
𝑷𝑾𝟗𝟏(II.27) 

Où les coefficients 𝒂𝟎,𝒂𝒙, et 𝒂𝒄, sont déterminés de manière semi-empirique par ajustement sur les 

données expérimentales. 

𝑬𝒙
𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕: Représente ici l’énergie d’échange exact obtenue à partir d’un calcul Hartree-Fock. 
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 Dans le premier terme correctif, la valeur du coefficient 𝒂𝟎 peut être reliée au caractère « particules 

indépendantes » du système. Les deux termes suivants permettent d’optimiser des corrections de 

gradient, à la fois pour l’échange et pour la corrélation. A ce titre, l’équation ci-dessus représente la 

manière la plus simple de prendre en compte l’échange exact et de trouver la limite du gaz d’électrons 

uniforme. 

Grâce à cette approximation, la précision sur l’énergie est encore meilleure que lorsque l’on utilise 

les corrections de gradient généralisées [34]. 

𝑬𝒙𝒄
𝑩𝟑𝑳𝒀𝑷 =  𝟏 − 𝒂 𝑬𝒙

𝑳𝑺𝑫𝑨 + 𝒂𝑬𝒙𝒄
𝝀=𝟎 + 𝒃𝑬𝒙

𝑩𝟖𝟖 + 𝒄𝑬𝒄
𝒍𝒚𝒑

+ (𝟏 − 𝒄)𝑬𝒄
𝑳𝑺𝑫𝑨(II.28) 

 

La fonctionnelle hybride (II.28) la plus utilisée est connue sous le nom de B3LYP et a été proposée par 

Stephens en 1994. 

Avec a = 0.20, b = 0.72, et c = 0.81, le paramètre représente la « force du couplage » Entre les 

électrons pour un système sans interaction et pour le système réel. Les paramètres a,b  et c sont des 

quantités semi-empiriques déterminées par un lissage des chaleurs de formation d’un ensemble 

standard de molécules[35]. 

 

 II-14.La approximation de la densité locale avec la correction d’Hubbard (LDA+U) 

Pour les systèmes à orbitales d ou f fortement localisées, la répulsion coulombienne effective 

intra-site entre électrons localisés, représentée par U, terme d’Hubbard, est forte devant la largeur de 

bande. La méthode LDA est alors insuffisante et les corrélations intra-atomiques doivent être prises en 

compte [29]. 

A été initialement proposée pour décrire correctement les systèmes fortement corrélés. Dans le 

modèle d’Anderson les électrons sont traités en deux sous-systèmes, un premier sous-système qui 

considère que les électrons d ou f sont localisés, alors que le deuxième sous-système considère que les 

électrons sont délocalisés. Dans le premier sous-système, les électrons d-d ou f-f sont décrits par un 

terme d’énergie U qui correspond au terme introduit par Hubbard. 

L'idée principale de la méthode LDA+U est la même que pour le modèle d'impureté 

d'Anderson ou le modèle de Hubbard: séparer les électrons en deux sous-systèmes, les électrons d 

localisés pour les quels interaction de Coulomb d - d est prise en compte via un terme de Hubbard, et 

les électrons s, p délocalisés d’écrit par un potentiel à un électron indépendant de I ‘orbitale (LDA). Il 

s'agit donc de modifier la partie de l'énergie LDA qui est responsable de L’interaction entre les 

électrons localisées en se bastant sur un Hamiltonien modèle de type Hubbard on introduit donc une 

correction pour les états localisées, et la fonctionnelle de l'énergie devient [36]. 
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𝑬 𝒏, 𝒏𝒊 = 𝑬𝑳𝑫𝑨 𝒏 + ∆𝑬𝒄𝒐𝒓[𝒏𝒊](II.29) 

Où n est la densité de charge totale.  

𝒏𝒊: L’ensemble des occupations des orbitales des états localisés.  

Donc ∆𝑬𝒄𝒐𝒓est d’écrit de la forme : 

∆𝑬𝒄𝒐𝒓 𝒏𝒊 = −𝑬𝒅𝒅
𝑳𝑫𝑨 𝒏𝒅 + 𝑬𝑯[𝒏𝒊](II.30) 

 

Où 𝑬𝒅𝒅
𝑳𝑫𝑨est L’interaction électron-électron pour les états localisés n LDA (nous prendrons dans la suite 

de ce travail l’exemple d'une couche d). 

 

 

                         𝑬𝑳𝑫𝑨+𝑼 𝒏 = 𝑬𝑳𝑫𝑨 𝒏 + 𝑬𝑼 𝒏𝒊
𝝇 − 𝑬𝒅𝒄[𝒏𝒊

𝝇](II.31) 

𝑬𝒅𝒄  𝒏𝒊
𝝇 : S’appelle le terme «double comptage». Parce que nous ajoutons explicitement le Terme 

Hubbard, nous devons supprimer la contribution énergétique de ces orbitales inclus dans la LDA 

fonctionnelle afin de ne pas compter deux fois leurs contributions. 

𝐄𝐝𝐜[𝐧𝐢
𝛔] Approximé comme valeur de champ moyen du terme de Hubbard comme dans le DFT [37]. 

 

II-15.Résolution des équations de Kohn-Sham  

La résolution des équations de Kohn et Sham (II-17) nécessite le choix d’une base pour les 

fonctions d’onde que l’on peut prendre comme une combinaison linéaire d’orbitales appelées orbitales 

de Kohn-Sham écrites sous la forme : 

 

                                                         𝝍𝒊 𝒓   =  𝑪𝒊𝒋 Ф𝒋(𝒓  )                                 (II.32)                                                                                                           

Où les Ф𝒋 (𝒓  ) sont les fonctions de base. 

Les 𝑪𝒊𝒋 les coefficients de développement. 

La résolution des équations de Kohn et Sham revient à déterminer les coefficients 𝑪𝒊𝒋 pour les 

orbitales occupées qui minimisent l’énergie totale. La résolution des équations de KS pour les points 

de symétrie dans la première zone de Brillouin permet de simplifier les calculs.  

On commence par injecter la densité de charge initiale 𝝆𝒊𝒏pour diagonaliser l’équation séculaire : 

 𝑯 − 𝜺𝒊𝒔 𝒄𝒊 = 𝟎(II.33) 

Où H représente la matrice hamiltonienne et S la matrice de recouvrement. 

Ensuite, la nouvelle densité de charge ρ out est construite avec les vecteurs propres de cette équation 

séculaire en utilisant la densité de charge totale qui peut être obtenue par une sommation sur toutes les 

orbitales occupées (II-21). 
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Si les calculs ne concordent pas, on mélange les deux densités 𝝆𝒊𝒏et 𝝆𝒐𝒖𝒕 de la manière 

suivante : 

                                                𝝆𝒊𝒏
𝒊+𝟏    =  𝟏 − 𝜶 𝝆𝒊𝒏

𝒊 + 𝜶𝝆𝒐𝒖𝒕
𝒊   (II.34) 

 

i: Représente la 𝒊é𝒎𝒆 itération et α un paramètre de mixage.  

Ainsi la procédure itérative peut être poursuivie jusqu’à ce que la convergence soit réalisée [24]. 

 

II-16. La méthode des ondes planes augmentées (APW) 

Après plusieurs modifications faites par Anderson [12]. Slater en 1937 a développée la 

méthode APW (Augmented Plane Wave). Elle repose sur un principe où le potentiel est représenté 

sous une forme appelée «muffin-tin» et où ce potentiel est sphériquement symétrique. Dans cette 

méthode il faut prendre compte des considérations suivantes: près du noyau atomique, le potentiel et la 

fonction d’onde sont similaires à ceux d’un atome isolé, ils varient fortement ; par contre entre les 

atomes (région interstitielle), le potentiel et la fonction d’onde sont lisses. Dans ce cas, le cristal est 

considéré comme un ensemble de régions atomiques sphériques séparées par des espaces vides [6]. 

II-16-1 .Le théorème de Bloch et les ondes planes 

Dans un cristal les ions sont arrangés de telle façon que la structure cristalline se répète 

périodiquement et de façon infinie dans l’espace. Le système de taille infinie peut être décrit de 

manière finie. Soit  𝑳     un vecteur du réseau cristallin, le potentiel effectif, les fonctions d’ondes et la 

densité électronique obéissent à la même périodicité et on peut écrire : 

                                      𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓  + 𝑳    = 𝑽𝒆𝒇𝒇(𝒓  )      (II. 35)                                                                                                                                                    

                                                       𝝆 𝒓  + 𝑳    = 𝝆(𝒓  )                 (II.36)                                                                                                                                                                   

                                                𝜳 (𝒓    + 𝑳   ) = Ø(𝒓  )               (II.37)                                                                                                                                                                                    

L’application de cette condition d'invariance par symétrie de translation aux solutions des 

équations de Kohn-Sham permet d’écrire les fonctions d’ondes 𝜳𝒊sous forme de fonction de Bloch. 

                                                      𝜳𝒊 𝒓   = 𝒇 𝒓   𝒆𝒊𝑲.     𝒓                  (II.38)                                                          

  Où 𝑲     est un vecteur d’onde de la première zone de Brillouin. La fonction périodique 𝒇(𝒓  ) peut-être 

décomposée par transformée de Fourier sur une base d’onde planes de vecteurs d’ondes 𝑮    du réseau 

réciproque :           

 

                                                       𝒇𝒊 𝒓   =  𝑪𝒊,𝑮   𝒆
𝒊𝑮   ,𝒓  

𝑮               (II. 39)   
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On peut alors écrire la fonction d’onde 𝜳𝒊 comme une somme d’ondes planes : 

                                                            𝜳𝒊 𝒓   = 𝑪𝒊,𝑲    +𝑮   𝒆
𝒊 𝑲    +𝑮    .𝒓  (II.40)                                                                     

 

Théoriquement la série est infinie, cependant on peut la limiter en posant une condition sur l’énergie 

cinétique définie par : 

                                                           𝑬𝒄𝒊𝒏 =
ћ𝟐

𝟐𝒎
(𝑲    + 𝑮   )𝟐    (II.41)                                                                                               

Où m est la masse de l’électron. 

Pour décrire exactement une fonction d’onde mono-électronique, il faudrait théoriquement un 

nombre infini d’ondes planes, ce qui est irréalisable numériquement. En pratique, le nombre d’onde est 

limité par une énergie de coupure 𝑬𝒄𝒖𝒕−𝒐𝒇𝒇, telle que : 

ћ𝟐

𝟐𝒎
(𝑲    + 𝑮   )𝟐 < 𝑬𝒄𝒊𝒏  (II. 42)                                                                                    

La résolution se fait de manière itérative, la convergence de la solution permet de fixer la valeur de 

𝑬𝒄𝒖𝒕−𝒐𝒇𝒇 après quelque test.  

Cette approche permet de réduire le nombre des N équations de Kohn-Sham .Le théorème de 

Bloch permet donc de réduire le système infini à la première zone de Brillouin, avec un nombre 

d’ondes planes dépendant de l’énergie de coupure choisie [29]. 

 

II-16-2 .Les pseudo-potentiels 

La plus part des propriétés chimiques ainsi que physiques dépendent des électrons 

périphériques et ceci comme si l’atome ou l’ion est formé par un noyau et des électrons qui lui sont 

fortement liés dits électrons de cœur et de quelques électrons dits périphériques ou de valence 

définissant les propriétés de l’ion. Cette observation justifie l’approximation suivante dite des pseudo-

potentiels dont le rôle est de remplacer les électrons du cœur et le potentiel du noyau par un potentiel 

effectif agissant sur les pseudo-fonctions d’ondes plutôt que sur de véritables fonctions d’ondes de 

valence. 

On va considérer que les électrons de cœur restent dans leur état fondamental, comme dans l’atome 

isolé. L’approximation du pseudo potentiel consiste à considérer que les électrons de valence sont en 

interaction avec le potentiel créé par le noyau et les électrons de cœur [29]. 

La méthode  PAW possède la simplicité des méthodes pseudo-potentiel, mais décrit néanmoins 

correctement la fonction d’onde dans la région d’augmentation proche des noyaux, donc pour réaliser 

des calculs de structure électronique en utilisent cette méthode [38]. 
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II-17. L’outil de travail (Le code V ASP) 

II-17-1.Présentation du code VASP 

           Nous avons utilisé le code VASP, acronyme du logiciel de calculs Vienna Ab initia Simulation 

Package (VASP). 

VASP est un logiciel commercial développé à l'Université de Vienne en Autriche. Il permet d'effectuer 

des calculs de dynamique moléculaire en utilisant une approche Ab Initia de la mécanique quantique. 

Il implémente des algorithmes DFT en utilisant des ensembles d'ondes planes. Il permit le calcul de 

nombreuses propriétés et est en évolution continue. Il permet de caractériser la matière dans l’état 

Solide et de surface et calculer les propriétés structurales, électroniques, vibrationnelles, diélectriques  

optiques et magnétiques. Il peut utiliser des potentiels PAW ou pseudo-potentiel (pour décrire les 

noyaux atomiques). Les calculs ont montré que la méthode PAW est particulièrement bonne pour les 

systèmes magnétiques [3]. 

Le logiciel est fourni sous la forme de code source écrit en Fortran. Le travail de compilation et 

d'exécution de logiciel fut une partie importante afin d'être en mesure de réaliser les présents travaux, 

mais ne sera pas discuter d’avantage [3]. 

Le code VASP fait appel à des algorithmes de type gradient conjugué pour relaxer les structures. 

 

Pour exécuter les tâches voulues, il faut disposer au minimum de 4 fichiers d’entrée, à savoir INCAR, 

POTCAR, POSCAR et KPOINTS. 

 Le fichier INCAR, c’est le fichier contenant ce qu’il doit calculer et comment il doit calculer. 

 Le fichier POTCAR, c’est le fichier contenant les potentiels utilisés comme base primaire à la 

résolution de l’équation de Schrödinger. 

 Le fichier POSCAR, c’est le fichier contenant les positions des atomes constituants le matériau 

à caractériser. 

 Le fichier KPOINTS, c’est le fichier contenant soit les coordonnées des points k pour la 

structure de bandes électroniques, soit le nombre des points k pour le maillage de la grille des 

points k. 

A la fin du calcul, des fichiers de sortie sont générés. Pour chaque propriété, il y a les fichiers les plus 

importants. En général on a : 

 Le fichier CHGCAR renferme la charge électrique dans le volume. 

 Le fichier CONTCAR renferme la structure finale du système. 
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 Le fichier DOSCAR contient la densité d’états DOS et la densité partielle d’états en unité 

"nombre d’états / cellule unité" 

 Le fichier EIGENVAL contient les valeurs propres Kohn-Sham pour tous les points-k, à la fin 

de la simulation. 

 Le fichier OUTCAR contient toutes les informations de départ et les Valeurs des grandeurs 

cherchées telles que les constantes élastiques ... etc. 

Il faut noter que VASP est en constant d´enveloppement. De nouvelles techniques sont 

implémentées comme par exemple l’approximation GW, qui vise une meilleure description des états 

excites (qui sont mal traités par la DFT). 

Le fichier OSZICAR contient les étapes de la convergence. 

 Le fichier PROCAR contient la fonction d’onde et sa projection s, p et d de chaque bande pour 

des calculs statiques. 

 Le fichier WAVECAR 

 Le fichier XDATCAR contient les étapes successives de l’optimisation de la structure 

géométrique. 

Le fichier vasprun.xml contient toutes les informations de la structure de départ et la 

décomposition de la fonction d’onde totale. Il est utilisé par P4VASP pour générer les structures 

électriques (bandes et dos). 

 

Conclusion 

La DFT est une approche puissante pour le traitement du problème à plusieurs corps. Elle 

utilise les équations de la mécanique quantique pour développer un modèle auto cohérent de résolution 

de l’équation de Schrödinger à l’état fondamental. Dans cette étude, les calculs DFT ont été réalisés à 

l’aide d’une approche de type pseudo potentiel. Ses fondements et ses différents exemples ont été 

décrits. Enfin, le code VASP est capable de calculer certaines propriétés physiques d’un système 

atomique fini  est présenté. 
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Chapitre III : Les propriétés fondamentales de la magnétite 

     Dans ce chapitre nous représentons les propriétés de l’état fondamental de la magnétite à 

partir du calcul qui est fait par code vasp (par la méthode de PAW et l’approche LDA+U). Pour  

étudier les propriétés de ce matériau on considéré ses propriétés structurales géométriques, 

propriétés vibrationnelles (constantes élastiques et modes de vibrations normaux), électroniques 

(structure de bandes et densité d’états électroniques), propriétés  magnétiques. 

III.1. Méthode de calcul 

Nous avons réalisé un travail de calcul numérique basé sur la théorie de la DFT, afin 

d’examiner les différentes propriétés structurales, vibrationnelle, électroniques et magnétiques du 

matériau Fe3O4 et les calculs sont effectués par un étude ab-initio en utilisant le logiciel VASP. 

APW est la méthode utilisée pour traiter l’énergie d’échange et de corrélation à travers 

l’approximation LDA+U.  

III.2. Etude des propriétés structurales de Fe3O4. 

 Parmi les étapes les plus importantes dans un calcul ab-initio est la détermination des 

propriétés structurales. L’optimisation de la structure Fe3O4 et à partir de la minimisation de 

l'énergie totale en fonction du volume de la maille nous permet d'obtenir les propriétés structurales. 

 Le but de ces propriétés structurales est : 

• Déterminer les paramètres de structure du matériau a0 et les positions des atomes. 

• Prédire la phase du matériau la plus stable à travers les valeurs des énergies à l’état 

d’équilibre. 

 Direction X Direction Y Direction Z 

Ion de Fe2+ 

1              8 

0.000 0.000 0.000 

Ion de Fe3+ 

9                24 

0.625 0.625 0.625 

Ion d’O2- 

25             56 

0.383 0.383 0.383 

 

Tableau III.1: Les coordonnées des ions de Fe3O4. 

D’abord, les postions des atomes de Fe3O4 dans nos maille conventionnelle sont : 
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Atome Site  Position  Symétrie 

ponctuelle 

FeA (8a) 000 ; 1/4,1/4,1/4 ; CFC 4� 3m 

FeB (16d) 5/8,5/8,5/8 ; 5/8,7/8,7/8  

7/8,5/8,7/8 ;7/8,7/8,5/8; CFC 

3�m 

O (32e) uuu ; u���� ; 1/4−u, 1/4−u, 1/4−u 

1/4−u, 1/4+u, 1/4+u ;����u ;����� 

1/4+u ,1/4−u ,1/4+u ; 1/4+u ,1/4+u 

,1/4−u ; CFC 

3m 

 

Tableau III.2: Les Positions des atomes dans la maille de la magnétite.[6] 

Avec u : est une valeur correspond au décalage de sous système de l’oxygène dans le système de 

Fe3O4. 

D’ailleurs, la magnétite a une structure spinelle inverse (B AB X4), sa maille conventionnelle  

contient 56 atomes .la maille élémentaire de la magnétite est un arrangement cubique face centré 

(cfc) Son groupe d'espace cubique est Fd	3�m (n°227), de paramètre de maille est a= 8,340 Å.[14] 

Nous avons utilisées les donnés suivantes : 

• ECUT énergie de coupure ENCUT  = 500 eV 

• Force inférieure à 10 −6 eV/Å 

• Grille de point K est 10 10 10 

Les critères de convergence  pour la structure électronique sont : 

• ECUT énergie de coupure ENCUT  = 500 eV 

• Grille de point K est 15 15 15 

Après l’optimisation nous avons les résultats du tableau (III,1) avec: 

u = ( 0,383-0,250 ) = 0,133 
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Figure III.1: La structure cristalline de Fe3O4. [14] 

Nous avons fait une optimisation de la maille de Fe3O4, d’abord nous avons calculé l’énergie 

totale correspondante à chaque valeur de volume en utilisant les approximations de  

LDA +U. Ensuite, pour déterminer le paramètre de maille d’équilibre, nous avons tracé le courbe de 

la minimisation d’énergie totale du notre système en fonction du volume, en utilisant le logiciel 

(Origine Pro8) et en faisant un ajustement du courbe obtenue par l4 équation de Murnaghan [1, 2]. 

L’équation d‘état empirique de Murnaghan est utilisée pour déterminer les propriétés 

structurales du composé, notamment de minimiser l’énergie totale du système et les paramètres 

d’équilibre structuraux optimisés,; comme le paramètre de réseau (a0), le module de compressibilité 

(B0) et la première dérivée du module de compressibilité par rapport à la pression (B’). 

O n a donc l’équation de Murnaghane qui étude la variation de l’énergie en fonction du volume : 

 

E(V) = E0 +	 	
	′.�	′�
� [Bₒ �1 −

��
� � + (

��
�  ) B�ₒ − 1 ]                   (III.1) 

 

Avec : 

E(V) : c’est l’énergie totale à l’état fondamentale en fonction du volume. 

E0       : c’est l’énergie minimale de système. 

V0     : c’est le Volume de la maille conventionnelle  de magnétite en état d’équilibre, il est donné 

par :                                              V0 =  a3                                                                 (III.2)  

B0 : c’est le module de compressibilité évalué. Il représente une pression P. Il est défini par : 

                                  B0= V0 
��
�� = 

�²�
��²                                     (III.3) 

 

       Oxygène 

        Fe2+ 

       Fe3+ 
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B’0 ; c’est la dérivée de B par rapport à la pression P, déterminé par la relation : 

                                             B’ =
�	
��                                                                (III.4) 

 

 Le paramètres de maille à l’équilibre a0, le module de compressibilité B0 et sa dérivé B’ sont donnés 

l’ajustement Murnaghan reportés dans la figure  sous dessous : 

  

 

 

Figure III.2: Variation de l’énergie totale optimisée en fonction du volume de Fe3O4 par la méthode 

LDA+U. 

 

Nous remarquons que nos résultats calculés par l’approximation LDA+U est plus proches des 

résultats théoriques et expérimentales. 

 

 

Tableau III.3: La comparaison de paramètre de maille théorique et le résultat d’après la méthode  

LDA+U. 

 

 

 Calculé Expérimental [11] Autre [10] Erreur relative 

Le paramètre de 

maille (Å) 

8,0794 8,3970 8.396 3,8% 

510 515 520 525 530 535 540 545

-351,90

-351,85

-351,80

-351,75

-351,70

-351,65

-351,60

E
(e

V
)

V(A
3
)

 calcul théorique

 ajustement de la courbe 
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Le bulk modulus B0 (Gpa)  Le dérivé du bulk modulus  

222  4,1 

 

Tableau III.4: La valeur et le dérivé du bulk modulus B0 [10]. 

 

Le résultat obtenu est presque égale a le résultat théorique et la légère différence est a cause de la 

méthode utilisé. 

III.3. Les propriétés vibrationnelle : 

Nous avons étudié ces propriétés pour avoir la stabilité de système (c’est-à-dire nous 

choisissons la structure la plus stable). 

A cette raison nous déterminons les constantes d’élastiques et les modes normaux de notre système. 

 III.3.1. La constante élastique : 

L’élasticité d’un corps solide est sa réponse sous forme de légère déformation quand il est 

soumit à des contraintes mécaniques extérieures. Les contraintes sont décrites par des tenseurs qui 

déterminent la direction des forces et le plan sur lequel elles s’appliquent. 

Soit V0 le volume de la structure S à l’équilibre. On fait subir à S une déformation ϵ. Le 

développement en série de Taylor de l’énergie donne : 

 

E(ϵ)=E(0) + ∑ !�
!ϵ"

#
$%
  +



& ∑ !²�

'"'(
)
$,+  ϵi ϵj              (III.5) 

 
A l’équilibre la dérivée première est nulle et il ne reste que les termes d’ordre supérieur et on 

arrive à ce que la densité d’énergie est une forme quadratique dans un espace à 6 dimensions. e = 
�
�   

alors on a : 

            e = 


& Cij ui uj                     (III.6) 

La stabilité mécanique exige que la valeur de « e » soit positive pour toute contrainte non 

nulle. Ceci implique que tous les subdéterminants sont strictement positifs [4]. 

La loi de Hook relie la contrainte et la déformation par les constantes élastiques. La structure 

cubique possède seulement trois constantes élastiques indépendants, C11, C12 et C44, leur 

détermination nécessite la disposition des trois équations à résoudre qui sont générées par 

l’application de trois types déférents de déformation. La première équation est la formule du 

module de compressibilité dans le système cubique. 
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La stabilité mécanique d’un système cubique ne nécessite que les critères de la stabilité [5] : 

C11 > 0 

 

                                                             det    ,11 ,12
,31 ,22 

 

. 

. 

. 

 

C11   .     .     .       C16 

                        Det        .                         .                    ˃ 0        (III .8) 

C61   .     .    .       C66 

 

 

Ces conditions pour contrôler la stabilité de système. 

� Pour la structure cubique 

Le calcul du tenseur d’élasticité se réduit aux calculs de C11, C12 et C44 

Les conditions de stabilité deviennent : 

• C11 > 0 

• C11 - C12 > 0  

• C44 > 0 

Le calcul des constantes élastiques donne les résultats suivants : 

 

Cij Valeur (GPa) 

C11 315,9 

 

C12 186,7 

C44 88,8  

 

Tableau III.5: Le résultat de calcul de constante élastique. 

 

Donc nos résultats vérifient les conditions de stabilité exigées sur les constantes élastiques. 

  

˃ 0                  (III .7)    
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III.3.2.Les modes normaux de vibration. 

L’étude des modes normaux de vibration gagne de l’importance car ils reflètent la structure 

et sa stabilité dynamique. M. Born et K. Huang [6] montre qu’un cristal est stable pour toute petite 

déformation si tous les modes normaux présentent des fréquences réelles i.e. les valeurs propres de 

la matrices dynamique sont positives. 

Nous calculons la fréquence et nous obtenons pour la plus petite fréquence la valeur suivante : 

 

                                         
.
$ = 3,6512	23

�
                                       (III.9) 

f : la fréquence de système 

i : le nombre imaginaire 

La valeur imaginaire de fréquence est très faible, alors la structure est stable. 

 

III.4. Etude des propriétés électroniques et magnétiques.  

L’importance de cette partie réside dans le fait qu’elle nous permet d’analyser et de 

comprendre la nature de matériau (conducteur, semi-conducteur ou bien isolant), le comportement 

magnétique (diamagnétique, paramagnétique, ferromagnétique, ferrimagnétique). Les propriétés 

électroniques et magnétiques d’un système solide à l’état fondamental sont dues à la différence de 

populations des niveaux spin up et spin down.  

III .4.1. Structure de bandes d’énergie et densité d’états : 

La structure de bande est une représentation dans l’espace réciproque soumis à la relation de 

dispersion, qui nous aide à mieux comprendre le phénomène de conduction (la nature de matériau 

soit conducteur ou bien semi conducteur). 

La méthode LDA+U présentée dans cette partie s’avère être une combinaison de 

l’approximation LDA et de ce type de modèle : une correction est apportée localement, uniquement 

sur les orbitales d dans le cas qui nous intéresse. 

Les figures (III.3) et (III.3,1) représentent les structures de bandes électroniques selon les directions 

de haute symétrie de la zone de Brillouin associée à l’état fondamental.  
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Figure III.3: Les structures de bandes de Fe3O4 en fonction de point de haute symétrie de la 

première zone de Brillouin pour les deux cas de spin down et spin-up respectivement. 

 

Figure III.3.1: La structure de bande totale par l’approximation LDA+U. 

  Dans la figure (III.3.1), la structure de bande totale ne contient pas un gap donc le matériau 

est un conducteur. À niveau de Fermi, on voit que le minimum de la bande de conduction et le 

maximum de la bande de valence sont très proche, on ne trouve pas un gap à tous les points des 

symétries, ce qu’explique le comportement d’un conducteur de ce matériau. 

D’autre part, d’après les recherches il ya trois cas pour définir la nature de Fe3O4 : 

� 1ere cas : semi métallique 

Il faut obtenus une structure de spin à un gap (semi conducteur) et l’autre n’a aucun gap (métal) [8]. 

� 2ere cas : semi conducteur 

Si les deux structures des bandes up et down ont un gap [9]. 

� 3eme cas : conducteur 

Si les deux structures des bandes n’ont aucun gap, comme notre cas. 
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Les figures sont complétées avec les densités d’états correspondantes (

la résolution des équations de Kohn

Figure III.4: Représente
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sont complétées avec les densités d’états correspondantes (

la résolution des équations de Kohn-Sham (avec LDA+U) au moyen de la méthode 

Fe3O4. 

eprésente la densité d’état projeté de chaque élément de Fe

 

sont complétées avec les densités d’états correspondantes (III.4, 5) obtenues par 

méthode PAW  pour le 

 

de chaque élément de Fe3O4. 
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Figure III.5: Représente la densité d’état de Fe2+. 

 

Figure III.6: Représente la densité d’état de Fe3+. 

 

Fe2+ 

Fe3+ 
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Figure III.7: Représente la densité d’état d’O2- . 

Les états d qui contribuent fortement à la densité d’état dans la gamme d’énergie comprise 

entre -9 eV jusqu'à 3,2 eV pour chacun 2 atomes Fe2+ et Fe3+ pour les électrons de spin majoritaire. 

Alors que les électrons de spin minoritaire sont entre -19 eV jusqu’à -18 eV pour les atomes de fer. 

Nous avons observés que il ya une faible contribution aux l’état p et s pour l’oxygène. Le 

spin minoritaire comprise dans la gamme d’énergie entre -21 eV jusqu’à -19 eV et le spin 

majoritaire entre -9 eV jusqu’à 3,2 eV.        

C’est la symétrie entre populations de spin up et spin down qui montre l’absence ou la 

présence de l’aspect magnétique. 

Dans le cas général, la comparaison entre la densité d’état d’un Fe3O4 permet d’avoir une 

idée sur le mécanisme physique de la formation d’états un conducteur. Le nombre des états des 

spins minoritaires (down) et des spins majoritaires (up) [7]. Les électrons de valence de couche d 

(configurations 3d) de  Fe3O4 qui a donné les propriétés nous intéresse. D’abord dans le premier 

graphe de Fe2+ les électrons d’état d up  a majorité de participation que les électrons d’état down 

(max «état up =11, max down= -9). 

 

O2- 
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Deuxième graphe de Fe3+ les électrons de l’état down sont des majoritaire de participation 

de couche valence que les électrons up.  

Finalement, le graphe d’oxygène on a la participation des électrons de l’état s moins que l’état p et 

les spins up plus que down. 

 

Figure III.8: Les densités d’état des éléments de Fe3O4 par LDA+U. 

 

D’après ce graphe, les piques de Fe3+ down  sont  le max de tous les piques. Donc les 

propriétés se basé sur cette état de densité plus que les autres (Fe2+ et O2-). 

Ensuite on a une hybridation  entre les états d de fer et p d’oxygène par super échange et 

double échange. 

La magnétite en dehors de les propriétés est un semi conducteur dans le cas réel car à partir 

d’une certaine température les électrons peuvent « sauter » des ions Fe2+ vers Fe3+ dans les mêmes 

sites octaédriques et contribuer à une conduction électronique dite « par hopping ». 

Les ferrites peuvent combiner à l’oxyde de fer et les autres oxydes métalliques ces composés sont 

magnétiques avec des températures de curie comprises entre 300et 600 Co. 

C’est le physicien français LOUIS Néel qui à explique leur propriétés par la théorie des 

ferrimagnétismes. Il a montré que les interactions d’échanges entre les moments de spin des cations 

entrainent un alignement parallèle des moments dans chaque sites A et B du spinelle moins que des 

interactions de super échange par l’ion d’oxygène ionisaient un antiparallélisme des moments entre 

les sites A et B par couplage antiferromagnétique de telle sorte que la configuration magnétique 
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était alors : 

 

Figure III.9: Les interactions double échange et super échange. 

Les configurations électroniques des ions Fe2+ et Fe3+ sont respectivement: (4s) 2(3d) 6 et (4s) 2(3d) 5.  

Leur couche (3d) partiellement remplie donne à ces ions leur magnétisme, ceci donne donc pour 

Fe3+ un moment de spin de 5 µB et un moment orbital nul, du fait de sa couche à demi remplie, et 

pour Fe2+ un moment de spin de 4 µB et un moment orbital de 2 µB. 

 

Dans les oxydes magnétiques et mêmes conducteurs, les moments magnétiques peuvent être 

considérés comme des spins localisés portés par les cations. Ces moments sont couplés par un 

mécanisme premier voisin c’est-à-dire les deux cations liés à un même ion oxygène sont couplés 

indirectement par l’intermédiaire de cet oxygène. 

En effet. Certaines configurations des moments des différents ions permettent une 

délocalisation plus importante des électrons et sont donc plus favorables. La géométrie des orbitales 

sp de l’oxygène dans une structure spinelle est discutée car l’oxygène et les deux ions de fer sont 

proches de l’orbitale hybride sp3. 

L’interaction de super échange met en jeu les 2 électrons d’une orbitale 2p de l’oxygène, et favorise 

l’état qui leur permet d’optimiser leur énergie en se délocalisant simultanément. 



Chapitre III : résultats et discussions 

 

56 

 

 

Figure III.10: L’échange d’électron entre les ions Fe2+ et Fe3+. 

 

Le couplage magnétique entre les cations dans un oxyde ne se fait pas par échange direct, mais par 

médiation des anions oxygène. L'ordre magnétique d'un oxyde à valence mixte est ainsi déterminé 

par la combinaison du double et du super échange. Le super-échange est basé sur une hybridation 

des orbitales du ligand et celles des cations métalliques. Le couplage (signe, intensité) dépend de la 

nature chimique des cations, de la distance cation-O et de l’angle cation-O-cation. 

Si le super-échange suffit à décrire les interactions magnétiques dans les oxydes isolants, il n'en est 

pas de même pour les oxydes conducteurs à valence mixte tels que Fe3O4. Il faut alors recourir au 

mécanisme du double échange,  

Le principe du double échange consiste en deux transferts simultanés d'électrons. Les orbitales du 

ligand étant toutes pleines, l'électron arrivant sur le ligand doit avoir le même spin que l'électron 

qui, en quittant le ligand, rend disponible une orbitale.  

Nous calculons  le µB de nos système nous obtenons la valeur suivante :  

µB1= -4,086 µB        pour Fe2+ 

µB2 = 3,894 µB        pour Fe3+ 

µB3 = 0,082 µB         pour O2- 
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Le moment magnétique total est : 

µB =8×	(µB1) + 16× (µB2) +32×(µB3) 

µB=  32,24 µB 

µB= 4,03 µB alors que la valeur expérimentale est de 4,07 µB [12]. 

Nous conclurons finalement que le Fe3O4 est un matériau conducteur, ensuite est un matériau 

ferrimagnétique a cause l’hybridation entre les électrons de valence des ions de fer. 

Nos matériau est : 

•  conducteur  parce qu’il n’a pas un gap dans ca structure.  

• ferrimagnétique car il ya une hybridation entre ces ions de fer. 
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Conclusion générale 

 

Durant ce travail nous avons caractérisé la ferro spinelle dite magnétite de formule Fe3O4. 

Ceci est fait par l’étude des propriétés structurales, vibrationnelles,, électroniques et magnétiques. 

Le calcul de ces propriétés est basée sur la théorie de la fonctionnelle de la densité DFT. Nous 

avons choisis la méthode APW avec approximation LDA+U. Ce calcul est réalisé par le code 

VASP. 

Il se trouve que nos résultats sont en accord avec les résultats expérimentaux et théoriques 

précédant.  Nous estimons que ce travail soit la base des prochaines études pour caractériser et 

prévoir d’autres matériaux.  

Dans la troisième partie le travail s’est focalisé sur l’analyse des résultats obtenu par le 

calcul ab initio, d’abord les propriétés structurelles et vibrationnelle pour connaitre la stabilité de 

notre système. Ensuite, l’étude des propriétés magnétiques est réalisée pour connaitre la nature de 

Fe3O4. 

 La structure de bande montre qu’il s’agit d’un conducteur parce qu’il n’a pas un gap.  Cette  

résultat n’est proche des valeurs théoriques et expérimentales des précédents recherches.  Le  

calcul de la densité d’état partielle  montre qu’il y a une hybridation entre les électrons d des 

atomes de fer et des électrons p d’oxygène.  

 Il y a une antisymétrie entre la population des états de spin up et celle de spin down de 

magnétite ce qui confirme que de Fe3O4 a un comportement ferrimagnétique. 

 Le calcul de moment magnétique montre que Fe3O4 a un moment magnétique proche du 

moment magnétique de Fe
2+

. 

Le travail effectué s’inscrit dans l’étude ab-initio pour déterminer les propriétés  des matériaux, 

il ouvre la voie à de nouvelles recherches fondamentales des matériaux et leur incorporation 

technologique. 

 

  

 

 


