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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons présenté un traitement approximatif par 'approche de SU-
SYQM de deux travaux concernant des sujets d’actualité en théorie quantique relativiste. L’ob-
jectif principal de ce travail est déterminé les états liés d’une particule relativiste avoir une
masse dépendante de la position.

Le premier travail, nous avons obtenu le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états
liés de ’équation de Klein-Gordon & trois dimensions pour une particule sans spin avec une
masse dépendante de ’espace, en présence les deux potentiels vecteur et scalaire du type de
Hulthén en utilisant le formalisme de la SUSYQM.

Le deuxiéme travail, nous avons étudié les états liés de I’équation de Dirac a trois dimensions
d’une particule relativiste de spin-1/2, soumise un couplage de potentiels vecteur et scalaire du
type Manning-Rosen. Par conséquent, nous avons obtenu les spectres énergétiques et le spineur
correspondant en utilisant I’approche de la SUSY QM.

De plus, nous avons discuté certains cas spéciaux pour chaque probléme.

Mots clés :

Supersymétrie en mécanique quantique, équation de Klein-Gordon, équation de Dirac, po-
tentiel Hulthén, potentiel de Manning-Rosen, masse dépendante de la position, spectre d’éner-

gie, fonctions propres.
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Abstract

In this master’s thesis, we have presented an approximate treatment by the SUSYQM
approach of two works concerning topical subjects in the relativistic quantum theory. The
main objective of this work is to determine the bound states of a relativistic particle to have a
position-dependent mass.

In the first work, we obtained the energy spectrum and the wave functions of the bound
states of the three-dimensional Klein-Gordon equation for a spinless particle with a position-
dependent mass, in the presence of both vector and scalar potentials of the Hulthén type using
the SUSYQM formalism.

in the second work we studied the bound states of of the three-dimensional Dirac equation
of a relativistic particle of spin-1/2, subjected to a coupling of vector and scalar potentials of
the Manning-Rosen type. Consequently, we obtained the energy spectra and the corresponding
spinor using the SUSYQM approach.

In addition, we have discussed some a special cases for each problem.

Keywords :

Supersymmetry in quantum mechanics, Klein-Gordon equation, Dirac equation, Hulthén

potential, Manning-Rosen potential, position dependent mass, energy spectrum, eigenfunctions
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Introduction

La mécanique quantique est a la base de toutes les théories modernes décrivant les phéno-
meénes physiques qui se manifestent a 1’échelle atomique. Les phénomeénes physiques sont décrits
par I’état quantique qui contient toutes les informations sur les particules d’un systéme et son
comportement suit ’équation de Schrodinger. Cet état est exprimé par la fonction d’onde de
I’Hamiltonien et le spectre d’énergie associé.

Dans I’éspace & trois dimensions, nous considérons un systéme quantique décrit par un

Hamiltonien H indépendant du temps, tel que son évolution obéit & I’équation de Schrodinger

B (r, 1) = H (e, 1) i1 =10, 1)

ol r est une coordonnée radiale, # et  sont des coordonnées angulaires. Cependant, en physique
quantique, en vertu de la dualité onde-corpuscule, la particule est maintenant décrite par une
fonction d’onde 1) (r, t) dont nous décrirons la signification et I’équation qui donne son évolution.
Ainsi, I’équation non relativiste (1) est une équation aux dérivées partielles, du premier ordre
par rapport au temps et du second ordre par rapport aux coordonnées de I’espace ordinaire.

Les solutions particuliéres de I’équation de Schrédinger sont données sous la forme suivante
()= i (r), (2)

ol E est le spectre d’énergie du systéme, et ® (r) satisfait ’équation de Schrodinger stationnaire
H® (r) = E® (r), (3)

Si on considére une particule de masse constante m, soumise a un potentiel scalaire V (r),

I’Hamitlonien du systéme s’écrit
2

H:2p—m—|—V(r), (4)
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ou p est 'opérateur impulsion de la particule, le terme % représente I’énergie cinétique etV (r)
est I’énergie potentielle. En revanche, si la masse de la particule dépendante de la position, i.e.
m = M (r), on peut écrire 'Hamiltonien du systéme physique (4) sous la forme

H:{p—2}+V(r), (5)

2m

ou {} représente la forme symétrisée. Il existe plusieurs formes de 'opérateur de ’énergie

P>
2m

cinétique { } dans la littérature [1], ce qui conduit a une ambiguité dans la définition de
I’Hamiltonien quantique adéquat, et par conséquent dans le spectre.

En mécanique quantique relativiste, I’équation de Klein-Gordon est une version relati-
viste de I’équation de Schrodinger décrivant des particules scalaires de spin zéro. D’autre part,
I’équation de Dirac est une équation décrit le comportement de particules relativistes de spins
demi-entiers, comme les électrons, cette équation, nous pouvons I’écrire également sous la forme
d’une équation de type Schrodinger.

Lorsque I'on cherche une solution stationnaire relativiste d’une particule de spin zéro, de
masse m, soumise & un potentiel scalaire S (r) et un potentiel vecteur V (r), I'équation de

Klein-Gordon s’écrit

pc® + | (me + S (1)) — (B -V (1)’]) ¢ (r) =0, (6)
(o + | /)

ol E est I'énergie de la particule et ¢ (r) est la fonction d’onde correspondante. Il est évident
que cette équation n’est pas une équation aux valeurs propres comme celle de Schrodinger, si
la masse de la particule est dépendante de sa position, ’équation (6) conserve la méme forme.

L’équation de Dirac joue un role fondamental en mécanique quantique relativiste, car c’est
elle qui régit I’évolution dans le temps du systéme physique. Ainsi, I’équation de Dirac station-
naire & trois dimensions d’une particule de spin-1/2, de masse m, soumise & un couplage de

potentiels scalaire S (r) et vecteur V' (r) s’écrit
[ca.p+5(02m+5(r)) +V(r)] U (r)=FEVY(r), (7)

ol E est I’énergie de la particule fermionique et W (r) est le spineur correspondant, et o et
sont les matrices de Dirac habituelles. Cependant, I’équation de Dirac conserve la méme forme

si la masse varie avec sa position.
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Ainsi, la recherche de méthodes ou approches générales de résolution de ’équation rela-
tiviste stationnaire comme I’équation de Klein-Gordon et Dirac a toujours intéressé par les
physiciens. Il existe maintenant plusieurs techniques de résolution exacte ou approximative de
I’équation relativiste pour des potentiels radiaux. Parmi ces méthodes, on peut citer la mé-
thode de l'intégrale de chemin, la méthode de Nikiforov-Uvarov, la méthode analytique usuelle,
le formalisme de la supersymétrie en mécanique quantique, ...etc

La méthode de supersymétrie en mécanique quantique [3,4, 5] est une approche purement
algébrique pour déterminer les états liés de certains types de potentiels dits invariants de forme.
Cette méthode repose essentiellement sur la recherche d’une fonction associée au potentiel
étudié, dite superpotentiel, qu’on peut obtenir par la résolution d’une équation du type Riccati,
a partir de laquelle on détermine la fonction propre de ’état fondamental.

Dans ce mémoire, nous allons utiliser la méthode supersymétrique pour résoudre approxi-
mative ’équation relativiste (équation de Klein-Gordon et Dirac) dans le cas des potentiels
centraux pour une masse de particule varie avec sa position. L’idée fondamentale consiste a
d’écrire une particule de masse dépendante de ’espace dans une région plongée dans un poten-
tiel a symétrie sphérique. L’équation relativiste est séparée en deux parties, une partie radiale
et une partie angulaire. La partie angulaire est la méme pour tous les potentiels radiaux. Ainsi,
le probléme consiste a résoudre la partie radiale de I’équation relativiste dans chaque cas étudié.

Le travail de ce mémoire de Master s’articule sur les thémes cités plus haut. Dans le chapitre
1, nous développons en bref ’approche de la supersymétrie en mécanique quantique pour un
potentiel & une dimension possédant des états liés. En considérant la notion d’invariance de
forme, on dérive l'expression générale de ’énergie du n'®™¢ état ainsi que la fonction propre
correspondante.

Le travail original, réalisé dans ce mémoire fait ’objet des chapitres 2 et 3. Le chapitre 2 est
consacré a la résolution approximative de I’équation de Klein-Gordon a trois dimensions d’une
particule relativiste de spin zéro avec une masse dépendante de la position, en présence les
potentiels scalaire et vecteur par 1'utilisation de ’approche de la supersymétrie en mécanique
quantique. Ce probléme se réduit a la résolution de ’équation de type Schrodinger avec masse
constante pour un potentiel effectif dépendent de I’énergie. Par ailleurs, certains résultats connus

dans la littérature sont alors retrouvés comme cas particuliers.
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Dans le troisieme chapitre 3, tout d’abord, nous présentons en détail la démarche a suivre
qui permet de réduire ’équation relativiste de Dirac pour une particule de masse dépendante
de la position en une équation aux valeurs propres du type Schrodinger, Ce chapitre est réservé
a la résolution approximative de I’équation de Dirac & trois dimensions d’une particule chargée
de spin-1/2 ou la masse est une fonction dépendente de sa position soumise aux deux potentiels
scalaire et vecteur. Le spectre des niveaux d’énergie et les deux composantes de spineur cor-
respondantes sont obtenus en utilisant ’approche de la supersymétrie en mécanique quantique.
En particulier, nous discutons certains cas particuliers qu’on obtient en faisant des ajustements
dans les parameétres de notre modele.

Nous terminons ce travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Supersymétrie en mécanique quantique

1.1 Introduction

La supersymétrie est une approche pour la résolution algébrique de I’équation de Schro-
dinger pour les états liés d’une certaine classe de potentiels dits invariants de forme. Elle peut
aussi, servir pour générer de nouveaux potentiels exactement solubles dont les spectres et les
fonctions propres associées sont liés & ceux d’un potentiel de référence.

Quand on a commencé & étudier les différents aspects de la mécanique quantique super-
symétrique (SUSYQM), il était déja clair que ce champ est intéressant non seulement comme
modele pour tester les méthodes de la théorie du champs mais il était évident que son applica-
tion & la résolution de I’équation de Schrodinger stationnaire constitue une ramification de la
méthode de factorisation qui fut initiée par Schrodinger lui-méme et développée plus tard par
Infeld et Hull [2]. Graduellement, les bases de la SUSYQM se sont développées avec les travaux
de Cooper, Junker et essentiellement ceux de Gendeshtein [4], qui ont conduit a la découverte
d’une multitudes de potentiels analytiquement solubles.

De facon générale, on peut voir la supersymétrie comme une méthode de résolution de
I’équation de Schrodinger [6], basée sur une nouvelle approche purement algébrique. En outre,
les méthodes de la SUSY qui incluent le concept de I'invariance de forme sont ensembles des

reformulations de I'idée de Riccati concernant 'utilisation de I’équivalence entre les solutions



1.2 Résolution de I’équation de Schréodinger stationnaire & une dimension par la
méthode supersymétrique 15

de I’équation de Riccati et I’équation différentielle linéaire de deuxiéme ordre.

1.2 Reésolution de I’équation de Schrédinger stationnaire
a une dimension par la méthode supersymeétrique

L’Hamiltonien d’une particule quantique en mouvement a une dimension sous l'effet du
potentiel scalaire V' (z) s’écrit,

H:—d—2—|—V(:z:), (1.1)

dz?

ol dans un systéme d’unités, on a h = 2m = 1. Si le potentiel satisfait aux conditions de
confinement, la particule peut avoir des états stationnaires ¥, () d’énergies quantifiées E,,,

qui sont les solutions de I’équation de Schrédinger stationnaire :

[—dd—;+V(x)] U, (z)=EY,(z), n=0,1,--- (1.2)

Le nombre de ces états peut étre fini ou infini selon ’allure du potentiel. Par ailleurs, il est bien
établi qu’a une dimension il n’existe pas de dégénérescence ; autrement dit, & chaque valeur de
I’énergie correspond une seule fonction propre. Ainsi, nous allons classer les énergies F,, par

ordre croissant, de sorte que Fy est la plus basse énergie,
E0<E1<E2<“'.

On cherche a construire deux Hamiltoniens Hy et Hy, (dénotés parfois aussi H_ et H) dits

partenaires, donnés par

d2
Hy = —w+V0($) = Aj Ao (1.3)
et
d2
Hy, = T2 + Vi(x) = ApAg, (1.4)
avec Ay donné par
d
A= — .
0= Wo(x), (1.5)

et AT est son hermitique adjoint. La fonction Wy(x), appelée super potentiel, est reliée au

potentiel V' (z) et & I’énergie de son état fondamental Fy par ’équation différentielle non linéaire

Wi - T v g
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ou encore

W () + = Vi(z)

= Vp(x) +2%§f”. (1.7)

L’équation de Schrodinger pour les partenaires Hy et Hy s’écrit :

AF AU () = EQWY (2) (1.8)
et
AgATTW (2) = EDwW ()| (1.9)

Ainsi, par construction, I’énergie de 1’état fondamental de Hy est nulle alors que les énergies

des états excités sont toutes positives :
EY =0et E® >0, pourn > 1. (1.10)

Nous allons montrer dans les sections qui suivent que les valeurs propres du partenaire H; et
les fonctions propres correspondantes se déduisent directement a partir de celles de Hy par des

relations simples.

1.2.1 Valeurs propres et fonctions propres des partenaires H, et H;

Par construction, nous avons pour n = 0
O _ d* ©
Ho®y” (2) = (=75 +Vo(@) | ¥y’ (2)

— 0, (1.11)

de sorte que la fonction propre de I’état fondamental est reliée au potentiel par

20 (a)

Vo (2) = @égfz(x). (1.12)

Autrement dit, le potentiel Vj (x) est complétement défini par la connaissance de la fonction
propre du niveau fondamental et vice versa.
Cependant, sachant que les valeurs propres d’'un Hamiltonien & une dimension ne sont pas

dégénérées, on en déduit le résultat (1.10). En particulier, pour n = 0, il découle que

AU (2) =0, (1.13)
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et donc la fonction propre de I’état fondamental de Hj est aussi fonction propre de Ay avec la

valeur propre 0. De la, on obtient que

qui s’intégre pour donner la fonction propre de I’état fondamental sous la forme

0O () = Ny exp {— / W) dy] | (1.15)

oll Vg est une constante de normalisation de ’état fondamental.
Ainsi, connaissant le superpotentiel Wy (x), on peut en déduire directement la fonction

propre de I’état fondamental de Hy.

1.2.2 Relation entre les valeurs propres et fonctions propres corres-

pondantes de deux Hamiltoniens partenaires

A partir de maintenant nous supposons que le probléme étudié,est caractérisé par le po-
tentiel V5 (), n’est pas a symétrie brisée.

Pour trouver les relations entre les valeurs propres et fonctions propres des partenaires,
nous considérons que les énergies propres des deux partenaires sont classées dans un ordre
croissant, i,e

EY), > EY pouri=0,1. (1.16)

Partons de I’égalité (1.8) et appliquons 'opérateur Ay & gauche des deux membres. Sachant
que le produit des opérateurs linéaires agissant sur le méme espace de Hilbert est associatif, il

vient

AgAg (ATY (2)) = E© (4,00 (2)), (1.17)

qui s’écrit

Hy (Ao (2)) = B (4,90 (2)) ,. (1.18)

Ainsi, si AO\II%O) () # 0, c’est-a-dire pour n # 0, il découle que cette fonction est fonction propre

de H; avec la valeur propre EY.
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De la méme maniére, en agissant sur les deux membres de (1.9) a gauche par A*, on obtient

Af Ay (ATTY (2)) = BX (AJO (2)), (1.19)
Oou encore
H, (qufgp () = EW (qufg}) (2)) . (1.20)

Dong, si Aoﬂy,ﬁ” (x) #0, BV est aussi valeur propre de Hy pour la fonction propre (Ao\lfgll) (a:)) )

Conséquemment, toutes les valeurs propres de Hy, a l'exception de E(()O), sont aussi des
valeurs propre de Hy, i.e : Hy et H; possédent le méme spectre énergétique sauf pour I’énergie
de I’état fondamental E(()O), qui ne fait pas partie du spectre de H;. Puisque les spectres vérifient

) et Eflo) sous la forme

la relation (1.16), on obtient la relation entre les E{
Eq(ﬁﬁl = ES) pour n > 1, et E(()O) =0. (1.21)

On peut dresser le schéma suivant :

H, H,

BV A - EW
EO ________ o B
EY L

Action des opérateurs Ay et Ag

En comparant (1.9) et (1.18), on obtient la relation entre les fonctions propres de Hy et H;

sous la forme

W (z) = AWy, (x), (1.22)

n

Si les W (x) et qfffjl () sont normalisées a 1, & partir de ’équation (1.22), on peut écrire
[E@ud @i = [ 00 @ A5 AW, (@) da
- [ e @ @, (123
On peut donc écrire explicitement

oW (z) = 400 (2), (1.24)
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et
U, (z) = AU (x). (1.25)

Alors, on déduit que opérateur Ay resp (Aar) transforme la fonction propre de Hy resp (H;)
en une fonction propre de H; resp (Hy) . Ceci, veut dire que si I'on connait toutes les fonctions
propres de Hy, on peut déterminer celles de H; et vice versa, par application répétée de Ag ou
Ag. A chaque étape, la fonction propre obtenue est de carré sommable avec la méme valeur
propre.

Donc, la premiére conclusion a tirer de la supersymétrie et qu’elle peut servir pour obtenir
de nouveaux potentiels solubles. En effet, a partir des fonctions propres et valeurs propres de
Hy on peut obtenir ceux du partenaire H; dont le potentiel Vi(z) est relié a Vy(x) par (1.7)

mais dont les allures peuvent avoir des forme trés différentes.

1.3 Factorisation et Hiérarchie d’Hamiltoniens partenaires

Dans la section précédente on a vu qu’une fois la fonction propre de I’état fondamental
correspondant & un Hamiltonien H, est connue, on peut construire le super potentiel W ()
et vice versa. Ainsi ’'Hamiltonien H, peut étre factorisé comme le produit des opérateurs Ag
et AJ sous la forme (1.3) et on peut lui associer un partenaire H;. Le spectre et les fonctions
propres correspondantes de ce dernier sont complétement déduites & partir de ceux de Hy.

De la méme maniére, connaissant la fonction propre de I’état fondamental de H;, on peut
obtenir un nouveau superpotentiel W; (x), a partir duquel on construit aussi deux nouveaux
opérateurs A; et A]. Ces derniers serviront pour factoriser H; comme H; = A A; et défi-
nir son partenaire comme Hy, = A;Af. Cette procédure peut étre poursuivie successivement
pour construire une hiérachie d’Hamiltoniens partenaires Hy, Hy,--- , H,,,--- dont les spectres
et les fonctions propres correspondantes sont reliés par des relations semblables. Nous allons
développer ceci dans ce qui suit.

Soit donc "'Hamiltonien de départ Hy et admettons qu’il dépend explicitement d’un en-
semble de paramétres réels, décrits par ag. Admettons aussi que 1’énergie de son état fonda-

mental E[()O) (aq) et la fonction propre correspondante \Iféo) (x,a;1) sont connues. On peut donc
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écrire
d2
Hy(z,a1) = o + Vo (z,ay)
= A (a1) AL (a1) + ES” (ao) (1.26)
avec
Al (z,a1) = =L + Wy (z,a
o (z,01) = =35 + Wo ( 1)’ (1.27)
Ao (z,a1) = =L + Wy (2, a1)
et
d
x%@ﬂg:—@mwygﬂg. (1.28)
Le partenaire supersymétrique est donné par
d2
Hi(z,a01) = o + Vi (z,ay)
= A (ar) AL (a1) + B (a1) (1.29)
avec
Vi(z,a1) = W¢(z,a1) + W(; (z,a1) + E(()O) (a1)
= Vo (x,a1) + 2W, (z,a1)
d2
= Vo(r.a1) =25 n v\ (2,a1) . (1.30)

A partir des équations (1.21), (1.24) et (1.25), les énergies propres et les fonctions propres

correspondantes sont reliées par

EY) (1) = B (a1), (1.31)

L (1) = Ao () 2 (,a1). 132)
U0 (2,01) = AF (a1) O (2, 04) .
Maintenant, on peut refactoriser H;, dont l’énergie de ’état fondamental est E(()l) (a1) =

0 ) ) . . . .
Ei ) (a1), pour déterminer son partenaire Hs, et ensuite on peut écrire H; sous la forme sui-

vante :

Hi(z,01) = Ao(z,a1) AL (2,a1) + E (ay)

= Af (z,a1) Ay (z,a01) + Efo) (a1), (1.33)
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avec
Af (z,a0) = =L + Wy (2,aq) ,
A (x,a1) = —% + Wi (z,a49),
ou
d O
Wi (z,a1) = 0 Inv,’ (z,a;). (1.35)
Le nouveau partenaire de H; sera défini par
d2
Hy(v,01) = T2 + Va (7, a1)
= A (z,a1) A} (z,a1) + B (ay), (1.36)
alors la forme de V5 (x, a1) est donnée par
Va(x,a1) = W2(x,a1) + W, (z,a1) + Efo) (ay)
d2
= ‘/1 (l’, CLl) — 2@ In \I/((]l) (ZL‘, al)
d2
= Vo(@,a1) 275 (qu°> (2, a1) TV (z, a1)> . (1.37)
Par ailleurs, on a
EP (1) = Bl (ar) = Ey (a1), (1.38)
et
U (z,01) = Ay () B, (2, 1) (1.39)
ou bien
VP (z,a1) = Ay (1) Ag (1) ¥, (2,01) . (1.40)
L’inversion des relations (1.39) et (1.40) donne
Uil (z,a1) = Af (1) O (2, 01), (1.41)
et
Uy (2,01) = A (a0) A (@) U (2, 1) (1.42)

La refactorisation de Hy pour déterminer son partenaire H3 conduit a définir As (z,a1) et son

hermitique adjoint, de sorte que

Hy (z,01) = A (z,01) Ay (z,01) + B (a1).

(1.43)
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Il s’ensuit que

Al (z,a0) = =L + Wy (z,a4q)
@) =~ + W (o) "
Ay (z,a1) = —% + Wy (x,aq),
avec
__ 4. 50
W (z,a1) = 0 Inv,” (z,a;). (1.45)
x
Le partenaire Hs est alors donné par
d2
H3 (J"aa'l) == _@—F%(zaal)
= Ay (z,a1) A (z,a1) + B (ay), (1.46)
avec
d? 0 1) @
Vi (1) = Vo (¢, a1) =27 In (\110 (z,a) TV (2,01) OP (a, a1)> , (1.47)
tel que
EP (a) = B, (@) = By (@) = By (@), (1.48)
et
OO (2,a1) = Ay (a1) Ay (a1) A (a1) ¥, (2, a4), (1.49)
Et la relation inversée de cette équation est donnée par
Uy (2,a1) = AT (a2) A (@) Af (ar) ¥ (2,01) (1.50)

Puis, on refactorise H3 pour déterminer son partenaire H, et ainsi de suite. Alors, de facon
générale, si Hy posséde p états liés, on peut poursuivre cette procédure jusqu’a un ordre p
et construire une hiérarchie de p — 1 partenaires H,, (ou m =1,2,3,--- ,.p) a partir de H.
Chaque Hamiltonien H,, posséde (p —m) états liés de valeurs propres E7(10) et de fonctions
propres T avec [m <n <p|. Autrement dit, H,, ne posséde pas les m premiéres valeurs
propres de Hy [3,5]. Si la symétrie se brise & une étape quelconque de la construction de cette
hiérarchie, on ne peut pas aller plus loin et on doit s’arreter a ce niveau. Ainsi, si la symétrie

n’est pas brisé a I’étape m, ’Hamiltonien correspondant H,, sera donné par

d2
H, (x,a1) = —w—i-vm(x,al)

= A} (a1) A (@) + E (), (1.51)
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ou
At (@) =—L + W, (z,a
Am (al) = _% + Wm (I‘, al)
avec - -
U" dln W™
Wi () = -0 @ dafe (@) (1.53)
Uy () dz
La forme de V,, (z, a;) est donnée par
d*In (\IJE)O) <I7 al) T \Ijém_l) (ZL’, (1,1>>
Vin (x,a1) = Vo (2,a1) — 2 e : (1.54)
On a aussi
EM (@) = EVY (@) = = B, (@), (1.55)
et
U (2a1) = Aoy (a1) - Ay (a1) Ao (a1) O, (2, a1), m > 1, (1.56)
La relation inverse de cette équation est donnée par
U (2,a1) = A (@) A7 (1) - Ay (@) B (2,0), (1.57)
Aussi, on peut écrire
P (0 (2, a1) - 05" (2,a1))
Vin (x,a1) = Vo (x,a1) — 2 : (1.58)

dx?

Enfin, si 'on connait toutes les énergies propres et fonctions propres de Hy, on peut déduire

celles des autres Hamiltoniens H,,.

1.4 Invariance de forme

En 1983, le concept de potentiels invariants de forme dans la structure de la mécanique
quantique supersymétrique, a été introduit par Gendeshtein [4]. Comme on va le voir, quand
cette propriété est satisfaite par un potentiel, il est aisé de déterminer son spectre d’une maniére
algébrique, simple et élégante. Autrement dit, 'invariance de forme peut étre considérée comme
une condition suffisante pour la solvabilité d’un potentiel mais elle n’est toutefois pas une

condition nécessaire [3].



1.4 Invariance de forme 24

Maintenant, si Vj (z,a;) est un potentiel supersymétrique dépendant d’un ensemble de
parameétres ag, on dit qu’il est invariant de forme si son partenaire V; (z,a1) s’écrit sous la

forme

Vi(z,a1) = Vo (x,a2) + R(ay) (1.59)

o R (ay) est une fonction indépendante de x, appelée reste, et as est un nouveau ensemble de

parameétres, reliés aux anciens par une certaine fonction

az = f(ay). (1.60)

Ainsi, de I'utilisation de la condition (1.59) et de la hiérarchie d’Hamiltoniens, discutée dans la
section précédente, on peut facilement obtenir les valeurs propres et les fonctions propres quand

la supersymétrie est non brisée. En effet, on a vu que ’état fondmental de H, est caractérisé

par
EQ(a;) =0
o o (@) ] (1.61)
Uy (7,a1) = exp [— f Wo (y,a1) dy} .
Si on ajoute aux deux membres de (1.59) la partie cinétique, on peut écrire
Hy (z,01) = Ho(z,a2) + R(a1)
= A (7,a9) Ay (7,a2) + R (ay). (1.62)
En comparant(1.33) et (1.62), on peut faire 'identification suivante
E(a)) =R 1.63
1 (a1) (a1), (1.63)
et
AO (Z’, ag) = Al (I’, al) . (164)

D’ou Efo) (a1) est simultanément 1'énergie du premier état excité de Hy et I'énergie de I'état

fondamental de H;, c’est-a-dire
E (a1) = ESY (1) = R (ay). (1.65)

Par ailleurs, a partir de (1.62), les Hamiltoniens H; (z,a;1) et Hy (x, az) possédent les mémes

fonctions propres. On peut donc écrire

U (,a1) = U (2,0). (1.66)

n
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A partir de (1.66), on obtient

Hsy(z,a1) = Hp(z,a3)+ R(as) + R(ay)
= AS_ (ZE,(Z4) AO (JI,CL3)+R(G2)+R(CL1), (167)

et en comparant (1.43) et (1.67), on aboutit a I'identification suivante :
(0) _ (@ —
E2 (al) = El (al) =R ((12) + R (al) s (168)

ou Eéo) (aq) est Iénergie de premier état excité de H; et aussi 1'énergie de 1'état fondamental
de HQ.
Ainsi, on a

Ap (z,a3) = As (z,a4), (1.69)

et a partir de (1.67), I'Hamiltonien Hj (x,a;) et Hy(x,a3) possédent les mémes fonctions

propres. Nous pouvons donc écrire

TP (z,a1) = VO (z,a3), (1.70)
az = [ (a2) = [ (f(a1)). (1.71)

Il est maintenant aisé de se rendre compte que de fagon générale, on peut écrire

H, (x,a1) = Ho(z,am)+ R(am_1)+ -+ R(az) + R(ay)

= A (x,am) Ao (z,a,,) kglR(ak) , (1.72)

am = " (a1), (1.73)

et f™! signifie que la fonction f est appliquée (m — 1) fois.
On peut définir aussi une nouvelle forme de H,, (x,a;) comme

d2 m—1

+ Vo (z,am) + > R(ag). (1.74)

H,, (35,01) = _@ P

En comparant (1.51) et (1.72), on obtient

m—1
ED (a1) = Y R(ax); EY () =0, (1.75)
k=1
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et
A (z,a1) = Ao (2, a) - (1.76)

En utilisant (1.72), il vient que
T (2,0;) = 0O (2, a,,) . (1.77)
En reportant (1.76) et (1.77) dans (1.57), on obtient

o)

n+m

(z,a1) = AF (1) A (az) - AJ (am) U (2, am), (1.78)

n

Si on pose n = 0, on obtient
VO (1,a0) = A (a1) Af (a2) -+ AL (am) U (2, am) (1.79)

Enfin, si 'on connait la fonction propre de I'état fondamental \I/éo) (x,a,) de Hy, on peut
déterminer toutes les fonctions propres \Iisg) (z,ap) en appliquant Popérateur AS. Alors dans
un cadre plus général, la relation (1.75) permet de générer la valeur de ’énergie de n’importe
quel niveau de Hj a partir de la fonction de son énergie fondamentale Eéo) et le reste R (ag) .

Parallélement, la relation (1.77) permet de générer la fonction propre de n’importe quel niveau

de Hamiltonien & partir de la fonction propre du niveau fondamental.

1.4.1 Forme de la fonction f

D’aprés 'étude présentée plus haut, la fonction f qui caractérise l'invariance de forme
d’un potentiel supersymétrique pourrait étre arbitraire. Cependant, jusqu’a présent on a trouvé
seulement trois formes différentes pour cette fonction. Au début de la découverte de I'invariance
de forme, on a constaté pour tous les potentiels connus en mécanique quantique qui sont
supersymeétriques et invariants de forme, la fonction f génére une translation entre les anciens
et les nouveaux parameétres,

a1 = f(ag) = ag + a,
ol « est un parametre fixe. On a alors cru que seule 'invariance par translation est admise
dans la supersymétrie en mécanique quantique.

En 1993 : Khare et U. Sukhatme [7] montrérent qu’il peut exisiter d’autres types de fonc-
tions de la forme

ay; = qag, avec 0 < ¢ < 1, (1.80)



Chapitre 2

Solutions approximatives de 1’équation
de Klein-Gordon avec une masse
dépendante de la position, en présence
des potentiels vecteur et scalaire du

type Hulthén

2.1 Introduction

Les solutions analytiques exactes ou approximatives de I’équation relativiste d’une particule
chargée de spin zéro avoir une masse dépendente de sa position, et en présence de deux potentiels
Hermitiens vecteur et scalaire ou en 'absence de 'un d’eux, elles ont été d’attirer beaucoup
d’attention dans la littérature récente, et cela est dii que aux systémes avec masse dépendente
de I'espace sont trés utilisé dans de nombreux domaines pour étudier les propriétés physiques
et électroniques de semi-conducteur. Parmi les travaux sont bien connus dans ce domaine dans
'espace & trois dimension, nous mentionnons d’entre eux, le travail de Arda et al [8] qui ont
étudié les solutions approximatives de I’équation de Klein-Gordon avec une masse dépendante

de la position en présence les deux potentiels scalaire et vecteur par la méthode de Nikiforov-
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Uvarov. Malheureusement, les résultats obtenus dans la référence [8] sont incorrects et nous les
avons donc recalculés en utilisant la méthode de supersymétrique en mécanique quantique. En
2012, Jia et al [9] ont discuté les solutions exactes des états liés de I’équation de Klein-Gordon
avec masse dépendante de la position en présence a deux potentiels vecteur et scalaire par
I’approche de la supersymmeétrie en mécanique quantique. Le travail publié en 2013, Farrokh
et al [10] ont traité les solutions approximatives de I’équation de Klein-Gordon d’une particule
de spin zéro, de masse dépendante de sa position, et soumise aux deux potentiels scalaire et
vecteur.

Dans ce chapitre, nous intéresserons a étudier un systéme quantique relativiste concernant
a résolution de I’équation Klein-Gordon & trois dimension d’une particule de spin zéro possede
une masse variable dépendante de la position soumise aux deux potentiels scalaire et vecteur

en utilisant I’approche de la supersymétrie en mécanique quantique

2.2 Equation de Klein-Gordon stationnaire pour une par-
ticule dont la masse dépend de sa position

Nous considérons I’équation de Klein-Gordon indépendante du temps pour une particule
de spin zero avec une masse variable M (r) doit étre strictement positive, M (r) > 0, et soumise

a un couplage de potentiel scalaire S(r) et potentiel vecteur V(r), s’écrit
[—h202v2 +(EME) +S@) = (E-V @) U@ =0 r=r00p (2.1)

ou FE est Iénergie de la particule,¥ (r) est la fonction d’onde totale correspondante, h est la
constante de Planck devisée sur 27 et ¢ est la vitesse de la lumiere (¢ = 3.10% m/s). Si M (r),

S (r) et V (r) sont des fonctions centrales, i.e.,
Mx)y=M(r), S(r)=S(r) et V(r)=V(r), (2.2)
et en écrivant la fonction d’onde ¥ (r) sous la forme

U(r)=U(r0,0) =r"0(r)Yin (0, ¢) (2.3)
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ou Y, (0,p) sont les harmoniques sphériques, on obtient I'équation radial de Klein-Gordon
sous la forme

[+ S g [@erm+sor+E-vor]bow-o @

r2

ot 32 = 1/h*c. Cette équation désigne 'équation de type Schrodinger avec énergie zéro. Afin
de résoudre I'équation différentielle (2.4) par la méthode de la sypersymétrie en mécanique

quantique, on peut écrire cette équation sous la forme suivante

{0 = e ), (2.5)

avec

Vi (r) = M + 2 [(02M (ry+S (7"))2 +(FE -V (r))2] , (2.6)

r2
ouVp (r) est appelé le potentiel effectif dépendent de 1’énergie E, le terme l(l%l) est le potentiel
centrifuge. Dans ce cas, on suppose que le parametre E est considéré comme un constant dans
(2.6). Par ailleurs, si les valeurs propres ¢,; et les fonctions correspondantes 1 (r) sont obtenus

algébriquement par I'approche de 'approche SUSYQM, les énergies F, du systéme relativiste

sont donnés par les solutions réelles de ’équation
e (E) =0, (2.7)
et les fonctions d’onde correspondantes ¢, () peuvent étre déduites par
o(r)=1 (T)|enz(E)=0 - (2.8)

ou n et [ est le nombre quantique radial et angulaire, respectivement.

2.3 Particule relativiste de spin zéro soumise 4 un po-
tentiel du type Hulthén

Considérons une particule relativiste sans spin avec une masse dépendante 1'espace, M (),
soumise a deux potentiels vecteur V (r) et scalaire S (r). Les fonctions de la masse et les poten-
tiels vecteur et scalaire sont données sous les formes suivantes

my

ewr — 1’

M (r) =mo + (2.9)
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S (r) = - (2.10)
et
Y
Vi =-———"7 (2.11)

ol myg désigne la masse réduite du systéme, a, Sy, Vo et my sont des parameétres réels posi-
tives, telles que Sy > Vj. Dans ce chapitre, nous allons résoudre 1’équation de Klein-Gordon
(2.4) pour les états [ d’une particule par I'approache de la supersymétrie. La solution de cette
équation est basée sur la méthode d’approximation de potentiel centrifuge, qui permet d’ob-
tenir analytiquement une solution approchée de I’équation. Ainsi, on remplace maintenant le
potentiel centrifuge par une expression semblable aux termes des potentiels et de masse [11],
qui est donné sous la forme
LI4+1)  1(I+1)a?er

= . 2.12
72 (ear — 1)2 ( )

Une analyse de ce probléme a été présentée dans le cadre de I’approche de Nikiforov-Uvarov

et en utilisant ’approximation de potentiel centrifuge [8]. Cependant, nous devons signaler que
les résultats obtenues dans cette étude ne sont pas correctes.

Insérant (2.9), (2.10), (2.11) et (2.12) dans (2.6), on obtient le potentiel effectif Vg (r) sous

la forme
)\160” /\2
Ve(r) = — + A3, 2.13
E( ) (ear _ 1)2 e — 1 3 ( )
avec
M =1+ 1)a?+ B2 (m = So)° + B2V, (2.14)
Ao = A — 25°V,E, (2.15)
A3 = B2c*mi + BPE?, (2.16)
et
A=p (mic? — 50)2 — 23%moc? (mic® — Sp) + BVE >0 (2.17)

Par conséquent, 1’équation différentielle de type Schrodinger s’écrit

{ d? )\16041" _ )\2 + )\3} ¢nl (T) = gnlqu)nl (r) , (218)

BT
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Afin de déterminer les valeurs propres £, et les fonctions propres correspondantes 1, (), on
applique I'approche de la super symétrie en mécanique quantique et I'invariance de forme dans

la section suivante.

2.4 Valeurs propres et fonctions propres

2.4.1 Spectre énergétique

Vu la forme de Vi (r), nous suggérons le superpotentiel sous la forme

B

ear — 1’

WE(’I“) =A +

(2.19)

ou A et B sont des paramétres réels.

Afin de fixer les parameétres A, B et €g, o0l €q = € (F) est le spectre d’énergie de ’état
fondamental de Vg (1), nous devons résoudre ’équation différentielle non linéaire de Riccati
suivante

dWE(T)

Vg (r) —eg = Wa(r) — 0 (2.20)

De (2.19), on obtient la premiere dérivée et le carré du super potentiel, respectivement,

dWg(r) aBe™”

- , 2.21
dr (ear . 1)2 ( )
et
BZeor 2AB — B?
Wa(r) = A? + : 2.22
E( ) (ea,r . 1)2 60” _ 1 ( )
Substituant (2.21), (2.22) et (2.13) dans (2.20), on obtient
B(B+a)e* B*—-2AB 9 Are?” Ao
— + A® = — + A3 —¢ 2.23
(ear _ 1)2 ear — 1 <€ar _ 1)2 ear — 1 3 0l ( )
Par identification entre les deux membres terme & terme, on obtient
B (B + a) =\, (2.24)

B? —2AB = \,, (2.25)
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g = A3 — A% (2.26)

En vertu de (2.19), la fonction propre de 'état fondamental de Vg (r) s’écrit

oy () = exp (— / W () dy> = AT (1 — o) TR (2.27)

Dans le cas des états liés, 1, (1) est une fonction de carrée sommable, i.e., 1y (0) = 0 et
lim v, (r) = 0, ces conditions raméne que : A > 0 et B < 0. La solution négative de I’équation
T—00

(2.24) par rapport de B est donnée par

(0% 4)\1
B_—§<1+\/1+§). (2.28)

D’apres (2.21) et (2.22), on obtient I'expressions des potentiels partenaires supersymétriques

VPE:) (r) et Véf) (r) sous les formes suivantes

_dWg(r)  B(B+a)e* B?*-2AB

Vi) = W - = e ey v A @)
dWg(r B(B—a)e* B?-2AB
Vi) = R+ dET( ) ((em T e + A% (2.30)
De (2.25) et (2.26), on a
B X

ol Ay est un paramétre positif si 28°VoE < A. Le spectre d’énergie de I’état fondamental de

B 2
gl = )\3 — (— — ﬁ) . (232)

Vi (r) s’écrit

2 2B
Substituant (2.25) et (2.31) dans (2.29) et (2.30), on obtient

ar 2
(-) B _ B (B + Oé) € _ )\2 E _ ﬁ 9
Vi ' (r, B) e 1F e 555 (2.33)
2
(+) B (B — Oé) e )\2 B )\2
B) = — —— = . 2.34
Ve (r B) (eor — 1) e —1 \2 28 (2.34)

Ils satisfont a la condition de I'invariance de forme [4], qui s’écrit

VED (r,b0) = V) (r,by) + R (1), (2.35)
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avec
blzB, bng(bl):B—Oé:bl—Oé, (236)
et le reste R (by) est une fonction indépendante de r, donné par
b A\ (b %) (B X\ (B-a A\’
=l=-—-=] - (=—-==) =|=—-=) - - (2
B(by) (2 261> (2 252> 2 2B 2 2(B —a) (2.37)

En tenant compte de (2.20) et (2.29), on obtient la relation entre les valeurs propres de

deux potentiel Vg(r) et Vé:) (r)
Enl = 57(1?) + o1, (2.38)

ou 57(1;) sont les valeurs propres de VES_) (x), qui sont exprimés en termes de la fonction de reste

R comme
e = Y R
k=1
N A N R A I VP A N (A
2 2 2 2by 2 2by 2 2bs
bt e ' (b )’
2 2b,_1 2 2b,
bl )\2 2 b )\2 2
- (5-%) -(G-=)- (239
avec
by=fofo---of(b)) =b —na=B—nao. (2.40)
—_—
(n—1) fois

ou b, = B —na < 0. Ainsi, en substituant (2.39), (2.40) et (2.32) dans (2.38), les valeurs

propres d’énergie ¢,,; sont donnés par

by A2\’
Ent = A3 — (5 - i) (2.41)

Insérant (2.15), (2.16) et (2.40) dans (2.41), on obtient

B—na_A—2/82V0E 2
2 2 (B — na)

Le spectre d’énergie E,; (F = E,;) du systéme est déterminé par la résolution de 1’équation

en = BEE? 4 B2ctm? — ( (2.42)

en (Eny) = 0. Ainsi, d’aprés (2.42), les valeurs propres E,,; sont données par

—no 2 2
(5~ ap) = s+ (132527 (. )

52‘/2 9
2 <1 - <B—n3>2)

Ef = (2.43)
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Insérant (2.28) dans (2.43), on obtient

1 2A
E$ = Vol 1-—

5]
5 (1 262V;2 a2<@/1+%+2n+1>
- 2
a2 (,/1+%1+2n+1)

2
042(,/1—1-%1—1—2714-1) 9

1—

2 2
26 a2<\/1+%1~|—2n+1>

(2.44)

ou n est le nombre quantique radial.

2.4.2 Fonctions d’onde normalisées

Afin de déterminer les fonctions d’onde ¢, (1) (¢, (r) = ¥ (7)., ()=0) du systéme, on

remplace les équations (2.8), (2.24), (2.40) et (2.41) dans (2.18), on obtient I’équation différen-
tielle suivante

{_d2 B(B+a)e  d 1 A

—3 + (o — 1)2 111 ((B —na) — m) } ¢ (1) =0, (2.45)

En utilisant le changement de variable : z =1 —¢e7%"; ¢, (1) = ¢, (r); 2z € ]0,1], ’équation

(2.45) devient

2 d o1 11 Ao\ 2 Ao | -
1)L % S BB+a)-—— ((B=na)— 22
{Z< 2 2 “dz a? (B +a) z  4a? (( na) (B — na)) (1—2) * a? Q)
(2.46)
Définissant une nouvelle fonction F' (z) par
O (2) = 2" (1= 2)" F (2), (2.47)

et en substituant (2.47) dans (2.46), on obtient I’équation différentielle hypergéométrique suivante

{2(1—2)%+[2u—(2y+zu+1>z]fl—f—(V+M—Q)(U+M+Q)}F(z)_o, (2.48)

ou les paramétres v, u et () sont définis par

1 [ an
=—11 1+ — 2.4
V=g < + + 2 ) ) (2.49)

=0,
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A 1 4\
o= 2 ——2n+14+4/1+ 2], (2.50)
2 4\ 4 a?
as(2n+1+4+4/1+ 5
et
A 1 4\
Q= 2 +ol2m+1+4/1+ 2. (2.51)
2 4\ 4 a?
as(2n+1+4/1+ 5
Introduisons la nouvelle variable
r=2z—1=1-2e"et F(2)=P(z);xz €]-1,1] (2.52)
et en notant
p o 1
2w=p+1,2u=0cet Q=— n—|—§—|—§+§ : (2.53)
L’équation (2.48) devient
d*F dF
{(1—1:2) prcis p—o— (p+a+2):c]%+n(n+p+a+1)}P(z) =0, (2.54)

Ainsi, la solution de cette équation est donnée par le polynéme de Jacobi [12], P (z) = P (),

ot P{”*) () est un polynome de Jacobi de dégrée n.
En vertu de (2.52), (2.47) et (2.53), la solution de 'équation différentielle (2.45) est donnée

par

oo il
Gt (1) = Ne™ 57 (1= e77) 5 PO (1 - 2¢7) (2.55)
ou N,,; est un facteur constant. La condition de normalisation est donnée par
JRCGIR (2.56)
0

Insérant (2.52) et (2.55) dans (2.56), on obtient

D=

20+p+1
Ny = a . (2.57)
S =2 R (@) de

En utilisant les deux intégrales suivantes (voir formule (7.391.5) dans [12])

/1 =2y (142) [P (@) de = L ntot DI{ntpt 1)

2.58
1 nlol'(n+o+p+1) ’ (2.58)
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qui est valable pour Re () > 0 et Re (p) > —1, et (voir formule (7.391.1) dans [12])

(1—2) (1+2) [P ()] do =

, 2.59
1 nCn+o+p+ 1) I'(n+o+p+1) (2.59)

/1 20PN (n+ o+ 1) T (n+p+1)

ou Re () > —1 et Re(p) > —1. On obtient finalement la constante de normalisation N, sous

la forme
N, — an!a(2n+a+p+1)F(n+a+p+1)’ (2.60)
Cn+p+1)I'(n+o+1)T'(n+p+1)
ou I' est la fonction de Gamma.
2.5 Cas particuliers
2.5.1 Premier cas : Masse constante
Pour m; = 0, la masse de la particule relativiste de spin zéro est une constante, M (r)|,,, _, =

mg. Par conséquent, les parameétres définis par les expressions (2.14), (2.17) et (2.28) peuvent

s’écrire, respectivement

M o=1(1+1)a® 4 282 + B*V2, (2.61)
A = 3282+ 23°moc®Sy + BV (2.62)
et _
— « 4)\1
B=——|1 1+ —. 2.
( e ) 263)

D’aprés (2.43), on obtient le spectre d’énergie des états liés sous la forme suivante

— + |
€ - E?’Ll mi =0

_ (- i) qE\/“‘A””‘%+ (v -5 (1- <BAm>2)2, 2.0

_ 62‘/02
2 (1 Bna)z)

Insérant l'expression m; = 0 dans les expressions (2.49), (2.50) et (2.51), on obtient

1 4\
p=—(1+4/1+ = 2.65
v 2<+ +a2>, (2.65)
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A 1 4N
fi = 2 - —Z<2n+1—|— 1+—;>, (2.66)
a2 (Qn +1+4/1+ ‘:—*21) “
et - _
- A 1 4\
Q= z - +Z<2n+1+ 1+a—;>. (2.67)
a? (2n +14+4/1+ %)
avec
A = A = 25*Voen, (2.68)
Cependant, les fonctions d’ondes normalisées sont données par
= ool p+1 = =
= Nuye 2" (1—e™) 7 PP (1 -2, (2.69)
avec
p=2v—1eta=2, (2.70)

et la constante de normalisation s’écrit

- ¢aM5@n+5+p+1ﬂ%n+5+p+n (2.71)

Nn: )
: Cn+p+ )T (n+6+1)T(n+p+1)

2.5.2 Deuxiéme cas : Potentiel vecteur de Hulthén

En posant Sy = 0 dans 'équation (2.43), le spectre d’énergie de la particule relativiste se

réduit a
+ +
Enl - Enl So=0
~ 2
AV 4,92 2_(3*”‘“)2 . A
<V° <B—n°a>2) HF\/ Actmo + (VO 7 )\ Gy
— . . (2.72)
_ = '0o _
2 (1)
avec
A= 1(1+1)a?+ BPmict + *V2, (2.73)

A = BPm3c* — 26%mogmact + B2V2 (2.74)
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~ « 45\1
B=——11 1+— 1. 2.
5 (11— (2.75)

Insérant l'expression Sy = 0 dans (2.49), (2.50) et (2.51), on obtient

1 4\
r=—=11 14+ — 2.76
v 5 + + 22 | ( )
A 1 4\
i = 2 — (2 1+ |, (2.77)
a2(2n+1+ 1+%1) “
et
- A 1 4\
Q= - g (21 (2.78)
a2 (2n+1+ 1+%1)
avec
Ao = A — 26%Voen, (2.79)
Ainsi, les fonctions d’onde normalisées sont données par
(bnl (T) = (bnl (T)|SO=0
-~ ao p+1
= Nye 27 (L—e) 7 PP (1—2¢°7) (2.80)
avec
p=20—1et o =2p0, (2.81)
et la constante de normalisation s’écrit
N, - an!&(%n+&+ﬁ+%)F(n+&+/:)+1)’ (2.89)
2n+p+1)I'(n+6+1)I'(n+p+1)

2.5.3 Troisiéme cas : Potentiel scalaire de Hulthén

En faisant V5 = 0 dans 1’équation (2.43), le spectre d’énergie se réduit a

+ +
Enl - Enl|V0:0

— :F\/(,Amg - % (1 - ﬁ)i (2.83)
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ol les parameétres A et B sont définis par

A = B2 (mac® = So)* — 28%moc? (mac® — So) (2.84)
et
(0% 4)\1
B=-3 <1+ 1+§>. (2.85)
avec
M=1(+1)a?+ 82 (mi — S,)”. (2.86)

Insérant l'expression Vy = 0 dans (2.49), (2.50) et (2.51), on obtient

1 A
= (14+4/1+5 2.
v 2( + +a2)’ (2.87)
A 1 )
w= ——(2m+1+4/1+ 5, (2.88)
1+%) 4 @

a? <2n+1+
et
A 1 4\
Q= +1<2n+1+ 1+—21>. (2.89)
a2<2n+1+./1+%1> @

Ainsi, les fonctions d’onde normalisées sont données par

p+1

G (1) = (7“)|50:o
= Nye 2" (1—e) 2 P (1—2e77) (2.90)

avec

p=2v—1eto=2pu, (2.91)

ol la constante de normalisation N,; est donnée par

an:\/an!a(?n—i—a—i—p—i—l)F(n—l—U—i—p—i—1) (2.92)

Cn+p+ )T (n+o+1)T(n+p+1)



Chapitre 3

Solutions approximatives de 1’équation
de Dirac d’une particule de spin-1/2
dans des potentiels vecteur et scalaire

du type Manning-Rosen

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons de résoudre approximative de 1’équation de Dirac
a trois dimension d’une particule relativiste de spin demi-entier, de masse m, soumise a un
couplage de potentiel scalaire et potentiel vecteur du type Manning-Rosen. Ce Potentiel est

défini par [15]
a b

- ; 3.1
(eocr _ 1)2 eor — 1 ( )

Unr (1) =

ol a, b et a sont des constantes réelles. Le potentiel de Manning-Rosen est utilisé dans la
description des vibrations et de la rotation des molécules diatomiques et constitue un modéle
convenable pour d’autres situations physiques dans le calcul des états de diffusion et des états

liés. Le potentiel (3.1) peut étre considéré comme une généralisation du potentiel de Hulthén
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3.2 Equation de Dirac pour un potentiel central

L’équation de Dirac indépendante du temps a trois dimensions pour une particule relativiste
de spin-1/2, de masse my, soumise au couple de potentiels scalaire S (r) et vecteur V (r) est

donnée par

HpW (7) = B (7). (3.2)

avec

Hp=cap+8(mec®+5(r)+V(r), (3.3)

ol @ et /3 sont des martices de Dirac habituelles. Dans la représentation de standard, les

. — 4
matrices o et [ sont données par

{
~
o

0
B 8= (3.4)
c 0 0 -1

Q1
I
|

ou I est une matrice unité 2 x 2 et & = (01, 09, 03) sont les matrices de Pauli

01 0 —2 1 0
01 = , O = , 03 = . (35)
10 v 0 0 -1

Le parametre E désigne le spectre d’énergie relativiste, U,,, () est le spineur a quatre compo-

santes complexes, i.e.

, Ojim (7)
\I]jm (T) = . ) (36)
gpjim (T)
avec
o= ") e =" (37)
{2 Py

ou j et [ sont des nombres quantiques de moment cinétique total et orbital, respectivement, m
est le nombre magnétique, et (W, |W;,) = [1] 4 o] + |10s]? + |104]*.

Pour exprimer 1'équation (3.2) en coordonnées sphériques, on suppose que S (1) et V (r)
sont des fonctions potentielles radiales, il faut également définir 'expression du terme « p’
dans ce systéme de coordonnées. Ainsi, on peut écrire 'opérateur d’impulsion radiale p, et la

vitesse radiale «,. sous les formes suivantes [13]

.10 . 0 1
po = =ity = i (E i ;) , (3.8)
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et
,’?
T - _»'_7 3.9
ar =a. (3.9)
et on a
@T)@TF) = (@7)@F) =TT +io(T x7)
- PP 4+id. L, (3.10)
avec
LT=7x7p, (3.11)
—_ = — = a
. p =—ih 1.V = —ihr—, (3.12)
or
et
h| 1+ 0 (3.13)
TP, = —i r—|. .
b or
é
ou L est le moment cinétique orbital.
De (3.12) et (3.13), on obtient
7.0 =rp. +ih, (3.14)
Il s’ensuit que
(@.7)(@.F) =rp, +i (h + 7.?) , (3.15)

D’apres (3.9), on a
2 (a7 (ar —r2+‘—>(*x*)— (3.16)
a,=(a—){d )= F+i0.(Fx7)= :
En tenant compte des relations (3.15), (3.9) et (3.16), on obtient

—
.

|
Q

ﬁ
p

= aup, +i K. (3.17)
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A~ —
ou K = h+ . L désigne opérateur spin-orbite. Par ailleurs, 'opérateur de moment cinétique
total est défini par
J=L+S=L+

N | >t

g (3.18)

oit S est I'opérateur de spin qui commute avec ’opérateur Z, ie., [I_:, §} = 0. Sachant que

Popérateur .J est commute avec ’Hamiltonien de Dirac. En vertu de (3.18), on a

72 72 h? 2 -7 72 3h? > 7
On obtient donc
. L 1 = R
K=h+oL=—-|J"—L"+—). (3.20)
h 4
Par conséquent, I’équation (3.17) devient
— — Qo
a.p =ap +i—K. (3.21)
r

Si Hp commute a la fois avec 'opérateur de la parité P (7 — —7), le carré de 'opérateur du
= —
moment cinétique J? et la composante .J, de J, on peut donc définir le spineur ¥ (r) comme

de vecteurs propres communs aux trois observables, telle que

Ojim (7 Ojim Ojim Ojim
7 O () G| (7) AR (7) o | O (7) (3.22)
Pjim (7) Pjim (7) Pjim (7) Pjim (™)
et
Ojim o[ Ojim
P i (7) = (—1)*2 i (7) avec w = +1, (3.23)

~jim (7) — @i (7)
oitl =+ 1. Il est clair que le spineur O, () doit avoir une parité opposée a celle du spineur

@i (7). Ainsi, on peut définir le spineur (3.6) sous la forme suivante

Wjmi (1) =

ZGnk (T) jSm (67 (b)
o Fy (r) et Gy (r) sont les composantes supérieure et inférieure de spineur W, respectivement.

Les quantités ., (0, ¢) et

iim (0, ¢), appelées spineurs harmoniques sphériques, sont liées

aux harmoniques sphériques Y, ,, (6, ¢) par les relations suivantes

LY 1 (0,6 1
lem (97 ¢) = 2L : ( ) pour [ = .] —aq (325)

\/ %}/},er% (67 ¢) 2
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et
_ jierlYm_l 97¢ 1
Qi (0,6) = . 3 (9:9) pour [ = j + -, (3.26)
]2;11 Yi,m—i-% (07¢)

La relation entre les spineurs harmoniques sphériques est donnée par [14]

T T
(O’;) lem = _lem et (O';) Q]lm = —lem, (327)
de sorte que
0 O 0 —Or
= , o = , (3.28)
o 0 o 0

olt o, = &Z. En tenant compte des équations (3.20), (3.25) et (3.26), les valeurs propres de

I’opérateur spin-orbite K sont données par

—(l+1)=—(j+12) pour j=j+1
. (I+1)=—-(j+3) pourj= ;- (3.20)

:j—l—%pourj:l—%
oulk| =7+ % Par conséquent, les équations aux valeurs propres de 'opératuer K sont données
par

~

KQjim (0,¢) = —hkQun, (0,0) et KQ; (0,¢) = hkQy,, (0, 0). (3.30)

Substituant (3.8) et (3.21) dans (3.3), I'Hamiltonien de Dirac Hp devient

~

Hp = ca, (pr + z%) + B (m+S(r) +V(r), (3.31)

En tenant compte de (3.2), (3.24), (3.27), (3.28), (3.30) et (3.31) et aprés un calcul simple,
on obtient un systéme d’équations couplées du premier ordre pour les composantes F, x () et

G (r), données par

(L5 Fet) = o o+ - 20) Gue0), 332)
et
(5= 2) Guslr) = o (= B+ 20) ), (333

A(r)y=V(r)=5S(r), (3.34)
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YX(r)=V(r)+S(r). (3.35)

Dans ce travail, nous nous intéressons & la résolution de 1’équation de Dirac en présence
de deux potentiels vecteur et scalaire égaux par ’approche de super symétrie en mécanique
quantique,V (r) = S (r), i.e., A(r) = 0 et X (r) = 2V (r). Ainsi, ’'Hamiltonien de Dirac pos-

séde une symeétrie de spin exacte. Par conséquent, 1’équation (3.32) devient

(£ 5) B0 = (o + ) Gus () (330

Maintenant, notre but est de découpler les équations (3.33) et (3.36) pour aboutir a des
équations différentielles du second ordre pour chaque composante. En fait, il existe deux pro-
cédures différentes a suivre mais qui sont entiérement équivalentes. La premiére consiste a
éliminer la composante G, j; (1) en faveur de la composante F,, (r) pour obtenir une équation
différentielle du second ordre pour cette derniére et ensuite en déduire la composante G, () en
utilisant (3.36). On peut aussi obtenir d’abord une équation différentielle du second ordre pour
la composante F,, (r) par élimination de la composante G, (r) et ensuite en utilisant(3.36)
pour trouver la solution de cette derniére. Ici, nous allons suivre la premiére démarche. Ainsi,

en dérivant 1’équation (3.33) par rapport a r, on obtient

d2
(_W + Vi (7")) Fop (r) =0, (3.37)
avec
Ve (r) = M +92 (52m002 + (SZE) 1% (7”) + 52mgc4 _ (52E2, (338)

r2
oud?=1 /h?c?. Cependant, les solutions acceptables sont celles qui correspondent & des énergies
réelles et dont les spineurs correspondants sont normalisables, ce qui implique que chaque
composante doit étre de carré sommable sur I'intervalle du mouvement de la particule. Par

conséquent, on peut récrire I’équation (3.37) sous la forme de ’équation de type Schrodinger

d2
(_W + VE (7‘)) (I)nk (7“) = Enk (E) (I)nk (T) s (339)
pour obtenir les états liés du potentiel effectif Vi (r), c’est-a-dire les valeurs propres, e, (F),
réelles et les fonctions propres correspondantes, @, (F, ), de carré sommable et en déduire en-

suite les niveaux d’énergie et les composantes des spineurs correspondants du probléme original.
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La résolution de 1’équation (3.39) par ’approche de la SUSYQM dans le cas ou Vg (1) est
supersymétrique conduit & des valeurs propres ¢, réelles et des fonctions propres @, de carré
sommable.

Les énergies F,, du probléme original sont déterminés par les solutions réelles de 1’équation

enk (E) =0, (3.40)
et les composantes des spineurs correspondants sont données par

Fnk (T) = (I)nk (r>|€nk(E)=0 ) (341)

et la composante inférieure de spineur G, (r) est donnée par

Gop (1) = — & ( L k) Fox (r) (3.42)

:m062+E dr ' r

3.3 Etats liés d’une particule relativiste de spin-1/2 sou-
mise a un potentiel de Manning-Rosen

Dans cette section, nous allons étudier les états liés d’une particule relativiste de spin-1/2

dans le cas des potentiels vecteur et scalaire sont égaux,

Uur (r) = V(r)=5(r)
_ _ (3.43)

Substituant (3.43) dans (3.38) et d’aprés (3.39), on obtient I’équation différentielle du type

Schrodinger pour la composante supérieure sous la forme

>  2a(6°moc® +6°E)  2b(8°moc® + 0°F)

e (B) B ) = mgat T T T e
kE(k+1
+% + 8*mict — 2 E%| @, (1), (3.44)

Cette équation n’admet pas de solutions analytiques pour k # 0 et k # —1 & cause du poten-

tiel centrifuge. Par contre, en appliquant la méthode d’approximation de terme centrifuge, on
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obtient analytiquement des solutions approchées de 1’équation (3.44). Ainsi, en utilisant dans
ce travail I'approximation de Green-Aldrich de terme 1/72 [11],
1 a?e”
- N (3.45)
27 e )

Insérant (3.45) dans (3.44), on obtient I’équation différentielle du type de Schrodinger sous la

forme
{—C;l—; +Ve (7“)} Cri (1) = €nn (E) P (7) (3.46)

avec
V)= T (3.47)

(ear _ ]_)2 ear —

ou les parameétres 71, 79 et 73 sont définis par

71 = 2a (0°moc® + 0°E) + k (k+ 1) o, (3.48)
7y =2 (a+b) (0*moc® + °E) , (3.49)

et
T3 = 8*mict — 82 E2. (3.50)

3.4 Spectre d’énergie et spineur des états liés

3.4.1 Calcul du spectre d’énergie

Pour résoudre I’équation de type de Schrodinger (3.46) avec le potentiel effectif Vi (), nous
suivons la méme démarche similaire & celle du chapitre précédent. Ainsi, nous avons 1’équation
non linéaire de type Riccati sous la forme

dWw (r
weir) - Oy gy,
Tlem T2
= - + 75 — Eop, 3.51
<€ar _ 1)2 e — 1 3 0k ( )

ol gof, est le spectre d’énergie de I’état fondamental de V. (r). Par conséquent, en choisissant le

superpotentiel sous la forme
B

ecr — 1

W.(r)=A+ : (3.52)
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ol A et B sont des paramétres réels.

En reportant (3.52) dans (3.51), on obtient

B(B o B2_9AR ar
(Bra)e? pA2= T T2 (3.53)

(era . 1)2 ear — 1 (60” o 1)2 ear — 1

En identifiant les deux membres terme & terme, on obtient le systéme d’équations suivant

B (B + «a) =14, (3.54)

B* - 2AB =, (3.55)
et

Eor = T3 — AQ. (356)

En vertu de (3.52), la fonction d’onde de 1'état fondamental ®gy, () de V. (r), s’écrit

By (r) = (1 — 7o) "= e~ (3.57)

cette fonction doit étre satisfaite les conditions suivantes : ®g;, (0) = 0 et lim g (r) = 0, ainsi,
T—00
le parametre A est strictement positif et B est un parameétre négatif.

Ainsi, la solution de I’équation (3.54) se donne

« 47'1
B=—-——11 1+—1. 3.58
(1 %) 359

En termes de superpotentiel W, (1), donnée par (3.52), on peut construire les potentiels parte-

naires supersymétriques VA7) (r)=W2(r) F %i(r) de la fagon suivante

B(B+a)e™ B®—24B

VO () = + A%, 3.59
R = (3.59)
B(B—-a)e™ B?-2AB
V) (r) = — + A2, 3.60
R (360
D’apres (3.55) et (3.56), on obtient les solutions suivantes
B
A== 12 (3.61)

2 2B
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et
B T2

2
Eok = T3 — <§ - ﬁ) . (3.62)

Substituant (3.61) et (3.55) dans egs. (3.59) et (3.60), on btient

_ B (B + Oé) e T2 B T2 2
) () = _ Z_ 2
VO = 2R e (T ) (3.63)
B(B—a)e™ Ty B 15\’
(+) - _ - _ 2 4
vern (ere — 1) wr—lﬁ'(Q 2B ) (3.64)
qui satisfont a la condition de l'invariance de forme [4],
V. (r,by) = V) (r,b1) + R (by), (3.65)
ol le parametre by = B, et by est une fonction de by, i.e.,
bng([h):bl—OéZB—Ck, (366)

et le reste R (by) est une fonction indépendante de r, donné par
by T2 2 bz T2 2
) = (222} _([2_12
() (2 2@) (2 2@)
B 79 2 B —« To 2
- (5o5) (5 wta) (00

a;=fofo--of(a) =a;—ia. (3.68)
S

(i—1) fois

En vertu de (3.66), on a

En utilisant 'approche de 'invariance de forme, on peut déterminer les spectres d’énergie de

potentiel partenaire v (r) qui sont donnés par

= D R(@)

bl T2 2 b T2 2
- (5-%) -(G-%) (09
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ol 58_) = 0. De (3.68), on a

2 2
(=) B To B — na To
_(B_ N _ _ 3.70
Enk (2 23) < 2 Q(B—na)) (3.70)

En vertu de (3.51), on a

Enk = 82;) + Eok- (371)

Insérant (3.56) et (3.70) dans (3.71), on obtient le spectre d’énergie de V.(r) sous la forme

B — n« To 2
_ 72
nk = T3 ( 2 2(B—n0z)> (3.72)

Pour 'existence des états liés, on a |E| < mgc?. D’apres I'équation e, (E,) = 0, les valeurs

propres F,; du probléme original sont données par

20

2 _ 2 4

B (a+b)dmoc® + (a+b) §Enk . (3.73)

o (Ve e o e )

ol n est un nombre quantique principal.

3.4.2 Détermination du spineur

Pour obtenir les fonctions propres des états excitées Fx (1) (Fur (1) = ok (7)., (m)=0)
du probléme original, nous utilisons de la méme procédure précédente au premier chapitre. En

tenant compte de (3.46), (3.47), (3.54) et (3.72), nous conduits & résoudre ’équation suivante

d>  B(B+a)e™ Ty 1 T2 ’
_ _ (B~ -z
i e 1 e o1 i\ T g

En utilisant la transformation suivante

Fu(r)=0,  (3.74)

r=1-2e""2€|-1,1] (3.75)

et en définissant une nouvelle fonction P (x) par

Fo (1) = (1;x)y(1;x)up(az), (3.76)
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En appliquant la méme manieére du calcul dans le chapitre précédent et d’apres un calcul
simple, on obtient I’équation différentielle hypergéométrique satisfaite par le polyndéme de Jacobi
P (x) [12],
o d? d
(1-2*)—=+p—o—(p+o+2)a] —+n(n+p+o+1)p P(x)=0, (3.77)
dx? dx
o P(z) = P (z), P () est un polynome de Jacobi de dégrée n, et les paramétres p et

o sont définis par

47’1
P = 1+ E, (378)
et
2 1
o= E — S (2n+1+4p). (3.79)

a?(2n+1+p) 2
En tenant compte des équations (3.75), (3.76), (3.78) et (3.79), la composante supérieure

de spineur est donnée par

Fu(r)=e¢ 2" (1- e—(”)% PP (1 —2e707). (3.80)
En utilisant I’équation (3.42) et la relation de récurrence (voir la relation (8.961.3) dans [12]),
dPoP
(2n+a+p)(1-27) "d—r(‘”) = nfla—B)— 2n+a+p)z] PF (x)

+2(n+a) (n+ B) P (x), (3.81)

on obtient 'expression de la composante inférieure de spineur G, (r) sous la forme suivante

he _ac o 252 [(n+0) (n+p) _
Gn o r 1_ ar 2 PU,P 1_2 ar
# (1) Mot + B¢ F—e) { (2n+ o0+ p) i )
o (2n+o+p+1) _ n(p+n) k N _
_Z ar __C\P T M —emar)| plon) (1 —9emer) L
N 2 ‘ (2n+a+p)+7’( )| B )

(3.82)

3.5 Cas particulier

- En posant a = 0 dans (3.1), on obtient I'expression de potentiel de Hulthén sous la forme

suivante [16]

Un(r) = V(r)=5(r)

- . (3.83)



3.5 Cas particulier

52

Le spectre d’énergie

obtient donc

des états liés peuvent étre déduits a partir d’équation (3.73), on

e = Bl (3.84)
252 2 e} 1 2
- i : (3.85)
b25
1+ a?(k4n+1)?
avec
46% (*m3 + be?
0<n< (chmy & bmo) _ 4 1y, (3.86)
a2
et
2 (402 2
Fal> \/45 (cAmg + be mo)' (3.87)
a2

Remplagant a = 0 dans les éqs. (3.78), (3.79), (3.80), (3.82) , (3.48) et (3.49), la compo-

sante supérieure de spineur se réduite a

Fur (r) = Fur ()=
— T (1—e )T POP (127 (3.88)
avec
p = p|a:0
1
= 2‘k+§‘, (3.89)
et
g = ol
4b6% (moc® +¢) 1
= ——(2 1+p). 3.90
FEntitzp 2mtith) (3:90)
et la composante inférieure de spineur de potentiel de Hulthén se réduite &
he 2 a5t [0 0) (04 D) s .
G, = 2" (1 —e 27) 2 P7P (1 —2e "
#() = e (=) { Gntorp) rallm2)
Y 2 oc+p+1 P k -
+ _z (n+0+,0+ )e—ar_n(p——_i_n)_ _(1_6—047‘) P,,EJ"O)(]_—
2 2 2n+a+p) r

oy
2e7°") |
(3.9



- En faisant a = 0, b = an et en prenant la limite & — 0 dans 1’équation (3.1), le potentiel

de Manning-Rosen se réduit au potentiel de coulomb,

Uc(r) = V(r)=5(r)

= ——. (3.92)
r
Ainsi, le spectre d’énergie de la particule de spin-1/2, d’apres (3.73), se réduit a
2 7’]252’”1062
moC (il — 2)
(k4+n+1)
Ey = 352 : (3.93)
1+ 1
(k+n+1)

ol le nombre des niveaux d’énergies est illimité, i.e., 0 < n < oo.



Conclusion

Le travail de ce mémoire s’articule sur I’approche de la supersymétrie pour résoudre approxi-
mative de 1’équation relativiste (équation de Klein-Gordon et Dirac) associée a un probléme
a trois dimensions avec masse dépendante de la position. Tout d’abord, nous avons donné un
apercu général sur 'approche de la supersymétrie en mécanique quantique et le concept de
I'invariance de forme, qui sont appliquées dans notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté 1’écriture de I’équation relativiste de Klein-
Gordon & trois dimension d’une particule de spin zéro avec une masse variable dépendante de
la position, et soumis & un couplage de potentiel scalaire et potentiel vecteur sous la forme
équivalente a une équation du type Schrodinger pour une particule de masse constante soumise
a un potentiel effectif dépendent de spectre d’énergie. De plus, nous avons discuté les solu-
tions approximatives de ’équation de Klein-Gordon stationnaire relatives aux états liés avec
une masse variable dépendante de 1’espace, soumise aux potentiels vecteur et scalaire du type
Hulthén. Nous avons montré que, pour une meilleure utilisation de ’approche de SUSYQM, le
probléme relativiste peut étre transformé a une équation du type Schrédinger avec une masse
constante soumise a un potentiel effectif dépendant de spectre d’énergie. Par conséquent, nous
avons obtenu les valeurs propres et les fonctions d’onde correspondantes sont exprimées en
termes de polyndémes de Jacobi. En ajustant les paramétres du modele, nous avons obtenu les
résultats de certains modeéles particuliers.

Le troisieme chapitre est consacré & la résolution approximative de I’équation de Dirac a
trois dimensions d’une particule relativiste de spin-1/2 posséde une masse varie avec sa po-
sition, soumise aux potentiels vecteur et scalaire du type Manning-Rosen. Par conséquent, le
probléme se réduit a résoudre I’équation de type Schrodinger avec une masse constante soumise

a un potentiel effectif de Manning-Rosen. En utilisant le formalisme SUSYQM, nous avons



obtenus les valeurs propres de spectre d’énergie et les composantes supérieure et inférieure de
spineur correspondantes sont exprimées en termes de polynémes de Jacobi. De plus, nous avons

également discuté certains cas particuliers.
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