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Résumé

Nous avons déterminé, dans le cas du potentiel de Tietz, le spectre des états ”¢” en utilisant
une approximation pour le terme centrifuge ; celle-ci nous a permis de passer de la résolution
d’'un probléme relatif aux états “¢” & un cas déja connu dont sa résolution se fait moyennant
une transformation spatio-temporelle.

Nous allons, en outre, calculer les grandeurs thermodynamiques telles que : la fonction de
partition, I’énergie interne, I’énergie libre, la chaleur spécifique et ’entropie du systéme pour ce
potentiel. Les résultats sont présentés sous forme de graphes et sont en bon accord avec ceux
donnés dans la littérature.

Motsclés : Propagateur, potentiel de Tietz, approximation de Badawi, spectre des états

liés, les grandeurs thermodynamiques.



uaidla

wwm;é;ﬁnmlﬁﬁﬁlmum}ma‘gM1qﬁa;Tietz_-,}ﬂsmaﬁguauﬁ

SIS e sl (3 5k e ela s Jadlli A g pee A0S0 ) g YLl (3la AIC o e SO
. "L&jﬂj
&

ol die ol g M e 488 pall Ax gall 1o g ABUAll Caada ) ATl ) L c0 B AN pde lad
81 ol 3 all dSUall cddafall A3l cay g gall Al s (Jhe ASualinn g ) polBall ey Ui Liad LS
ANy e gl

A Gk e Jeantdl ae s JS0 A8 e 8 g Al age )y 5 s JS5 o Linln Ledd

ahﬁjialﬁéﬁﬁl\ aal n—l.'l_)ﬁ:i Tietz O S i ln & alla a)f.'.-'lﬂ'l :.JL..uj'l e AL -E.J.*Luj.di lalsl)
ACaliny ge il gl cddadi el Y lall A3l Canh



Abstract

We have determined, in the case of Tietz potential, the spectrum of states "¢” using an
approximation for the centrifugal term ; this allowed us to move from the resolution of a problem
relating to states "¢” to a case already known whose resolution is done by means of a spatio-
temporal transformation.

We will, in addition, calculate the thermodynamic quantities such as : the function of
partition, the free energy, the specific heat and the entropy of the system for this potential.
The results are presented in the form of graphs and are in good agreement with those given in
the literature.

Keywords : Propagator, Tietz potential, Badawi approximation, Bound states, Thermo-

dynamic quantities.
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La mécanique quantique constitue la base de toutes les disciplines fondamentales de la phy-
sique et de la chimie contemporaines, griace aux efforts considérables consentis par les physiciens
a I’époque ot la physique classique était incapable de trouver des solutions & de nombreux phé-
nomenes au niveau microscopique comme le rayonnement du corps noir, ’effet photo-électrique
et 'effet Compton....

La mécanique quantique était considérée a 1’époque comme la plus importante et la pre-
miére nouvelle théorie qui éclairait la physique en général. Au début, deux formulations de la
mécanique quantique sont apparues en méme temps, basées sur la formulation hamiltonienne.
Apres cela (1930) [1] Dirac a observé que 'action joue un role centrale dans la mécanique
classique et qui est plus important que la formulation hamiltonienne, mais qu’il ne semblait
avoir aucun role fondamentale dans la mécanique quantique, il a ensuite avancé que cette si-
tuation pourrait étre corrigée si la fonction de transformation, communément connue comme
le propagateur, est identique a exp(iS/h) ou S est action classique évaluée le long du chemin
classique.

Dans le cadre de sa thése, Richard Feynman a introduit pour la premiére fois les intégrales
de chemin en physique portant sur la formulation lagrangienne de la mécanique quantique. Ce
troisieme formalisme des intégrales de chemin publie en 1948 [2] est basé sur les résultats de
la publication d’un travail de Dirac [3]. Ce dernier a pu montrer que la fonction de Green,
solution de I’équation de Schrodinger dépendante du temps, peut s’exprimer dans un intervalle
de temps infinitésimale comme 1’exponentiel de I’action S du systéme physique étudie.

L’idée centrale du formalisme de Feynman est d’associer une amplitude de probabilité
a chaque chemin, ou histoire, du systéme entre un état initial et un état final donnés est
proportionnelle a ’exponentielle d’une action. L’amplitude totale, appelée propagateur, est la
somme des amplitudes relatives & tous les chemins possibles, ce formalisme est basé sur le
principe de la superposition [4]. Le formalisme de Feynman présente de nombreux avantages

elle a le mérite d’établir le lien entre la mécanique classique et la mécanique quantique sa
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formulation lagrangienne lui permet en effet, de traiter indifféremment les problémes dépendant
et indépendant du temps.

L’application du formalisme des intégrales de chemins aux problémes de la particule libre
et de loscillateur harmonique s’est fait avec succés mais elle est restée restreinte aux systémes
quadratiques. Cependant, ce formalisme a rencontré des difficultés dans ’étude de I’atome
d’hydrogene, il a fallu attendre 'année (1978) ou grace a 'introduction de la transformation
de Duru-Kleinert plusieurs systémes quantiques qui sont & l'origine de succés enregistré de
I’équation de Schrodingerer ont été exactement solutionnés via 'intégrale de chemin.

De plus, les intégrales de parcours trouvent également un champ d’application en physique
des solides [1], physique statistique [5], cosmologie [6] et en électrodynamique quantique [7].

Notre travail s’inscrit dans le cadre de ’application des techniques, basées sur les intégrales
de parcours, dans la résolution des problémes de la mécanique quantique.

Ce mémoire, comporte quatre chapitres. Le premier chapitre de ce mémoire est un ex-
posé succinct sur les concepts et les notions fondamentales du formalisme des intégrales de
chemin, et nous définissons le propagateur. Dans le deuxiéme chapitre, nous exposons la tech-
nique des transformations spatio- temporelles de Duru-Kleinert. Nous pouvons, en effet, via
cette technique, ramener le calcul du propagateur de forme compliquée, & celui d’une forme
plus maniable. Nous présentons dans le troisieme chapitre les propriétés thermodynamiques de
quelque grandeurs. Le quatriéme chapitre est divisé en deux parties. La premiére partie sera
consacré a la détermination du spectre des énergies relatives aux états ”¢” pour le potentiel
de Tietz par I’application de la technique développée dans le 2°™¢ chapitre, et en utilisant une
approximation du terme centrifuge. Dans la deuxiéme partie, nous déterminons les grandeurs
thermodynamiques du potentiel de Tietz via les intégrales de Feynman

Nous comparons nos résultats avec ceux donnés dans les littératures. Enfin, on termine par

une conclusion.



Chapitre 1

Généralités sur les intégrales de chemin

De nombreux physiciens comme Bohr, Born, Dirac, Heisenberg, Pauli, et Schrodinger ont
proposé des théories basées sur la notion d’hamiltonien [1] qui stipule que la probabilité de
trouver une particule au point z a I'instant ¢ est égale a |¥(z,t)|* ou la fonction d’onde ¥(z, )
solution de I’équation de Schrodinger est ’amplitude de probabilité de la particule au point
(z,1) [8].

Une nouvelle approche de la théorie quantique est apparue en 1942 dans la thése de Feyn-
man qui était basée sur les idées de Dirac stipulant que l'action joue un role fondamentale
dans la mécanique quantique c’est-a —dire on peut décrire un systéme par le lagrangien pas
nécessairement par ’hamiltonien. Cette nouvelle théorie de la mécanique quantique basée sur
le fait que le propagateur peut étre écrit comme une somme sur tous les chemins possibles (pas
seulement les chemins classiques) reliant le point initial et le point final du mouvement d’une
particule. Alors que Dirac n’a considéré que le chemin classique. Feynman a montré que tous les
chemins ont la méme contribution, c’est ainsi que Feynman a introduit les intégrales de chemin
"Feynman path intégral".

Dans ce chapitre, nous allons présenter les notions fondamentales sur les intégrales de

chemin.



1.1 Experience des fentes de Young : Dualité onde-particule 13

1.1 Experience des fentes de Young : Dualité onde-particule
1.1.1 Introduction

En 1801, Thomas Young a réalisé pour la premiére fois une expérience qui consiste a
faire interférer deux faisceaux de lumiére issus d’une méme source, en les faisant passer par
deux petits trous percés dans un plan opaque. Cette expérience permet de comprendre le
comportement et la nature ondulatoire de la lumiére. Sur un écran disposé en face des fentes de
Young, on observe un motif de diffraction qui est une zone ou s’alternent des franges sombres
et illuminées.

Elle a été également réalisée avec de la matiére, comme les électrons, neutrons, atomes
et molécules, avec lesquels on observe aussi des interférences. Cela illustre la dualité onde-
particule : les interférences montrent que la matiére présente un comportement ondulatoire,
mais la fagon dont ils sont détectés (impact sur un écran) montre leur comportement particu-

laire(corpusculaire).

1.1.2 Idée de Feynman

Feynman [4] a envisagé une expérience similaire & celle d’interférences de Young dans la-
quelle la source lumineuse est remplacée par une source d’électrons mono-énergétique et partent
dans tous les directions pour rencontrer 1’écran (Fig. 1.1). L’écran B a deux fentes trés fines et
trés rapprochées 1 et 2, a travers lesquels les électrons peuvent passer.

Le détecteur est placé a différentes distances du centre de I’écran C .

& D . 1
. _é champ ’
Source lumineuse d'iﬂt&\r\férence
. -1 \
I: : ﬂllj: ’
i 2

Simple fente Double-fente Ecran
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Fig 1.1

Autrement dit, on mesure la probabilité p(z) qu'un électron arrive en x :
_ lorsque les deux fentes sont ouvertes.
_lorsque une seulement est ouverte.

Les résultats de cette expérience sont suivants :

1

P,(x) P5(x) P(x)
Fig 1.2

p (z) : donne l'intensité enregistrée par le détecteur le long de 1’écran lorsque les deux fentes
sont ouvertes.

p1(z) : représente 'intensité enregistrée en fermant la fente 1 et en laissant la fente 2ouverte.

pa(z) : représente 'intensité enregistrée en fermant la fente 2 et en laissant la fente louverte.

La somme des deux n’est pas égale au résultat expérimental. En conclusion, 1’expérience

nous dit que

P (z) # p1 (2) + p2 (7) (1.1)
En mécanique quantique, la densité de probabilité de trouver a I'instant t, la particule a la

position x est donnée par :

Y (@) = [9(x.0)
= |®1(x,t) + Pa(z, 1), (1.2)
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avec

=0+, . (1.3)

Ou ®(z,t) est une amplitude de probabilité complexe relative a sa position x(t).

1.2 L’action classique

En mécanique classique, le principe de moindre action est trés utilisé pour déterminer les
trajectoires et états des systémes physiques. L’action se présente comme la sommation, le long
du parcours du systéme, de la différence entre I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle.

L’action, notée habituellement S et plus rarement A, est une grandeur fondamentale de
la physique théorique, ayant la dimension d’une énergie multipliée par une durée, ou d’une
quantité de mouvement multipliée par une distance.

Cette grandeur a été introduite par Maupertuis en 1744 et s’est avérée d’une grande im-
portance du fait du principe de moindre action, déja envisagé dans son principe par Fermat et
Leibniz. Sa définition a été modifiée par Hamilton en 1834 et est celle utilisée de nos jours.

Caractérisant globalement 1’état d’un systéme et son évolution, c’est une grandeur fonction-
nelle, qui prend en argument la trajectoire du systéme et la décrit globalement par un scalaire.
L’évolution du systéme obéit au principe de moindre action, ce qui permet de déterminer en
chaque point de la trajectoire I’équation du mouvement gouvernant le futur de ce systeme.

Le mouvement de la particule est régi par le lagrangien suivant :

1

L= 5,@2 —V(z). (1.4)

Le chemin classique noté par Zassique(t ) st celui pour lequel I'action de la particule donnée

par
ty

sz/ L(z,i,t) dt . (1.5)
ta

En d’autres termes, la variation minimale de ’action est :
0§ =S (x+o0x)—S(x)=0. (1.6)

Au premier ordre en dz .
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Or

iy
S(x—i—&c):/ L(x+dzx, &+ 6%,t)dt
ta

b OL OL
— L(z,i P S
/ta ( (x’x’t)+5$8j:+5x8x)dt

b oL oL
= r— — ) 1.
S($)~|—/ta (696856_'—5338:6)6% (1.7)

En intégrant par partie, la variation de l'action devient

b t d (0L dL

Puisque o0z (t,) = 0x (t,) = 0, le terme 5xg—§{? de cette équation est nul. Comme dx peut

oL
08 = 5.1'%

prendre toute valeur arbitraire entre les points initial et final, la condition suivante est toujours

d (0L oL

Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange du mouvement de la particule.

satisfaite,

1.3 Construction du propagateur

Considérons deux points espace-temps(z,,t,) et(xy,t,) et divisons Uintervalle de temps
[ta,tp] en N intervalles égaux de largeur ¢, avec ¢ = ¢; — t;_1 pour i = 1,2,3..., N. Posons
e = x(t,) et xp = x(tp). Vu que x, et x, sont fixes, dx, et dx, sont nulles.

D’une part, le propagateur relatif & une particule se meuve entre deux points trés voisins

et soumise & un potentiel V' (x) peut s’écrire comme [3] [9] :

K($n+1, tn-i-l; o tn) = K<xn+1a T 5)

4 ~1/2 . N2
_ |:2Z7Th€} exp {E [H (xn—&-l fn) . V(L’En)
i

h |2 g2

}. (1.10)

Ainsi, nous pouvons construire de proche en proche le propagateur global via les propa-

gateurs partiels correspondants aux N intervalles de temps infinitésimaux ¢ ou la sommation
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peut étre évaluée par une fonctionnelle de la forme [2] :

K (24, ty; Tayta) = /m (t) exp {%3 (x (t))} , (1.11)

ot la mesure de Weiner ® [2] et 'action totale S sont respectivement données par :

2imhe] V2N dx,,
D (t) = [ . } g ﬁ (1.12)
et
S®) =Y S(@ntase)=) [g@ — V()| . (1.13)

Notons que le chemin classique (A — 0) minimise l'action et tous les chemins xz(t) sont
possibles, alors est une intégrale fonctionnelle.

D’autre part, la formulation lagrangienne du propagateur présente des avantages certains
par rapport aux autres formulations mathématiques de la mécanique quantique. Elle trouve,
en effet, un vaste domaine d’application allant de la mécanique quantique standard a la théorie

des champs .

1.4 Propagateur dans ’espace de phase

L’évolution d’une particule soumise a un potentiel V' (z) et repérée par les positions x, et
xp aux instants fixés t, et t, respectivement, peut étre décrite en définissant le propagateur de
Feynman qui est I’élément de matrice de opérateur d’évolution dans le temps U(ty, t,) entre

deux états |z;,) et |z,) de I'espace des configurations

K (zp, ty; Ta, ty) = <:cb ‘e’%H’ a:a> , T =ty—t, . (1.14)

[ta,tp] est Uintervalle de temps dans lequel se produit le passage de 1'état |z,,t,) a 'éta

|$b,tb> .
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En divisant 'opérateur d’évolution dans le temps en un produit de N opérateurs infinité-

simaux, par le produit de Lie-Trotte [10]. Nous aurons :
. : N
ity _iTp? iT
e h —]\}I_I)noo {exp { QhuN] exp [ hNV( n) . (1.15)
Ou p est la masse réduite de la molécule et p représente I'impulsion.
Alors on peut réécrire le propagateur comme :
T2 T N
{exp [_QZFL/ZV] exp [—;_L—NV(mn)] } xa> . (1.16)

En insérant (N — 1) fois la relation de fermeture [ |z,) dz, (z,| = 1, entre les N nouveaux

N—oo

K (xp, ty; o, ty) = hm <xb

opérateurs d’évolution dans le propagateur, on a donc :

ya
K(ZL’b,tb;Ia, (z hIIl / /H eXp{ ! V xn)}

iTy? N-1
exp |— T dz,,. 1.17
][ 7) 11 a1y

Nous injectons la relation de fermeture de I'espace des impulsions [ |p,) dp,, (p,| = 1, dans

I’expression de 1’élément de matrice de 'opérateur énergie cinétique,
iTp? ]

= [ e TP 11 ) (altns) d (1.18)
T, QH/LN -1/ = Tp| €XP QH/LN DPn) \Pn|Tn—1) APn, .

et les fonctions propres de I'opérateur p sont données par :

iTp? 1 e i[ T
Y I E W | P

et apres intégration sur la variable p; on a :

exp {—

iTp? T i 2
n - n— - B n — dn— 5 120
<”“" eXp[ 2huN1 v 1> \ 2imhe P [2715 (20 = 2n-1) (1.20)
ou 5:%.

En insérant cette équation dans I’équation de propagateur K (xy, tp; 24, ts), On trouve

K (2, t; oy ta) = 11m/ /H zmhg { xn_1)2—5V(xn)Hden.
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N

N
Nous pouvons changer 'expression de terme H e“r par exp( Y wy,) qui donne apres
n=1

K (zp, ty; 2o, ty) = lim

. N/2
N—o0 227Th€ / /

X exp [h Z [25 —2p1)? — eV, }

Nous pouvons également mettre le propagateur sous une forme hamiltonienne :

Kntrato=jim [ [ exphz[pn = 0et) = (B~ V (22))
i

I dz=. H dp,,. (1.23)

En utilisant les variables continues x(t) et p(t), nous pouvons réécrire cette équation sous

H dz,. (1.22)

[QZWFLE

la forme :

K (2, ty; Tas t / /exp[ / (p& —H(x,p))dt} D (1) Dp (1) . (1.24)

C’est I'expression du propagateur de Feynman dans ’espace des phases.

1.5 Application

Afin d’illustrer le formalisme de Feynman, nous présentons cette application :

1.5.1 L’oscillateur harmonique

Van Vleck-Pauli-Morette ont montré que le calcul quantique du propagateur relatif & un
lagrangien de type quadratique se rameéne & un calcul classique du propagateur [11], Il est donné

par :

1
Kon(xr, tr; xo,to) = i

S, est 'action classique.

028,

axoﬁxT

1S

L3 (1.25)

Nous allons dans ce qui suit utiliser cette technique pour calculer le propagateur relatif au
lagrangien relatif a I'oscillateur harmonique avec les conditions initiales suivantes : z(t, = 0) =

zoet x(ty=T)=uzpavect, —t, =t, =T.
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Son lagrangien s’écrit :
Loy 15,

L(z, &) = §,ux' — Ghw. (1.26)
Le principe de moindre action nous conduit a ’équation de Lagrange suivante :
oL d oL
e | 1.27
Oxr  dt Oz ’ (1.27)
ce qui donne :
i+ w’r =0, (1.28)

cette équation admet la solution suivante :
x(t) = Acoswt + Bsinwt, (1.29)

I’utilisation des conditions aux limites précédentes conduit a la détermination des constantes

Aet B:

A=t (1.30)
Tp — Tgq coswWT '
B="=50r
La substitution de (1.30) dans (1.29) donne :
xpsinwt — wa, sinw(T — t)
t) = 1.31
z(t) sinwT ’ (1.31)
la dérivation de (1.31) donne :
(1) = Tpw cos wt — zaw cos w(T — t)‘ (132)

sinwT

En substituant les deux derniéres équations dans ’expression de 'action classique, nous

trouvons :
S = M [(x} + 22) coswT — 2x,m3) . (1.33)
2sin wT @
Le propagateur devient alors :
Hw i pw 2 2
K, T524,0) =\ e —{.— T — 2z, } ) 1.34
on (s, T a,0) 2imhsinwT P h (2sinwT Kmb ) cosw v xb} ( )

Ainsi, le propagateur est entiérement défini en fonction de w, T, z, et xy.

Nous avons étudie dans ce chapitre des concepts fondamentaux sur les intégrales de chemins
de Feynman qui basé sur le propagateur qui est appelé la somme de toutes les probabilités

relatives & tous les chemins possibles.



Chapitre 2

Technique de transformation

espace-temps

2.1 Introduction

Il existe plusieurs techniques de calcul du propagateur relatif & des potentiels physiques,
mais dans certains cas on ne peut pas utiliser ces techniques & cause de la forme de propagateur
qui est compliquée.

En mécanique quantique non relativiste, le formalisme des intégrales de chemin a connu
un succes remarquable dans le calcul du propagateur de 'oscillateur harmonique [4] .et de la
particule libre [10]. Mais, il a rencontré de sérieuses difficultés dans I’étude de I’atome d’hy-
drogene [12] [13]. Ce probléme a été surmonté par U'introduction de la transformation spatio-
temporelle de Duru-Kleinert en 1979.

La technique de Duru-Kleinert repose sur une transformation de coordonnées x — z [14]sui-
vie d’une transformation temporelle ¢ — 7 [15].Nous notons qu'’il existe deux types de trans-
formations temporelles :

* Trans formation locale du temps : Elle dépend de la position ot ds = f[Z (t)]dt,

avec f[Z (t)] est une fonction connue de la position Z.

* Trans formation globale du temps : Transforme le paramétre temps (¢ )en un nouveau
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parameétre s (s appelé pseudo-temps).

t—g(s) —s=g"(t). (2.1a)

Ces deux transformations sont les plus utiles seulement lorsqu’on les combine avec une
transformation de coordonnées appropriée [16].
Nous présentons dans ce chapitre les types de transformations spatio-temporelles, ensuite

nous développons la méthode.

2.2 Concept de « promotor »

La fonction de Green G (2, 2,; E') joue un role important dans le formalisme de Feynman.
Car elle nous donne le spectre des énergies a partir de ces poles et les fonctions d’onde
correspondantes & partir des résidus aux poles. En outre, la fonction de Green n’est autre que

la transformé de Fourier du propagateur, elle est donnée par

1 > 1Es
G (zp,20; F) = %/ e Ky (20, 24 55) ds. (2.2)
0

Nous pouvons écrire cette équation comme suit :

1

G (2, 20 E) = —

/P (26, 203 5) ds. (2.3)

Ou le promotor P (zy, z,;8) n’est autre que e & Ky (2, 24 ;6) -

Sous sa forme intégrale, ce dernier s’écrit comme :
P (zp, 24;5) = /ei;zuDZ (s). (2.4)
Ou

ty
w:/ (L + E) dt
ta

=S+ E(ty—ta), (2.5)

est appelée fonction caractéristique de Hamilton [17].
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2.3 Les transformations d’espace-temps dans le forma-
lisme de Feynman

Dans cette section, on va exposer la technique de Duru-Kleinert pour un systéme unidi-
mensionnel [12].

Grace a cette méthode, nous pouvons passer d’un propagateur de départ difficile a calculer
a une forme plus maniable. Cette technique repose sur une transformation de coordonnées x —
zsuivie d’une transformation temporelle ¢ — s.pour mieux illustrer cette technique, considérons
une particule repérée par les positions a et b aux instants fixés t, et t, respectivement. Dans
'espace des phases, le propagateur qui gouverne son évolution dans le potentiel V(x) de forme

compliquée [12]. est défini par l'intégrale de chemin de Feynman :

Ky (0o, ty: s ) = /exp {%/tt Ldt} D[z (1), (2.6)

Sous une forme discréte, ce propagateur (2.6) devient :

1 . N
) o oo\ 2 1 N-1
KZ ('rba tb,.’lfa, ta) - 1\}1_{20 <2’L7Th€> //eXp ﬁ;sj ]1;[1 dmj? (27)
avec
_ M 2
j = 5o (@ = 2j-1)" = eViay). (2.8)
€
Introduisons 'opérateur identité donné par :
1 1

= fr(x,t) fi(z,t). (2.9)

H-FE fl(l‘,t)(H—E)fT(fL’,t)

Ou H et E sont respectivement, I'opérateur hamiltonien et I'opérateur de 1’énergie du
systeme alors que f; et f,. sont deux fonctions arbitraires appelées les fonctions régulatrices.

Le pseudo-temps s nouvel introduit & la place de t doit satisfaire la condition :

/0 sy (F (2(8)) ) fo (F (2(8)) 18) =T =ty — t. (2.10)
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La solution unique (s, > 0) de I’équation(2.10) est :

to dt ot
o o fi(x,t) fr (2,t) B . 2(z) (2.11)

Pour simplifier les calculs, nous avons choisi :

fila,t) = fr(z,t) = f'(2). (2.12)

De plus, il existe une relation entre le propagateur K,(zy,tp; 24, ts) €t la fonction de Green

G(2p, 2a; F) :

1

Gz, 243 B) = (o] = ———l2a)
= % / AT EFETINEC, (2, 203 T) (2.13)
0
oue >0
de méme,
“dE _,
Ky (zp, 20;T) = / Te*ZET/hG(Zb,za;E). (2.14)
o 2mi

Nous remarquons que la fonction de Green G(z, z,; E') n’est autre que la transformée de
Fourier du propagateur Ky(zp, ty; za, ta)-
Apreés l'introduction du double changement de variables ©z — z et t — s, nous examinons
dans ce qui suit, comment se transforme Iexpression générale du propagateur(2.7).
L’énergie cinétique de la molécule de masse p dans un intervalle de temps infinitésimal ¢
est défini par :
ploy =z wlf(z) = f (D))

T. =2 = , 2.1
T £ 2 € (2.15)

Le terme (z; — x;_1) apparaissant d’une maniére explicite dans '’équation ci-dessus s’écrit :

ASL’]' =Tj —Tj-1, (216)
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ou
x; = f(z;
=1 ) o1
zj-1= [ (z-1)
Nous utilisons la notion de la mid-point :
7 = L;ZJ (2.18)
et
AZJ‘ =2Zj — Zj-1- (219)
On peut écrire z; et z;_; en fonction de z; et Az; :
~ Az:
T (2.20)
Zj-1= zj =
Le développement de f(z;) en série de Taylor conduit & :
- Az ~ Az _ (Az)? _(Az)?
fe) =1 (54 52) = 5@+ 1@+ 196 52 0 S v e

fa =1 (5-52) = 16) - rE1E + 1 9@ 52 - @) Sl 1 e

Le développement de Az; au 3¢me ordre conduit & :

- _(Az)?
Ary = £ (5) — F(50) = (3D + £ (5) BL (2.23)
ce qui donne :
2 25 2 1 f®(z) 2
(Azj)” = f2E)(A%)" 11+ 5 7)) (Az), (2.24)
nous avons utilisé ici le développement (1 +¢)? ~ 1 + 2¢.
Le terme énergie cinétique aura pour forme :
n(L2)° 2 (%) 1 2 [ (%)
T; = 14+ —=(Az; . 2.2
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En effet, le terme représentant 1'énergie potentielle V; se transforme comme suit :
SV (xy) = eV {f (3} +0() = V(). (2.26)

Effectuons, dans le but d’écrire le terme 7} sous sa forme standard, un second changement

de variable ¢ — s ou la nouvelle variable temps s est reliée a ¢ par :

!

it = [ (z(s))]st. (2.27)

Le nouvel intervalle de temps est :

0j =85 — S8j-1- (228)

On a ¢ et 0, sont deux parameétres infinitésimaux correspondant respectivement a ¢ et s,

vérifient ’équation :

e =0;f"(z) [ (zj-1)- (2.29)
Nous avons en outre :
P o) = 1)+ 1A o) B (2.30)
et
P o) = £/ - 10G) 52 ¢ o) Bl (2.31)
Le développement de f'(z;) et f' (z;_1) en série des puissances de Z; et Az; conduit & :
o S AL A
R A e ( i ) . (2.32)

Aprés la transformation nous pouvons aussi écrire € comme :
f (f)

— | = . (2.33)
fi  \Jfi

K 2 Mo 2 1f(3)(gj) 2
(e = G20 (14 T (A

1
e=0,f} {1 +7 (Az)?

L’énergie cinétique devient :

1

. (2.34)
f('3) f{/2
o {ierear (5 -5

X




2.3 Les transformations d’espace-temps dans le formalisme de Feynman 27

En retenant uniquement les termes en (Az;)*, il vient :

"2 (3)
2 (aa? = 2 (ag)? + 2 (az)! (f;— - §]; ) , (2.35)
J J

2e 20 80

Le terme exponentiel du propagateur est donné par :

LS i) op 2 2 po(f22 f@ 4
#Si — Y S N g, Py | 2D ,
er =exp | - 20, (Azj)" =05 [V + 80, \ f2 3/ (Azj) , (2.36)

alors que le terme énergie potentielle (2.26) s’écrira comme :
eVixj) = ijfV(fj) = ajf]’.zvj. (2.37)

Considérons maintenant la mesure :

N-1 N-1
j=1 7=1
Ou
dl’j = f/(Zj)de, (239)
Donc la relation (2.38) devient :
N-1 / / 1N N—1
1 d; = (1" (20) f (20)) % T/ F (2) £/ (25-0) T dz. (2.40)
7=1 7j=1 J=1

Pour simplifier les calculs en utilisant la relation de la démocratie :

N-1 N
=1 =1
Et le résultat :

o0 o0 3b
/ exp (—az”® — ba*) do = / dx exp (—ax2 — E) , (2.42)
_ _ a

o0

Dans notre cas :

a = =t
) 2#:“ : (2.43)
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72 (3)
avec \; = (?—2 — %Cﬁ—,) .
J J

Nous aboutissons a :

ig. i 2 !
e = exp - {E (Az)* =0 [V, + AV } ) (2.44)

avec
3h?
="\
81t

La nouvelle forme du propagateur Ky(zy, z4; Sp) prend la forme suivante :

AV (2.45)

N

%N—l
KiCan z) = Jim [ () 1ol ¥ [T [ 52| TL s

- 2imho

i f p(Az)?
Le pseudo temps "s " vérifie la condition :
Sp
T=t,—t, = / ds [f' (2(5))]2 . (2.47)

Cette condition peut étre formulée comme suit :

o0

F () f ()] /

0

ds6 [T _ / ds [ f' (z(s)]Q} _1 (2.48)

Le propagateur apres I'injection de la fonction delta de Dirac relative aux parameétres t et

s devient :

Ko (f (2) to; £ (2a) 1) = lim f"(25) f* (2a)

N—oo

« /0 75 (T - / ds[f' (z(s)]2) Ky ds. (2.49)

Ou Ky est donné [12] par :

D=

Ky =[f"(2) [ (za)]

1
N 2, N-1
/ I1 y a enSi I1 dz;
j=1\2irh o; j=1

X exp [% {“<2AUZ7’)2 —a; [fPV; + AV)] H . (2.50)

J
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La transformation de Fourier d’une fonction est :
+oo _
U (1) \II E)dFE, 2.51
0=y e 251
et
b (E) = / By e (2.52)
= e ) )
vV2rh Jo
Nous pouvons montrer que :
5(E) = — (2.53)
onh’ '
et
1 +oo 1Bt
- T dE 2.54
S0 =55 | e (254
D’ou alors :
Sp 1 +oo B (s ' 9
5 (T - / ds [f'(2(s))]*) = — o (T-Lal 1E@F) g (2.55)
sy 2mh
Le propagateur devient :
N
Ko (F (2) 1 fim 5 ) of ) () [
e(F (20) ;£ (2a) )_Nl—I};oQﬂ'h b 2imho ; 0 °
+oo
X / e dBen B0t s ey (2.56)
Apres le développement la nouvelle expression du propagateur s’écrit :
7 () F (za) B
. Zb Za 1% 2
K ty; W) ta) = 1 : d
8 )t ) ) = Jim SECOECD (b )" [
+o0 +oco +ooN 1
" / BT / /
aly
dzj exp (Zﬁsﬂ> : (2.57)
j=1
Avec
S; = (Az)* — 05 (f2V; + AV; — EfP). (2.58)

QU]
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Nous pouvons extraire la fonction de Green G (2, 2,; F') transformée de fourier du propa-

gateur :

+o00 )
Ky (zp,24;T) = —/ e G (2, 20; E) dE . (2.59)

Ou

G (2,20, E) =/ f' (2) ' (24 / dsP (zp, 2a;S), (2.60)

avec S = s, — S,

Apres identification :

2 N—1 i L~
P (2,243 S :]\}1_1)1100/ / (mhaj) jﬂldzjexpﬁjgsj, (2.61)

-

ou

; => QL Az — o [fR(V; - B) + Avj]} . (2.62)

J=1

A la limite continue (N +— 00)

do, (2.63)

avec

V(z) = () [V(f (2) — E] + AV (2.64)

Notons que le potentiel quantique AV; & la forme d’une dérivée de Schwarz de f.

La fonction de Green donnée par (2.13) s’écrit finalement :

o0 1/2 —1
Glen 20 B) = Jim [ ) /)] [ asiTT || T
X Nl:[l exp [1 {M — o, [P (V;—E)+ Uj/\j}] : (2.65)
J h 20’j

Le but de I’étude de la fonction de Green G(zy, 2,; E') est de donner le spectre des énergies

ainsi que les fonctions d’ondes correspondantes du systéme physique étudié.
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2.4 Application

Dans le but d’illustrer la méthode présentée précédemment, nous proposons de ’appliquer

au potentiel suivant :

2.4.1 Potentiel de Morse

Le potentiel de Morse a la forme suivante :

V(z) = Vo(1 — e 27)2, (2.66)

Nous cherchons & trouver le potentiel transformé V(q) en utilisant les changements de

variables suivants :

—2 dt 9 -2
v=—lng, —=[f (9] , fle)=-—Ing (2.67)
ce qui donne
2 " 2 " 4 Oé2q2
P — - ———  d t. 2.
F@)=— f@= g [0)= g de="7d (2.68)

~ 4 2 32 (1 41
v :—[V 1- ¢ —E} SALED NI O 2.69
0= o - -]+ 3 {2 - 221 (2.60)
ou encore
o 4Ve—E)1 8V, 4V I
= - — + — — —— 2.
On pose
1% 2u (Vo — F)
2 0 2 4 (Vo
w- = W et v = W, (271)
le nouveau potentiel prend la forme suivante :
- 1 4o? — 1
V(q) = =pw’q® + h2(v—24) — . (2.72)

2 21q
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Nous avons ramené le probléme lié au potentiel de Morse a celui de I'oscillateur harmonique.

Dans ce chapitre, nous avons présenté la technique des transformations spatio-temporelles

dans le formalisme de Feynman dans le cas de potentiel compliqué.



Chapitre 3

Propriétés thermodynamiques

3.1 Introduction

La thermodynamique est une science qui nait a la fin du 17éme siécle. L’essentiel a I’époque
était de construire des machines indispensables a 'industrie naissante.

En outre, la thermodynamique est la branche de la physique qui traite de la dépendance
des propriétés des corps a la température, des phénomeénes ot interviennent des échanges ther-
miques, et des transformations de I’énergie entre différentes formes.

Le mot thermodynamique vient du grec signifiant respectivement chaleur et force (travail
ou mouvement). De plus, Ce mot composé veut dire mouvement produit & partir de chaleur.

On peut décrire la thermodynamique de deux maniéres ou selon deux aspects différents :

L’aspect macroscopique(La thermodynamique classique ou phénoménolo-
gique) :

On s’intéresse aux propriétés de la matiére de la maniére ou le systéme a 1’échelle globale
ou macroscopique, alors les propriétés sont décrites par des variables d’état macroscopiques (P,
V, T,m,...).

[’aspect microscopique (La thermodynamique statistique) :

On s’intéresse aux propriétés de la matiére a I’échelle microscopique ou atomique en utilisant
comme variables les grandeurs cinétiques individuelles des molécules ou des atomes (Pi, Vi, Ei,

Selon que 'on considére I'un ou 'autre de ces deux aspects, on distingue alors entre la
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thermodynamique classique ou statique.

3.2 Les principes de la thermodynamique

Les principes de la thermodynamique sont les principales lois qui régissent la thermodyna-

mique. Il existe quatre principes fondamentaux :

3.2.1 Principe zéro de la thermodynamique

Le zéroiéme principe de la thermodynamique exprime un fait observable dans le cas ou
plusieurs systémes de n’importe quelles natures sont en équilibre thermique :

Si deux systémes A et C sont chacun en équilibre thermique avec un troisiéme systémes
B, alors A et C sont en équilibre thermique 1'un avec 'autre. Ce principe est une loi empirique

établie seulement par des observations expérimentales [18].

3.2.2 Premier principe de la thermodynamique

Selon le premier principe de la thermodynamique, lors de toute transformation, il y a
conservation de I’énergie dans le cas des systémes thermodynamiques fermés, sous forme de

travail et de chaleur [18].
dEtOt - AW + Aq (31)

3.2.3 Deuxiéme principe de la thermodynamique

Le premier principe qui stipule la conservation de I’énergie n’explique pas l'irréversibilité
de certaines transformations spontanées ou naturelles.

Il faut donc introduire un second principe dit aussi principe d’évolution déduit des faits
expérimentaux, qui permettra de prévoir les évolutions des systémes et qui permet donc de
préciser la nature d’une transformation (réversible, irréversible), a travers une nouvelle fonction

d’état dite entropie ().
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Le deuxiéme principe de la thermodynamique (également connu sous le nom de deuxiéme
loi de la thermodynamique ou principe de Carnot) établit I'irréversibilité des phénomeénes phy-
siques, toute transformation d’un systéme thermodynamique s’effectue avec augmentation de
I’entropie globale incluant I’entropie du systéme et du milieu extérieur. On dit alors qu’il y a

création d’entropie. Son entropie ne peut qu’augmenter [19] :

ds >0. (3.2)

3.2.4 'Troisiéme principe de la thermodynamique

Il s’appelle aussi principe de Nerst, qui concerne les propriétés de la matiére dans le voi-
sinage du zéro absolu, I’entropie, comme 1’énergie n’est connue en général qu’a un constant
additif pré puisque le deuxiéme principe ne permet que de calculer des variations d’entropie.

L’entropie d’un systéme fermé tend vers zéro lorsque la température tend vers zéro [19].

limS =0 . (3.3)

T—0

3.3 Définitions

3.3.1 Le gaz parfait

Le gaz parfait est un modéle thermodynamique décrivant le comportement de tous les gaz
réels aux basses pressions et hautes températures. Le gaz parfait est défini par I’équation d’état

suivante [18] :

PV =nRT (3.4)

avec Platm] la pression, V[m?®] le volume, n[mole] le nombre de moles de gaz, R =

8.314[J.Mole™'.K~!] la constante des gazs parfaits, T[K] la température du gaz.



3.3 Définitions 36

3.3.2 Notion de température :

La température est une grandeur physique mesurée a l'aide d’'un thermomeétre selon une
échelle prédéfinie, donc la température est reliée au degré d’agitation moléculaire de la matiére
[18].

A la température OK (Zéro absolu & —273°C'), les atomes et les molécules qui constituent
la matiére sont figées.

On peut définir plusieurs échelles de température, telles que 1’échelle Celsius qui précede

toute autre échelle.

T(K)=T(°C) + 273, (3.5)

Cette relation définit I’échelle de température absolue (K') en kelvin en fonction du Celsius.

3.3.3 Le travail

Le travail est un transfert d’énergie qui provient du déplacement du point d’application
d’une force exercée par le milieu extérieur sur le systéme thermodynamique, plus précisément
le travail échangé s’exprime comme le produit d’une variable d’état intensive (tension, pression,
potentiel électrique, champ électrostatique) par la variation d’une variable d’état extensive
(longueur, volume, charge électrique, moment dipolaire total) [18],d’ou le travail élémentaire

est défini par la relation

AW = —PdV . (3.6)

Pour une transformation finie entre 1’état initial (V;) et Pétat final (V5), la variation du

travail est [20] :

Vo
Wiy = — / Pav. (3.7)

Vi

Le travail est énergie exprimée en [J] ou en [cal].
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3.3.4 La chaleur

La chaleur est un transfert d’énergie qui ne découle pas du déplacement du point d’appli-
cation d’une force [18].On appelle chaleur la différence entre la variation d’énergie totale entre

deux instants et le travail des forces extérieures. Elle sera notée [19] :

g=FE—W. (3.8)

Elle s’exprime en joules (1J = 1Kg.m%.572). Dans le cas d'une transformation infinitési-

male, cette équation devient :

Aq=dE — dW. (3.9)

La chaleur n’est pas une fonction d’état, c’est-a-dire dépend du chemin suivi.

3.3.5 La Fonction de partition

L’étude des propriétés fondamentales thermodynamiques nécessitent la connaissance des
fonctions de partition (quantité sans dimension). Par conséquent, le calcul de ces derniéres doit
se faire de fagon minutieuse.

Ces fonctions de partition s’obtiennent de différentes fagons suivant la nature de ’espéce
(atomique ou moléculaire).Pour un systéme quantique de N particules, placé en contact avec
un thermostat a la température T}, la probabilité de trouver le systéme dans le micro état n,

d’énergie E, est donné par [19] :

p(n) = exp (g)é&) _exp (gzﬂEn)

On appelle fonction de partition d’un systéme de N particules dans un volume V', placé en

. (3.10)

contact avec un thermostat de température 73, la quantité [19] :

0= Y e <_ki”): S exp(—BE,). (3.11)

0<Eyp<oco 0<Ep<oco

Avec 3 = ﬁ et kg = 1,38..10723J. K~ est la constante de Boltzmann.
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Avec la connaissance la fonction de partition, on peut calculer simplement les propriétés

thermodynamiques comme 1’énergie libre, la chaleur spécifique, ’entropie, ....

3.3.6 L’énergie interne

L’énergie totale d'un systéme est donnée par :

AU =Up—Usy=W +q. (3.12)

avec

U est ’énergie interne du systéme. Elle est la somme des énergies cinétiques microscopiques
qui due a l'agitation thermique des particules et des énergies potentielles issue de toutes les
forces internes au systéme (interactions intramoléculaires et intermoléculaires).

Soit un systéme fermé en échangeant avec ’extérieur du travail W et de la chaleur ) fermé
évoluant d’'un état A & un état B , sans que son énergie mécanique change C’est une fonction
d’état du systéme. Sa variation dépend de I’état final et ’état initial d’équilibre et non pas de
la nature de la translation.La quantité (WW+ @) est la variation de ’énergie interne du systéme.

On ne tient pas compte des énergies cinétique et potentielle [21];

AU=Up—Us=W +q. (3.13)

AU ne dépend que des états A et B et non du chemin suivi L’énergie d’un systéme en

contact avec un thermostat fluctue. Sa valeur moyenne est [22] :

Oln@Q
op

U est une grandeur d’état extensive. Elle s’exprime en joule.

U=—

(3.14)

3.3.7 La chaleur spécifique

La chaleur spécifique c’est la quantité de chaleur qu’il faut utiliser pour augmenter la tem-

pérature d’une unité de masse d’une substance d’un degré. Est sensible a tous les changements
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d’états car nouveaux degrés de libertés [23] :

_ _R277
C ==k 55 (3.15)

3.3.8 Energie libre

La transformation de Legendre de ’énergie interne du systéme qui remplace ’entropie par

la température comme variable indépendante, est donnée I’énergie libre F' [24] :

F=U-TS. (3.16)

En thermodynamique statistique, I’énergie libre apparait comme 'une des fonctions fon-

damentales, puisqu’elle est directement reliée & la fonction de partition () par la relation

1

F=-3

In Q. (3.17)

3.3.9 Entropie

Physiquement, I’entropie est une grandeur abstraite qui mesure le degré de désordre d'un
systéme a 1’échelle microscopique et décrit son comportement par sa maximalisation.

* Lentropie S d’un systéme croit si le systéme tend vers son équilibre d’ou : AS > 0.

* L’entropie est maximum si le systéme atteint un état d’équilibre.

L’entropie dans une transformation réversible, comme le quotient de la variation de la
quantité de chaleur transférée & un systéme par la température absolue de celui-ci elle se mesure

en joule par kelvin (j.k7!). C’est toujours une différence d’entropie qui est mesurée, :

oq(r)
()

La thermodynamique statistique permet de préciser que I’entropie caractérise le désordre

s = (3.18)

microscopique d’un systeme, son degré de désorganisation. L’entropie d’un systéme rend donc
compte du degré de dispersion de ’énergie (thermique, chimique, etc.) au sein méme du systéme.
Et selon le deuxiéme principe de la thermodynamique, I’énergie d’un systéme isolé a tendance

a se disperser le plus possible. Son entropie a donc, de méme, tendance & augmenter.
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Par ailleurs, selon la loi de Boltzmann, I’entropie est proportionnelle au logarithme népérien

du nombre de micro-état d’un systéme :

S =kglhw, (3.19)

ou w est la probabilité thermodynamique de 1’état d’équilibre.
L’état d’équilibre étant celui qui offre le plus de possibilités de réalisations microscopiques,

I’entropie est maximum & ’équilibre.

3.3.10 Enthalpie

L’enthalpie H d’un systéme est I’énergie totale, elle est donnée par :

H=U+PV. (3.20)

Elle est exprimée en joules (J) ou en kilojoules (k.J).

Le terme PV correspond a 1’énergie d’expansion ou de compression du systéme. H toujours
supérieur a U.H est une fonction d’état. Elle joue un role fondamental dans les transformations
isobares, elle est trés utile en chimie.

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principes de la thermodynamique et nous avons
donnés les définitions de quelques grandeurs thermodynamiques comme la fonction de partition,

I’énergie interne, la chaleur spécifique, 1’énergie libre et d’autres grandeurs.



Chapitre 4

Détermination des grandeurs
thermodynamiques du potentiel de

Tietz via les intégrales de Feynman

L’intégrale de chemin est un outil tres puissant pour I’étude des problémes de la mécanique
quantique [25]. Il existe des problémes qui peuvent étre facilement résolus, qui sont reliés a
des systémes un peu particuliers et treés simples. Mais la plupart des problémes physiques
ne peuvent pas étre traités d’une maniere exacte; virtuellement, aucun systéme physique ne
peut étre étudié sans les méthodes d’approximations [26]. Parmi les méthodes proposées pour
résoudre de tels problémes, nous citons la méthode de supersymétrie en mécanique quantique
et la méthode de Nikiforov-Uvarov (N-U) [27].

Nous calculerons dans la premiére partie de ce chapitre, I'intégrale de chemin pour le
potentiel de Tietz puis les spectres des états < ¢ # 0 > et nous étudierons dans la deuxiéme

partie les propriétés thermodynamiques de ce potentiel.
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4.1 Traitement du potentiel de Tietz par le formalisme

de Feynman

4.1.1 Le potentiel de Tietz

La fonction de I’énergie potentielle de Tietz [28] pour les molécules diatomiques est donnée
par :

V,

T

, 2
()= D, (1 GRATI TNy (4.1)
(expa/r) + ¢

ou D, est I'énergie de dissociation, o’ est 'ordre du potentiel, 7. représente la longueur de

la liaison & I’équilibre et ¢ est le parameétre de déformation.

4.1.2 Reésolution du potentiel de Tietz par le formalisme de Feyn-

man

En coordonnées sphériques, le propagateur relatif avec un potentiel de Tietz entre deux

points espace-temps (7, t,) et (7, ) s’écrit comme [29] :

Z 2+ 1) X ky (7, ty; T, ta) Py (cos ) (4.2)
=

k (ﬁn tb; Fm ta) 471'7“ ’
bla

o Py (cos ) est le polynome de Legendre et 0= (7}, 7,) et le propagateur radial k, est donné

par :
li Il i)t [ ]2 4
ko (7o, ty; Tay ta) = dim jzlexp [ﬁ j] X s [27Tih€:| i dr;, (4.3)
avec
1
Si =5 (Ar;)? = eVigy (1), (4.4)

et A’I“j =T —Tj-1,€= At] = tj — tj—17 ta = to et tb = tN.
Cette intégrale de chemin (4.3) ne peut pas étre résolue pour des états de moment angulaire
non nul (¢ # 0). Dans le but de surmonter cette difficulté, nous appliquons une approximation

pour le terme centrifuge de Badawi [30]. Elle est donnée par :

RPU(C+1)c*  R(L+1)
2ur2c?  2ur?

1 1
(Cl + Cgm + Cg (exp (Q’r) n q)2> . (45)
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Les constantes C; apparaissant dans (4.5) sont définies comme [30] :

Cl =1- (1+qexp15_20”6))2[1+le3?—2are) - (3 + u)] 5
Co = 2exp(u)(1 + gexp(—2are))[3(£L) — (3 + u)(wﬂ, (4.6)
C = 222U (1 + gexp(—2ar¢))*[(3 + 1) — Trroatgarg )

Avec ¢ = exp (2ar;;) .
Afin de ramener la forme du potentiel étudié a celle qui ressemble & I’approximation du

terme centrifuge (4.5), nous pouvons réécrire (4.1) comme :

P2 P3 /

Vp(r) =P + + , A =2aq, 4.7
v (r) " exp (a'r)+q  (exp (a/r) +q)° (4.7)
avec
P=D,
p2 = —2D, (e**™ +q) , (4.8)

Py = D, (> + ¢)’
d’ou le potentiel effectif V,;; s’écrit :
72¢ (L+1) o (1- (exp(2are) + ¢ 2
212 (exp(2ar) +¢
exp (—2ar) % exp (—4ar)
1+ gexp (—2ar) 3(1 + gexp (—2ar))?

Very (r) =

=K + K

Ky =P +~C, = D, +~Ch, v = h2§,(ﬁ«gl)

Ko =PFP + ’)/CQ = _2De (620”"6 —+ q) —+ 7027 . (410)
Kg = P3 + ’}/Cg = De (620”5 + Q)Z + ’}/03,

Nous effectuons le changement de variable suivant pour simplifier et ramener le probléme

des états "¢" du potentiel de Tietz :

—t —t
exp(—2ar) = —— = exp(—2ar) = ——, 4.11
gexp(—2ar) = -—— p (—2ar) TG+ D) (4.11)
ce dernier conduit & réécrire (4.9) comme :
t t?
‘/eff (7") :Kl—Kgg‘i‘Kg? (412)



4.1 Traitement du potentiel de Tietz par le formalisme de Feynman 44

Les fonctions hyperboliques déformées, définies pour la premiére fois par Arai [31] comme

suit :
coshy z = 1 (exp (z) + gexp (—1x))

sinhg z = £ (exp (z) — gexp (—z)) (4.13)
tanh, x = :;I;}}llzz
et on a la propriété :
cosh? (ar) — sinh? (ar) = q. (4.14)

Par ailleurs, nous pouvons écrire :

inh 1— —2 1+ 4
tanh, (ar) — sinh, (ar) _ g exp (—2ar) _ B _op 4, (4.15)
coshy (ar) 1+ gexp(—2ar) -
ce qui donne :
tanh -1
g tanbg (ar) = 1 (4.16)
2
La substitution de (4.16) dans (4.12) conduit a :
KQ Kg —K2 K3 K3 2
Vepp = K1+ % + 2 + ( 20 2—(]2) tanh, (ar) + <4—q2> tanh; (ar) . (4.17)
En utilisant la relation :
tanh? (ar) = 1 — + (4.18)
¢ coshy (ar)
En injectant(4.18) dans (4.17), il en résulte :
B(0)
Vers(rj, ) = Atanh, (ar;) — + C(0), (4.19)

COShg (aurj)

avec
—K K.
A= .
K
B= 32 : (4.20)

C=FKi+352+33

Donc nous utilisons le changement suivant [32] :

1
y=r——In/{q, (4.21)
a
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alors
sinh,(ar) = /gsinh(ay); cosh,(ar) = /g cosh(ay),
sinh,(ar)  sinh(ay)
tanhy(ar) = —-=—= = — tanh 4.22
anh,(ar) cosh,(ar)  cosh(ay) anh(ay), (422)
ceci conduit &
BI
Vers(y,£) = Atanh (ay) — ———+C, (4.23)
cosh” (ay)
avec
A= ke _ K _ 2De(e2‘”e+q)—'yCz _ DE(eQQ"e—i-q)z—l-'ng
2q 2q2 2q 2q2
62047"5 2
B == De( 4;‘1) +1Cs . (4.24)
—2De (62‘”'5 +Q)+WC2 D, (62‘”'5 +q)2+703
+ 52

C=FKi+352+34=D+C + %
Nous proposons de résoudre ce potentiel en utilisant la méthode de Duru-Kleinert qui repose
sur une transformation spatio-temporelle. Cette derniére nous permet de passer du propagateur

relatif au potentiel (4.23) a celui relatif au potentiel de Poschl-Teller modifié dont le spectre a

été déja calculé.
4.1.3 Transformation des coordonnées d’espace et du temps

Nous introduisons souvent une transformation de coordonnées suivie d’une transformation

locale du temps afin de rendre 1’étude beaucoup plus accessible. Effectuons les changements

d’espace et du temps suivants :
1 2
y=[ (z) = | = ] argtanh (2tanh®(2) — 1), (4.25)
o

dt = [f '(2)]ds, (4.26)

ol (z;5) sont les nouvelles coordonnées espace-temps.

(4.27)

avec £2(2) = (é)Qtanh2 (2) -
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Nous avons, par ailleurs, que la fonction de Green relative a un propagateur donné, nous
permet de tirer & partir de ses poles le spectre des énergies, et les fonctions d’ondes correspon-
dantes a partir des résidus aux poles. Cette fonction est obtenue & partir de la transformée de

Fourier du propagateur ky (rp,74;7) comme suit :

1 — BT
ke (rp,70;T) = - G (ry,mq; E) exp ( : ) dE, (4.28)
ou -
i / ’ % A~
G (ry, 1, B) = 7 [f (2a) f (Zb)] /kz (25, Za; 81) dsp, (4.29)
0

le propagateur devient :

1

oo (20, 203 53) = / Dz (s)exp | / (gz'z—fQ(Z) [V(f(z))—E]—AV(z)) ds|,  (4.30)

et la correction quantique AV (z) est donnée par :
2

G ESO R Y (G
=5 [3 TP [2 0 H . (4.31)

sont les dérivées successives de la fonction f .

AV (2)

"

Ot les fonctions f', f", f
La transformation (4.25) nous permet d’écrire I'expression pour les dérivés de f (z) dans

des ordres différents :

" 1 m, 2 cosh(z)

’

1
- th ; - —_— ; = -0, 432
) o’ (2) 1) asinh? (z) /) asinh® (2) (4:32)
la correction devient :
AV (2) —h2 { 3 + ! ] (4.33)
Z = — . .
8u | cosh?z  sinh? 2

Par ailleurs, la transformation (4.26) conduit & une nouvelle expression du potentiel (4.23) :
Vs (f (2) = A (=1 + 2tanh?® (2)) — B’ [1 — (~1+ 2tanh’ (z))2] Lo, (434)

on multiplie 'équation par f2(z), nous trouvons :

PV (fey = SO 4B (O (4.35)

a2cosh?z  a?sinh?z «a
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on aura :
(A+C+E)+(g“—2> %4—(?%2) (A—C - E)
2(2) V. — B+ AV (2) = VA - .
£2 () Wegg (F (2)) = ) 4 AV (2) = s B
(4.36)
En tenant compte de (4.36) et (4.33), le propagateur (4.30) devient :
~ i (E+C—-A
ko (2p, 24; Sp) = €Xp |:ﬁ8b<05—2):|
Sp
i (ke PPIn=1) v(- 1)D
x [ N - ds
/ 2(s)exp h/ (22 24 [ sinh? z cosh? z
0
i (BE+C—-A
=  exp [ﬁsb¥} EMET (2, 243 83) (4.37)
ou
=14 /14+ %5
AT e (4.38)
MR BT

L’intégrale de chemin (4.37) est similaire a la mise a jour au potentiel de Poschl-Teller
modifié, qui est un probléme résolu est connu. En fait, ’adaptation de la notation de Frank
et Wolf, la solution de l'intégrale de parcours lit 2s = n(n—1), —2¢ = v(v—1), et en

introduisant les nombres ki, ko qui sont définis en fonction de ¢ et s.

Alors on a : )
b=t 1% (3 -20)}]
2 (3 )1 (4.39)
By =4 1% (1 +29)°]
L’expression de propagateur de Poschl-Teller modifié s’écrit comme :
Non ;
k{7 (20, 203 8) = ) exp (—ﬁstyPT) XEUR) () xR (2, (4.40)
n=0

La limite supérieure N,, désigne le nombre maximal d’états avec 0,1,....n < N,,, < K; —
Ky — % Les signes dépendent des conditions aux limites pour z — 0 et 2z — 00, respectivement.

Les fonctions d’onde des états liés sont explicitement données par [33] :
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X%khk?) (2) = N,SKLK?) (sinh (z))2K2_% (cosh (z))QKlJr%

x 2F) (=K + Ky + K; — K, + Ky — K; 2K,; —sinh? ()

2n11 (2K, — )T (2K, —n — 1) : - ks
- {F(2K2+n)F(2K1 — 9K, —n)] (sinh (2)) (cosh (2)) +

XP[2K2,2(K1—K2—")—1] M (441)
" cosh? (2) ’

ot P%# est le polynome de Jacobi et

" ['(2K5) 'Ky — Ko+ k)T (Ky — ke — K +1) ’ '
avec
K= Kl — K2 —n, (443)
ou les énergies sont données par :
MPT h’ 2
I

Nous utiliserons les fonctions d’ondes(4.41) et les valeurs propres (4.44) du propagateur
de Poschl-Teller modifié dans ce qui suit pour déterminer les fonctions d’onde et le spectre

d’énergie du potentiel de Tietz.

4.1.4 Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes

En substituant (4.40) dans (4.37), nous trouvons :
Al i [(E+C—A)
K LiSy) = § Ze |2 ) pMPT
Y (zbv Za; Sb) par €xXp {th |: a2 n :| }

X X2 () X (2a) (4.45)

avec N, le nombre maximal des états excités.

En intégrant (4.45)sur le parametre pseudo-temps s,, nous obtenons :

N, T(kl,k‘g) (Tb) T*(kl,k‘g) (7" )

Ge (’]"b, ’]‘a; E) — Z Xn,( n,f

MRM _ )
n=0 En,ﬁ E

(4.46)
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avec la valeur de k; et ky comme suit :

1 suB\ 1
/{31: <1+ a2h2):§(1+5).

2
ks = % [(1 + % (5 —2n — 1)> - (fﬁf;n - 1)} , (4.47)

8uB’
=414 25 (4.48)

En posant u = %[1 + tanh (ar)], d’aprés le potentiel de Poschl-Teller, et I’équation du

et

propagateur (4.45) nous obtenons la fonction d’onde de Tietz suivante :

(k1,k2)
T(k1,k2) (r) = Ny ye—(3)

n,l \/T
:{(1_ 4 A > (s —2K5 —2n)nlll' (s — n) 2
a?h(s—2n—1)%) T(s+1—n—2K;)T (2Kz + n)

(1-— u)(%>_K2_n X 2F) (—n, s — n; 2Ks; u)

x 2795 % [1 — tanh (ar)]F %27 [1 + tanh (ar)] 272

x Pe=2K2=2n2K2=1) anh (ar) . (4.49)
Ou

El,(n0)=a’E)"T+A-C

h20z2 2

En substituant les valeurs de k; et ky données par (4.47) dans l'expression (4.49), il en
résulte le spectre d’énergie est donnée par :

_h?a®(s —2n— 1) 211 A?

EL, (n,0) = —
ne (1,6) 8 K202 (s —2n — 1)

+C. (4.51)

Ce spectre est donné en fonction des parameétres du potentiel.

4.1.5 Reésultats et discussions

Nous avons testé numériquement nos résultats pour le potentiel de Tietz, dans un large

domaine de variation des parameétres o du potentiel étudié et du moment angulaire ¢, et aussi
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le nombre quantique radial n. Nous avons calculé en utilisant un programme Maple, le spectre
d’énergie E,, pour (4.51). Nous avons comparé nos résultats présentées dans le tableau avec
ceux calculés par la méthode analytique [34]. Nos résultats montrent que les valeurs propres

obtenues sont trés proches des valeurs calculés analytiquement.
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¢ | n | Nos résultats | [34]

0|0 | 1174.9275 1174.9971
0|1 |3499.7440 3499.8409
0|2 |5790.7517 5790.8755
0|3 | 8048.9336 8048.0809
014 |10271.2127 10271.387
0|5 | 12460.5518 12460.752
0|6 | 14616.9038 14616.138
0|7 |16737.2213 16737.473
0|8 | 18824.4569 18824.747
019 | 20877.5630 20877.869

TAB. 4.1 — Les énergies L), ; relatives au potentiel de Tietz.

4.2 Etude des propriétés thermodynamique du potentiel

de Tietz

Afin d’étudier les propriétés thermodynamiques, nous allons utiliser le potentiel etudié

précédemment dans la premiére partie de ce chapitre (4.1).

Le spectre d’énergie relatif a ce potentiel qui est donné par(4.51) devient :

E,{g(n,z):Dﬁ

C(0+1) 12

De (€2o¢re + q)

D, (% + q)2

0(0+1) R

q

2q¢?

_ it (qCy + C3)

h2a? 2”+1_\/l+ﬁquzDe(e2a”+q)2+

(D) o

a?q?r2

24

n2a? | #heae <2Deq (€27 4 q) — D, (e + Q)2>

2

2r2a?q?

2
(el (qu + Cg)

24

(4.52)

2n + 1-— \/1 + hgz—qu De (620”'6 + q)2 + £(£4+1) Cg

a2q?r2
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Pour ¢ = 0, I'expression de ’énergie s’écrit :

S <<D (ezqwm) ) B <De(e2:qr:+q)2 ) )

2,2
o_p ha 2n+1—\/1+p%q,Z De(e2ae 4¢)?
€

(2”“\/ Lty De(e0me+q)* )

, (4.53)

2

avecn = 0,1,2,3, ..., Nyae. Pour trouver n,,,,, on dérive ’expression de I’énergie par rapport a

dE, __

n au dessus, <7 = 0,

2
dE, 2 <2Deq<€2a7"e +q)— D, (62are + q)2>

2204 3
dn h (8% q (2n+ 1 . \/1 2MDe 2arﬁ+q) >

T R2a2¢2
h2a? 1 1 21D, (e207e + q)?
+ —n—=-+z/1+ A 2
2 2 h2a2q?

(7225 (2Dea(e®e +9)=De (e 2Me+¢1)2)>2
s uwDe are 2 3
-5 (MH_WW) , (4.54)

2
/Jl 2HDe e2are+q)
2+ 1 — /14 2RI

ce qui donne,

_#2,2,, [ De(e?*e+q) 1De(62‘"5+q)2)
\/ iRty ( ‘ P o PP S A G, 0)°
Nmaz = | — -5 -

h2a? 2 q*h2a?

4.2.1 La fonction de partition

La premiére grandeur thermodynamique que nous allons chercher est la fonction de parti-

tion, elle est donnée par :

Mmax

=Y exp(—BE.), (4.56)

avec [§ =
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En substituant (4.53) dans (4.56) ; nous trouvons :

[ f ( <De (ezgw-eﬂ) ) B ( Do

2)) |
201145525 De(e2retq)?

)
2q2

Mmax

Q=) exp-p
n=0

(2"“‘\/ Lty De(e27e +q)° )
- 2

En utilisant la sommation de Poisson [35] :

00 Nmax+1

(0) = f (Mmax + 1]+ Y

m=—0o0 0

Mmax

Zf

Pour m = 0; ceci donne :

l\DI»—t

Nmax+1

(0) = f (Nmax + 1)] +

Tmax

Zf

En tenant compte de (4.59), la relation (4.57) devient :

f(x)dz.

l\JI»—t

Q= [exp —B (De — A7) — exp =B (De — Ag3) | +
nmax-i-l

b
exp—ﬁ(D xj—b_x—; >)da:,

De ( 2are+q) 1 De (62are+q)2
q 2 q2 ?

—A

h22 o
a_h22

avec A =

f (z) exp (—i27wm) dzx.

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

_ Nmax+1+b

b_ <1_\/1 f2ogq e2are+q) )7 gl:%

En utilisant la relation suivante :

0

— a
nmax+1+b

erf (z) = —ierf (iz)

ou erf désigne la fonction d’erreur.

On obtient 'expression de la fonction de partition vibrationnelle classique :

2

(4.61)

Q = 50 (=6D.)lexp 8] —exp gk + [ 3 (erf(V ) — (/)

—exp —20Aaerf(\/BA(2a + ¢1)) + exp —2[Aaerf(\/BA(2a + g2)].

(4.62)
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L’ expression (4.62) de la fonction de partition () peut étre représenter comme une série de

puissance.

1 1 1 1
Q=c1—c—V2a+ci+vV2a+cy+ [5)@% — 5)\03 + g)\ci’ — g)\cg

1 1

— 5)\ (2a + 1) V2a + ¢1 + 2Xav/2a + ¢ + 3)\ (2a + c2) V2a + ¢y
1

—2Xav/2a + ¢3 — De(c1 — ca — V2a+ ¢1 +vV2a+ )|+ [Z)\zc‘f

1 L1,z 1,5 1, 2 2 2
_Z 5(5)\01—5/\02—5A (2@"‘01) \/2G+C1—4)\CL

4 1
X v2a+ ¢ + §A2a (2a + 1) V2a + ¢ + g)\2 (20 + ¢3)?
4

X \/2a + 5 + AN2a®\/2a + ¢y — g)\za (2a 4 c2) V2a + ¢3)
L 1 2 2
§De(c1 — ¢y —V2a+ ¢ +V2a+ o) — §De(A01 — e

2 2 2
+ g)\c‘i’ - g)\cg - §)\ (2a+ 1) V2a + 1 + 4 av2a + ¢

2
+ 32 (2a 4 ¢3) V2a + ¢; — 4hav/2a + )] 5% + ... (4.63)

ey +

+

A T’aide de la fonction de partition (), on peut déterminer les fonctions thermodynamiques

avec ses formules.
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4.2.2 L’énergie interne

En substituant ’expression (4.63) dans ’expression de 1’énergie interne suivante, ce qui

donne

JlnQ
~=38

= —(exp(BAg}) — exp(BAg3) + @%(erf (\/591) — erf <\/5_>\g2>
— exp(—23Xa) erf ( BA(2a + g1)> + exp(—20X\a) erf (\/ﬁ)\(2a + g2)>))71

U:

< (=(D. = Ag}) x exp(BAg) + (D. = Ag3) exp(BAg3) — /T
X (% + W{J,/Q) x (erf (\/ﬁgl) — erf (\/ﬁ%) — exp(—2BAa)

x et (v/AARa+ g1) ) + exp(—207a) erf (\/BA2a + 92) )
2av/ 7\ exp(—25a)

+ % exp(BAg}) — %exp(wgi) + NG
erf ( BA(2a + gl)> — w exp(BAgr)

B 2av/ 7\ exp(—25a)
VB

(2a + go)

5 exp(6Aga)). (4.64)

x erf ( BA(2a + 92)) +
4.2.3 La chaleur spécifique

La chaleur spécifique est la dérivée parielle de I’énergie interne (4.64) par rapport a la

température, elle est donnée par :
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or T op
= k3 (exp(BAg}) — exp(BAg3) + @% (erf (\/5_Agl> — erf (\/592) — exp(—25Aa)
x erf ( BA(2a + gl)> + exp(—20Xa) erf < BA(2a + gg)>))_1

(D= M exp(0) + [T T5 + 5 = ) (et (/)

—erf (ML%) — exp(—26Aa) erf < BA(2a + gl)> + exp(—26X\a)

/ A [A
x erf ( BA(2a + gg \/>\/_ 53/2 91 exp(BAg?) — ﬁ%

AM2a + g1)

g exp(BAg1) — 2\a

x exp(BAg3) + 2\a exp(—2BXa) erf < BA(2a + gl)) -

A(2a + gs) 91(De — Agi) exp(BAgi)

x exp(~20a) x erf (VEARa+ 92)) + 1/ T exp(BAg2)) — 5
G expﬂ(fkgf) L 92(De = Ag%ﬁ) exp(BAgy) | g2 expﬁ(fkgi) B 2a\/V(\l/?Be + 2)a) exp(—287a)
_ Vra e;g)/(Q—QB)\a) orf ( Toa T 91)> N 2 av/2a + %1 exp(BAgr)
Lyt 911D~ A91) exp(BAg1) + = j N exp(BAg) + 2av)m

B s VB
X (D, + 2Xa) exp(—26Aa) erf ( BA(2a + gg)) W xp(BAg2) + %
exp(—20Aa) erf < BA(2a + 92)> _ vzt gQ(ﬁDe g2) exp(6Ags) — 26;:_ &

< exp(BA) — K8 (exp(3g?) — expl(Aad) + |3 (ert (V) = exf (/D)

— exp(—2pX\a) erf ( BA(2a + gl)) + exp(—20Aa) erf ( \/BA(2a + g2)>))_2><

VRS
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(D, = Dy espl5) + (D = D) esp(B2ad) [ 35 + 5 )
x (erf (\/ﬁgl> — erf <\/ﬁgg> —exp(—2pX\a) erf( BA(2a + gl)>

op(=2aa)ert (VEARA T 02))) + G exp(Bg]) — T exp(8Ag3)

+ 2a\/ﬁe>\</p3(—26)\a) erf ( BA(2a + 91)) — —(2(15+ %) exp(8Ag1)
2av/ T\ exp(—28Xa) (2a + g2) 2
_ 7 erf ( BA(2a + gz)) L exp(BAg2))”. (4.65)

4.2.4 L’énergie libre

En substituant (4.62) dans l'expression générale de I’énergie libre, on trouve

F=—-kTlhQ@ = —lan
s
1

= (3 (=D, exp(gh) - exp(52) + 3 (ert (Vo)
— erf (\/BAg2) — exp(—26a) exf (V/BAa + g1) ) + exp(~262a)
x erf ( BA(2a + g2>>))). (4.66)
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4.2.5 L’entropie

Comme d’habitude, on remplace (4.62) dans P’expression de ’entropie, on obtient

B 0ln@Q
S=klnQ+ kT 5T

B Oln@Q

=klnQ — kp 95

— kln(% exp(—AD.) x (exp(BAg2) — exp(HArg?) + @%(erf <\/ﬂ_)\gl) —erf (\/ﬂ%)
— exp(=28Aa)exf (VBAZa + g1)) + exp(—28a) erf (v/BARa + 1))

— kB(exp(BAg) — exp(BAg3) + \/gﬁ(erf (VBAgr) — ext (VBAg)

— exp(~28a) erf (v/BARa + g1) ) + exp(—287a) exf (VEARZa+ g)))) !

(D, = D) expl52a7) + (D, =) exn() (D5 + )

x (erf (\/ﬁgl) ~orf (W@) — exp(—28a) ext ( BA(2a + gl))

+ exp(—28XAa) erf < BA(2a + 92)>) + g exp(BAg?) — g2 exp(3Ag3)

g B
n 2a\/ﬁej%(—25/\a) orf < ﬁ)\(Za i g1)> _ WQXIKﬁ)\gl)
2av/ T\ exp(—28Xa) (2a + g2)
- 7 erf ( BA(2a + 92>) + 5 exp(6Aga)). (4.67)

4.2.6 Discussions

Dans ce travail, nous avons considéré 1’état électronique X 12; de la molécule de N,. Les
constantes moléculaires de cette molécules [36] sont : De = 79885cm ™!, re = 1.079A, w, =
2358.6cm L. A l'aide de ces données expérimentales, nous avons effectué des calculs de fonction
de partition et des fonctions thermodynamiques du N.

Nous avons déterminé le nombre quantique vibrationnel n,,,, = 57 pour tracer la fonction
de partition @) et les fonctions thermodynamiques telles que :U et C.

La figure (4.1) représente la fonction de partition @ en fonction de la température, nous

avons observé que cette fonction augmente de facon monotone lorsque 7" augmente .
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T T T T T ]
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
T

Fig.4.1 Fonction de partition vibratoire () en fonction de la températeur 7.

La figure (4.2) représente I’énergie interne U en fonction de la température 7' pour le Ns.
Elle montre que I’énergie interne U augmente de facon monotone avec I'augmentation de la

température 7.

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
I

Fig 4.2 Energie interne vibrationnelle U en fonction de la température 7.

la figure (4.3) représente l'entropie en fonction de T'. Lorsque la température augmente,

I’entropie S augmente de fagon monotone et tend a atteindre une valeur constante.
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Fig 4.3 L’entropie S en fonction de la température 7'



Conclusion

Le but de ce travail est la détermination, dans le cadre du formalisme de Feynman, les
grandeurs thermodynamiques du potentiel de Tietz. Pour cela, nous avons déterminé le spectre
des énergies relatif des états liés ainsi que les fonctions d’onde correspondantes relatives au
potentiel de Tietz. Notre étude s’est appliquée a 1’état électronique X 12; de la molécule N,.

Apreés un bref apercu sur le formalisme des intégrales de Feynman dans le premier chapitre,
nous avons présenté dans le deuxiéme chapitre la technique des transformations espace-temps
de Durut-Kleinert utilisée dans notre travail. Nous avons également présenté dans le troisiéme
chapitre toutes les notions relatives concernant les propriétés thermodynamiques afin de com-
prendre toutes les propriétés utilisées dans notre travail.

Le quatriéme chapitre qui constitue notre propre travail a été consacré a la présentation
d’une expression améliorée de 1'énergie des états "¢ relatifs au potentiel de Tietz. En utilisant
une approximation du terme centrifuge, nous avons pu ramener le probléme des états ¢
du potentiel étudié a celui similaire des états s . Ce dernier a été traité en utilisant une
transformation spatio-temporelle appropriée. Ceci nous a permis de trouver ’expression de
I’énergie et des fonctions d’onde.

En utilisant les constantes moléculaires (D,, r., et w,.) comme données, nous avons calculé
les valeurs numériques de I’énergie pour différentes valeurs des nombres quantiques n et /.

Par ailleurs, en utilisant le spectre d’énergie trouvé pour le potentiel de Tietz, nous avons
calculé les grandeurs thermodynamiques telles que : la fonction de partition, I’énergie interne
et 'entropie.

Au vu des résultats obtenus, nous pouvons dire que le formalisme de Feynman constitue

une sérieuse alternative aux autres formalismes de la mécanique quantique.
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