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Résumé

Ce mémoire traite de la résolution des inéquations variationnelles par une méthode basée
sur une équation différentielle ordinaire construite a cet effet par le biais de 'opérateur de
projection sur un convexe fermé. Notre travail étant situé dans I’espace euclidien R", I’équa-
tion différentielle ainsi définie correspond a un systeme d’équations différentielles. Nous
montrons que les points d’accumulations de la trajectoire de ladite équation différentielle
sont les solutions du probleme de I'inéquation variationnelle considérée. Outre la présen-
tation des techniques menant a ce résultat, nous faisons une comparaison entre quelques
problemes d’optimisation et nous donnons des applications pratiques des inéquations varia-
tionnelles. Et bien que ce domaine soit vaste, nous étalons, tout de méme et tout au long de
ce document, plusieurs notions et résultats issus de ’analyse, 'analyse convexe et la théorie
des équations différentielles ordinaires qui sont d’intérét dans ce travail. Enfin, nous étayons

notre étude par des applications avec exemples et résultats numériques.
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Abstract

This report is devoted to the resolution of variational inequalities by a method based on
an ordinary differential equation constructed for this purpose through the projection opera-
tor on a closed convex. Our work being located in the Euclidean space R", the differential
equation thus defined corresponds to a system of differential equations. We show that the
accumulation points of the trajectory of said differential equation are the solutions of the
variational inequality problem considered. In addition to the presentation of the techniques
leading to this result, we make a comparison between some optimization problems and we
give practical applications of variational inequalities. And although this domain is vast, we
are, all the same and throughout this document, several concepts and results resulting from
the analysis, the convex analysis and the theory ordinary differential equations which are
of interest in this work. Finally, we support our study by applications with examples and

numerical results.



asde
Aole Alols ol o Tl dezas 33 ey 3 Ll Ol Al (M dasaz 350U ods
Ladl 3 Gl uz e Jo Ll pogie IM e OB A1 1AL a3l &
SVl alss me 33152 ol 1ds o 330 2lolidl Walall . R™ g5y
vl i
55,5 AL 3Ll Walal) 5Ll $1LA) bl OF s Jo Jonies
oda ) ool G olaml (o e A BLaYL mall 3l il A) Jae o
[ P R R G
¢ pls I s OF Ly w3 ol a1 Al e Slils pidy Cped) L2
Sl el ¢ el e 3EL Zlus palie Soe ) s IS e me s
L) MRS eV G o) M 0 @) 3ol Aol SV 3 s,
BSA oda e Bsue Zliy Wl o baeze)

vi



Table des

Liste de figures
Liste de notations
Acronymes

Introduction

matieres

1 Problemes d’optimisation et formulations équivalentes

1.1 Préliminaires

1.2 Probléeme d’optimisation . . . . . . . .. ...

1.3 Les inéquations variationnelles . . . . . . . . . .. ... ... ...

1.3.1 Existence de solutions . . . . . . . . . ...

1.3.2 Méthodes d’approximation et de régularisation . . . . . . . . . .. ..

1.3.3 Exemples . . . . . .

1.3.4 Applications . . . . . . .. ...

1.4 Autres formulations équivalentes . . . . . . . ... ... L.

1.4.1 Formulation équations généralisées . . . . . . . . ... ... ... ..

1.4.2  Formulation en point fixe. . . . . . . . .. ... L.

1.4.3 Formulation primale-duale . . . . . . . ... .. ... ... .. ...,

1.4.4 Formulation sous forme d’équation . . . . ... ... ... ... ...

1.4.5 Formulation en probléeme d’optimisation . . . . ... ... ... ...

2 Résolution par équations différentielles

2.1 Equation différentielle ordinaire . . . . . . . . . ...

vii

ix

xi



2.2 Equation différentielle avec opérateur de projection
3 Exemples et résultats numériques

Bibliographie

viii



Figure

Figure 1.1

Figure 1.2

Figure 2.1

Figure 3.1

Figure 3.2

Figure 3.3

Figure 3.4

Liste des figures

Titre
Représentation géométrique du cone normal.

Projection sur ’ensemble défini par les contraintes.
Représentation géométrique du monotonie cyclique.

Comportement transitoire de x(t) de I’équation différentielle (2.5) de
I’exemple 3.1 avec neuf points initiaux aléatoires.

Comportement transitoire de x(t) de I’équation différentielle (2.5) de
I’exemple 3.2 avec six points initiaux aléatoires.

Comportement transitoire de x(t) de I’équation différentielle (2.5) de
I’exemple 3.3 avec huit points initiaux aléatoires.

Comportement transitoire de x(t) de I’équation différentielle (2.5) de
I’exemple 3.4 avec cinq points initiaux aléatoires.

ix

Page

16

18

24

34

36

37

38



Liste des notations

B(a,r) ={x e R"/||lx —a|] <1}
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Pour une fonction f , on note par
\Zi
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Divf

produit scalaire euclidien de R".
I’espace euclidien d’ordre n.

ensemble convexe et fermé de R™.

la boule fermé de centre a et de rayon r
la norme euclidien de R".
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le gradient de f.
la dérivée partielle de f par rapport au temps.

la divergence de f .



Acronymes

IV(F, X) I'inéquation variationnelle en terme de fonction F'
et I’ensemble convexe X.

EDO équation différentielle ordinaire.

X1



Introduction

Les problemes d’optimisation apparaissent dans plusieurs domaines et sont vastes et
variés : probléme de minimisation, inéquations variationnelles, probléeme de complémenta-
rité, point selle, point fixe , etc. Ces problemes sont parfois liés entre eux et la recherche
de méthodes pour les résoudre est un domaine actif qui intéresse plusieurs chercheurs. Les
applications de ces problemes dans de divers situations est en croissance prolifique.

Dans ce travail nous présentons les inéquations variationnelles et nous les situons par
rapport a d’autres problemes d’optimisation. Et puisque l'existence de solutions est un
sujet important dans ce domaine, nous nous intéressons a quelques méthodes de résolutions.
Nous développons en particulier une méthode basée sur une équation différentielle ordinaire
construite a cet effet par I'opérateur de projection.

Notre travail est composé de trois chapitres distincts, mais liés par le fond et le contenu.

Dans le premier chapitre, nous faisons une comparaison entre plusieurs problemes d’opti-
misation tels que les inéquations variationnelles, les points fixes, et les problemes de minimi-
sation qui contient des formulations équivalentes aux problemes précédente, ces formulations
permet a nous d’avoir des solutions équivalents. On trouve aussi des notions préliminaires qui
vont étre emploies dans les deux chapitres suivants comme les caractérisations de projection
orthogonal.

Dans le deuxieme chapitre, nous établissons une équation différentielle ordinaire définie
par le biais de I'opérateur de projection afin de résoudre l'inéquation variationnelle sous-
jacente qui lui est associée. Ce chapitre nous permet de voir 'importance de 'utilisation
des équations différentielles ordinaires pour résoudre d’autre problemes dont trouve des dif-
ficultés lors de leur résolution. On trouve que les points d’accumulations de la trajectoire

du systéme d’équation différentielle sont les solutions du probleme de I'inéquation variation-



nelle.
Finalement le troisieme chapitre de ce travail donne des résultats numériques avec des

exemples traitant des inéquations variationnelles et de problémes de minimisations dans R*

et RS.



Chapitre 1

Problemes d’optimisation et

formulations équivalentes

Dans ce chapitre, on va donner quelques éléments essentiels des inéquations variation-
nelles, qui sont nécessaires, pour la suite de notre travail, comme les formulations équi-
valentes de quelques problemes d’optimisation tels que les problemes de minimisation, les
inéquations variationnelles et les points fixes.

Dans tous ce travail, R™ sera munit de son produit scalaire euclidien (.,.) et de sa norme
associée ||.||.

On rappelle que (.,.) est définie par

(w,y) =Y @y,

1,j=1

oux = (x1,.,Tn); Y= (Y1,-, Yn)

1.1 Préliminaires

Définition 1.1.
Soient a € R™ et r > 0.

On appelle B(a,r) = {z € R"/||z — a|| < r} la boule ouverte de centre a et de rayon 7.

Définition 1.2.



Soient a € R™ et r > 0.

On appelle B(a,r) = {x € R"/||z — a|| < r} la boule fermé de centre a et de rayon 7.

Définition 1.3.

Un ensemble U de R™ est un ouvert si pour tout a € U , Ir > 0 tel que B(a,r) C U.

Définition 1.4.
Un ensemble C' de R" est un (ensemble) fermé de R™ si le complémentaire de C' dans R”

est un ouvert de R™.

Définition 1.5.
Soit C un ensemble de R" .
C est dit borné 8'il existe M € R tel que  V(x;y) € C, ||z — y|| < M.

Définition 1.6.

Un ensemble C' de R™ est compact si ’ensemble C' est fermé et borné.

Définition 1.7.

Un sous-ensemble C' de R™ est dit convexe s’il est
Ve,ye C, YA€ [0,1], de+ (1 - Ny eC

Définition 1.8.

On dit qu’'une fonction f est convexe sur un intervalle I de R si elle est
V(w15 2) € 19N € [0;1]; f(Azy + (1= N)ag) < Af(21) + (1= A) f (o)

Définition 1.9.

Soient U un ouvert de R" et f : U — R une fonction. Pour x € U, on pose = (z1,...,Z,).
— La dérivée partielle par rapport a la variable x;, i € {1,...,n}, en un point a € U si
elle existe est notée par
of
a).
axi( )
. of of ) L .
— Les fonctions 90D sont appelées les dérivées partielles de f.
T I,



— On appelle gradient de f et on le note par V f le vecteur

of of
af

On a Vf(a) = (a%(a),...,aai(a)).

Définition 1.10.

Soient U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction.

— On dit que que f est différentiable en a € U s’il existe une application linéaire et

continue L : R® — R telle que

o @) = (@) = L = a)ls

=0.
a o — aller
On écrit L € £ (R™, R).
— On peut aussi écrire, en posant £ —a = h
h) — — L(h
et h) — fla) — Ll _
h—0 |7 |rn

L’application L, appelée différentielle de f en a, est unique et est notée par df,.

— On dit que la fonction f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point

x € U. Dans ce cas, on appelle différentielle de f la fonction
df : U — L (R",R)

qui a chaque x € U associe df,.

— Si de plus, df est continue sur U, on dit alors que f est continument différentiable ou

de classe C! sur U.

Proposition 1.1.

Soit U un ouvert de R"™ et f: U — R une fonction.

1. Si f est différentiable en a € U, alors f admet des dérivées partielles en a par rapport

a toutes les variables et pour tout h = (hy, ho, ..., hy,), on a

Dfah = (Vf(a),h)

0 0
= hla—i(a) +...+ hna—gi(a)



2. f est continument différentiable sur U si et seulement si f admet des dérivées partielles

sur U par rapport a toutes les variables et est continue sur U,

aZ‘Z‘
pour tout i € {1,...,n}.

1.2 Probléme d’optimisation

En général optimiser signifier le fait de chercher une configuration optimale d’un sys-
teme,c’est a dire, chercher la meilleure configuration parmi tous les configuration possibles
du systeme et ceci, par rapport a un critére donné. Pour décrire un probleme d’optimisation
nous utilisons la modélisation mathématique,finalement on peut dire que pour décrire un
probleme d’optimisation on se donne
1. Une fonction F' : R" — R (fonction de cout).

2. Un ensemble C' C R” (ensemble de contraintes).
On cherche a minimiser F' sur C, c’est a dire, on cherche z* € C' tel que

F(z*) = min F(z)

zeC
ou de maniere équivalente

F(z*) < F(x) Ve e C

La projection orthogonale sur un convexe fermé est importante pour notre travail. Précisons
que nous aurons besoin de la caractérisation de la projection orthogonal lors de notre

prochaine étude, pour cela on va donner la théoreme suivante :

Théoreme 1.2.
Soit C' un ensemble fermée et convere de R™. Alors pour chaque x € R™ il existe un unique
y € C tels que

2 —yll = inf |1z
Le point y est noté Pro x et est appelé projection de x sur C' et nous écrivons

y=Prcx

Prcx =2 pour tout x € C



De plus, le point y est caractérisé par

eC
Y (1.1)
(r—y,z—y <0 Vzel

Caractérisation variationnelle

Nous allons suivre la méthode présentée dans [1] pour la démonstration de ce théoreme.

Démonstration.
Existence

Soit (z,) une suite minimisante.z, € C et
d= e =zl = d = i o~

montrons que (z,) est de Cauchy. Appliquant l'identité de parallélogramme avec a = = —

Zn,b = x — z,, il vient

Zn + Zm |2 Zn — Zm |12 1
_~n m n m _ = d2 d2 .
T I R G
Or = —g e (d’apres la convexité) et donc Hx _ —g “m H > d. Par conséquent
Zn — 2Zm |12 1
T < S(dE A4 dB) — dR
e EFCAD
et lim ||z, — 2| =0
m,n—o0
donc z, =y € Cetlonad=|z—yl
Unicité
Soient y; et yo vérifiant 1.1. On a
(x —y1,z2—11) <0 NVzel (1.2)
(x — Yo,z —ya) <0 VzeC (1.3)

Reportant z = 3, dans 1.2 et z = y; dans 1.3, on obtient aprés addition, |y; — y»|* <0 O

Proposition 1.3.

Sous les hypotheses du théoreme 1.2 on a

||Proxy — Promxsl|| < |z — o 21,79 € R”



On peut trouver la démonstration de cet proposition en plus détaille dans [1]

Démonstration.

Posant z; = Preox; et z9 = Proxs il vient
(x1 —y1,2—vy1) <0 NVzel (1.4)
(xg — Yo, 2 —Yo) <0 Vzel (1.5)
Reportant z = ¢, dans 1.4 et z = y; dans 1.5, on obtient apres addition
lyr = w2]1* < (21 — 2,91 — 1)
Par suite [[y1 — yal|* < |lz1 — 22| O

Définition 1.11.

Soit. F' une application d’'un ensemble A dans lui méme, notée
F:A— A

un point = € A est dit point fixe de F'si: F(x) ==z

Brouwer a démontré en 1912 son théoreme de Point fixe sur la boule unité fermé, voici
maintenant ce théoreme sur un ensemble convexe et compact que nous aurons besoin plus

tard.

Théoréme 1.4. (Brouwer)
Soit C' un sous ensemble conveze et compact de R™ et F' une fonction continue de C' dans

C'. Alors F posséde un point fivre x* appartenant a C, C’est a dire : F(x*) = z*.

On va donner deux démonstrations différentes du théoreme de Brouwer, on trouve le

premier dans le référence [4] et le deuxieme dans [3].

Premiere démonstration.
On va montrer que tout convexe compact non vide de R"™ est homéomorphe a la boule
unité fermée d’un espace R™ avec m < n auquel cas le théoreme précédent s’applique, ou

bien se réduit a un point, auquel cas il n’y a qu'une seule application de C' dans C', qui



a trivialement un point fixe. Soit C' un tel convexe. Supposons d’abord que C° # &. Par
translation (un homéomorphisme!), on peut toujours supposer que 0 € C° et il existe donc
une boule B(0,r) incluse dans C. On introduit la jauge du convexe C. C’est la fonction
j(x) =inf{t > 0;x/t € C'} D’apres ce qui précede, on a facilement j(x) < ||x||/r pour tout
x € R™. De méme, comme C' est compact, il existe une boule B(0, R) qui contient C' et I'on
en déduit que ||z||/R < j(z). Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier :

i) si x € C alors j(z) <1,

ii) j(Ax) = Aj(x) pour tout A > 0,

iii)j(x +y) < j(x) + j(y). Cette derniére propriété utilise la convexité de C.

En effet, soient t; > 0 et t5 > 0 tels que x/t; et y/ts appartiennent & C. On en déduit que

T+ t T t
y:( ! >—+( 2 )ge(]
t1 +to t1+t2) ty t1 +1t2) 12

d'ou j(x +y) < t; +ty et (iii) par passage aux bornes inférieures dans le membre de droite.

Remarquons que réciproquement, si j(x) < 1, alors z € C. En effet, il existe alors une suite
t, — j(z) et y, € C tels que x = t,y, + (1 — £,)0. S’il existe un indice ng tel que ¢, < 1,
alors z est combinaison convexe d’éléments de C', donc appartient a C. Si ¢,, > 1 pour tout
n, alors t, — j(x) = 1 et y, — x. Comme C est fermé, il vient z € C. On déduit de la

sous-additivité de j qu’elle est continue de R™ dans R. En effet, il vient pour tous x,y € R",

—j(=y) <jlz+y) —j(x) <jy)

avec maz(|7(—=y)|,l7(y)]) < |ly||/r. Définissons alors deux fonctions g et h de R" dans lui-

méme par
‘Lx)x 51 x # 0,
g(z) = { Il
0 S1 r =0,
M si.  y#0,
h(y) 4 IW)

0 51 y =0,
Il est facile de vérifier que g et h sont réciproques I'une de l'autre. De plus, elles sont
continues en dehors de 0 d’apres le continuité de j. Comme ||g(z)]| < j(x) < ||z||/r, g est

continue en 0 et comme ||h(y)| < |lyl?/7(y) < R||y]|, il en va de méme pour h. Donc g et



h sont des homéomorphismes de R™. Pour conclure, il suffit de voir que g(C) = B". Or, si
z € C, alors j(x) < 1, donc ||g(z)|| < 1, c’est & dire g(C') € B". Soit donc y € B". On a
J(h(y)) = %j(y) < 1, donc h(y) € C, c’est a dire h(B") C C, d’otl en composant par g,
B" € g(C). Ceci termine 'étude du cas ott C° # @.

Supposons maintenant que C° = &. On procede par récurrence descendante sur la dimension
de I'espace. Si C' contient une famille libre de n vecteurs, alors il contient le simplexe engendré
par ces vecteurs et le vecteur nul, qui est d’intérieur non vide. Donc, C° = & implique que
C est contenu dans un hyperplan de R™, soit un espace de dimension n — 1. On a alors
I’alternative suivante : soit 'intérieur de C' comme sous-ensemble de cet hyperplan est non
vide, auquel cas on applique I’étape précédente, soit cet intérieur est vide et on recommence.
Au bout d’au plus n — 1 étapes, on a ainsi établi que C' est homéomorphe a une boule de

dimension inférieure a n ou bien que C' est inclus dans une droite et d’intérieur vide dans

cette droite. Dans ce cas, C est réduit a un point. m

Deuxiéme démonstration.

Soit B une boule fermée de R™ telle que C' C B et comme
|Prex — Proa!|| < ||z — 2| pour  x,z’ €R"

on a Pro est continue et

FoPro:¥—=CCB

est un application continue de B lui méme, qui admet un point fixe = notée
FoPrcx=x€C

et comme Prox =z donc F(z) = x O

1.3 Les inéquations variationnelles

Les inéquations variationnelles constituent un domaine particulier des problemes d’op-

timisation qui est riche, voir [3]. C’est un probléeme du type suivant :

Probléme 1.3.1.

Soit C' un ensemble fermée et convexe de R™ et F': C'— R™ continue,

10



trouver x € C tq
(F(z),y—2)20,VyeC

Notez que ce type de probleme n’admet pas toujours de solution. En effet, prenons

C = R. Le probleme f(z)(y —z) > 0 pour tout y € C' n’a pas de solution si f(z) = e*

Définition 1.12.
Soit € R™, On dit que z* est une solution de I'inéquation variationnelle IV (F, X') associée

a la fonction F' : R” — R” et a I’ensemble convexe X C R"™ ¢’il satisfait I'inéquation :
(F(x"),z*—2) >0 VreX (IV(F,X))

Ou je dénoterai par X* le sous-ensemble de X satisfaisant IV (F, X).

1.3.1 Existence de solutions

Le théoréme suivant concerne 'existence de solutions des inéquations variationnelles. Ce
résultat traite le cas ot 'ensemble des contraintes C' est un convexe compact, dit le cas d'un
domaine borné. Il existe dans la littérature plusieurs résultats d’existence de solutions sous
différents conditions, notamment sous des conditions de monotonie de la fonction f et de

coercivité dans le cas d’un domaine non borné.

Théoréme 1.5.
Soit C' un ensemble convexe et compact de R™ et soit F : C — R™ un fonction continue.

Alors il existe x € R™ tel que
(F(z),y —x) 20, Yy € C.

Démonstration.

Prouver le théoreme équivalent & montrer qu’il existe
reC:(z,y—x)>(x—F(x),y—uz), VyeC

prenons 'application

Pre(I-F):C—=C

11



ou Ix = x est continu , donc d’apres le théoreme 1.4, il admet un point fixe x € C' notée
x=Prc(l—F)x
. Par conséquent par le théoreme 2.3, qui est la caractérisation de la projection,

(x,y—x) > (zr— F(z),y—xz) Yy C

1.3.2 Meéthodes d’approximation et de régularisation

Il existe plusieurs méthodes d’approximation des solutions des inéquations variation-
nelles. La plupart de ces méthodes ont été introduites pour divers problemes d’optimisation
et adaptées ensuite aux inéquations variationnelles. On cite parmi ces méthodes : méthode
de projection, méthode du gradient, méthode du sous-gradient... Toutes ces méthodes gé-
nerent, grace a un algorithme, une suite qui converge vers la solution. Il existe également des
méthodes, dites de régularisation, qui s’appuient sur des problemes auxiliaires pour appro-
cher la solution. La plus célebre de ces méthodes est appelée la méthode de régularisation
de Tikhonov. Cette méthode est issue des problemes bien posés et adaptée aux inéquations
variationnelles dans le cas d’unicité de solution. Le lecteur peut consulter la littérature qui
abonde sur ce sujet.

Dans le prochain chapitre nous verrons une méthode basée sur une équation différentielle

pour approcher la solution de I'inéquation variationnelle en question.

1.3.3 Exemples

Exemple 1.6.
Soit f une fonction d valeurs réelles de classe C' sur l'intervalle fermé I = [a, b].On cherche

les points xo € I pour lesquels

f(x0) = min f(x)

zel
trois cas peuvent se présenter :

i) Sia<zg<b, alors f'(xg) =0

12



it) Si xg = a , alors f'(xy) >0
iii) St xg =0, alors f'(x) <0

Ces déclarations peuvent étre résumées en écrivant
f(zo)(x—20) >0 Vaxel
une telle inéquation sera appelée inéquation variationnelle.

Exemple 1.7.

Soit f une fonction a valeurs réelles de classe C' définie sur I’ensemble conveze C' de l’espace
euclidien R™ de dimension. Encore une fois, nous allons caractériser les points xq € C' tels
que

f(zo) = min f(z)

zeC
Supposons que xy est un point ou le minimum est atteint et soit x € C. Puisque C' est
conveze, le segment (1 — t)xg + tx = xo + t(x — x9), 0 <t <1 appartient a C .
La fonction

O(t) = f(wo + t(x — 20)); 0<t<1
atteint son minimum a t =0 , donc comme dans [’exemple 1 ;
®'(0) = (Vf(20), (x — x0)) > 0; vel
par conséquent, le point xq satisfait ['inéquation variationnelle
zo € C: (V f(o), (z — x0)) = 0; zel
si C' est borné, [’existence d’au moins un xo est immédiate.

Pour plus de détaille, voir [3]

1.3.4 Applications

Exemple 1.8. Equilibre de Nash (2 joueurs)
Soient deux joueurs cherchant a optimiser, sur des ensembles disjoints, une fonction im-

pliquant leurs stratégies respectives. Soient x; le vecteur stratégique du joueur i, X; son
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ensemble de stratégies admissibles et fi(x1,x2) sa fonction de coit convexe. La réaction

x1(xg) du joueur 1 d la stratégie x4 adoptée par le joueur 2 satisfait :

52% fi(zy, 29) = fi(w1(72), 72)

et, symétriquement pour le joueur 2, on obtient :

Sgé% fo(@1, 22) = fo(w1, 22(21))

posons :

Fi(zy,m2) = fi(21(22), 22)

(le gradient est calculé par rapport au vecteur x,) et

Fy(x1,22) = folx1, 22(21))

(ce deuxiéme gradient est calculé par rapport au vecteur xo), les "réactions” xq1(xa) et xo(z1)

sont caractérisées par les conditions du premier ordre suivantes :
<F1($1(£L‘2),ZL‘2),I’1($2) — ZL‘].) S 0 Vl'l c X1

<F2(l‘1,l’2($1)),$2(l'1)$2> S 0 VZL'Q c X2

. Un équilibre de Nash est obtenu lorsque :

z1(r3) = 7}

wo(27) = 75

. Le systéme de conditions nécessaires ci-dessus se reformule comme (5) si nous posons :
r* = g T = o F(z) = Fi(zy,z) X=X xX,

xh Ty Fy(zy, 2)
Remarque 1.3.2. Comparaison entre 1’équilibre de Nash et I’équilibre de Pareto.
Equilibre de Nash L’equilibre de Nash (1951) est une généralisation de ’équilibre de

Cournot et correspond a un ensemble de stratégies (une par joueur) tel qu’aucun

joueur ne peut augmenter ses gains en changeant unilatéralement de stratégie.
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Equilibre de Pareto L’equilibre de Pareto correspond & un ensemble de stratégies (une
par joueur) tel qu'il est impossible d’augmenter les gains d'un joueur sans réduire les

gains d'un autre.

Exemple 1.9.

Soit un réseau composé de n chemins (pas forcément disjoints) reliant tous une origine A a
une destination B, et d le débit de véhicules, exprimé en véhicules par minute, souhaitant
quitter A pour relier B. Le temps de parcours du chemin j est donné par la fonction de
délai Fj(x), ou x = (z1,...,x,)". Un Equilibre de Wardrop ©* est atteint lorsque les temps
de parcours des chemins utilisés sont tous égaux, et inférieurs aux couts des chemins non

utilisés. Mathématiquement, ces conditions prennent la forme :

Fi(z*) =uVj:z; >0

Fy(a®) = u'Vj
S -
j=1

¥ >0

En posant X = x € R™: zn: x; = d, on peut facilement démontrer que les solutions du sys-
teme ci-dessus corresponZl;;Lt auz solutions de IV (F, X). Ce modéle d’affectation du trafic
peut mener a certaines situations paradoxales. Considérons en effet le réseau illustré a la
figure 1 ot les fonctions de délai sur les arcs (dont l'unique paramétre est le flot d’arc v)
sont indiquées. Le délai sur le chemin j est obtenu en additionnant les délais sur les arcs
formant le chemin j. Le réseau est formé des trois chemins ACD, ABD et ABCD, dont
les fonctions de délai sont données ‘a la table 1. La demande est firée a 6 unités de flot
entre l'origine A et la destination D. A ’équilibre, 2 unités sont affectées ‘a chacun des trois
chemins. Ceci résulte en un délai de 92 pour chaque usager, et le cott total pour le systéme
est égal a 6 X 92 = 552. On constate qu’il aurait été plus efficace, du point de vue du systeme
et des usagers, d’affecter 8 de ces derniers au chemin ABD, et 8 au chemin ACD, au cott
individuel de 83, et au cout total de 498. Malheureusement, cette solution est ’instable’ car

certains usagers seront immanquablement attirés par le chemin ABCD de cotut 70 < 83.

Sans coopération entre les usagers (ce qui serait profitable pour tous) la solution optimale
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est irréalisable. Un planificateur astucieux, quant da lui, interdirait l'accés a l'arc diagonal

BC, en établissant par exemple un péage prohibitif.

1.4 Autres formulations équivalentes

Dans cette partie, on va donner des formulations équivalentes a I'inégalité variationnelle

IV (F, X). Précisons qu’en adaptant a la référence [5] pour tous ces formulations.

1.4.1 Formulation équations généralisées

Définition 1.13.
On définie I’ensemble Nx(z) qui présente le cdne normal a 'ensemble X géométriquement

(voir figure ci dessous ) par ’expression :
Nx(z)={deR": {(dyy—z) <0 VYyeX}

D’autre part, on trouve que Nx (x) est 'ensemble des directions qui forment un angle "obtus"

avec un l'ensemble X —xr=y—x:ye X

j\"vj( (I - )

Figure 1.1 : Représentation géométrique du cone normal.

Proposition 1.10.

On a linéquation 1V (F, X) équivalent a la formule

—F(z2*) € Nx(z")
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cette formule généralise la notion habituelle de systéme d’équations non linéaires,qui a été

nommeée équation généralisée par Robinson

Remarque 1.4.1.
Si la fonction F' est le gradient d’une fonction f, on obtient alors la condition nécessaire
d’optimalité :
—f'(z*) € Nx(x*)
qui exprime qu'un point z* , il n’existe pas de direction descente admissible d c’est a dire :

f'(x*,d) positif.

On va donner ce-dessous des exemples de formulation :

1.4.2 Formulation en point fixe

Proposition 1.11.

On dit que x est un solution de IV (F,X) si et seulement si quelque soit x € I'(z) ou
I'(z) = arg max(F(z),z — y) (1.6)
yeX

Définition 1.14.

On considere le probleme suivant :

min 2 lp — (2 = aF () (1.7

qui vérifier les conditions d’optimalité qui convient : (p, — (x — aF(z)),pa —y) = 0
On a p,(z) = Projx(z — aF(x)) est la projection suivant la norme euclidienne du point

x—aF(z) sur 'ensemble X présente la solution unique de ce probleme(voir figure ci dessous).
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pa(ﬂf)

x — afF ' (x)

Figure 1.2 : Projection sur I’ensemble défini par les contraintes

Résultat 1.4.2.
Le probleme 1.7 présente la premieére formulation de point fixe qui équivalent a IV (F, V)
lorsque a@ = 400 ,donc il est facile de voir que un point z est solution de IV (F, X) si et

seulement si x = p, ().

Généralisation 1.4.3.
On peut généraliser la formule 1.7 en adoptant le produit scalaire et la norme induits par
une matrice symétrique et définie positive K : (z,y)x = 2'Ky , ||z||% = 'Kz , On obtient

alors le probleme d’optimisation :

1 -1 2
min o lp — (& — aK™F(2))[k (1.8)
qui est identique a :
1
mi)r(lﬁ(p—x—l—a[(*lF(x),K(p—:c—i—ozK*lF(x))) (1.9)
pe

qui admet pX(z) comme une solution satisfait I'inéquation variationnelle :

(K(pE (z) —2) + aF(2),p5(z) —y) 20  VyeX

18



Remarque 1.4.4.
pX(z) résoudre aussi le probléme d’optimisation suivant :

1 2
max(F(z),ap) — 5o B (110

Résultat 1.4.5.
Les problemes 1.8 , 1.9 ; 1.10 sont des formulations de point fixe équivalents a 1'inégalité
variationnelle IV (F, X)) donc on a x est solution de 'inégalité variationnelle si et seulement

si @ = py (x)

Définition 1.15.
Soit z et z de X ,on définie F' (z,x) qui présente I'approximation de la fonction F'(z,x) au

point z fixé telle que :

F(x,z) = F(x)
avec I'(z) I'ensemble des solutions de IV (F, X)

Résultat 1.4.6.

Il est clair que z est un solution de IV (F, X) si et seulement si z € I'(z)

Remarque 1.4.7.
On peut facilement trouver les formulations de point fixe précédentes si en posant F (z,z) =

F(z) et F(z,z) = F(z) + LK (zx)

1.4.3 Formulation primale-duale

Proposition 1.12.
Soit x vecteur de X, on dit que x est un solution de IV (F,V') si et seulement si quelque

soit x € I'(z) :

[(z) = argr;gg;(F(w),x —y) (1.11)
= argmin(F(2),) (1.12)

Définition 1.16.

Soit X un ensemble compact c’est & dire X = {z : G(x) < 0} ou la représentation de X
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soit réguliere ,on définie par la formule qui convient le probléme suivant :

min(F(z),y) (1.13)

yeX

qui vérifier les conditions d’optimalité ci dessous :

Résultat 1.4.8.

Si on prend des nouvelles variables tels que :

x) = max{0, z;}
r; = max{0, —z;}
r=xt -1~

et une nouvelle fonction :

Flxt —z7)+ Gzt —a7)A
H(z)= |-F(zt —27) — G"(zF — 27)A (1.14)
—G(zt —a7)

On obtient la formulation de complémentarité non linéaire (formulation primale-duale) :

>0 (1.15)

1.4.4 Formulation sous forme d’équation

Définition 1.17.

Soit z de R™*?" qui présente la solution de 1.15 ,on définie I’équation non différentielle
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qu’on a l'obtient par une transformation du probléeme complémentarité par 1’équation qui

convient :
m—+2n
S [min{z, Hy()}? = 0 (1.16)
j=1
qui est équivalente a :
m—+2n
D e+ Hi(z) — /22 + Hi(2)2)* = 0 (1.17)
j=1

Remarque 1.4.9.
Il y a des autres formulations sous forme de systeme d’équations ont été proposées et pos-

sedent grosso modo les mémes propriétés.

1.4.5 Formulation en probleme d’optimisation

Rappel
Soit x , z de R™, Pour tout matrice A(x) symétrique et définie positive, on rappel la formu-

lation de point fixe telle que : F(z,z) = F(z) + A(z)(z — z)

Proposition 1.13.

Soit x de X |, si x est une solution de IV (F, X) ,alors on a la fonction de mérite g (parfois
appelée "gap function') est non négative (il suffit de poser y = x) et l'on a que g(x) = 0.
Dans le cas général on trouve la fonction de mérite g est presque toujours non convexe et

parfois non différentiable, méme si F' [’est.

Remarque 1.4.10.
L’inéquation variationnelle [ V(}~7 , X) se rameéne au probléme d’optimisation :
1 2
max(F(z),x —y) = Slle —yllaw) (1.18)

yeX

qui sa valeur optimale est g(z)
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Chapitre 2

Résolution par équations

différentielles

Dans ce chapitre, notre travail va étre baser sur l'opérateur de projection. Nous éta-
blissons un systeme des équations différentielles pour résoudre le probleme de 'inéquation
variationnelle IV (F, X), en utilisant cette inéquation nous prouvons que les points d’accu-
mulation de la trajectoire des équations différentielles sont les solutions aux problemes des
inéquations variationnelles. L’opérateur de projection a un ensemble convexe est assez utile

pour reformuler I'inéquation variationnelle IV (F, X') comme une équation différentielle.

2.1 Equation différentielle ordinaire

Définition 2.1.
Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, du premier ordre est définie de

la forme
2'(t) = f(t,2(t))

Ou z est une fonction inconnue de la variable réelle t et I'application f est une donné du
probléme. A chaque instant ¢, la valeur de x(t) est appelée 'état du systéme a U'instant ¢ et
I’espace dans lequel la fonction inconnue x prend ses valeurs est appelé espace d’états. On
parlera souvent de variable de temps pour la variable t et de trajectoire du systéme pour

une solution ¢ — z(t).
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La proposition suivante est démontré dans [7].

Proposition 2.1.
x* est une solution de IV (F, X) si et seulement si z* est une solution de ’équation ®,(z) =

0, pour tout u > 0, ot
0,(2) = Pre(z — pf(2)) — = (2.1)

Démonstration.

On a z* solution de IV (F, X) signifie
(fl@),y—a) 20, vwyel

équivalent a

(nf(z*),y —a*) >0, VyeC

alors on a

(x" ="+ pfa®),y—2a*)y >0, VyeC
(" = (¢" = pf(@")y—2) 20, Vel

donc on a d’apres la Caractérisation variationnelle

Pre(z* — pf(z*)) = «*

Nous donnons maintenant la définition de la monotonie cyclique.

Définition 2.2.

Une application 7" : R™ — R" est dite cycliquement monotone si
(1 — 0, T(x0)) + (x2 — 21, T(21)) + .. + (0 — T, T(x1)) <0

pour tout ensemble de points {zg, x1, ..., Z,, } C R™

(Voir figure ci dessous)
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Figure 2.1 : Représentation géométrique du monotonie cyclique.

La monotonie cyclique est une généralisation de la monotonie. Rappelons quune appli-

cation T : R™ — R" est dite monotone si pour tous x1,xs € R", on a
(T'(x1) — T (2) ,x1 — xq9) > 0.

Il est bien connu qu’en dimension 1, la monotonie coincide avec la monotonie cyclique,
voir [6].
La monotonie est la convexité sont des propriétés assez liées, comme le montrent les

résultats qui vont suivre. Rappelons qu'une fonction f : R"™ — R est dite convexe si
[z + (1= 0y) <tf@)+ Q-0 YoyeR Vie,1].

I1 est bien connu que si T': R — R est de dérivée croissante, alors T" est convexe.

Et qu'une fonction différentiable f : R™ — R est convexe si et seulement si son gradient
V [ est monotone (voir aussi, par exemple, [2, 6]. Nous démontrons maintenant un résultat
analogue pour la monotonie cyclique. En particulier, ce résultat montre qu’en présence de
la différentiabilité et en utilisant la convexité, la monotonie est équivalente & la monotonie
cyclique pour le gradient. Pour d’autres propriétés de la monotonie cyclique faisant intervenir

la sous-différentielle, le lecteur peut consulter [6], par exemple.
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Proposition 2.2.
Soit f : R™ — R une fonction différentiable. Alors f est convexe si et seulement si V[ est

cycliquement monotone.

Démonstration.
Supposons que f est convexe. Soient g, x1, ..., Z, € R". Le cas ou x; = z; étant trivial, on

suppose que z; # x; dans ce qui suit. Par la convexité de f, on a
[ w4 (U= t)ay) St (e) + (L= 1) f (z;) vee[0,1].

Donc, pour ¢t € [0,1], on a f (tz; + (1 —t)x;) — f (z;) < t(f (z;) — f (z;)). En remarquant

que tz; + (1 —t)x; = x; + t (x; — x;), et en divisant par ¢t > 0, on a alors

[l +t(xi— ;) — f ()
; < f(wi) —

On écrit

flrj+t(mi—ay) — fay)
t
[l +t(ri— ) — flay) = (VS ()t (@i —25) + (VS (2;) , (2 — x5))

tllzi — ]

s = 4]

et ce dernier est égal a

[y +t(v — ;) — fxy) = (Vf(z5),t (v — x5))

tllzi — ]

+ (Vf(z)), e — ).

Par passage a la limite quand ¢ — 0, on obtient

oy @t — ) = f ()

t—+0 t

=(Vf(x;),z; — ;).

On en déduit alors que (V[ (x;),x; —z;) < f(x;) — f(x;). Il s’en suit alors, en posant

Tm+1 = To que

DAV (@) wisn = i) £ 37 (f (@) = f (1) = 0.

Inversement, pour zg,x; € R" on définit ¢ : R — R par ¢ (t) = f(x;), ou x; =

try + (1 —t)xg = 29 + t (r1 — o). L’application ¢ est différentiable et on a

@' (t) = (V[ (), 21 — 20).
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Alors pour tous 0 <t <t <1,ona

O ()= (") =(Vf(z) = f(xp),x1—30) =

L — ¢ (Vf(zy) — fzy),ze —ap) >0

car V f est monotone (cycliquement monotone). Donc ¢’ est croissante et donc ¢ est convexe.

Pour voir que f est convexe, on a x; = txy; + (1 — t) . Donc

Fla) = (1) =@t x L+ (1—1) x 0) < tp (1) + (L= 1) (0) = £ (1) + (1~ t) f (o).
]

L’inégalité suivante joue un réle important dans la démonstration du théoreme de conver-
gence de la trajectoire du systeme d’équation différentielle que nous allons considérer plus

loin.

Théoréme 2.3.
Soit f : R® — R™ une application cycliquement monotone et Lipschitz. On a l'inéquation

sutvante est vraie :
<f($1) - f(5173)7 To — 551> < 2LHx3 - 1’2H2 (2-2)

pour tout xq1, 9, x3 € R™ et L est une constante.

Démonstration.

Puisque f est une application cycliquement monotone, on a pour tout x,xs, r3 € R”

(w2 = @1, f21)) + (w5 — w2, f(w2)) + (21 — 23, f(25)) <O (2:3)

et on a pour tout x,, x5 € R"”

(r3 — 29, f(22)) + (22 — 23, f(23)) <0

équivalent a
(r3 — 9, fxa)) + (x5 — 22, — f(x3)) <O
alors

(w3 — 9, f(x2 — f(23)) <0 (2.4)

sommet les deux relations précédents 2.3 et 2.4, nous obtenons que

(wo — w1, f(21)) + (w3 — 29, f(22)) + (21 — 23, f(23)) + (T3 — B2, f(w2 — f(23)) <O
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qui équivalent a
(2 = @1, f21)) + (w5 — @2, f(02)) + (21 + 22 — 22 — w3, f(w3)) + (w5 — @2, f (w2 — f(23)) <0
donc
(wa—m1, f21))+ (w3 =2, f(22)) + (21—, f(23)) +(T2—3, [ (23))+ (w3 =22, f (22— f(25)) <O
on trouve
(o=, f(21))+(23—22, f(22)) +(22—21, — f(03)) +(w3— 2, — [ (w3))+ (w3 =12, f (22— f(23)) <O
nous obtenons alors

(g — a1, f(21 = f(23))) + 2(x5 — 22, f(22) — f(25)) <O
ce qui signifie

(w9 — a1, f(x1 — f(23))) < 2(w0 — 3, f(22) — f(23))

< 2ljwy — @l f(x2) — f(ws)ll

< 2||zy — x3||L||we — 23]

= 2L||ZE2 — J]3||

2.2 Equation différentielle avec ’opérateur de projec-
tion

Définition 2.3.
On définie le systeme d’équation différentielle suivante qui va étre basé sur I’équation 2.1

comme suit
2(t) + 2 = Pro(a(t) — pf(z(t)  p>0 (2.5)

on peut écrire 'EDO ci dessus d’autre maniere comme suit
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Pour 'existence et 1'unicité du solutions de systéme d’équation différentielle 2.5 voir [§]

Théoréme 2.4.

Si f est Lipschitzienne, alors g est lipschitzienne de module M.

Démonstration.

Pour tout z1, 29 de R™ on a

l9(21) — g(z2) || = |1Pr(z1 + pf (1)) — 21 = Pr(za + p1f(22)) + 2|
< [Pz + pf(21)) = Pr(zz + pf(22))l + llz2 — 2]
<z 4 pf(z1) = 22+ pf ()] + 20 — 2
< lwf(21) = pf (z2) || + 2[[21 — 2]
< pM|lpzr = 2 + 2]z — 2|
= (1M +2)]|z1 — 2|

Proposition 2.5.
Le systeme d’équation différentielle 2.5 est équivalent a l'inéquation variationnelle suivante

(d’aprés la caractérisation variationnel)
(@(t) + pf(w)y —a'(t) —2(t)) 20 Vyel (2.6)

Nous rappelons le théoreme de Cauchy-Lipschitz sur 'existence des solutions des équa-

tions différentielles.

Théoréme 2.6. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz)

Soit g : R™ — R™ une fonction lipschitzienne, alors pour tout xog € R™ le probleme de Cauchy

z'(t) = g(x(t))
.CE(tU) = Xy

admet une solution unique définie sur tout R

Maintenant nous prouvons le théoréme de convergence de la trajectoire x(t) du systéme

d’équation différentielle. On trouve sa démonstration dans [7].
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Théoréeme 2.7.
Soit f une application cycliquement monotone et lipschitzienne. Supposons que [’ensemble

1
de solutions de probleme IV (F, X ) n’est pas vide. Alors pour tout o € R" et 0 < p < o

ot L est un constant le point d’accumulation de la trajectoire x(t) du systéme d’équation

différentielle 2.5 est une solution au probléme de l'inéquation variationnelle IV (F, X)

Démonstration.

Soit z* I'un des solutions au probleme [V (F, X). On pose y = z* dans 2.6 on trouve :
(@' +pf(z),z* —2'—x) >0
et aussi, On pose y = 2’ + x dans IV (F, X) , on trouve :
(f(a"), 2"+ 2 —a") >0

On sommet les deux inégalités précédentes, nous obtenons

(@ + p(f(z) = f(a")), 2" —a' —2) =2 0 (2.7)
En utilisant I'inégalité 2.2 , on trouve

(f(z) = fz"), 2" — 2’ — ) < 2L|)/|” (2.8)
il est facile de voire que 2.7 équivalent a

(@', 2" — 2’ —x) + (u(f(2) = f(z7)),2" =2’ —2) 2 0
on a donc
—(@ 2" —a' —x) < (u(f(x) - f(a")), 2" — 2’ — x)

En appliquant I'inégalité 2.8 , on trouve

(@', x+a' —a") < 2ul||®

équivalent a

(x' 2 —a*) + (2, 2"y — 2uL|'||* <0

Qui implique que
Slle =2+ 121 = 2uL]l2’|* < 0
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donc
1d

2 dt

Et comme 0 < o < 2L on a 1 —2uL > 0. En intégrant 'inéquation précédente sur intervalle

—llz ="l + (1 —2uLl)2|* < 0

[to,t], on obtient

1d
/thHx( ) — & ldr + (1 — 2uL) / o2 <0

on a alors
1 * 1 * ! 1112
Slla(®) = ol = Sllalto) — "l + (1= 2uL) [ [l')%dr <0
to
donc
1 * ! 112 ]' *
Slla(®) =2l + (1 =2pL) [ l’[Pdr < Slla(to) — 27| (2.9)
to
et comme x(tg) = xo on a
z(t) — 2™ < [Jzo — 2| (2.10)
et
t
/ |2'||?dT < oo, t — 00 (2.11)
t

L’inéquation 2.11 montre qu’il existe une suite {¢;} telle que ||2/(¢;)]] — 0,i — oo. Sinon
nous supposons qu’il existe un € > 0 telle que ||2|| > ¢ pour tout ¢ > tg, alors nous obtenons
une contradiction avec 2.11.

L’inéquation 2.10 montre que x(t) est finie, d’ou la suite {x(¢;)} est aussi finie, nous pouvons
choisir une sous suite {x(;,)} de la suite {x(t;)} telle qu’il existe 2" € R" et z(t;,) — 2',j —
oo et ||2'(t,)]] — 0,5 — oo

Considérons I'inégalité 2.6 pour x(t;,) et prenant la limite comme j — oo et comme on a
(f(z'),y—a'y 20, VyeC

qui implique que z’ est la solution du probléme de I'inéquation variationnel IV (F,X). Cela

complete la preuve. O]

Maintenant on fait rappelle de la stabilité exponentielle dans une point d’équilibre x*

par la définition ci-dessous.
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Définition 2.4.
On dit que le point d’équilibre z* est exponentiellement stable (E.S) s’il existe des constants

positives ¢, k et A tel que
()] < kll(to)lle ™), ¥l (to) || < ¢

Proposition 2.8.
Soit {x(t;,)} une sous suite de R™. La convergence de la sous suite {x(t;;)} de la trajectoire

x(t) du systeme d’équation différentielle 2.5 est exponentiellement stable.

La proposition précédente est démontré dans [7].

Démonstration.
Sous la certaine condition, nous pouvons prouver que la convergence de la sous suite {x(tij )}
est stable exponentielle.

En fait, s’il existe un a > 0, w > 0 et ¢ > 0 tel que

allzo — 2|

2" () I = ——— (2.12)
Zj 0
et .
200 — [1 — (ce “"3)?]
O0<pu< 2.13
5 Ta (2.13)
De 'inégalité 2.9, nous avons
lotts) ="l + (1= 2u2) [ (e Par < Glan ) (214
to
Ou Ty = (L’(to)
L’inégalité 2.12 signifie que
ti.
(1- QuL)/ e (t)Pdr > (1= 2uL)al|zo — 2|
to
Soumettre I'inégalité ci dessus dans 2.14 nous obtenons que
lo(ti;) — 2™ [1* < [1 = 2(1 = 2uL)]||lwo — 27| (2.15)

de I'inégalité 2.13 et 2.15 nous déduisons que

lo(t;,) — 2" < ce™" o — 2|

Qui montre que la convergence de la sous suite {x(tlj)} de la trajectoire x(t) du systéme
d’équation différentielle 2.5 est exponentiellement stable. Par conséquent la conclusion du

théoreme 2.7 a garantis la stabilité de la convergence d'une sous suite. O]
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Chapitre 3

Exemples et résultats numériques

Dans ce chapitre, nous donnons des exemples d’applications du systeme d’équations dif-
férentielles 2.5. Tous les résultats de chapitre sont issus de la référence [7]. Pour chaque pro-
bleme de test, nous comparons également les performances numériques du systeme d’équa-
tion différentielle proposé 2.5 de divers points initiaux, en utilisant le programme de Matlab.
Dans tous cette partie 'implémentation numérique est codée par Matlab 7.8 fonctionnant
sur un PC Intel Pentium IV de 2,93 GHz CPU et le solveur d’équation différentielle ordi-
naire adopté est ode45, qui utilise un formule de Runge-Kutta (4,5). Le parametre est choisi

comme p = 0,03 dans tous les exemples.

Exemple 3.1.

On consideére le probléme des inéquations variationnelles suivante

(Dr+by—z)>0, VyeC (3.1)

Ou D = ib=(—8,—6,—4,3)T et C = [—5,5)

NN N

2
4
0
1

NN D N
S N ==

On cherche la solution x* = (x1, x9, x3,14) de l’équation
x— Pre(z — pf(z) =0

avec f(x) = Dx +b
On trouve x* = (—=5/6,19/6,5, —5)7.

32



On a x* solution de l’équation précédente équivalent que x* vérifier I’inéquation 3.1. C’est a
dire on va vérifier que (Dx* + b,y — x*) > 0 qui signifier que la solution x* est valide.

Pour cela en multipliant la matrice D avec le vecteur x*

4 2 2 1 —5/6 —20/6 +38/6+10—5 8
Dy — 2 4 01 19/6 _ —10/6 +76/6 — 5 _ 6
20 2 2 5 —10/6 + 10 — 10 —10/6
1120 -5 —5/64+19/6 + 10 74/6
0
alors on trouve que Dx* 4+ b =
—34/6
92/6
y1+5/6
d’autre part on a y —x = y2 = 19/6
Ys — 9o
Ys+95

maintenant en calcule le produit scalaire des deuxr vecteurs Dx* + b et y — x*

34 92
(D" + by —z*) = —g(yg —5)+ g(yzl +5)

— 46y, — 17ys + 315

et comme -5 <y3;<bHet-H<y <5
on trouve que —85 < —17y3 < 85 et —230 < 46y, < 230

on additionne les deux relations précédentes
0 <46y, — 17y3 + 315 < 630

donc on a

46y, — 17Tys + 315> 0 VYV ys,ys € [—5; 5]

La figure suivante présente les comportements de convergence de la trajectoire x(t) du sys-
teme d’équation différentielle 2.5 a neuf points initiauz aléatoires convergeant vers sa solu-

tion
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(—0.8333, 3.1666, 4.9998, —5.0000)7".

6 T T T T T T T T T
x3
X2
=
s
ki .
g
9 x1
)
=
x4
-6 L ] 1 L ] 1 ! 1 L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time(ms)

Figure 3.1 : Comportement transitoire de x(t) de I’équation différentielle (2.5) de I'exemple

3.1 avec neuf points initiaux aléatoires

Exemple 3.2.

On considere le probléme d’inéquation variationnelle suivant

(f(z),y—2) >0, VyeC (3.2)

33 — 8
Ty — T3+ 5+ 3
oufz)=| 7 T2 C={zeRYa<z<b},a=(-1,0-2-8)7
—.CE2+333+2£E§—3

T4+ 213
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et b= (6,3,5,0)
On cherche la solution =* = (x1, T2, x3,x4)" de U'équation x — Pro(x — pf(x)) =0
On trouve x* = (2,0,1,0)7.
On a x* solution de l’équation précédente équivalent que x* vérifier l'inéquation 3.1. C’est a
dire on va vérifier que (Dx* + b,y — x*) > 0 qui signifier que la solution x* est valide.

Pour cela on calcule les deux vecteurs f(x*) et y — x*

3(2)% -8 16
0—1+3 2
On a f(z*) = =
114+2-3 0
0 0
Y1 — 2
Y2
d’autre part, on a pour touty € C' : y —x* =
ys — 1
Ya

maintenant on calcule le produit scalaire des deux vecteurs f(x*) et y — z*

(f("),y — %) =16(y1 — 2) + 2(y2)
= 16y, + 2y, — 32

et comme 16y, > 0 et 2y > 0 donc on a

16y + 2y, —32>0 Vy,y el

La trajectoire solution x(t) du systéeme d’équation différentielle 2.5 convergeant vers
(2.0000, 0.0000, 1.0000, 0.0000)™" pour le probléme d’inéquation variationnelle avec siz points

initiaux aléatoires sont illustrés a la figure
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Figure 3.2 : Comportement transitoire de x(t) de l’équation différentielle (2.5) de l’exemple

3.2 avec six points initiauzr aléatoires

Exemple 3.3.

On considere le probléme de programmation convexe non linéaire

min f(x)
xeRi
ZL‘Q 1'2 {L'2 1’2 ZL'2 T1X2X3T4T5 Ty
Ol =+ 24 By e B —a
o) =5+ 5515 50 T

Sa solution optimale est * = (0,3,1,0,0)%.
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Ce probleme peut étre transformé en probléeme de complémentarité non linéaire suivant

x1 + wow3wyms /50
To + T1x32425/50 — 3
f@) =] 234 z19m425/50 — 1 (3.3)
x4 + x129w375/50 + 1/2

Ts + 1'11121'31'4/50

Pour le probléme de complémentarité 3.3, cette figure présente les comportements de conver-
gence de la trajectoire x(t) du systéme d’équation différentielle 2.5 avec huit initiauz aléa-

toires convergeant vers sa solution (0.0000, 3.0000, 1.0000, 0.0000, 0.0000)%

4 | | 1 I I 1 I I |
X2
<
3 x3
a
S
vl
a
.
'_
x1 x4 x5
-1F i
_2 1 1 1 L | 1 L | 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Time(ms)

Figure 3.3 : Comportement transitoire de x(t) de l’équation différentielle (2.5) de l’exemple

3.8 avec huit points initiaux aléatoires
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Exemple 3.4.

On considere le probléme de programmation convexe non linéaire

5
. i_ . 2 2
min ezp (;(x i+2) )
OuCs=xeR/x, > ||y , ' = (x1, 79, ..,20_1) et ||.|| induit par la norme euclidien.

Sa solution optimale est x* = (—1,0,1,2,3)T.

Ce probleme peut étre transformé en [inéquation variationnelle suivant

(f(x),y —z) >0, VyeC® (3.4)

5

f(ill') = 2€Z'p <Z(xl —i+ 2)2> (1.1 + 17:627'1.3 - 1,33'4 - 2,%5 - 3)

i=1
La trajectoire solution x(t) du systéeme d’équation différentielle 2.5 convergeant vers

(—1.0000, 0.0000, 1.9999, 2.9999)T pour le probléeme d’inéquation variationnelle avec cing

points initiauz aléatoires sont illustrés dans la figure.

35 T T

k x5

3}

T

25 F .

—

1.5 | -

x4
2

1

—

0.5 1

Trajectories of x(t)

X2

x1

0 50 100 150
Time(ms)

Figure 3.4 : Comportement transitoire de x(t) de l’équation différentielle (2.5) de l’exemple

3.4 avec cing points initiauzr aléatoires
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Conclusion

Nous nous sommes intéressé dans ce travail a I’étude d’une méthode pour la résolution
des inéquations variationnelles en utilisant une équation différentielle ordinaire définie par
I'opérateur de projection sur un convexe fermé. Non seulement ce travail montre l'intérét
de cette approche mathématique, mais met aussi la lumiere sur d’autres techniques pour
appréhender le probleme de résolution de inéquations variationnelles. Ce rapprochement
entre le monde statique des inéquations variationnelles et le monde dynamique des équations
différentielles (et des systémes dynamiques en général), qui s’avere d’intérét certain, ne cesse
d’attirer I’attention de plusieurs chercheurs. Ainsi, d’autres types d’équations différentielles,
et notamment ce que l'on appelle systéeme dynamique projeté, sont considérés et étudiés. Ce
travail est une ébauche dans ce domaine qui reste large avec des études allant de méthodes
numériques a des études qualitatives telle que la stabilité. Nous espérons approfondir a
I’avenir nos compétences dans cette direction et de développer des idées fructueuses dans ce

domaine qui regorge de perspectives utiles.
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