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RESUME

Dans la présente thése, on a étudié¢ analytiquement et numériquement les transferts de
chaleur et de masse par convection naturelle dans des milieux poreux. La géométrie
considérée est une cavité rectangulaire inclinée contenant un milieu poreux saturé par un
fluide ou mélange de fluides. Dans cette investigation, les écoulements convectifs sont pilotés
par des conditions aux fronti¢res thermiques et solutales de type Neumann (flux constants de
chaleur et de masse) ou Dirichlet (température et concentration constantes imposées). Le
milieu poreux est modélis¢ a 1’aide du modéle de Dupuit-Darcy, qui comporte I’effet de la
force de la trainée de forme. Le probléme est régi par un ensemble d’équations différentielles
non linéaires et fortement couplées appelées équations gouvernantes, en 1’occurrence
I’équation de la conservation de la masse (équation de continuité), 1’équation de mouvement,

I’équation de I’énergie et 1’équation de la concentration. Ce probléme est gouverné par

différents paramétres de controle, a savoir le nombre de Rayleigh thermique, R, , le nombre

de Prandtl modifie, Pr*, le rapport de force de volume, N , le nombre de Lewis, Le, le

rapport de forme de la cavité, 4 et la porosit¢ normalisée, ¢, de la matrice poreuse. On

utilise deux approches distinctes et complémentaires : la premiére, c’est ’approche d’une

solution analytique valide pour une cavité élancée (A >> 1) développée sur la base du

concept de 1’écoulement parallele lorsque la cavité est soumise a des conditions aux fronti¢res
de type Neumann ; la deuxiéme, c’est I’approche d’une méthode aux différences finies

employées pour 1’obtention des solutions numériques des équations gouvernantes générales.

Pour les valeurs des parameétres de contrdle considérées dans cette étude, on obtient un
bon accord entre les résultats analytiques et numériques. Selon la valeur du rapport des forces
de volume, N, deux types d’écoulement convectifs sont étudiés : la convection a simple
diffusion (N=0) la cavité soumise a un gradient thermique vertical constant et la convection
double diffusive (N£0) les parois horizontales de la cavité sont soumises a des gradients de
température et de concentration constants. Il faut mentionner que les résultats présentés ici ne
concernent que le cas des flux opposés (N<0). Pour cette situation, on sait qu’en 1’absence

d’effet de la trainée de forme, le début du mouvement se produit & un nombre de Rayleigh

souscritique, R, , qui dépond seulement de N et Le . Par la suite, le cas ou les forces de
volume sont de méme intensité mais de sens opposé (N = —1) sont étudiées dans le cas d’une

cavité verticale. Pour cette situation, les deux cas ou la convection naturelle est induite par



double diffusion (S, =0) et effet de Soret (S, =1) sont étudiés. Des nouveaux phénoménes

de bistabilité¢ ont surgi lorsque le début de la convection souscritique se déplace a proximité
ou au-dela du seuil de convection supercritique, soit a des flux de chaleur et de masse
imposés ou a une température et concentration imposées. Pour étudier la stabilité de certaine
configuration géométrique, on utilise une nouvelle technique générale basée sur la théorie de
stabilité linéaire et sur la méthode des ¢léments finis. La théorie de la stabilité linéaire nous
permet alors de prédire le seuil critique de déclenchement de la convection en fonction des
paramétres de controle. Aussi la stabilité de 1’état convectif, déja prédit par le concept de

I’écoulement parallele, est investie dans le but de prédire 1’existence de la bifurcation de

Hopf, R/, qui caractérise le point de transition de 1’état de convection stable vers 1’état de
convection instable (oscillante).
Mot clés : convection naturelle, milieu poreux, effet de la trainée de forme, bistabilité,

convection souscritique, convection supercritique, Hopf bifurcation, transfert de chaleur et de

masse.
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ABSTRACT

In this study, the heat and mass transfer by natural convection in porous media has been
analytically and numerically studied. The investigation is conducted in a rectangular
enclosure containing a porous medium saturated by a fluid. The convective flow is driven by
either applying constant fluxes of heat and mass or constant temperature and concentration.
The porous medium considered here is modeled according to the Dupuit-Darcy formulation,
which includes the effect of the drag force. The problem is defined by a system of strongly
coupled no linear differential equations, called governing equations, which include the masse
conservation equation (continuity equation), the momentum equation, the energy equation

and species equation. Governing parameters of the problem under study are the following:
thermal Rayleigh number, R, , modified Prandtl number, Pr*, buoyancy ratio, N , Lewis
number, Le , aspect ratio of the enclosure, 4 , and the normalized porosity, ¢ , of the porous
matrix. Two distinct and complementary approaches are used: first, an analytical solution
valid for shallow enclosures (A >> 1) derived on the basis of the parallel flow approximation
when the annulus is subjected to constant heat and mass fluxes; the second approach is a
numerical solution based on finite differences method employed to solve the governing
equations in porous medium. In the range of the governing parameters considered in this
study, a good agreement is found between analytical and numerical results. Depending on the

value of the buoyancy ratio, N , two types of convective flow have been studied: simple

diffusion convection (N = 0) where the cavity is subject to a vertical thermal gradient, and

double diffusion convection (N # 0) where the cavity horizontal walls are subject to constant

fluxes of heat and mass. It is worth mentioning that the results presented here deal only with
the case of opposing flows (N < 0). For this situation, we know that, in the absence of form

drag effects, the onset of motion occurs at a subcritical Rayleigh number R depending

upon ¢ and Le only. Then we have studied the case where the buoyancy forces induced by
the thermal and solutal effects are opposing each other and of equal intensity (N = —l) in

vertical enclosure. For this situation, the thermosolutal convective phenomenon double
diffusive convection (S, =0) and Soret induced convection (S, =1) are studied. New
bistability phenomena arose when the onset of subcritical convection was shifted close or

beyond the threshold of supercritical convection, whether heating/cooling isothermally or

with a constant heat flux. To study the stability problem, a new numerical technique based on
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linear stability theory and finite elements method is studied. The linear stability theory is used
to predict analytically the critical Rayleigh number for the onset of the convection. Also the
linear stability of the convective motion, predicted by the parallel flow approximation, is

numerically investigated in order to predict the occurrence of Hopf’s bifurcation, R/ ,

which characterizes the transition point between steady convection state toward unsteady

convection state.

Keyword: natural convection, porous medium, form drag effect, bistability, subcritical

convection, supercritical convection, Hopf bifurcation, heat and mass transfer.
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CHAPITRE I
INTRODUCTION

1.1 Généralités

Le terme de convection est utilis¢é pour définir les mouvements dus a 1’agitation
thermique engendrant des différences de densités dans un fluide. Un fluide est le terme
désignant un liquide ou un gaz : corps pur ou mélange dont les molécules ont assez de liberté
pour se mouvoir les une par rapports aux autres. On parle de la convection naturelle lorsqu’il
s’agit d’agitations induites dans le fluide par des forces (de volume ou surface) agissant a
I’intérieure du volume étudié. Les mouvements générés sont dus aux variations locales de la
masse volumique du fluide en fonction de la température et /ou de la concentration pour le

cas de la convection naturelle d’origine thermique et/ou massique.

Dans un fluide soumis un gradient de température, il apparait un gradient de
concentration dii au transfert thermique, c’est 1’effet Soret ou bien encore appelé effet
Ludwig (plus généralement, le nom thermo-difussion désigne cet effet en milieu gazeux,
alors que I’expression effet Soret ou effet Lodwig sera plus utilisée dans les liquides). Cet
effet fut découvert simultanément par Ludwig en (1856) et (mieux exploité¢) par Soret en
(1879) d’ou le nom attribué au phénomene. Dans le champ de pesanteur, la convection au
sein d’un fluide pur est due aux changements locaux de la masse volumique qui dépend non
seulement de la température, mais également de sa composition. Généralement, les
phénomenes de convection et de thermo-diffusion ne peuvent pas étre dissociés. Ce couplage
est appelé diffusion thermo-gravitationnelle. L’effet Soret est un phénoméne particulier
puisqu’il appartient a la famille des phénomeénes thermodynamiques «croisésy, c'est-a-dire

que le flux créé par une force qui ne lui est pas conjuguée.

Un des intéréts majeurs de 1’étude de ce phénomene est 1i¢ a la séparation des bruts de
pétrole soumis au gradient de température et a la convection dans les champs géologiques.
Cet effet, connu depuis pres de 150 ans n’a été que récemment étudié dans les fluides denses
Prigogine et al. (1950a, 1950b), bien que la théorie cinétique des gaz ait résolu le probléme,
Lopez et al. (1987). Le fait que celle-ci ne peut s’adapter aux fluides denses elle s’annonce
plus compliquée. De nouveaux champs se sont tres récemment ouverts dans le domaine des
mélanges de polymeres, de colloides Dhont (2003a, 2003b) et de fluides magnétiques
Wiegand (2004). Les mesures de facteurs de thermo-diffusion se sont elles-mémes

considérablement améliorées par la mise en place de méthodes optiques, sous microgravite,



dans des colonnes thermo-gravitationnelles, par exemple. La mise en commun du
développement des méthodes d’analyse Wiegand (2004), des progres théoriques dans le
domaine Podolny (2005) et I’efficacité des simulations numériques Zhang et al. (2005)
permettent aujourd’hui d’essayer de comprendre par plusieurs biais les fondements physiques

d’un tel comportement.

Les combustibles sont en effet souvent stockés sous forme liquide ou solide pour les
moteurs a combustion interne ou pour les moteurs fusées. Il est aussi possible de séparer les
isotopes d’un méme €élément. De plus, en couplant la convection naturelle au phénomene de
thermo-diffusion, il est possible d’accroitre notablement le degré de séparation. Dans le but
d’optimisation des colts de production lors de I’extraction des fluides des gisements par les
producteurs pétroliers (extraction a des profondeurs de plus en plus importantes et donc
nécessitant des moyens technologiques plus avancées), il est important de connaitre de facon
précise la distribution des différentes especes a I’intérieur d’un gisement. Cette distribution
s’est établie pendant de longues périodes de formation de gisement et a été principalement
influencée par la gravité ainsi que par la distribution des pressions dans le réservoir. Des
moyens importants ont ét¢ mis en ceuvre afin d’obtenir des modeles thermodynamiques
fiables, permettant de restituer de manicre correcte la répartition des especes dans le
réservoir. Etant donné qu’il n’est pas possible de négliger I’importante extension verticale
d’un gisement, il est trés probable que cette répartition soit influencée par la convection
naturelle (la gravité est 'une des premicres composantes intégrées dans les modeles), mais
aussi par le gradient géothermique (gradient de température naturel de la terre). Ce gradient
pourrait étre la cause de la migration d’espéces par I’effet Soret. Ce dernier consiste en
I’établissement d’un gradient de concentration d’un composant chimique par la présence d’un
gradient thermique, i.e. I’existence d’un gradient thermique est causée par une migration
différenciée des especes. Le gradient de température induit un effet de déplacement de
maticre, en plus de la loi de Fick, le vecteur flux de la matiére du constituant de fraction
massique C est donné par :

oS oT

J, =—pD—-pD.S(1-§)— 1.1
X p ax p T ( )ax ( )

ou S est la fraction massique du composant de référence, D est le coefficient de diffusion de
Fick ou coefficient de diffusion isotherme et Dr le coefficient de thermo-diffusion, ce
coefficient d’Onsager quantifie I’effet de gradient de température sur la composition locale.
En particulier, il peut étre positif ou négatif. Une fois 1’état stationnaire atteint, le flux de

masse s’annule, J_ =0, ce qui implique :



or
O—S)E; (1.2)

oS D,
ox
Dans cette relation, on définit I’expression du coefficient de Soret Sz, qui quantifie la

séparation a I’état stationnaire, dans un mélange binaire comme :

D 1 VS
S, =—"t=———— (1.3)
D S(1-S)vr
Ceci définit le coefficient de Soret, homogeéne a I’inverse d’une température. Pour

adimensionner le systéme, il peut étre utile d’introduire le facteur de diffusion thermique

comme :
o, =TS, (1.4)
ou 7 désignant la valeur moyenne de la température.

Au cours de ces dernieres années, les chercheurs s’intéressent de plus en plus aux
problémes du transfert de chaleur induit par la convection naturelle au sein d’un milieu
confiné (milieu fluide ou milieu poreux saturé par un fluide). La présence des gradients de
température et de concentration dans les milieux confinés entrainent I’apparition d’un
écoulement de convection naturelle avec transport de chaleur et de masse. En effet, les
différences de température et de concentration créent des forces de volume soit thermique
(différence de température) ou soit solutale (différence de concentration) qui engendrent une
distribution non uniforme de la densité du milieu. Ce phénoméne, sous I’effet de la gravité
génére des mouvements convectifs. D’ailleurs, c¢’est pour cette raison que 1’écoulement ainsi
induit prend le qualificatif de thermosolutale ou doublement diffusif. Récemment, I’intérét

pour ces phénomenes de convection naturelle se focalise en particulier sur les milieux poreux.

Un milieu poreux saturé est un milieu continu, cohésif ou non, qui présente
intérieurement une fraction de volume accessible a un fluide. Cette fraction de volume non
solide, composée de cavernes, de crevasses, de pores...etc, constitue ce que 1’on appelle la
porosité du milieu poreux (Figure 1.1). La porosité est évidemment un élément descriptif
essentiel du milieu, toutefois deux milieux poreux présentant la méme porosité peuvent avoir
des propriétés tres différentes. On peut trouver dans un milieu poreux des pores ne
débouchant pas (pores aveugles) ou occlus; un milieu poreux contenant a la fois des pores
aveugles et des pores ouverts plus ou moins interconnectés, pourra grace a ces pores ouverts
laisser s’écouler le fluide. Dans la réalit¢ complexe que constitue un milieu poreux, des

paramétres comme le diametre de capillaire ou de la porosité ne constituent que des valeurs



globales moyennes, incapables de traduire exactement la topologie complexe de I’écoulement
réel a travers le milieu. Dans le cas ou les espaces vides sont remplis par une méme phase
(liquide ou gazeuse), le milieu poreux est dit saturé par le fluide. Les milieux poreux jouent
un role important dans de nombreux secteurs industriels tels que le génie pétrolicre, le génie
chimique, le génie civil, la médicine...etc. Quelque exemples de milieux poreux sont illustrés

dans la figure 1.1.

a) Sable b) Mousse métallique

c¢) Morphologie des particules d) Laine de verre

de polymere.
Figure 1.1 : Exemples de milieux poreux.

Lorsqu’on étudie les écoulements en milieu poreux, deux échelles s’imposent pour la
description des phénomenes (Bories 1985). L échelle des pores, ou échelle microscopique est
associée au diamétre moyen des pores d. A I'intérieur de cette échelleles grandeurs locales
peuvent trés largement varier. A 1’échelle du milieu poreux, ou échelle macroscopique, la
variation des grandeurs physiques est définie en moyenne, sur un certain volume de milieu

poreux, appelé volume élémentaire représentatif et noté V.E.R (Figure 1.2). Cette échelle



macroscopique est associée a une dimension géométrique L, du milieu. Soit L la dimension

caractéristique du V.E.R. Cette dimension L doit satisfaire a la double inégalité suivante :
d<L<L, (1.5)

Les parametres caractérisant le milieu poreux sont donc obtenus par prise de moyenne
sur le V.E.R. Cependant, dans ce qui suit nous présentons une définition macroscopique de

ces parametres qui apparaissent dans ces différents modéles empiriques.

:{\ A
s I ‘L.. \.
. V.ER ! o :
ik = I3
- ". d A f.
E ‘.\. o
Milieu poreux a 1’échelle Milieu poreux a I’échelle
macroscopique L des pores d

Figure 1.2 : Illustration de la taille intermédiaire du V.E.R entre la taille du milieu poreux a

I’échelle macroscopique L et a I’échelle des pores d.

Les phénomeénes se développant dans un milieu poreux dépendent des propriétés du
fluide et de la géométrie de la matrice solide. Cellui-ci est caractérisée par un certain nombre
de grandeurs moyennes, géométriques ou statistiques. Dans ce qui suit, on définie les
différentes caractéristiques qui apparaissent au niveau des différents modeles empiriques de

description macroscopique des écoulements en milieu poreux.
e La porosité

La porosité d’un milieu poreux, notée &, est le rapport du volume des pores sur le

volume total de la matrice poreuse

o= Volume des pore (1.6)

Volume total du mileiu poreux
e La perméabilité
La perméabilité est la propriété d’un matériau a transmettre un fluide sous pression, la
perméabilité¢ K dépend uniquement de la porosité¢ et de la géométrie de la matrice solide.
Plusieurs évaluations de la perméabilité K en fonction de € et d’une dimension caractéristique

de la matrice poreuse a I’échelle du pore ont été proposées. Les différentes expressions



donnant la perméabilit¢ dépendent de la géométrie du milieu poreux. La valeur de la
perméabilité est généralement déterminée expérimentalement. Plusieurs modeles empiriques

ont été proposées. On rappelle notamment :

La relation de Kozeny-Carman (1927) pour un milieu poreux non consolidé constitué
d’éléments identiques de géométrie simple :
d’e’

S — 1.7
36C, (1-¢)° (47

ou d est la longueur caractéristique des pores ou le diamétre des particules et C, est une

constante qui dépend des formes des grains. Il est compris entre 3.6 et 5.

La relation d’Ergun (1952), semblable a 1’équation ci-dessus en considérant
I’écoulement unidirectionnel d’un fluide incompressible au sein d’une colonne poreuse
constitué de particules sphériques de diametre d. La colonne est soumise a un gradient de
pression.

d283

L 1.8
150(1-¢)’ (9

Cette relation est semblable a celle de Kozeny-Carman pour la valeur de Co=4.16.
Quand on modélise la matrice poreuse comme un faisceau de tubes capillaires paralleles

conduit a I’expression suivante de la perméabilité :

d2
K=c"— 1.9
% (1.9)

ol £ =nnd’ /4 etn estle nombre de capillaires par unité de surface perpendiculaire au sens

de 1’écoulement.
e La tortuosité

La description de la géométrie des pores fait intervenir la notion de connectivité,
correspondant a la complexit¢ d’un chemin continu a travers 1’espace des pores. Il faut
¢galement tenir compte des «bras morts» qui sont nombreux dans les milieux peu poreux et
tres hétérogeénes. Pour décrire ces différents aspects, on introduit le parameétre v désignant la

tortuosité, que 1’on définit de la maniére suivante

= (LT)Z (1.10)



ou L, est la longueur réelle des lignes de courant du fluide transvasant un échantillon de

longueur L d’un milieu poreux, modélisé sous la forme d’un réseau de capillaires paralléles

ou ondulés. Ce rapport joue un role important dans les problémes de diffusion.
1.2 Modzéles d’écoulement en milieu poreux

En raison de la complexité géométrique de 1’espace des pores, I’approche de la
mécanique des milieux continus pour établir les modéles de conservation de la quantité du
mouvement, de I’énergie et de la masse, ne peut-&tre en appliqués qu’apres passage a une
¢chelle macroscopique qui permet d’établir une équivalence entre le milieu réel dispersé et un
milieu continu fictif. L’établissement des équations macroscopiques de conservation est
formellement obtenu a partir des €équations microscopiques. Le premier modele a été proposé

par Darcy (1856).
1.2.1 La loi de Darcy

La théorie des écoulements en milieu poreux est fondée sur les résultats d’expérience
réalisée par Darcy (1856). L’expérience de Darcy consiste a mesurer un débit et un gradient
de charge qui permettent de calculer une perméabilité grace a la formule (1.14). Cette
expérience a été développée au départ pour des sables ou des matériaux peu cohérents.
L’échantillon est dans un tube de rayon R, et soumis a un gradient de charge du a la
différence de hauteur d’eau dans les deux récervoirs amont et aval, dont les niveaux sont
maintenus constants. Le sens d’écoulement est inverse au gradient de charge. Ce gradient de
charge peut également étre déterminé grace a la mesure de la différence de hauteur d’eau

(Ah) dans deux tubes piézométriques distants de L (Fig 1.3).

1 ./
h . I i K

X
Figure 1.3 : Dispositif de mesure de perméabilité sur matériau consolidé.
Le liquide filtrant s’écoule depuis le niveau supérieur vers la base de la colonne a

travers la couche poreuse et remonte dans les tubes manométriques a des niveaux

décroissants dans le sens de 1’écoulement. La hauteur piézométrique décroit linéairement en



fonction de la distance verticale parcourue ; la pente de la droite piézométrique mesure la

perte de charge linéaire :

T
L

J (1.11)

Si le milieu poreux est assez fin, I’expérience montre que le débit de 1’appareil est
proportionnel a la pente de cette droite tant que celle-ci n’est pas trop forte; avec la

convention de signe habituelle, on a 1’équation :

Ah
Q——KAjf (1.12)

ou K est une constante qui dépend a la fois du fluide et du milieu poreux.

Si, au lieu de raisonner en hauteur manométrique, on écrit la loi précédente en termes

de pression on obtient ;

La perméabilité peut étre considérée comme significative de la surface utilisable pour
I’écoulement, elle dépend de la géométrie du milieu poreux. La loi de Darcy, et donc la
perméabilité est définie pour des conditions d’écoulement laminaire dans un milieu
homogene, isotrope et continu; le fluide n’interagissant pas avec le milieu. On définit la

conductivité hydraulique £ ; ou coefficient de perméabilité, comme :

k=2
p (1.14)

ou k est la conductivité hydraulique est caractéristique des conditions d’écoulement dans un

matériau donné pour un fluide donné.

L’expression scalaire précédente est alors remplacée par wune relation

vectorielle suivante:

V== (vPg) (1.15)

ou K est la perméabilité et v la viscosité cinématique du fluide.

Cette loi n’est valable que pour des écoulements a basses vitesses et pour des milieux
ayant une porosité relativement petite. Si les écarts de température imposés ne sont pas trop
importants, les vitesses du fluide sont suffisamment faibles pour que les écoulements puissent

étre considérés comme Darcyens. La valeur du nombre de Reynolds est utilisée comme



critére pour caractériser la transition d’un régime d’écoulement laminaire de type Darcy a un
régime laminaire de type Dupuit. Pour cela on a défini un nombre de Reynolds de pore pour
les écoulements en milieu poreux. En définissant d comme longueur caractéristique qui
représente la dimension caractéristique des pores, le nombre de Reynolds s’écrit :

Re=V —
» (1.16)

En termes de détermination de d, Collins (1961) a proposé ’expression d =K / &

alors que Ward (1964) a plutot suggéré que d = VK quelque soit la porosité.

Selon la valeur du nombre de Reynolds de pore, Bear (1972) distingue trois régimes
d’écoulement. Dybbs et Edwards (1984), a I’aide de mesures de vitesse, distinguent plusieurs

régimes d’écoulement que 1’on peut classifier de la manicre suivante :

Pour des nombres de Reynolds de pore inférieurs a 1, le régime d’écoulement est

laminaire, les forces visqueuses sont prédominantes et la loi de Darcy est applicable.

Quand Re est compris entre 1 et 10, les couches limites aux niveaux des parois solides
des pores se développent. En dehors de ces couches limites apparait un régime d’écoulement
inertiel. Les forces d’inertie deviennent alors importantes et il n’y a plus de proportionnalité
entre le gradient de pression et la vitesse de filtration : la loi de Darcy n’est plus applicable.
Ce régime d’écoulement stationnaire laminaire, persiste jusqu’a un nombrede Reynolds

environ de 150.

Pour des nombres de Reynolds de pore compris entre 150 et 300, un régime
d’écoulement laminaire instationnaire se développe. Ce régime est d’abord oscillatoire

résultants de superposition de plusieurs modes de période et d’amplitude distinctes.

Au-dela de Re de I’ordre de 300, le régime d’écoulement devient chaotique, et présente

les caractéristiques d’un écoulement turbulent.
1.2.2 La loi de Dupuit-Darcy

La formulation de Dupuit-Darcy (1863) a été vérifiée pour des écoulements du nombre
de Reynolds (Re>1). Cette formulation introduit un terme de trainée de forme de la matrice
poreuse, qui est un terme quadratique de la vitesse considérée faussement reconnu comme un
terme d’inertie dans les études antérieures, le terme est trés répondu parmi la communauté

scientifique sous le nom de Forchheimer (1901) ou terme d’inertie.
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La forme compacte générale de la loi de Dupuit-Darcy, y compris la force du corps

pour les écoulements en milieux poreux isotrope, est donnée par :

VP =Ly By - pg (1.17)

ou P' estla pression, V' le vecteur de vitesse d’infiltration, 4 la viscosité¢ dynamique du
fluide, p la densité du fluide K la perméabilité de la matrice poreux, g est I’accélération de
la pesanteur et C,, est un coefficient indépendant de 1’écoulement et des propriétés des

fluides, mais il dépend du régime et du comportement de 1’écoulement a travers la géométrie
de la matrice poreuse ainsi que de la forme et de la taille des grains du milieu poreux. En

d’autre terme, le coefficient de C,,. est directement li¢ au coefficient de la trainée de forme

(pression) d’un grain ou de la matiére solide poreuse élémentaire qui délimite les pores au
sein de la matrice poreuse solide. Du point de vue hydrodynamique ou aérodynamique, un
¢coulement visqueux autour d’un grain submergé induit une force de trainée, appelée trainée

de profil dont le coefficient, C, =C,, +C,., est la somme de coefficient de la trainée

DF >
visqueuse C,, (lié¢ a Darcy) et du coefficient de la trainée C,,. (li¢ & Dupuit). Pour tout

nombre de Reynolds la trainée visqueuse est toujours présente, mais la trainée de forme ou la
trainée de pression dépend du comportement de I’écoulement autour du grain si elle est
attachée ou séparée. Si 1’écoulement est attaché, a trés faible nombre de Reynolds, la
récupération du gradient de pression autour du grain se produit et la trainée de forme est
proche de zéro et la trainée visqueuse est dominante. Cependant, pour un nombre de
Reynolds relativement ¢€levé et en raison de la forme non cariné du grain, 1’écoulement se
sépare et la trainée de forme devient significative et surmonte la trainée visqueuse. Dans une
matrice poreuse, un grain est entouré par d’autres et la trainée de forme de « grain individu »
prend en compte I'interférence hydrodynamique/aérodynamique mutuelle entre les grains.
Ensuite, un grain est soumis a un écoulement amont trés complexe et le coefficient de la force

de la trainée de forme C .. dépend fortement de la forme du grain et du nombre de Reynolds

qui influence le comportement de 1’écoulement. Globalement, le coefficient de la trainée de

forme C,,. dépend de la taille et de la forme des grains de la matrice poreuse ainsi que du

comportement de I’écoulement.
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1.2.3 La loi de Darcy-Brinkaman

Brinkman (1947) a encore généralis¢ la loi de Darcy en introduisant un terme

équivalent au terme de dissipation visqueuse dans la loi de stokes.

VP'=—%V "+, VYV '+ pg (1.18)

Cette loi empirique est connue sous le nom de formulation de Darcy-Brinkman,
fortement utile pour le cas de haute porosité. Le premier terme a droite de 1’équation ci-
dessus contenant la viscosité u est le terme de Darcy et le deuxiéme contenant la viscosité
effective est appelé le terme de Brinkman. La difficulté dans 1’utilisation de ce modéle réside
dans I’évaluation de la viscosité équivalente du milieu z. En effet cette grandeur est fonction
non seulement de la porosité de milieu mais aussi de sa géométrie (tortuosité). Brinkman a
assimilé la viscosité équivalente du milieu a celle du fluide (ue=wu). Cette approximation a été
prouvée expérimentalement et elle est en accord avec les travaux de Neale et Nader (1974) et
Beckermann et Viskanta (1988). Le modele de Brinkman permet ainsi d’imposer la condition

de non glissement au champ de vitesse de filtration, au niveau des parois imperméables.
1.2.4 Modéle général

On généralise les trois dernieres équations en introduisant un terme transitoire et le
terme convectif (V'VV’), ce qui conduit a 1’équation suivante :
or'
P LW VYV )=—VP% pg -2V 4y V¥ '—%ﬂ/ e (1.19)
g Ot ¢ K K
Cette équation est équivalente a 1’équation de Navier-Stokes issue du bilan de quantité
de mouvement en milieu fluide. Il faut également noter que la complexité d’un écoulement en
milieu poreux peut étre le résultat des effets de trainée et de viscosité, et d’une variation

importante de la porosité au niveau des parois.
1.3 Approximation de Boussinesq

L'approximation de Boussinesq est la base pour la plupart de ce qui est connu a propos
de la convection naturelle. L’application de cette approximation aux problémes
technologiques et environnementaux ne peut avoir un sens que lorsque les conditions dans

lesquelles les équations de Boussinesq sont valides sont explicitement connues.
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L’approximation que nous allons reprendre attribuée a Boussinesq (1903), a en fait été

¢galement proposée par Oberbeck (1879) pour la premier fois en 1879.

Cette approximation commence avec les formes habituelles des équations: la
continuité, le mouvement et 1’énergie, pour le fluide newtonien a des propriétés variables et

zéro seconde viscosité, Batchelor(1967) :

z_ftupf; ~0 (1.20)
pDD—Z"z—STPi—pgki +”§i"f 4T, aax’j (121)
oC, ll))f =Kai2/2T +§5 SXTJ +al %ﬂﬂb (1.22)
o e ot (2.2

Afin de compléter la description du probléme, il faut aussi connaitre des relations pour
la détermination des propriétés des fluides. Etant donné que le seul mode réversible de travail
pour un fluide newtonien est la compression. Ses propriétés sont des fonctions de deux
variables thermodynamiques. Par conséquent, les équations nécessaires peuvent étre écrites

comme :
p=p(T, P), C,=C,(T.P), wu=pu(T,P)

1.23
B=p(T. P), k=k(T,P) (1:23)

Habituellement, ces fonctions sont imparfaitement connues et doivent étre déduites des
données tabulaires. Finalement, nous allons exiger que la plupart de ces propriétés soient
estimées de maniere adéquate par des valeurs constantes. Il n'y a généralement pas de
difficulté a assumer des développements de Taylor linéarisés, mais le cas particulier de I'eau a
4°C doit toujours étre gardé a 1'esprit. Il convient également de noter que I'approche générale

de cette dérivation ne repose pas sur l'utilisation des variations des propriétés linéarisées.

Les approximations linéarisées aux équations (1.23) sont :
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p =p[1-5, (T =T,)+ 5, (P-P,)]
Cp :CPOI:I_aO(T _T0)+b0(P_P°)}

po= |1-a,(T =T,)+b (P -P,)] (1.24)
a = a,[1-a,(T -T,)+b,(P-P,)]
k = k[l1-a,(T -T,)+b,(P-P,)]
ou
10 10 1 aC 1 ocC 10
ﬂT:___p’ ﬂP:__p’ ay=——r, by=——", alz__lu
poT p OP ¢, or c, op uoT (125
1 ou 1 da 1 dar 1 ok 1 ok '
=—— g, =— b, = b, =

5 612— P 2 = T T a3=__, 3= A
1 OP a oT o OP k oT k oP

et ot I'indice 0 indique I'état de référence (T 0s PO) .

Comme exemples concrets de la méthode qu’on vient de présenter, cette derniére
examine les cas de 1'eau et de l'air a 7p =15°C et Po=1atm. Tableau 1.1présente les constantes
requises, obtenues a partir de Batchelor (1967), sauf indication contraire. Pour I’eau, les

conditions la plus exigeante sont exprimées par :

0<1.25°C
L <24x10°cm (1.26)
L/0=99x10"cm/ C

Dans le cas de 1'air, on obtient des résultats similaires. Les conditions la plus exigeante

sont exprimées par :

0<28.6°C
L <83x10%cm (1.27)
L/6<1020cm/°C



Tableau 1.1 : Les propriétés des fluides pour I’eau et I’air a 7p=15°C, Po=1atm.
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Eau Air
Lo [g /cmq 1.00 1.2x1073
Cpolergs/gm C|  42x107 107
v, [em® /s ] 1.1x102  0.145
Pr 8.1 0.72
B c™] 1.5x104  3.5x10°3
By [em® dyn ] 4.9x10" 10
a,[C™] 2.4x10%  4.5x10°
by [em® /dyn | -2.5%1010  1.9x10°
a[C] 2.7%10%  2.8x107
by [em® Idyn | 2.7x10" 0.0
a,[C] 8.0x102  -3.6x10°3
b, [em® Idyn | 0.0 0.0
a,[C'] 1.7x10%  2.4x103
by[em® /dyn | 43x101° 0.0

La résolution d’un probléme de convection naturelle en milieu poreux se ramene a

prédire les champs de température, de concentration, et de vitesse ainsi que l’intensité de
r u . 'V \ u \ . r b

I’écoulement en fonction des divers parametres du probléme. Il est également important de

prédire les taux de transfert thermique et massique correspondant.
1.4 But de I’étude

Le présent travail porte sur 1’étude numérique et analytique du comportement de
I’écoulement convectif induit par double diffusion et effet de Soret au sein d’une couche
poreuse saturée par un fluide binaire. L’étude concerne une configuration géométrique

inclinée soumise a des flux uniformes de chaleur ¢ ' et de masse j '. Pour mener a bien cette

investigation, plusieurs méthodes numériques et analytiques seront utilisées pour résoudre le
probléme envisagé. Le code de calcul utilisé est basé sur la méthode des différences finies
pour la résolution des équations gouvernantes. Pour traiter certains problémes de stabilité,
nous avons adopté la technique des éléments finis. Dans le cas ou I’enceinte est élancée et
exposée a des flux constants de chaleur et de masse, nous allons développer des solutions

analytiques sur la base du concept de 1’écoulement parall¢le.
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Le mode¢le de Dupuit-Darcy, tenant compte des effets de la trainée de forme pour des
¢coulements a faible ou grand Reynolds, et I’approximation de Boussinesq ont été utilisés
pour modéliser la convection naturelle induite par double diffusion ou Soret au sein du milieu
poreux. L’influence des parameétres de contréle du probléme tels que; le nombre de Rayleigh

R, , le nombre de Prandtl modifié¢ B, le rapport de forme de la cavité A , le rapport des

forces de volume N , la porosité normalisée & et le nombre de Lewis Le , sur I’intensité de
I’écoulement et sur les transferts de chaleur et de masse seront abordés pour une large gamme
des parametres de base. Le mode analytique pour les cavités (horizontale, inclinée et
verticale) va permettre la prédiction des nombres de Rayleigh critiques (supercritique R;” et

sous

souscritique R¢

) correspondant a la naissance de la convection. De plus, on a mis en

¢vidence I’existence des solutions multiples, ce mode a été présenté en fonctions des
parametres de controle du probleme. Les diagrammes de bifurcation représentant des
solutions stables et instables ont été trouvés et tracés en fonction des nombres de Rayleigh et
de Prandtl modifié. La théorie de la stabilité linéaire dans une couche infinie nous a alors
permis de prédire le seuil critique de déclanchement de la convection en fonction des
paramétres de contrdle. Aussi la stabilité de I’état convectif, déja prédite par le concept de
I’écoulement parallele, a été investie dans le but de prédire 1’existence de la bifurcation de

Hopf, R/%. L’écoulement aprés le point de bifurcation, peut étre instationnaire oscillant

(solution issue d’une bifurcation de Hopf).

1.5 Contenu de la thése

La présente thése est constituée de sept chapitres. Le premier chapitre est une
introduction au présent travail et une recherche bibliographique des travaux antérieurs
trouvés dans la littérature dans ce domaine d’investigation. Le deuxiéme chapitre de la thése
est consacré a la définition de la géométrie étudiée, et La formulation mathématique du
probléme ou les équations de bases gouvernant le systéme et les conditions aux fronti¢res
associées seront présentées. Dans le troisiéme chapitre, nous avons développé une solution
analytique basée sur la méthode du concept de 1I’écoulement parall¢le dans le cas d’une
couche poreuse ¢lancée. Dans cette situation, les équations gouvernant du probléme sont
réduites a des équations différentielles ordinaires qui sont solvables analytiquement. Toutes
les étapes de la démarche numérique (méthode des différences finies) ainsi que 1’algorithme
de calcul utilisé sont présentés dans le quatrieme chapitre. Le cinquiéme chapitre porte sur les

différents résultats obtenus dans ce travail et leurs discussions. Le sixieme chapitre est
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consacré a I’¢élaboration d’une nouvelle technique numérique générale, basé sur la méthode
des éléments finies, pour 1’étude du probléme de stabilité. Finalement dans le septiéme
chapitre, nous avons montré les principaux résultats trouvés le long de cette étude avec une

conclusion générale et les perspectives futures.
1.6 Revue Bibliographique

La convection naturelle induite en milieu poreux a stimulé 1’intérét des chercheurs et
des ingénieurs depuis 1’apparition du travail du maitre Darcy en (1856). Ce dernier a établit
pour la premicre fois, une relation entre la vitesse d’écoulement d’infiltration et la chute de
pression, ce qui a pris le nom de la loi de Darcy. Cette relation n’est valable que pour des
faibles nombres de Reynolds (Re=V.K"?/v ot V. est la grandeur de la vitesse d’infiltration, K
est la perméabilité de la matrice poreuse et v est la viscosité cinématique du fluide). L’étude
de la convection dans les milieux poreux est devenue encore plus intéressante quand Dupuit
(1863) a étendu la loi de Darcy pour tenir compte des écoulements a grand nombre de
Reynolds (Re>1). Reconnu injustement par son approche exceptionnelle en incluant le terme
de trainée de forme de la matrice poreuse, le terme quadratique de la vitesse considéré
faussement comme un terme d’inertie dans les études antérieures, qui est trés répondu parmi
la communauté scientifique sous le nom terme d’inertie de Forchhrimer (1901). La
métamorphose historique de la loi de Darcy a travers le dernier siecle a été illustrée dans un
seul chapitre complet par Lage (1901). Cet auteur a exprimé la nécessité de changer 1’histoire
en donnant plus de crédits a Dupuit (1863), qui a publié ses conclusions 38 ans avant les
travaux de Forchheimer (1901). Ainsi, Lage (1901) recommande de renommer la loi de

Darcy-Forchheimer comme la loi de Dupuit-Darcy ou la loi de Forchheimer- Dupuit-Darcy.

Apres P’apparition de la loi Dupuit-Darcy, un progres significatif a été réalisé dans la
conception de systémes thermiques de haute performance. Quelques exemples d’applications
de convection thermique dans les milieux poreux comprennent des systémes tels que la
dispersion des polluants dans les sols, I’isolation thermique des batiments, échangeurs de
chaleur et réaction nucléaire. En utilisant la loi de Darcy pour modéliser 1’écoulement
convectif naturelle a faible nombre de Reynolds a travers un milieu poreux bien compacté,
Horton et Rogers (1945) et Lapwood (1948) ont été les pionniers dans 1’étude de la stabilité
des écoulements de convection dans les couches poreuses horizontales soumises a un gradient
thermique vertical. En maintenant les parois horizontales a des températures constantes mais

différentes, les auteurs ont démontré analytiquement que 1’apparition de la convection est
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produite a un seuil de Ry = 4m2. Grace a ces premiéres investigations, toute étude connexe
doit se référer exclusivement a la convection de Horton-Rogers ou Lapwood ou Horton-
Rogers-Lapwood comme initiée par Nield et Bejan (2005), mais pas a la convection de
Bénard ou Rayleigh ou Rayleigh-Bénard qui concerne les écoulements de fluides clairs. Ces
noms cités ont été utilisés par de nombreux auteurs qui ont étudi¢ la convection dans des

couches poreuses saturées par un fluide.

Un examen complet de la littérature a été effectué¢ pour faire la lumicre sur les
écoulements de convection thermique dans des couches poreuses ou I’effet de la trainée de
forme a été significatif. Palm et al. (1972) ont utilisé¢ la loi de Darcy pour mener une
simulation numérique de la convection stable dans une enceinte poreuse chauffée par le bas.
Les comparaisons avec les données expérimentales ont montré une déviation remarquable du
taux de transfert de chaleur a partir de 1’expérience, qui a été expliquée par la limitation de la
loi de Darcy et son invalidité pour des nombres de Rayleigh ou le nombre de Reynolds, basé
sur la taille du milieu poreux, devient supérieur a 1’unité. Lauriat et Prasad (1989) ont étudié¢
I’importance relative de la trainée de forme et les forces visqueuses sur la convection
naturelle dans un milieu poreux par le modele de Darcy-Brinkman-Forchheimer pour une
cavité verticale différentiellement chauffée. Les résultats montrent qu’il existe un régime de
convection asymétrique lorsque la solution est indépendante de la perméabilité, le nombre de
Darcy et le nombre de Forchheimer. Les résultats montrent aussi que le nombre de Nusselt
augmente toujours avec le nombre de Rayleigh de fluide, le nombre de Darcy et le rapport de
la conductivité, tandis que le nombre de Nusselt moyen diminue lorsque le nombre de
Forchheimer augmente. Vafai et Kim (1995) ont discuté des limites de la loi de Brinkman-
Forchheimer-Darcy pour les écoulements dans des milieux poreux ou I’effet de la paroi était
significatif. Les conditions aux limites de 1’interface entre milieu poreux/milieu fluide ont été
discutées en détail. La loi de Brinkman-Forchheimer-Darcy n’est pas parfaite, mais elle est
couramment utilisée dans ce domaine. Ce qui explique le développement de la couche limite
et la contrainte de cisaillement macroscopique, ainsi que la contrainte de la force d’inertie
microscopique. Les résultats numériques sur la base de cette formulation ont été¢ en accord
avec la prédiction expérimentale. Les résultats montrent aussi que cette équation est
¢galement tres efficace pour étudier le mouvement du fluide dans la région, qui en une partie
est remplie d’un milieu poreux et dans 1’autre partie est remplie d’un milieu fluide. Prasad et
Tuntomo (1987) ont analysé 1’effet de la trainée de forme sur I’écoulement conduit par la
flottabilité¢ et le transfert de chaleur dans une cavité poreuse verticale. Les équations

régissantes sont formulées avec le terme de Darcy-Forchheimer pour un écoulement en
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milieu poreux saturé. Une analyse dimensionnelle indique que dans le régime d’écoulement
de la trainée de forme un nouveau parameétre sans dimension, le nombre de Forchheimer Fs,
qui apparait caractérise la structure de la matrice poreuse. Les critéres pour Darcy et les

limites d’écoulement de la trainée de forme sont également obtenus, et ont montré que la

couche limite de I’écoulement n’existe pas lorsque le terme (Fs / P,_*) — oo . Par conséquent,

I’applicabilité d’une solution de la couche limite dans le régime de la trainée de forme est trés
limitée. Nield et Joseph (1985) ont étudié I’effet de la trainée de forme sur les écoulements de
convection dans une couche poreuse horizontale. L’effet d’inclinaison de la couche a été
¢galement examiné. Les auteurs ont remarqué que, dans une couche horizontale, la force de
la trainée de forme n’a pas eu d’effet sur la stabilité marginale linéaire de Darcy. Cependant,
dans le régime de convection, loin du seuil, 'effet de la trainée de forme devient plus
important, surtout quand le nombre de Prandtl du fluide est trés faible. Il a été également
discuté que la trainée de forme a montré un effet stabilisateur sur la solution de convection,
qui a retardé¢ la transition vers un comportement oscillatoire. Kladias et Prasad (1990a) ont
vérifié¢ expérimentalement le modele de 1’écoulement de convection Brinkman-Dupuit-Darcy
dans une enceinte poreuse dans un rapport d’aspect fini chauffée par le bas. La matrice
poreuse est composée de billes bien emballées. Une variété de taille des billes, leur matériel
et les fluides saturant ont été¢ considérés pour couvrir un large éventail de parameétres
régissant. Les résultats montrent que le taux de transfert de chaleur augmente avec le nombre
de Rayleigh, le nombre de Prandtl et le nombre de Darcy du fluide, mais diminue avec la
conductivité¢ du fluide. Pour un faible nombre de Darcy, le taux de transfert de chaleur est
devenu indépendant. Kladias et Prasad (1989) ont étudié¢ 1’effet du nombre de Prandtl du
milieu poreux saturé par un fluide sur I’apparition des instabilités marginales. Les auteurs ont
suggéré que la diminution du nombre de Prandtl a retardé 1’apparition de la convection. Cette
suggestion a été rapidement critiquée par Lage et al. (1992) en démontrant que le seuil de la
convection dépend uniquement du nombre de Darcy. Il est vrai que le terme de la trainée de
forme quadratique devient négligeable proche du seuil des instabilités stationnaires. Kladias
et Prasad (1990b) ont étudié¢ numériquement 1’instabilité thermo-convective sur la transition
de I’écoulement dans la convection non-Darcy dans une couche poreuse horizontale chauffée
par le bas avec une température constante. L’effet de 1’inertie, la trainée de forme et 1’effet
visqueux de Brinkman ont été examinés. L’étude a été concentrée sur une structure
d’écoulement unicellulaire a partir de I’apparition de la convection stationnaire jusqu’a
I’apparition de la convection oscillatoire et au-dela de seuil du déclanchement de la

convection oscillatoire. Les modes de convection instables au-dessus du seuil ont été étudiés



19

en fonction des parametres régissant (la porosité normalisée, la conductivité thermique de
milieu poreux, le rapport de capacité thermique, le nombre de Darcy et le nombre de Prandtl).
Dans le régime de convection oscillatoire, la diminution du nombre de Prandtl a montré un
effet de stabilisation, donc le seuil de convection oscillatoire diminue avec la diminution du
nombre de Prandtl. Dans le cas de convection oscillatoire, le taux de transfert de chaleur varie
sensiblement avec le temps. Lage et Antoh (2000) ont réalisé une expérience dans le régime
d’écoulement de Darcy et ont exploré la route vers le régime d’écoulement non linéaire ou
I’effet de la trainée de forme devient significatif. Les auteurs ont également pu faire la
lumiére sur I’histoire de la signification physique de I’extension de la loi de Darcy pour tenir
compte du terme de la trainée de forme qui est proportionnelle a la vitesse d’infiltration au
carré et ont mis I’accent sur la bonne terminologie a utiliser pour désigner la force de la
trainée de forme de la matrice poreuse solide. L’extension de la vitesse cubique de la loi de
Darcy a été jugée non pertinente du point de vue expérimental. Jue (2001) a effectué¢ une
analyse de la convection instable dans des cavités rectangulaires remplies d’un milieu poreux
saturé. Les équations de Navier-Stocks modifiées, y compris les termes de Darcy et Dupuit
ont ét¢ examinées et résolues numériquement. En raison de terme de la trainée de forme dans
les équations régissant, qui dépendent de la perméabilité et de la porosité du milieu poreux,
I’auteur a conclu que la force de I’écoulement de convection diminue quand la trainée de
forme devient importante. Par conséquent, le taux de transfert de chaleur est réduit. Nawaf et
Pop (2005) ont présenté une étude numérique sur la convection naturelle stable dans une
cavité carrée contenant un milieu poreux. La paroi verticale a gauche de la cavité est chauffée
avec une température constante, tandis que la paroi droite est refroidie avec une température
constante et les deux parois horizontales sont adiabatiques. Le modele non-Darcy (modele
Darcy-Dupuit) prend en considération I’effet de la trainée de forme. La méthode numérique
des volumes finis est utilisée pour résoudre les équations régissantes adimensionnelles. Les
résultats présentés ont montré I’effet du paramétre de la trainée de forme sur le nombre de
Nusselt et I’intensité de I’écoulement maximale pour différentes valeurs du nombre de
Rayleigh. Ces résultats montrent que 1’augmentation du parameétre de 1’effet de la trainée de
forme conduit a un ralentissement de I’intensité de I’écoulement dans la cavité. Hadim (2006)
a étudié¢ numériquement la convection de non-Darcy dans une enceinte poreuse saturée avec
un fluide non-Newtonien en utilisant la loi de puissance. La configuration est une enceinte
chauffée par les parois latérales, tandis que les parois horizontales sont isolées. L’écoulement
dans le milieu poreux est modélisé a 1’aide du modéele Brinkman-Forchheimer-Darcy, qui

tient compte des effets de la trainée de forme et visqueux. L’auteur a utilisé une
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discrétisation en volumes finis pour résoudre les équations gouvernantes. Cette méthode
assure la conservation de la masse et de I’énergie sur chaque volume de contrdle. Le terme
non-linaire de Darcy et le terme de Forchheimer ou Dupuit dans 1’équation de mouvement
sont traités comme des termes linéaires. Les résultats montrent que 1’augmentation du
nombre de Darcy, augmente la vitesse de 1’écoulement prés des murs et provoque un
accroissement du nombre de Nusselt dans la cavité. Cependant 1’augmentation du nombre de
Rayleigh thermique produit des effets similaires a un exposant de la loi de puissance # faible.
Sidiropoulou et al. (2007) ont déterminé le coefficient de Forchheimer (ici dénommée
Dupuit) pour un écoulement du milieu poreux Dupuit-Darcy. Les auteurs ont utilisé les
données théoriques et expérimentales existantes pour évaluer le coefficient et ont démontré
leur dépendance du nombre de Reynolds. Leur analyse a été réalisée sur la base de différentes
matrices poreuses. Krishna et al. (2009) selon le probléme de la convection naturelle avec la
source de chaleur située avec la surface inférieure d’une cavité contenant un milieu poreux
anisotrope est analysé numériquement par une approche généralisée non-Darcy. Les résultats
ont été présentés en termes d’isothermes, des lignes de courant, de température maximale et
du nombre de Nusselt moyen pour comprendre le comportement physiques des écoulements.
Les auteurs montrent que les propriétés anisotropes ont une influence significative sur le

comportement d’écoulement et sur le transfert de chaleur.

Le phénomene de la double diffusion a été découvert la premiére fois par Stommel et
al. (1956) dans un contexte océanographique, et sa formulation théorique a été réalisée par
Stern (1969). 11 peut se produire dans les milieux liquides ou poreux, tels que les magmas,
stellaires et planétaires, métaux liquides, océans, lacs et I’atmosphére, et aussi dans beaucoup
d’applications technologiques en d’ingénierie telles que les étangs solaires, les réservoirs
pour le stockage de gaz naturel et de déchet radioactif, le transport de polluant dans le
soletc....

La plupart des travaux antérieurs sur la convection naturelle doublement diffusive dans
les milieux poreux sont penchés sur le début du mouvement convectif dans des couches
poreuses horizontales, soumises a des gradients de température et de concentration. Nield
(1968), Rudraiah et al. (1982) ont dérivé, sur la base de la théorie de la stabilité linéaire, les
crittres de D’apparition de la convection par I'intermédiaire des modes stationnaires et
oscillatoires pour différentes conditions aux limites thermiques et solutales. En outre, il est
bien connu que le début du mouvement, dans une couche de fluide binaire peut se produire a
une amplitude finie, c'est-a-dire souscritique. Ce type de bifurcation est possible a condition

que les forces de volume soient opposées et que le nombre de Lewis soit supérieur a 1’unité.
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Brand et al. (1984) ont donné une équation d’amplitude pour un mélange binaire dans un
milieu poreux au voisinage du point d’intersection entre les courbes de bifurcation
stationnaire et instationnaire. Trevisan et Bejan (1985) ont utilisé une méthode numérique
pour étudier la convection doublement diffusive dans une cavité carrée poreuse avec des
parois verticales maintenues a des températures et des concentrations constantes et des parois
horizontales adiabatiques et imperméables. Une analyse d'échelle a été utilisée pour traiter ce
probléme dans les cas limites des écoulements entrainés par les effets thermiques ou
massiques et pour dégager les divers effets qui influencent les résultats globaux de transfert
de chaleur et de masse. Il a été trouvé que I’écoulement du fluide était possible au-dela d’un
certain nombre de Rayleigh critique quand (Le = 1). Cependant, le mouvement du fluide
disparait complétement pour Le=1 et N=-1. Poulikakos (1986) avait analysé la stabilité
linéaire une couche poreuse horizontale en double diffusion. Les parameétres critiques du
probléme sont déterminés et les fronticres définissant les régions des régimes de convection
sont obtenues. Trevisan et Bejan (1986) ont étudié la solution analytique et numérique dans
une cavité¢ verticale exposée a des flux de chaleur et de masse uniforme. La solution
analytique a été basée sur I’hypothése d’un écoulement paralléle. Les résultats montrent un
bon accord avec les calculs numériques quand le rapport d’aspect devient assez grand. Une
¢tude expérimentale de la convection de double diffusion dans un milieu poreux a été
effectuée par Murray et Chen (1989). Une bonne concordance pour le nombre de Rayleigh
thermique critique a été obtenue entre les expériences et la théorie de la stabilité linéaire. La
stabilit¢ non linéaire de la convection thermosolutale dans une couche poreuse horizontale,
chauffée par le bas a été ¢étudié par Radraiah et al (1992). Le nombre de Rayleigh critique,
marquant le seuil de la convection a amplitude finie a été dérivé en utilisant une
représentation tronquée d’une série de Fourrier. Les effets des nombres de Prandtl, de Lewis
et de Darcy sur la convection ont été discutés par ces auteurs. Rosenperg et Spera (1992) ont
¢tudié la convection thermosolutale au sein d’une cavité poreuse chauffée par le bas, pour
une variété de conditions initiales et de conditions aux frontiéres. Il a été démontré
numériquement que la dynamique des écoulements pour des nombres de Rayleigh et de
Lewis fixes dépond fortement du rapport des forces de volume. Chen et Chen (1993a) ont
¢tudi¢ la double diffusion dans une couche poreuse horizontale saturée. Le modele de Darcy
avec le terme de Brinkman et de Forchheimer ont été utilisé. Une méthode numérique mixte
Galerkin-différences finies a ét¢ adoptée pour prédire les limites de stabilités délimitant les
différents régimes d’écoulements en fonction du nombre de Rayleigh thermique et solutal. La

convection de double diffusion non linéaire dans une couche poreuse horizontale, dans lequel
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des conditions horizontales périodiques sont prescrites, a été considérée par Chen et Chen
(1993b). Les limites de stabilité¢ divisant les régions de différents types d’écoulements ont été
identifiées par ces auteurs en termes des nombres de Rayleigh thermique et solutal. Mamou et
al. (1995a) ont étudi¢ numériquement la convection naturelle double diffusive dans une
cavité verticale poreuse saturée par un fluide. L’écoulement est conduit par des conditions
des flux horizontaux uniformes de la chaleur et de masse. Les résultats montrent que pour une
valeur donnée de N, les nombres de Lewis et de Rayleigh ont une influence sur le domaine ou
il existe des états multiples stables. Mamou et al. (1995b) ont observé une bonne concordance
entre la solution analytique, dérivée sur la base de I’approximation de 1’écoulement parall¢le,

et les solutions numériques des équations de base. Goyeau et al. (1996) ont considéré la

convection thermosolutale coopérante (N >1) dans un milieu poreux de Brinkman. Les

résultats de la simulation numérique se sont avérés en accord avec celles obtenus par une
analyse d’échelle en régime de couche limite. Récemment, le seuil et le développement de la
convection de double diffusion dans une couche poreuse dans laquelle I’agent déstabilisant
est celui ayant une diffusivité plus élevée, a été étudié par Nguyen et al. (1997). On a
démontré, en se basant sur les théories de la stabilité¢ linéaire et non linéaire, que la
convection peut exister a des nombres de Rayleigh au dessous de la valeur supercritique. Ce
résultat, indiquant le développement possible des écoulements stationnaires souscritique, a
été confirmé par les solutions numériques des équations de base. Karimi-Fard et al. (1997)
ont étudi¢ numériquement par la méthode de volumes finis, ’effet des termes de Dupuit-
Brinkman sur 1’écoulement convectif dans une cavité poreuse carrée. Leur ¢tude a montré
que la variation du nombre de Darcy et le nombre de Lewis peut affecter I’écoulement au sein
de I’enceinte poreuse. L’instabilité de la convection diffusive dans une couche poreuse
verticale soumis a des flux constants de chaleur et de concentration sur les parois verticales a
été étudiée par Mamou et al. (1998a). Sur la base de la théorie de la stabilité linéaire, les états
d’instabilité marginaux des modes stationnaires et oscillatoires ont été déterminés en termes
du nombre de Lewis, de la porosité normalisée du milieu poreux et du rapport d’aspect de
I’enceinte. En outre, une solution analytique valide pour une cavité verticale est dérivée sur la
base de I’approximation d’écoulement parall¢le. Le modéle non linéaire obtenu indique que
le début de la convection d’amplitude finie se produit a un certain nombre de Rayleigh
souscritique, qui est en fonction du nombre de Lewis. Le méme probléme a été reconsidéré
par Mamou et al. (1998b) qui ont utilisé le modele de Brinkman pour étudier analytiquement
et numériquement la convection naturelle thermosolutale induite dans une couche poreuse

verticale soumise a des flux de chaleur et de masse uniformes. Ils se sont intéressés,
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particulierement, au cas ou les forces de volume thermique et solutale sont opposées et de
méme intensité. Les nombres de Rayleigh -critiques caractérisant [’apparition des
mouvements convectifs sont calculés analytiquement en fonction des nombres de Lewis et de
Darcy. Il a été trouvé que le nombre de Rayleigh thermique critique augmente lorsque le
nombre de Darcy augmente ou lorsque le nombre de Lewis tend vers 1’unité. De plus, il a été
montré que I’augmentation du nombre de Darcy induit une diminution de l’intensité de
I’écoulement et des transferts de chaleur et de masse. Par contre, I’augmentation du nombre
de Rayleigh cause I’augmentation monotone de I’intensité de I’écoulement. Les résultats du
milieu fluide ont été également obtenus a partir de la présente solution pour des nombres de
Darcy suffisamment ¢élevés. La convection en double diffusion dans une enceinte poreuse
inclinée a été ¢tudiée par Mamou et al. (1998c). Les critéres pour 1’apparition de la
convection de 1’état de repos ont été¢ dérivées numériquement. L’existence de la convection
souscritique a été également démontrée. Le méme probleme a été reconsidéré par Karimi-
Fard et al. (1999) pour une cavité avec des parois opposé€es soumises a une température et
une concentration différente mais uniforme. La confirmation numérique de 1’apparition de
mouvement prédit par la théorie de la stabilité linéaire a été obtenue pour une cavité carrée.
En outre, les simulations numériques montrent 1’existence de solutions multiples. Bennacer et
al. (2001) ont considéré une cavité verticale soumise a des températures et des concentrations
constantes sur les parois verticales. Les forces de volume induisant 1’écoulement sont

supposées coopérants. L’analyse d’échelle a été utilisée dans les cas limites thermique pure

(N <<1) et solutal pure (N >>1) en régime de couche limite. Ils ont démontré que les

propriétés anisotropiques du milieu poreux affectent considérablement les taux de transfert de
chaleur et de masse dans la cavité. Mohamad et Bennacer (2002) ont étudié la structure de
I'écoulement qui se compose principalement d’un écoulement thermiquement induit de
recirculation superposé a un faible écoulement secondaire et se développant en spirales
suivant la direction transversale. Cependant, quand le rapport des forces de volume N = —1,
I'écoulement bifurque suivant deux branches induites thermiquement. Par contre, quand N
augmente, 1'écoulement se stabilise et diminue en intensité. Les auteurs ont conclu qu’un
modele bidimensionnel est suffisant pour prédire correctement le taux de transfert de la
chaleur et de la masse, au moins pour la gamme des paramétres étudiés. Bennacer et al.
(2002) ont étudi¢ numériquement et analytiquement le transfert combiné de chaleur et de
masse dans une cavité carrée remplie d’un milieu poreux. Le modele de Darcy-Brinkman a
été utilisé. Dans le cas d’écoulement d’origine thermique, I’analyse d’échelle est appliquée

pour prédire analytiquement 1’évolution du transfert de chaleur et de masse en fonction de
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I’anisotropie thermique. Ces résultats montrent 1’existence d’un maximum de transfert de
masse pour un rapport d’anisotropique critique. Cette situation critique dépend de plusieurs
paramétres dont le nombre de Lewis. Bara et Khalil (2002) ont étudi¢ les effets des
parametres anisotropes sur 1’existence des solutions oscillantes instables et des solutions
multiples en fonction du rapport des forces de volume. L’étude de solution analytique a été
considérée comme une vérification des résultats numériques. L’analyse de la stabilité de la
convection thermosolutale dans une couche poreuse verticale soumise a des limites thermique
et solutal différentes a ét¢ effectuée par Mamou (2002). Les équations de gouvernance
linéaires ont été résolues numériquement en utilisant une méthode des éléments finis. Il a été
rapport¢ que 1’augmentation de la porosit¢é du milieu poreux retarde 1’apparition des
¢coulements oscillatoires. Mamou (2003) a analysé la stabilité des écoulements convectifs
dans une cavité poreuse horizontale soumise a des gradients verticaux thermiques et
solutales, en considérant l'effet du paramétre d'accélération et de la porosité normalisée du
milieu poreux sur les seuils de la surstabilité et Hopf bifurcation (transition de I’écoulement
stationnaire d'amplitude finie a 1'écoulement oscillant). Le seuil de la transition est déterminé
en utilisant une analyse de la stabilité linéaire de 1'état convectif stable perturbé. Bourich et al.
(2004a) ont étudié¢ numériquement la convection double diffusive dans une cavité poreuse
carrée. Les auteurs ont démontré que pour un certain nombre de rapport de forme, les

solutions multiples disparaissent. Par contre une solution monocellulaire se maintient quand

(N >1) ou (N <1). Mahidjiba et al. (2006a) ont utilis¢ le modéle de Darcy pour étudier

numériquement le début de la convection dans une couche poreuse horizontale saturée par de
I’eau froide. Les parois horizontales de la cavité sont soumises a des températures et des
concentrations constantes, tandis que les parois verticales sont adiabatiques et imperméables.
Les équations gouvernantes prennent en considération la variation de la masse volumique.
Les résultats ont été¢ obtenus pour différentes valeurs du rapport d'aspect, de la porosité, du
nombre de Lewis et du rapport des forces de volume. Pour une cavité finie, ils ont montré que
le régime d’écoulement stable est atteint lorsqu’on trouve un nombre de Rayleigh critique
correspondant a la transition du mode oscillatoire au mode de convection directe. Cependant,
pour une couche infinie les résultats indiquent 1'absence d'un régime d’écoulement stable.
Alloui et al. (2009) ont ¢étudié la convection naturelle dans une cavité carrée contenant un
milieu poreux saturé par un fluide binaire. Les parois verticales de 1’enceinte sont
adiabatiques et imperméables. Par contre, les parois horizontales sont soumises a des flux de
chaleur constants avec la paroi inférieure chauffée et la paroi supérieure refroidie. Le modele

de Darcy a été utilisé. Les parameétres gouvernants du probléme sont le nombre de Rayleigh,
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le nombre de Lewis, le rapport des forces de volume, la longueur de la partie chauffée, le
rapport d’aspect de la cavité, la porosité de milieu poreux et la position relative de la partie
chauffée avec la ligne médiane verticale de la cavité. Les deux écoulements de convection
monocellulaire et bicellulaire sont étudiés. Aussi 1’existence possible d’un écoulement tri-

cellulaire est démontrée.

I1 semble que les premiers a avoir étudié I’apparition de convection induite par 1’effet
de Soret, dans une cavité verticale soumise a un gradient de température horizontale pour la
condition des forces de volume thermique et solutal et des mémes intensités mais de sens
opposé, sont Marcoux et al. (1998). Ils ont prédit le nombre de Rayleigh supercritique dans
I’apparition de la convection a I’état de repos sur la base de la théorie de la stabilité linéaire
en termes de rapport d’aspect de la cavité. La stabilité de petites perturbations de 1’état de
repos a ¢té étudiée numériquement par Joly et al. (2000,2001) dans le cas de convection
induite par Soret, en se basant sur la théorie de la stabilité linéaire. Ces derniers ont trouvé
que la dépendance du nombre de Rayleigh supercritique du nombre de Lewis est différente de
celle du probléme de la double diffusion. Le nombre de Rayleigh critique dans I’apparition de
la convection souscritique est €également obtenu analytiquement. Pour la convection
d’amplitude finie, les expressions explicites ont ét¢ dérivées pour prédire I’influence des
parametres régissant sur le nombre de Nusselt et de Sherwood. Brand et Steinberg (1983a,
1983b) ont remarqué qu’en prenant en compte I’effet Soret, il est possible d’avoir une
instabilité¢ oscillatoire pour une cellule chauffée par le haut. Ils présentent une équation
d’amplitude pour Dl’instabilité oscillatoire dans une cellule poreuse saturée par un fluide
binaire. L’influence de la porosité est prise en compte dans de nombreuses contributions
récentes pour un probléme similaire mais pour des conditions aux limites différentes de celles
utilisées dans le présent travail. Bahloul et al. (2003) ont étudié la stabilit¢ de 1’écoulement
dans une couche horizontale dans le cas de la double diffusion avec ou sans effet Soret. Ils
ont considéré des conditions aux limites avec des flux de chaleur uniformes appliqués sur les
parois horizontales et des parois verticales imperméables et isolées. Ils ont trouvé une
solution analytique valable pour ces deux cas. Leur travail comprend un mod¢le analytique
pour la convection d’amplitude finie et des résultats numériques permettant la détermination
de la premiére bifurcation de Hopf. Pour la convection d’amplitude finie, une comparaison
est faite pour illustrer la différence entre la double diffusion et la convection induite par effet
Soret. Bourich et al. (2002) ont présenté une étude analytique et numérique de la convection
induite par effet Soret dans une couche poreuse horizontale chauffée par le bas par un flux

constant et uniforme. En utilisant I’hypothése d’écoulement paralléle, ils ont déterminé les
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seuils de bifurcation stationnaire et souscritique en fonction des paramétres régissant le
probléme. Ce probléme a été étudié aussi par Bourich et al. (2004b) en considérant non
seulement une cavité poreuse, mais aussi fluide. Le passage entre la formulation en milieu
poreux saturé par un fluide binaire et un fluide binaire a ét¢ obtenu en utilisant le mod¢le de
Brinkman-Hazen-Darcy dans sa forme transitoire. Les nombres de Rayleigh critiques pour le
d’eclenchement de la convection stationnaire et oscillatoire ont été déterminés explicitement
comme des fonctions des paramétres régissant le probléme pour une couche infinie. A
I’apparition de I’instabilité ils ont constaté que le nombre d’onde est égal a zéro alors que
pour nos conditions aux limites le nombre d’onde est égal a zéro seulement dans une gamme
particuliere des valeurs du facteur de séparation. Ils ont également montré la dépendance des
paramétres critiques en fonction de la porosité normalisée. El Hajjar (2008) ont étudié la
naissance de la convection thermo-solutale dans une couche poreuse infinie avec I’effet
Soret. Les parois horizontales imperméables a la matiére sont maintenues a des températures
constantes mais différentes. L’investigation a ¢été faite sur les effets des parametres de
contrdle tels que le nombre de Lewis, le facteur de séparation, et la porosité normalisée sur la
convection. Cette ¢tude a permis de mettre en évidence deux zones d’écoulements : une
stationnaire et 1’autre oscillante. Pour une cellule chauffée par le bas, la solution d’équilibre
perd sa stabilité via une bifurcation stationnaire lorsque le facteur de séparation est supérieur
a la valeur critique. Lorsque ce dernier est inférieur a la valeur critique, la solution perd sa
stabilit¢ via une bifurcation de Hopf. Dans le cas d’une cellule chauffée par le haut, la
solution d’équilibre est stable lorsque le facteur de séparation est supérieur a la valeur
critique ; alors qu’elle perd sa stabilité via une bifurcation stationnaire lorsque le facteur de
séparation est inférieur a la valeur critique. Alloui et al. (2010) ont étudié analytiquement et
numériquement les effets combinés de Soret et thermosolutale sur la convection naturelle
dans une cavité rectangulaire verticale remplie d’'un mélange binaire. Des conditions aux
frontieres de type Neumann pour la température et le soluté ont été appliquées aux parois
verticales de la cavité, tandis que les deux parois horizontales sont supposées imperméables
et isolées. En fonction des parametres fondamentaux du probléme, ils trouvent un bon accord
entre 1’é¢tude analytique basée sur ’approximation de 1’écoulement parallele et 1’étude
numérique basée sur la méthode de volume de contrdle. Récemment, Er-Raki et al. (2011)
ont étudié I’effet de Soret sur le début de mouvement dans une cavité peu profonde chauffée
et salée par les parois verticales. Ils ont pris en considération la situation particuliére ou le
rapport de force de volume est li¢ au parametre de Soret de manieére que 1’état de repos est

une solution du probléme. Il a été constaté que seulement la convection souscritique est
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possible pour cette situation. La méme configuration d’écoulement a été étudiée par Alloui et
Vasseur (2013a) pour le cas de la convection induite par double diffusion et I’effet de Soret.
Il a ét¢ montré que les régimes d’écoulement induits dans ces deux situations sont
qualitativement similaires. Sur le plan quantitatif, les différences deviennent de plus en plus
importantes quand la valeur du nombre de Lewis est rendue petite. Au dessus du nombre de
Rayleigh souscritique la convection unicellulaire existe en termes des nombres de Lewis et

Darcy.

Dans cette these, nous considérons les transferts de chaleur et de masse par convection
naturelle induite par double diffusion et I’effet de Soret dans des couches poreuses inclinée.
Les parois actives de la cavité sont soit soumises a des conditions aux frontiéres thermiques
et solutales de type Neumann (flux constants de chaleurs et de concentration), soit de type
Dirichlet (température et concentration constantes imposées). Le modele de Dupuit-Darcy,
tenant compte des effets de la trainée de forme pour des écoulements & haut nombre de
Reynolds, a été utilisé¢ pour établir les équations gouvernantes du systéme. En d’autres mots,
la loi de Darcy, qui caractérise le milieu poreux, est étendue en incluant la loi de Dupuit. La
motivation de ce travail est de compléter les études antérieurs sur la convection doublement
diffusive en milieu de Darcy a faible nombre de Reynolds, nous avons considéré des
¢coulements convectifs pour n’importe quelle valeur de Reynolds en utilisant le modéle de
Dupuit-Darcy qui tient compte des effets de la trainée de forme. Le but principal de cette
¢tude est d’examiner 1’effet de la trainée de forme sur les écoulements sous-critiques et au
voisinage des états critiques de déclenchement de la convection, ce qui nous a conduits a des
résultats originaux et a découvrir des nouveaux phénomenes de convection. Nous avons
trouvé que le paramétre de la trainée de forme a un effet significatif sur le transfert de chaleur
par convection. En outre, bien que 1’effet de la trainée de forme n’ait aucune influence sur les
seuils de I’apparition du mouvement stationnaire, il a un effet important sur ’apparition de la
bifurcation de Hopf. Comme la trainée de forme joue le réle d’un paramétre de stabilisation
sur 1’écoulement convectif, elle a un effet considérable sur I’apparition de la convection
souscritique. Selon la valeur du rapport des forces de volume, N, deux cas d’écoulement
convectifs sont étudiés : en premier lieu, le cas de convection opposée N<O (les forces de la
flottabilité thermiques et solutals sont opposées I’une a ’autre) est considéré. Et en dernier
lieu, le cas ou les forces de volume ont la méme intensité mais dans des sens opposés N=-1 a
été étudié dans le cas d’une cavité verticale. Pour les deux cas, il est bien connu que, pour un
ensemble donné des parameétres de contrdle et en absence d’effet du parameétre de la trainée

de forme, le début du mouvement peut étre souscritique, c'est-a-dire se produisant a une
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convection d’amplitude finie bien en dessous du seuil de convection stationnaire. L’ effet du
paramétre de la trainée de forme sur la convection souscritique ne semble pas étre étudié
systématiquement dans le passé. Un nouveau phénomeéne de bistabilité est démontré dans la
présente étude, pour lequel deux solutions d’état stable coexistent pres du début de

convection stationnaire.
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CHAPITRE 11
MODELE PHYSIQUE ET FORMULATION MATHEMATIQUE

2.1 Description du probléeme

On se propose d’étudier le phénomene de la convection double-diffusive dans un
espace confiné. La configuration géométrique bidimensionnelle de notre écoulement est
représentée sur la Fig 2.1. Nous considérons le cas d’une cavité rectangulaire de dimensions
géométriques suivantes : longueur L’, hauteur H’ et largeur W, inclinée d’un angle @ par
rapport au plan horizontal, contenant un milieu poreux saturé par un fluide binaire. Les parois
actives de la cavité sont soumises a des flux de chaleur, ¢’, et de masse, j’, uniformes. Les

autres parois sont considérées comme adiabatiques et imperméables.

Dans la présente étude, la cavité est placée dans un champ de pesanteur uniforme

constant g . L’interaction entre la gravité et les gradients de température et de soluté donnent

naissance a des mouvements convectifs naturels. Ces derniers sont dus essentiellement a la
distribution non uniforme de la densité du fluide engendrée par les facteurs cités ci-dessus. La
problématique de cette ¢tude est la détermination des nombres de Rayleigh critiques
marquant différents seuils de convection. En régime de convection a amplitude finie, on
déterminera les transferts de chaleur et de masse induits par les mouvements de convection
naturelle. Dans cette étude, quelques hypothéses simplificatrices seront adoptées afin

d’alléger la complexité du probléeme.

Figure 2.1 : Représentation schématique du modele physique et du systeme de coordonnées.
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2.2 Hypotheses simplificatrices

Lors de notre étude plusieurs approximations ont ét¢ adoptées afin de simplifier la
formulation du mod¢le mathématique :
e La largeur de I’enceinte, W', est supposée suffisamment grande par rapport aux autres
dimensions (WL’ et W/H™>> 1) de fagon a ce que les effets tridimensionnel deviennent
négligeables. Ceci nous ameéne alors a un probléme bidimensionnel comme le montre la

Fig 2.1.

e la solution est un fluide newtonien et incompressible.

e L’écoulement engendré est supposé laminaire et transitoire.

e La matrice poreuse est isotrope, perméable et homogene.

e [l n’y aniréaction chimique ni source de chaleur ou de masse.

e Le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable.

e L’effet de Dufour de diffusion de chaleur est négligé.

e Le travail, induit par les forces visqueuses et de pression, est négligeable.

e Les propriétés thermophysiques du fluide sont constantes et sont évaluées a la
température de référence. Cependant, la densité du fluide dans le terme des forces de
volume varie linéairement avec la température. Celle-ci est donnée par la relation

suivante :
p=p[1-B (T'-T"))-B; (S-S )] 2.1
ou : T’ et S’ représentent respectivement, la température et la concentration de fluide en un
point du systeme, 7', S,' et p, représentent la température, la concentration et la masse
volumique de référence, [, et [ sont respectivement les coefficients d’expansion

thermique et solutal du fluide. Ils sont définis par :

l1(o 1o
T
Po\OT " Jpis: Po\OS " Jpr

Pour la plupart des fluides, [, est positif sauf I’eau qui représente une densité
maximale au voisinage de 4°C, par contre S, peut étre négatif ou positif en fonction de la
contribution des composantes de diffusion a la densité du fluide. La relation (2.1) est d’une
bonne approximation tant que la condition (Ap/ p) <0.1 est vérifiée par I’approximation de

Boussinesq decrite dans Gray et Giorgini(1976).
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2.3 Formulation mathématique

En tenant compte de toutes les hypothéses considérées, le systéme d’équations
différentielles aux dérivées partielles décrivant ce probléme est composé de 1’équation de
continuité, des équations de la conservation de la quantit¢ de mouvement et des équations de
la conservation de 1’énergie et de la matiére dans un milieu poreux.

Pour tenir compte des effets de la trainée de forme en grands nombre de Re, le terme
non linéaire de Dupuit est pris en considération. Le mod¢le ainsi formé est connu sous le nom
du modele de Dupuit-Darcy ou de loi de Darcy étendue.

Le mode¢le de Dupuit-Darcy, tenant compte des effets de la trainée de forme, est pris en
considération. Pour que la validation de la loi de Dupuit-Darcy soit effective, les conditions

suivantes doivent étre satisfaites :

K

H'2

v JK

L

£'<0.8 Da = <10° 0O<Re =

<o (2.3)

ou: V_ est la vitesse moyenne des particules de fluide a travers la matrice solide, K la

perméabilité du milieu poreux, v la viscosité cinématique du fluide et VK est la longueur
représentative du diametre des pores.

Pour que les résultats obtenus soient valides, il faut que la porosité du milieu poreux
soit inférieure a 0.8. Dans le cas contraire, les forces visqueuses (connues sous le nom de

termes de Brinkman) doivent étre prises en considération.

Pour I’étude de la convection naturelle dans des milieux poreux, nous supposons que la
matrice poreuse est solide, perméable, homogene, isotrope et saturée par le fluide. Les
équations relatives aux flux de chaleur et de la mati¢re en présence des gradients thermique et

solutal sont données par De Groot et Mazur (1969) :
q'=—kVT' (2.4)
J'(1-8,)=-pDVS =S, pD'S ', (1-S ', )VT" (2.5)

ou Sy est un nombre réel qui vaut (S, = 0) pour la double diffusion ou (S, = 1) pour la
convection induite par I’effet de Soret, k£ et D sont respectivement la conductivité thermique
et la diffusivité massique de la concentration dans la matrice poreuse saturée et D’ est le

coefficient d’effet de Soret.

Pour une cavit¢ remplie par un fluide binaire, les équations de base régissant

I’écoulement et le transfert de chaleur et de masse sont données respectivement par :
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2.3.1 Equation de continuité

L’équation de continuité exprimant le principe de conservation de masse d’un fluide en
mouvement est donnée par :
Ly (2.6)
ox' oy'
2.3.2 Equation de mouvement : Loi de Dupuit-Darcy

La formulation locale de I’équation de conservation de la quantit¢é de mouvement

s’écrit comme suit :

A [ =T ) (575 ) Jeoso | - [H%pﬂ]u Lo
L2 pela r)ens-s o |- 150774 s

2.3.3 Equation de conservation de I’énergie

La premicre loi de thermodynamique permet d’établir des relations entre les différentes
formes d'énergie mises en jeu dans les milieux poreux. L’équation de I’énergie, dans laquelle

les termes de dissipation visqueuse sont négligés, s’écrit comme suit :
orT' or' oT' \
(), =7 +(pC), (” TR gj =k, VT (2.9)

2.3.4 Equation de conservation de masse

Le principe de conservation de la masse meéne a I’équation de concentration suivante :

A ,o8' . .aS'
¢p—+|u +

1%
ot o 8_)/"

ou V' est le vecteur de vitesse dont les composantes sont u” et v’ dans les directions x” et y’,

j:DV'zS'+SrD'S'(1—S)V'2T' (2.10)

respectivement, u est la viscosité dynamique, kp est la conductivité thermique du milieu
poreux, ¢ est la porosité du milieu poreux et P’ est la pression hydrodynamique. Les
paramétres (pC), et (pC)r sont la capacité calorifique thermique du milieu poreux saturé et la

capacité calorifique thermique du fluide respectivement.
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Il est a noter qu’a partir des équations (2.7) et (2.8) la loi de Darcy peut étre obtenue
quand K = 0. Pour illustrer comment le terme non linéaire supplémentaire entre en jeu
lorsque la porosité ¢ est élevée, on peut citer Ergun’s (1952) pour les relations K et K.

d2e? ~ 1.75d
K=

ou d, est la longueur caractéristique des pores ou le diameétre des particules.

De tout évidence, pour les milieux poreux avec une porosité ¢levée (¢~1) le diametre
des pores est assez grand et on peut aboutir & une situation avec des grandes valeurs de K.
Dans ce cas le terme non lin€aire représentant les effets de la trainée de forme devient

important.

La hauteur H’ entre les deux parois horizontales actives de la cavité a été choisie
comme longueur de référence pour adimensionnaliser les équations gouvernantes (2.6)-
(2.10). La vitesse est adimensionnalisée par rapport a la diffusivité thermique. Par ailleurs la
température et la concentration sont adimensionnalisées par rapport a I’écart de température

et de concentration entre les deux parois horizontales de la cavité.

Les variables adimensionnelles sont données par :

_ x_' y' — u' v — VT — ' *
(x,y)—(g*,g*j, (u,v) (U*’U*J’ t=t/t, P=PYP
Tv_Tv) (S,_S,) (212)
Y=Yk, T:(—*O, S=—=™, s=¢lo
AT AS

ou ¢, P, t", U sont respectivement la longueur, la pression, le temps et la vitesse

caractéristiques. Ces grandeurs sont définies comme suit :
* i *2 * _* * Cl_p
P*=_~poU™, t =05 Ur= T (2.13)
ou «, et o désignent la diffusivité thermique du milieu poreux saturé et le rapport des

chaleurs massiques respectivement. Ils sont définis par :

ko _(eC),
w0, 7 (00), 19

ou AS" =j' pD pour la  convection  double  diffusive  (5=0) et

ap =

AS"=S", (I—S " ) AT 'D'/ D pour la convection induite par I’effet de soret (S,=1).

;e e * , .
Dans notre cas la longueur caractéristique ¢ est définie comme :
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=H (2.15)
En introduisant les variables sans dimensions (2.12) dans les équations (2.6)-(2.10),
nous obtenons les ¢équations gouvernantes adimensionnelles suivantes décrivant

respectivement, la conservation du mouvement, de I’énergie et de masse.

wu (2.16)
ax oy
Da 0P K |-
_Egzu +Pr£*’V‘u -R, (T +NS)COSCD (2.17)
_Daop _ | K Vv -R, (T +N5S)sino (2.18)
P. oy Pl
or . or o o (2.19)
ot Ox oy
BBy B et (vis -5, v (2.20)
ot ox

A partir de ces équations, cinq groupements adimensionnels émergent dans les
équations ci-dessus, a savoir le nombre de Rayleigh thermique Ry, le rapport des forces de
volume N, le nombre de Prandtl P., le nombre de Darcy Da, le nombre de Lewis Le et le

nombre de Prandtl modifié, P, qui sont définis par :

:gKﬂTAT*(*, N:ﬂSASZ’ P 14
apv B AT ap

K * H'
:_2, Le=a—P, Pr =I),—~
H' D K

R

T

(2.21)
Da

24 Equation de fonction de courant

Etant donné que 1’écoulement est considéré bidimensionnel, il existe alors une fonction
de courant ¥(x, y) définie par :
oY oY

5 e (2.22)

u

Apres I’élimination de la pression dans les équations (2.17) et (2.18), les équations de

mouvement, se réduisent a :
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2 2 2
1+V—‘; Vz‘{’+L*Va‘1 vza—‘fﬂtza \121—2uv o =-R, {i(T +NS )cos D —
r. P Ox oy Ox Oy Ox

r

(2.23)

i(T +NS )sinCD}
oy

avec : V, = vu? + v2.

Ci-apres, (1/PF") dans I’équation (2.23) est considéré comme le coefficient de la trainée

de forme qui augmente avec la diminution de P-.
2.5 Conditions aux limites

2.5.1 Conditions aux frontiéres hydrodynamiques

Ces conditions expriment I’imperméabilité¢ des parois de la cavité, elles sont données

par:
u'=0, W¥'=0, a :i%
e (2.24)
v'=0, Y¥'=0, a y'=t—
2
Dans un milieu poreux de Darcy, le glissement des particules fluides sur les parois est
permis.

2.5.2 Conditions aux frontieres thermiques et massiques

Les conditions aux fronti¢res sur les parois adiabatiques et imperméables de la cavité

sont exprimées par :
LI s (2.25)

x'=+t—, = =
2 ox' ox'

Par ailleurs, les conditions thermiques sur les parois actives sont :
H' or' oA orT'

'=+—, —k,—=q', -pD—-S.pD'S'(1-S")—=(1-S,);"' (2.26
y Payl q P ayl PP ( )ayv ( ’)] ( )

2.5.3 Conditions aux frontieres thermiques adimensionnelles

(2.27)

SE R YN
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ar _as _, =4 (2.28)
ox  Ox 2
O_T:_L Qz(Sr—l)hS'ra—T a oy :il (2.29)
oy oy oy 2

2.6 Transfert thermique et massique

Dans la présente étude, nous nous intéressons particuliérement aux calculs du taux de
transfert de chaleur et de masse a une position x donnée, qui sont exprimés en termes des

nombres de Nusselt et Sherwood définis par :

q' 1
Nu, = = 2.30
u, i AT T(X,—1/2)—T(x,l/2) ( )
e
HV
Sh, = L= 1 (2.31)
’ D£ Sx,-1/2)-S(x,1/2) :
H!

Les valeurs moyennes des nombres de Nusselt et de Sherwood sur les parois actives

sont exprimées par :

1 pan2

Nu, =— Nu dx (2.32)

"o dean Y

1 pan2

Sh =—/("" Sh_dx (2.33)

m A —A/2 X



37

CHAPITRE III
SOLUTION ANALYTIQUE

Les équations aux dérivées partielles non linaires en milieu poreux (2.19), (2.20) et
(2.23) régissant le probleme de la convection double diffusive, sont fortement couplées. Une
solution analytique pour ces équations est en général impossible, sauf pour certains cas et
hypothéses pour lesquels les équations se simplifient considérablement. Dans le cas d’une
couche poreuse de grand rapport d’aspect (4>>1) avec des parois actives exposées a des flux
de chaleur et de masse constants, il est possible de trouver une solution analytique
approximative. Cette derniere, obtenue en utilisant le concept de I’écoulement parall¢le,
permet de prédire analytiquement certains phénomenes physiques impliqués dans la

convection naturelle doublement diffusive.

Le concept de I’écoulement parallele a été utilisé avec succes dans le passé par
plusieurs auteurs pour 1’étude concernant la convection naturelle dans des cavités ¢lancées
(4>>1). Parmi ces auteurs, on peut citer : Cormack et al. (1974), Sen et al. (1987), Vasseur et
al. (1989), Alavyoon (1993), Mamou et al. (1995b). Ce concept suppose que lorsque la cavité
présente un grand rapport de forme (4>>1), ’écoulement engendré devient relativement
parallele le long des longues parois de la cavité, ce qui permet bien sr de négliger la

composante de la vitesse perpendiculaire a ces parois.

Lorsque la cavité présente un grand rapport de forme L >>H’ Fig (3.1), les lignes de
courant au centre de la cavité, deviennent relativement paralléles a 1’axe des x. Autrement
dit, la fonction de courant ¥ devient une fonction de 1’ordonnée y, seulement. On peut alors
écrire :

‘{’(x,y)z‘l’(y) (3.1)

En injectant cette approximation (3.1) dans les équations de conservation de la quantité
de mouvement (2.19) et (2.20), nous pouvons montrer que les profils de la température et de
la concentration sont donnés par la somme de deux termes; un définissant une variation

longitudinale linéaire et I’autre donnant la distribution transversale :

T(x,y)=C,x +0T(y)} (3.2)

S(x,y)zCSx +6s (y)



38

ou C, et Cg sont des constantes exprimant les gradients de température et de concentration
selon la direction x.

Dans le cas des flux de chaleur et de masse imposés, les bilans d’énergie et de matiere

dans le volume de contrdle (Fig 3.1) s’écrivent selon Trevisan et Bejan (1986) sous les

formes suivantes :

jl/2 8_T = 1/2 8—\PTdy (3.3)
—1/2 ax -1/2 ay
Im 6_de =Le_.‘1/2 a—‘{Ide +SFJ‘1/2 a—Ta’y (3.4)
-2 & -2 9y -2 gy

Figure 3.1 : Représentation schématique’ d’une cavité ¢lancée

3.1 Couche horizontale : ®=0° et S,=0

La substitution de ces approximations dans les équations (2.19), (2.20) et (2.23) et en
supposant que les flux de chaleur et de masse a I’état permanent, on obtient les équations

différentielles ordinaires suivantes :

(S +=|2]5) = ~Rer +NC) 35
dy \dy = Pfldyldy - AT S (3.3)
d20r . dw
7 Cr O (3.6)
26 aw

— (3.7)
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En fonction de la composante de vitesse horizontale, u, 1’équation (3.5) se réduit a :

d 1
E(u t |u|u) — —R.(Cy + NCs) (3.8)

En intégrant par rapport a y=0, et en supposant que #=0 a y=0, nous obtenons :

u+Pl*u|u=—RT (C, +NC,)y (3.9)

”

I1 est bien connu que, dans une cavité horizontale, la circulation de flux convectif peut
étre soit dans le sens horaire ou anti-horaire. Ainsi, pour un écoulement dans le sens horaire,

u>0,pour —1/2 < y <0 etdans le cas de sens anti-horaire, u <0, pour 0< y<1/2.

Pour résoudre ce probleme, on considére seulement un cas et ’autre cas pourra se

déterminer avec une transformation antisymétrique. En général, nous pouvons écrire :
‘u‘ =nu (3.10)

ou:n=lpour —1/2<y<0 etn=1pour 0<y <1/2.

Pour cette hypothése, la solution de 1’équation (3.9), est donnée par :

*

u(y)zn]; [—1+\/1—2Qny] (3.11)

ou: Q=2R, (C, +NCy)/P’

Apres I'intégration de I’équation (3.11), le profil de la fonction de courant s’écrit :

()= 22 {(HQ)M ~(1-2nQy )" —%(HW )} (3.12)

La résolution des équations (3.6) et (3.7) est alors donnée par :

9(y)=P,.*FC1"L [n (1—2nQy) _1_£y2+((1+9) _ljy]_y (313)

300> 4 6Q 4

ou 6O représente le profil de la température, 8, avec I, = Cr et I, = 1 ou le profil de la

concentration, 0s avec [ = C5 et [, = Le.
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Les termes des gradients de température, C, , et de concentration, C , sont obtenus en

substituant les profils ¥, T et S dans les relations (3.3) et (3.4), aprés une manipulation

algébrique nous obtenons I’expression suivante :

o0+ 1+ (+0)® (1507-12048)(1+Q)7 (1+Q)" 8

“ 24000 21000 | a8 16800’ Tl s0a0
(1+Q)"” (2+3Q)+4  (1+Q)’ (-2+3Q) 1}” (1+Q)” (-2+3Q)+2 T,
1200 180QY° 481 ° 30Q°P T, 8P.T,.
L,
P

(3.14)

L’équation (3.14) a été résolu numériquement pour C, et C en utilisant la méthode de

Newton-Raphson.

En substituant 1’équation (3.13) dans les équations (2.30) et (2.31), les taux des

transferts de chaleur et de masse sont donnés par :

Lo ) =1 (1+9) 1

Nu‘:PVC{( 15322 | 6Q) 3 +1 (3.15)
. L 10+ =1 (1+Q)?* 1

Sh‘:LePrC{( 15222 | 69) 3 +1 (3.16)

Pour un écoulement parall¢le, Nu=Nuc et Sh=Shc ou Nuc et She sont respectivement les

nombres de Nusselt et de Sherwood au centre de la couche poreuse (x=0).
En combinant 1’équation de Q=2R, (C, +NCy)/P, avec les termes des gradients de

température et de concentration C; et C, en (3.14), nous obtenons I’équation ci-dessous :

a=28 x(h al j (3.17)
P h LeY
ou:
1 =0[168(-2+30Q)(1+ Q)" -(63007 +336) | (3.17a)

7/2

+28(-2+3Q)(1+Q)’ +(1+Q) " [112 1050

P (3.17b
+3(15§22—12Q+8)—4ZQ(—2+3Q)}—1689—83+10593+51(31(i§ @3.170)

r L

3=-21(1+Q)' +24(1+Q)
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et 3 représente, 7 avec I', =1 ou, Y avec I', =Le.

Le type de bifurcation souscritique dont le seuil de la convection est donné par le

sous

nombre de Rayleigh souscritique, R;." , est déterminé a partir de I’équation (3.18).

sous df Q
frc = d]g )
T

(3.18)

Apres la dérivation et la simplification de I’équation (3.18) nous pouvons déduire

I’expression du nombre de Rayleigh souscritique R;.." comme suit :

_ P7Len’Y’ (3.19)
2(LeX*A+N1'y) '

sous

TC

ou

:dK(Q)h_xdh(Q)
dR, dR,
d?L(Q)Y KdY(Q)

dR, dR,

A
(3.20)

Les cas limites des régimes de Darcy pur et Dupuit pur sont explorés.
3.1.1 Solution pour un milieu poreux Darcy (|u|P;) < 1

Lorsque I’effet de la trainée de forme est tres faible, la loi de Dupuit-Darcy se réduit a
la loi de Darcy classique. Cette situation correspond au cas ou le coefficient de la trainée de
forme est tres faible (P° — 00). Pour cette condition, nous pouvons déduire que (Q = 0).
En substituant I’équation de 1’approximation de la fonction de courant (3.1) dans 1’équation
de mouvement (2.23), on obtient 1’équation de la fonction du courant simplifiée suivante :

¥
e ~R,(C, + NCy) (3.21)

Apres intégration des équations (3.6), (3.7) et (3.21) et en satisfaisant les conditions aux
frontiéres (2.27)-(2.29), les profils de la vitesse, de la fonction de courant, de la température

et de la concentration se réduisent aux expressions suivantes :

u(y)=—R,(C; + NCy)y (3.22)
W(y)=¥,(1-4y*) (3.23)

Yol'cl!
0)=—=— By —4y) —y (3:24)
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La fonction de courant au centre de la cavité, Wo, caractérisant |’intensité de

I’écoulement, peut s’écrire sous la forme :
¥, = %(CT +NC,) (3.25)

Les taux de transfert de chaleur et de masse, représentés par le nombre de Nusselt et de

Sherwood sont exprimés respectivement a partir de :

¥, +2b
Nu= 6\{1;’— (3.26)
, +12b
shg Yole 20 (3.27)
WoLe’ +12b '

avec : b=15/16.

Les gradients de la température et de la concentration sont obtenus a partir des

¢quations (3.3) et (3.4) comme suit :
4pT ¥,

~ 3(2b+¥2r2) (3.28)

C

et I'c représente, C, avec I', =1 ou Cgavec I', =Le.

En combinant 1’équation de la fonction de courant au centre de la cavité (3.25) avec les
termes des gradients de la température et de la concentration C, et C, en (3.28), nous

obtenons 1’équation ci-dessous :

LIJ . RT 4qu0 AT 4bLelP0
8 [3(2b+¥2) ''3(2b+WiLe?)

(3.29)

Apres arrangement, nous obtenons alors une équation polynomiale de cinquieme ordre
en terme de la fonction de courant, Wo:
[Le*W§ — 2bLe?d,W¢ — b?*d,] (3.30)
ou :
R
d =2 LelLe+ N)- (ze* +1)

e (3.31)
d, = ?TLez (1+ NLe)—4Lé?

L’équation (3.30) montre qu’on a cing solutions possibles :
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¥, =0

b [dl X m}/z (3.32)

Le

\PO

Le résultat de 1’équation (3.32) indique que, dans le cas d’une cavité horizontale, le
probléme admet cinq solutions différentes. La premiére solution correspond a 1’état de repos
du fluide c'est-a-dire Wo. Les quatre autres sont des solutions convectives. Les signes (+) a
I’extérieur du crochet indiquent que le sens de rotation de 1’écoulement peut étre horaire ou
trigonométrique, tandis que le signe (£) a D’intérieur de crochet indique qu’il existe deux
solutions convectives possibles. Le signe (+) dans notre solution indique que 1’écoulement est
stable et le signe (-) correspond a une solution instable. Du point de vue mathématique, une

solution convective existe seulement si les expressions dans les racines sont simultanément

positives. Selon les signes des groupements d, +/d] +d, et d. +d, dans 1’équation (3.31),
on constate qu’il existe deux types de bifurcations. Le premier type est une bifurcation
supercritique dont le seuil de convection se produit avec une amplitude nulle Wo=0 est donnée

par le nombre de Rayleigh supercritique, R;”. Ce seuil est obtenua partir les conditions

suivantes : d, =0 et d, <0.

A partir de I’équation (3.31), on obtient la valeur de Rayleigh supercritique suivante :

R = R - (3.33)
" (1+NLe)

avec: R =12

Comme on le sait dans la littérature Nield (1968), R a été le premier a discuter de
I’apparition de la convection thermique de Darcy.

Le second type est une bifurcation souscritique a amplitude finie, c'est-a-dire (‘Wo#0).
Dans le cas ou les forces de volume sont coopérantes, (N>0), nous avons uniquement de la
convection supercritique. Ceci est di au fait que les forces de volume agissent dans le méme

sens et qu’elles tendent a déstabiliser les forces de convection. Dans le cas contraire, (N<0),

les forces de convection sont opposées et le seuil de la convection est déterminé a partir des

équations (3.32) et des conditions suivantes : d; +d, =0 et d, >0,
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e R (Le+l
Ry =ﬁ[(m ~N)(Le-1)+2/NLe(Le-1)(1-Le) |  (334)

Dans le cas de simple diffusion, N=0, le gradient de température est obtenu a partir de

I’équation (3.28) comme suit :

C, ==—[10(R, -12)]" (3.35)

1
RT
Dans la limite d’un grand nombre de Rayleigh, on obtient les expressions

asymptotiques suivantes :

C, =+J10R,"”

w = | 2gy (3.36)
"TN3 T '

Nu=6

Dansle régime de Darcy, la solution ci-dessus est similaire a celle rapportée par

Vasseur et al. (1987).
3.1.2 Solution pour un milieu poreux Dupuit (Ju|P;) > 1

Le régime convectif de Dupuit se référe a la situation ou les effets de la trainée de
forme dominent (Q—o0). Ce résultat est obtenu quand |u| > 1 avec une valeur arbitraire de,
B*, de tell sorte que (Ju|P*) > 1. L’équation de mouvement (2.23) dans le cas d’une couche

poreuse de Dupuit se réduit a :
v
Yy

A partir de la solution de Dupuit-Darcy, en supposant que (Q >>1), les profils de la

1 djd¥
P dy\ dy

j =—R.(C, + NC) (3.37)

vitesse, da la fonction de courant, de la température et de la concentration se réduisent aux

expressions suivantes :

u(y)znf;’ \2nQy
_P_r* 32 (. 3/2
‘P(y)—6Q[Q (-2n0 )" | (3.38)
. —2nQy 32 Q2
9(y)=P,,FCFL{n( 3092) + S y |-y

Les expressions des gradients de température et de concentration Cret Cs se réduisent
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80 PT

r—C

P? 8
: {rjg— . Q“}—I:O (3.39)

Les nombres de Nusselt et de Sherwood, d’apres les équations (3.15) et (3.16), ont pour

expressions :
QP? +80
Nu=5--r T (3.40)
QP + 400
P?LEQ
Sh=s,1r Les2+80 (3.41)
(5Le? —4Le)P*Q+400

Dans le cas de simple diffusion, N=0, lorsque le nombre de Rayleigh R, devient trés

grand (RT —> o0; Q—)oo), les nombres de Nusselt et de Sherwood tendent

asymptotiquement vers :
Nu =Sh =5 (3.42)
Pour cette situation, les expressions asymptotiques pour le gradient thermique et
l'intensité de 1'écoulement sont obtenus comme suit :
-1/3

C, =2"(R,P)
(3.43)
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CHAPITRE IV

METHODE NUMERIQUE

Dans ce chapitre, nous utilisons une méthode numérique pour la résolution du systéme
d’équations différentielles non-linéaires telles que présentées dans la solution analytique. La
méthode proposée est basée sur la technique des différences finies. Cette méthode est la plus
ancienne des méthodes numériques. Elle a été introduite au 18" si¢cle par Euler. Elle
s’avere la plus adaptée et la plus facile a utiliser pour les problémes a géométrie simple. Cette
méthode consiste a discrétiser les équations continues aux nceuds d’un maillage prédéfini

(voir Fig. 4.1).

Dans un repére cartésien, chaque nceud est désigné par le couple d’indices (i, j)
désignant les lignes d’intersection du maillage. Les nceuds voisins sont implicitement définis

en augmentant ou en abaissant I’un des indices par un incrément unitaire.

Domaine intérieur

Figure 4.1 : Maillage du domaine de calcul en (i, j).

Les équations de I’énergie (2.19) et de la concentration (2.20) sont discrétisées avec
un schéma centré du deuxiéme ordre et en utilisant la forme conservatrice pour les termes
convectifs. Pour chaque pas de temps, la méthode implicite aux directions alternées (ADI)
donne lieu a deux systémes matriciels tri-diagonaux a résoudre; 1'un résultant de la
discrétisation implicite en x et ’autre de la discrétisation implicite en y. La méthode (ADI)

divise le pas de temps en deux parties €gales. Dans le premier demi-pas de temps, le systeéme
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est implicitement en x mais explicitement en y et dans le deuxiéme demi-pas de temps, le
systéme est implicitement en y et explicitement en x. Pour chaque étape de temps, la solution
est obtenue en balayant le domaine de calcul dans la direction des x puis dans celle des y.
Connaissant les champs de la température et de la concentration a I’instant (n+1)A¢, 1’étape
suivante consiste a déterminer le champ de la fonction de courant a partir de 1’équation
(2.23), une fois discrétisée avec un schéma centré classique et résolue avec la méthode de
sur-relaxation successive (SOR) par points proposée par Frankel (1950), qui est une méthode
explicite donnant directement la valeur de ¥ a I’instant (n+1)A¢, au nceud considére,
moyennant un nombre suffisant d’itérations pour que le critére de convergence souhaité soit

satisfait.
4.1 Discrétisation des conditions aux frontiéres thermiques

Les conditions aux frontiéres (2.28) et (2.29) sont discrétisées selon un schéma aux

différences finies décentré a droite et a gauche du deuxiéme ordre selon la paroi considérée :

o . . or _as
Selon les parois adiabatiques et imperméables : —=—=0
ox Ox
4T2’A—T37A 4S2,'_S3,‘ . A
T, === 5, == A x === (4.1)
ATy Ty 4S v i —Shet . A
Tyin, = ! 3 L Snear = = 3 m N X =5 4.2)
Selon les parois actives : or _ -1, 9% _ (S, -1)+S, or
oy oy oy
AT, -T., +2Ay 1
_ L, L, a =—— 4.3
il 3 y 2 ( )
ATy =T oy =28y . 1
PNl T s 3y a yZE (4.4)
4S., -8, —2Ay (S, —1)=S, (4T, ,~T, ,-3T, 1
S = 2 3 \y ( ) ( 2 3 ,1) A y=— 4.5)
, 3 2
4S[,Ny _Si,Ny—1+2Ay (Sr_l)_Sr (4Ti,Ny _3Ti,Ny+1 _Ti,Ny—l) . 1
Si,Ny+l = 3 a y :5 (46)
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4.2 Discrétisation de I’équation d’énergie

L’¢équation d’énergie étant parabolique par rapport au temps et elliptique par rapport
aux coordonnées spatiales, la méthode implicite aux directions alternées ADI est choisie
comme outil de résolution. Compte tenu de I’équation de 1’énergie (2.19), cette derniére se

réécrit de la fagon suivante :

2 2
a—T+a(UT)+8(V ):8T2+87; 4.7)
ot ox oy ox° oy

Schéma implicite en X et explicite en y

C’est un schéma aux différences centrées au temps (n+1/2) pour les dérivées en x et au

temps n pour les dérivées en y, chaque terme de I’équation (4.7) est discrétis€ comme suit :

PT| _THP-MIMINYaT| TL.mWLTLL o
2 2 ) 2 2 :
ox L,j Ax oy |l-,,- Ay
n n+l/2 n n+1/2 n n n n
a(”T )| _ ”i+1,jTi+1,j _ui—l,jTi—l,j a(VT )| :vi,j+]Ti,j+] _vi,j—lTi,j—l 4.9)
or | 2Ax ’ v |, 2Ay
or Ti}i;l/z _Ti}jj

_5 (4.10)

oT At

i
En substituant les équations (4.8)-(4.10) dans 1’équation (4.7), on obtient un systéme
matriciel tridiagonal de la forme :

n+1/2 n+1/2 n+l/2 _
AT+ BT +C T/ =D, (4.11)
avece

i+l, ] e i-1,j

! 1 r 1 ul 1
A= B =2ty | C=—
2Ax  AX7T, At AXT, 2Ax  AX'T,

v v
Di = _LH"F 12 Tin‘+1 +2 rg - 12 Tin‘ + LT + i Tin'—l
2Ay AT, | At AT, | |28 AT, |

En remplagant les conditions aux limites (4.1)-(4.4) dans 1’équation (4.11) on obtient la

forme discrete implicite en x sous la forme suivante :

Pour : i=2 |4, =3 G| 13512 + B, = 26| 1% =, 4.11a)
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. 4 +1/2 1 +1/2
Pour : i=Nj [ Anx = Bue| T 12+ [Coxe = 2 A | Tt % = Dy 4.11b)
Schéma implicite en Yy et explicite en X

C’est un schéma aux différences centrées au temps (n+1/2) pour les dérivées en x et au

temps (n+1) pour les dérivées en y. La discrétisation des dérivées partielles est donnée par :

1 1 1
o'T _ Ti+15 - 2T, J ? +Ti—1,§ o’T | Titl;il _2Ti’,1j+l +Ti},1jtll 4.12)
o’ Ax’ ’ v, Ay? '
n yH% n ’H% n n+l n n+l
a(”T) :ui+1,jTi+1,j _ui—l,jTi—l,j a(VT)| :vl,j+lTi,j+l _vi,j—lTi,j—l (4.13)
ox y 2Ax ’ oy L ; 2Ay '
L
aT Ti”'Jrl _Ti ; 2
— =2 (4.14)
or |, At

En substituant les équations (4.12)-(4.14) dans I’équation (4.7), on obtient un systéme

matriciel tridiagonal de la forme :

AT +BT" ' +CT""' =D (4.15)

iti,j+l iti,j itij-1 T i

! v‘n‘+ ' _F VinA_
20y AYT, At AYT, 20y AYT,

, ul,, . 1 T 1 ul', 1 .
Di I 1,j + - Tilj-;—li/Z +2 & - Tinjf-l/Z + 1,j + - Tirill»/z
20 AxT, | T At AxT, [ 2Ax  AxT, [V

En remplagant les conditions aux limites (4.1)-(4.4) dans 1’équation (4.15) on obtient la

forme discrete implicite en y sous la forme suivante :
Pour : j=2 [A'2 - §cz'] TR + [Bg - gcz'] T = Dy —2cjAy (4.153)

. 4 ! ! ! 1 ! I 2 !
Pour:j=N, |3 Ay = By | T+ |Chy = 3 Ay | IR = Diy — 2 A,y (4.15b)
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4.3 Discrétisation de I’équation de concentration
De méme pour I’équation de concentration (2.20), nous exposons dans ce qui suit sa
discrétisation en suivant exactement les mémes démarches que le paragraphe précédent.

L’équation de concentration (2.20) se réécrit de la facon suivante :

a S a S 2 2 2 2
08, 0WS) o0S) ) 0505 s | L2 (4.16)
81‘ ox oy ox~ Oy ox~ Oy

Schéma implicite en X et explicite en y

Similairement aux démarches précédentes, 1’équation algébrique correspondant a la

discrétisation de 1’équation de concentration donne :

l l

1
4,82 +B,S 2+CS, 2 =D, (4.17)

i~i+l,j

avee ©

A = u’n#_; B =2l £ 4 1 C —— Uy, n 1
"l 2Ax AxiLe | : At Ax’Le | : 2Ax  Ax’Le

D=t L g ol L g Vi, 1 fon
' 2Ay  Ay’Le | " . At Ay’Le | 20y Ay’Le | ' -
2 2
-1 1 n n 1 n n 2(Ay —AX) n
SrLe I:Ax (T1+1/ +Tl 1/) F(Ti,jﬂ +Ti,_jl)_Ax2—Ay2Ti,_j

En remplagant les conditions aux limites (4.1)-(4.6) dans 1’équation (4.17) on obtient la

forme discrete implicite en x sous la forme suivant :

Pour : i=2 |42 = 3G S5 + B, - 3¢, 537V = D, (4.17a)
. 4 2 1 2
Pour : i=N; [EANX - BNx] Surt? 4 [CNx - EANx] S = Dy, (4.17b)

Schéma implicite en Yy et explicite en X

4 Sn+1 +B Sn+1+c Sn+1 =D (418)

i~i,j+1 i~i,j i~i,j-1 1
, Vi 1 . 1 v 1
A =] - — B =2| <+ — |, C, =—| =
2Ay  Ay“°Le At Ay“Le 2Ay  Ay“°lLe
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, ui"H . 1 nJrl & 1 nJrl ui"_l . 1 nJrl
D, =|- -+ 2 Sinl +2|—- 2 S+ =+ 2 Sial—
2Ax  Ax“Le "/ At Ax°Le | "’ 2Ax  Ax°Le "/
n+l f1+l n+1 1 2 A 2 _Ax : n+1
SFLQILL ) A }
9 s, y 2 b2 y 2

En remplagant les conditions aux limites (4.1)-(4.6) dans 1’équation (4.18) on obtient la

forme discréte implicite en x sous la forme suivante :

Pour : j=2 |4y =2 c3| st + By — 23] st = Dy - 2cpny (4.182)
. 4 ! ! ! 1 ! ! 2 !

Pour: j=N, |3 ANy — Bivy| STk + |Chy — 3 Ay | STy = Diyy — 2Ahyy (4.18b)

4.4 Discrétisation de I’équation du mouvement

4.4.1 Milieu poreux Darcy (|u|P;) < 1

L’équation de mouvement du milieu poreux basée sur le modele de Darcy peut

s’écrire sous la forme suivante :

VW =R, i(T +NS)cosq>—i(T +NS )sin® (4.19)
ox oy
Chaque terme de I’équation de mouvement (4.19) est discrétisé selon un schéma centré
classique.
2 n+l n+l n+l 2 n+l n+l n+l

0 "I21| _ lPi+1,j 2lPi,2j +\Pi—1,j , 0 \I;| _ \Pi,j+1 Z\Pi,zj +lPi,J>1 (4.20)

ox |i’j Ax oy |i’j Ay

n+l n+l
6T| :Ti+1,j _Ti—l,j 4.21)
ox | . 2Ax

L]
En remplacant les expressions (4.20) et (4.21) dans 1’équation (4.19) on obtient

I’expression générale de la fonction suivante

1 o (W R (W )
a, [(Ti(:llj/l) _Tisr;:}))+N (Si(ZIt;') _Si(fltj'))} +a, [(Ti(,;l:ll) —T[(’;'.ti))+N (Si(,}_qj:ll) _Si(,njtll))i|}

ou ai, a2, as et as sont des constantes définies par :
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N ~ Ax Ay’
al_Z(Ax2+Ay2)’ = COS(D4(Ax2+Ay2)

o A& R Ax Ay (4.23)
a2_2(Ax2+Ay2)’ = qu)4(Ax2+Ay2)

Le paramétre w est le facteur de sur-relaxation, compris entre 1 et 2, pour accélérer la
convergence. Sa valeur optimale, w,,.dépend de la forme du domaine, du maillage et du type

des conditions aux limites.

Pour un domaine rectangulaire avec un maillage uniforme, @,, est donnée par :

0y =] 1-1-¢" | (424)

4/2

ou:

cos(;r/Nm)—i-(sz /Ayz)cos(ﬂ/Ny+1)
1+(Ax?/Ay?)

ou Nx+1 et Ny désignent les nombres des nceuds suivant les directions horizontales et

verticales, respectivement.
4.4.2 Milieux poreux Dupuit-Darcy

L’équation de mouvement pour le cas général est réécrite sous la forme suivante :

2 2 2
1+ e lpopy L2 00 20, O =Rr(i(T +NS )cos @ —
P PV, | ox oy Ox Oy Ox

r

(4.25)

i(T +NS )sin(Dj
ox

avec -V, = (0% /ax )’ + (% / dy )’
Avant la discrétisation de 1’équation (4.25), on suppose que les variables Vs, u et v sont
déja connues.

On applique une discrétisation centrée de chaque terme de 1’équation et on applique une

discrétisation croisée pour le terme suivant :

2
o | = ! I: 7:11 j+1 _\P?jll j+1 _\P?jll j -1 +lP?:11 '—1] (4.26)
ox Oy L ) 4Ax Ay J J J J

Apres la discrétisation, I’équation générale de la fonction de courant devient :
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i.j i,j i+l,j i-lj i,j+l

@Dk +1) () +a){ax (\P(M),k Lyl )(k+l))+a (\P(nfrl) +‘P( )(k+l))+axy
(\Ij("+1)’k _\{J("+])"k _\}’('nﬂ'),(kﬂ) + l’-:—;—lj-#l)—}_aTSx [ l-:ll+j1 4 nl-*—j1 )+N (St(Zl-:) _Sl(il-t;) )i|+

i+l,7+1 i—1,j+1 i-1,7-1
arg [ (520 =75 ) N (50520 =557 ]

(4.27)
avec :
[2(P7+7,)(Ax? + 2y ), +2(v 20y +u’Ax?) | (B 47,1, +v?
a = , a = /a
r PV Ax’Ay’® * PV Ax’ r
(R* +Va )Vu +u2 uy
a, = 5 /ap, a, =—|———— /ap
PV Ay : 2RV Ax Ay
0 = R, cos® o R, sin®
N YN Sy =T A
2Axa, 2Aya, (4.29)

4.5 Discrétisation des champs de vitesse

Les composantes du champ de vitesse sont obtenues a partir de la fonction de courant
selon les relations (2.22). La discrétisation de ces équations par un schéma de différence

finies centré du premier ordre donne :

\Prﬁ—l _\Pn+l
ult =— f“sz B (4.29)
\PnJrl \PVHI
n+l i,j+1 i,j-1
T (4.30)

4.6 Discrétisation des conditions aux frontiéres des vitesses

Les conditions aux fronti€res des vitesses sont discrétisées selon un schéma aux

différences finies décentré a droite et a gauche du troisieme ordre :

18%¥,, 9%, +2¥, . A

6Ax 20 @3
18%,  —9W, | +2¥,

_ _ Lj s A _Z
Upy =0, Ving+ = 6Ax Ty
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18Y,,-9Y¥, . +2¥,, . 1
v, =0, u ;= ’ ’ ’ a y=—-=
B Ly 6Ay
(4.32)
18\1}[ Ny _9\11[ Ny -1 +2\Pi Ny -2 \
viNy+1:0’ Unyj =~ : , , a Y ==
’ ’ 6Ay 2

4.7 Algorithme de calcul

b=

par :

Les principales étapes de notre algorithme de calcul sont :

Génération du maillage.

Initialisation et lecture des données.

Calcul du facteur de sur-relaxation.

Introduction des conditions initiales sur la température, 7, sur la concentration, S, et sur

la fonction de courant, W.

Evaluation du champ de vitesse initiale u;, ; et vi ;.

Début de la boucle dans le temps.

6.1. Résolution de 1’équation de 1’énergie (4.11) et (4.15) par la méthode ADI et calcul
du champ de température T, ;.

6.2. Résolution de 1I’équation de concentration (4.17) et (4.18) par la méthode ADI et
calcul le champ de concentration S;, .

6.3. Résolution de I’équation de mouvement (4.22) et (4.27) par la méthode SOR et
calcul du champ de la fonction du courant \¥; ;.

6.4. Détermination du champ de vitesse u;, ; et vi, .

6.5. Refaire I’étape (6.1) jusqu’a I’obtention de la convergence de la solution vers une
solution permanent ou oscillante.

Impression des résultats.

Fin du programme.

Le critére de convergence lors de la résolution des équations (4.22) et (4.27) est donné

Ziz/‘ ‘\sz; - ‘I’f_,‘
Ziz j ‘\Pil,{j ‘

<107 (4.33)
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Initialisation du champ de température, 7, de
concentration, S, et de fonction de cournat ¥

ntl

\-4

Calcul de la distribution de T

v

Calcul de la distribution de S

Utilisation du nouveau
champde T, Set¥

non

kt+1

>y
Calcul de la fonction
4 de courant P K

< v

Calcul des composantes
des vitesses u, v

A

) 4

Convergence de la

solution ?

oui

Y

Impression des résultats
valeursde 7, S, WY, u et v

Calcul des taux de
transfert de chaleur Nu
et de masse Sh

v

Fin
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CHAPITRE V
RESULTATS ET DISCUTION

Ce chapitre s’intéresse a la présentation des résultats analytiques et numériques dans les
cas d’une cavité en configuration horizontale, inclinée et verticale. En premier lieu, on étudie

le cas d’une cavité poreuse soumise a des flux de chaleur constants ¢ ' selon les parois

horizontales (le rapport de la force de volume N =0). Puis, on étudie le cas d’une cavité

soumise a des flux de chaleur ¢ ' et de masse j ' (le rapport de la force de volume N #0).

Le cas de la convection opposée N <0 est considéré. Et en dernier lieu, le cas ou les forces
de volume ont la méme intensité mais dans des sens opposés N =—1 a été étudié dans le cas
d’une cavité verticale. Ce probléme est gouverné par les nombres sans dimensions suivants:

le rapport de la force de volume, N , le nombre de Prandtl modifié, P, la porosité

normalisée, ¢, le nombre de Rayleigh, R,, le rapport d’aspect, 4, de la cavité, I’angle

d’inclinaison, @, et le nombre de Lewis, Le .
5.1 Validation de code numérique

A fin de vérifier I’exactitude du programme développé dans le présent travail, on a
comparé¢ les modeles analytiques avec les calculs numériques en se basant sur la
détermination des trois parameétres souvent traités dans 1’étude des écoulements convectifs, a
savoir les nombres de Nusselt, Nu , et de Sherwood, S/, caractérisant respectivement les
taux de transfert de chaleur et de masse au sein de la cavité, et I’intensité de 1’écoulement
exprimée par la fonction de courant, Y. D’abord, nous présentons quelques comparaisons en
convection naturelle dans le cas d’une cavité horizontale, dont les parois horizontales de la
cavité¢ sont adiabatiques et imperméables et les parois verticales sont chauffées a une
température constante comme illustré dans les tableaux (5.1a) et (5.1b). On considére aussi le
cas d’une cavité horizontale, dont les parois horizontales de la cavité sont soumises a des flux
de chaleur constants et les parois verticales sont adiabatiques et imperméables comme illustré
dans le tableau (5.2). Dans le cas de la convection induite par double diffusion, on a étudi¢ le
cas d’une cavité horizontale chauffée et salée par le bas avec des flux de chaleur et de masse

constants. Les résultats sont donnés dans le tableau (5.3).

Le programme élaboré pour résoudre les équations de base a été validé en se référant
aux différentes études numériques disponibles dans la littérature. Les tableaux. (5.1a) et

(5.1b) comparent nos résultats avec ceux de Nawaf et Pop (2005), et Prasad et Tuntomo
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(1987). Ces études ont été réalisées pour le cas d’une cavité verticale chauffée par les cotés a
une température constante ou A=1, Ry = 103, B = 107! et 4=1, R; =500, B* = 10. Le
tableau (5.2) compare nos résultats avec ceux de Kalla (2004) et Mahdjiba (1998) pour le cas

d’une cavité horizontale chauffée par le bas a des flux de chaleur constants, ayant un rapport
d’aspect 4 =4 et R, =10°. Dans le tableau (5.3) on compare nos résultats avec ceux
données par Mamou et al. (1999a), Kalla. (2004) et Benhadji (2001) pour le cas d’une cavité
chauffée et salée par le bas. Notre simulation a été réalisée pour 4 =8, R, =10, N =-8 et
Le =10. La comparaison des champs de la fonction de courant, ainsi que les taux de transfert

de chaleur et de masse sont en excellente concordance. Des erreurs variant entre 0.0% et

3.05% ont été observées.

Tableau 5.1a: Comparaison des valeurs de la fonction de courant maximum ¥ __ et le

X

nombre de Nusselt moyen Nu, avec les résultats donnés par Nawaf et Pop (2005) pour

A=1, R, =10 et P =0.1.

Nawaf et Présent Error (%)
Pop (2005) ¢tude
Yo 1.6520 1.7040 3.05
Nu, 1.2940 1.3083 1.09

Tableau 5.1b : Comparaison des valeurs du nombre de Nusselt Nu, avec les résultats donnés

par Prasad et Tuntomo (1987) pour 4 =1, R, =500 et P =10.

Prasad et Présent Error (%)
Tuntomo (1987) ¢tude
Nu,, 3.8700 3.7942 1.95

Tableau 5.2 : Comparaison des valeurs de la fonction de courant maximum ¥ et de

nombre de Nusselt, Nu , avec les résultats donnés par Kalla (2004) et Mahdjiba (1998) pour
A =4 et R, =100.

Kalla Mahdjiba Présent
(2004) (1998) étude

N% 3.745(0.02%)  3.730(0.37%)  3.744

max

Nu  3.750(0.02%) 3.661(2.40%)  3.751
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Tableau 5.3 : Comparaison des valeurs de la fonction de courant maximum Wmax, des

nombres moyens de Nusselt, Num, et de Sherwood, Shn, avec les résultats donnés par Kalla

(2004), Benhadji (2001) et Mamou et al. (1999a) pour 4 =8, R, =100, N =-0.8 et

Le =10.
Mamou et al. Kalla Benhadji Présent
(1999a) (2004) (2001) étude
Yo 3.689(0.10%)  3.675(0.27%) 3.695(0.27%) 3.681

Nu 3.635(0.38%)  3.649(0.77%)  3.653(0.88%) 3.621
Sh 6.739(0.64%)  6.742(0.40%)  6.747(0.47%) 6.715

5.2 Résultats et discussion

Afin de s’assurer I’exactitude du programme numérique développé dans le présent
travail, on a comparé les calculs analytiques et numériques en se basant sur la détermination
des trois parametres souvent traités dans des études des écoulements convectifs naturels; il
s’agit du nombre de Nusselt, Nu, le nombre de Sherwood, Sk, caractérisant les taux du
transfert de chaleur et de masse au sein de la cavité et ’intensité¢ de 1’écoulement exprimée
par la fonction de courant, Wo, au centre de la cavité. Ces résultats sont présentés pour les

trois régimes d’écoulement, mentionnés ci-dessus.
Qu| / P:)<<1 Milieu poreux de Darcy pur.
QM| / P: ) >>1Milieu poreux de Dupuit pur.

Qu|/ P:);t 0 Milieu poreux de Dupuit-Darcy.

5.2.1 Convection simple diffusion : N=0

5.2.1.1 Couche horizontale : ®=(°

Dans ce travail, les études numériques et analytiques ont été réalisées pour évaluer
I’effet de la trainée de forme en convection naturelle Dupuit-Darcy dans une cavité poreuse
horizontale rectangulaire saturée par un fluide, soumise a un gradient thermique vertical.
L’effet de la trainée de forme sur le seuil de la bifurcation de Hopf (caractérisant le point de
transition entre la solution permanente et oscillante de la convection) a été aussi étudié. Pour
une cavité carrée, 1’analyse de la transition de 1’écoulement est réalisée en considérant la

convection mono-cellulaire ou multi-cellulaire.
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Les résultats sont présentés en termes de I’intensité de I’écoulement, ¥, et le nombre

de Nusselt, Nu , en fonction des nombres de Rayleigh, R, , de Prandtl modifié, Pr* et du

rapport d’aspect de la cavité, 4. En outre, les profils de la vitesse, u# , de la fonction de

courant, ¥, et de la température au centre de la cavité sont présentés pour une comparaison.

D’autres validations ont été réalisées en comparant les résultats numériques avec les
données expérimentales obtenues par Kladias et Prasad (1990a). Pour une couche poreuse
d’un rapport d’aspect 4=5 chauffée par le bas a une température constante, une comparaison
a été effectuée entre les prédictions numériques actuels et les résultats expérimentaux pour le
cas du nombre de Darcy faible, ou le régime Dupuit-Darcy était valide. Deux points des
données définis N°. 1 et 9, respectivement, ont été considérés, ou la cavité est remplie avec

des billes de verre a 3mm de diametre saturées d’eau (GW) et du glycerol (GIG),

respectivement. Les résultats, en termes du nombre de Nusselt moyen Nu,, , sont présentés
dans le tableau 5.4. Dans le tableau, les paramétres, &, Pr, , et Raf sont définis dans Kladias

et Prasad (1990a), comme la porosit¢ de la matrice poreuse, le nombre de Prandtl et le
nombre de Rayleigh de fluide, respectivement. Pour les deux points de données, les solutions
numériques sont obtenues selon le rapport d’aspect de A=1 (une cellule de convection) et 4=5
(cinq cellules de convection). Pour le point des données N°.1 avec 4=1, la forme de
I’écoulement est constituée par une cellule symétrique instable (oscillante). Toutefois, pour
A=5, la forme de I’écoulement est constituée par cinq cellules de convection asymétriques.
En raison de I’instabilité des différents comportements, les résultats montrent une trés légere
différence entre les deux cas 4=1 et 5. Pour le point de données N°. 9, la solution est stable et

symétrique et les deux cas (4=1 et 5) donnent la méme valeur du nombre de Nusselt moyen

Nu,,. Pour les deux points de données, nos résultats sont en bonne comparaison avec
I’expérience.

Tableau 5.4 : Comparaison des données expérimentales Kladias et Prasad (1990a) avec les

résultats numériques prédits dans les conditions aux limites de température constante.

Nu,,
. 6 * -7 Kladias et | Solution numérique | Error(%)
Flu%de/ &  Dax10 PI? /P, Ra, x107" /R, Prasad A=1/5
Solide (1990a)
WG (N°. 1) 0375 1.16 5.5/5443 .4 55.5/565.2 6.4094 6.3424%6.4048" | 1.04/0.07
GIG(N°.9) 0400 1.53 112.86/64868 13.7/110.7 2.7368 2.8148/2.8146 | 2.85/2.84
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Aussi, pour un grand rapport d’aspect de la cavité, 4>>1 (c'est-a-dire A=10), une
validation est effectuée pour le régime de Dupuit-Darcy en comparant les résultats
numériques avec les solutions analytiques. Il est intéressant de mentionner que toutes les
solutions parall¢les numériques présentées dans ce cas sont obtenus en utilisant la convection

unicellulaire comme condition initiale. La figure 5.1 illustre les lignes de courant et

isothermes obtenues pour 4 =10, R, =10* et P =1, avec un maillage de 400x200. La

figure illustre clairement les caractéristiques et la validité de I’écoulement parallele, a savoir
les parallélismes des lignes de courant, ¥, avec les parois horizontale et la stratification
linéaire horizontale de la température, 7. La solution numérique démontre clairement
I’existence de 1I’écoulement convectif paralleéle dans le régime de Dupuit-Darcy.

; -

R —
EEee—
e ki

r, o — - L — o~ - -
( (\ (JC C C - < C (\\) (\) % T

Figure 5.1 : Les lignes de courant, ¥, et isothermes, 7, obtenues dans le régime de Dupuit-

Darcy pour A=10, Ry = 10*, BF =1, ¥, =8.962, Nu =4.484 et Nu, =4.492.

Le tableau 5.5 présente la sensibilit¢ du maillage de la solution numérique et la

compare avec la solution analytique pour 4=10, Ry = 10% et P =10. Les résultats sont

donnés en termes de, ¥, Nu et Nu,,. Le tableau montre que les valeurs numériques de ¥, et

Nu (évalués au centre de la couche poreuse) tendent vers les résultats analytiquement prédits.

Tableau 5.5: Etude de la sensibilité du maillage et une comparaison entre la solution

numérique et analytique pour 4=10, Ry = 10% et P¥ = 10.

Solution numérique Solution analytique
NxxNy  51x51 101x101 201x201 401x401
Nu 2.6111 27520 2.8014 2.8115 2.8133
Nu,, 2.5224  2.6615 2.7097 2.7196 2.8133
Y, 2.7025 2.7355  2.7464  2.7485 2.7488

Pour des grandes valeurs du nombre de Rayleigh, selon la loi de Dupuit-Darcy, un taux
de cisaillement fort est attendu a la ligne centrale de la couche poreuse. Comme illustré sur la

figure 5.2, pour prédire avec précision la solution numérique, un maillage a haute densité est
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nécessaire. La figure montre les profils de la vitesse obtenus pour différents maillages avec
A=10, Ry = 103 et B* = 1. La meilleure approche pour obtenir une solution précise avec un
maillage raisonnable est d'utiliser une distribution de maillage non uniforme avec des noeuds

concentrés ou le gradient de vitesse d'écoulement tend vers zéro.

30

Analytique
Numérique 51x51
sl ———————- Numérique 101x101
———————- Numérique 201x201
--------- - Numérique 401401
104
u o
10
20
1
308 0.25

Figure 5.2 : L’effet du maillage sur les profils de la vitesse pour 4=10, Ry = 103 et P* = 1.

D’autres comparaisons entre la solution analytique (générale et asymptotique) et
numérique pour les profils de la fonction de courant et de la température au milieu de la
larguer de la couche poreuse (x=0) sont présentées dans la figure 5.3. Les résultats ont été
obtenus pour 4=10, Ry = 10* et P* = 1. Ce cas correspond 4 la situation ou la convection de
Dupuit est dominante (I’effet de la trainée de forme important).D’aprés la comparaison on

peut constater que les approches analytiques et numériques sont en trés bon accord.
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Figure 5.3 : Comparaison des profils de la fonction de courant ¥o et de la température 7 pour

A=10, Ry = 103 et P = 1.

Pour les mémes parameétres de contrdle, 4 =10 et Pr* =1, l’effet du nombre de
Rayleigh, R, , sur ’intensit¢ de I’écoulement au centre de la couche poreuse, Yo, et le

nombre de Nusselt local, Nu, sont représentés sur la figure 5.4. Une bifurcation fourche se

produit au nombre de Rayleigh critique R;” =12. Ce nombre de Rayleigh critique a été

prédit dans le passé par Nield (1968). Pour R, <R, tout mouvement convectif est atténué
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et la conduction pure est donc une solution possible. Cependant, pour R, > R;”, I'intensité

de I’écoulement augmente avec le nombre de Rayleigh et deux mouvements convectifs en

sens opposées sont possibles, en plus de la solution triviale de la conduction pure
(‘PO =0, Nu :1) qui de fait est instable. Les solutions analytiques générales et
asymptotiques sont affichées dans la figure. Un bon accord est obtenu entre les trois

approches. On constate que le régime de Dupuit couvre une large gamme du nombre de

Rayleigh, c’et a dire pour R, >100.

10
8
lPO
6
4 B o
L] Numérique
Analytique Dupuit
——— - Analytique Dupuit-Darcy
2
0e 1 L 1 1 L
0 2500 5000 7500 10000
R, 2)
5
4
Nu |
3F
. Numérique
Analytique Dupuit
2 —m Analytique Dupuit-Darcy
1 B e 8 4 4 e
0 L I 1
2500 5000 7500 10000
R

T b)
Figure 5.4 : L’effet du nombre de Rayleigh sur a) I’intensité de I’écoulement au centre de la

cavité, ¥, , b) le nombre de Nusselt local, Nu , pour 4 =10 et P =1.
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Pour les paramétres de contrdle fixes (Pr* et R, ), I’effet de rapport d’aspect de la

cavité poreuse, 4, est étudié¢. La figure 5.5 illustre 1’effet du rapport d’aspect, A, sur

Iintensité de 1’écoulement, Wo et les nombres de Nusselt (Nuc et Num) pour P’ =10 et
R, =10°. A partir de A=1, I’intensité de 1’écoulement, Wo, diminue lorsque A augmente,
toutefois les nombres de Nusselt (Nuc et Num) augmentent avec 4. Vasseur et al. (1987),

Hasnaoui (1991) et Mamou (1993) ont démontré que, dans le cas d’une cavité chauffée avec
un flux de chaleur constant, la solution analytique obtenue avec I’hypothése de I’écoulement

parall¢le était satisfaisante a condition que le rapport de forme de la cavité soit suffisamment
grand (A > 4) . La solution numérique tend alors asymptotiquement vers la solution

analytiquede telle sorte que ’effet d’extrémité de la cavité devient de plus en plus

négligeable.
3
28 -’P-.\.
. ...-A- *—o—o &
Yo 1 o )
1
i
i .
26 ; Analytique
X —-—-o-—-- Numérique
24¢
L ; 1 L
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Figure 5.5 : L’influence du rapport de forme de la cavité sur a) I’intensité de I’écoulement au

centre de la cavité, Wo, b) les transferts de chaleur, (Nu, Nu, ) pour Pr* =10 et R, = 10°.

Pour une couche poreuse de rapport d’aspect infini (A —>oo), un examen rapide de

I’écoulement convectif et du comportement de transfert de chaleur sur une large gamme du
nombre de Rayleigh a partir de régime de Darcy a Dupuit est effectué, en utilisant la solution

analytique. L’intensité de 1’écoulement, Yo, et le taux de transfert de chaleur, Nu , sont

illustrés dans la figure 5.6 en fonction du nombre de Rayleigh, R, , et pour différentes valeurs

du nombre de la trainée de forme, P . Pour un grand nombre de Prandtl modifié, P, le

régime de Darcy est dominant et le taux de transfert de chaleur augmente de fagon monotone

avec le nombre de Rayleigh et puis tend asymptotiquement vers une valeur constante 6, une

limite, déja rapportée par Vasseur et al. (1987). Pour des valeurs intermédiaires de (Pr* > 10) ,

le taux de transfert de chaleur augmente avec, R, il atteint son maximum puis décroit

asymptotiquement vers une nouvelle limite de 5. Les résultats actuels ne comptent que si la
solution analytique est stable. Du point de vue physique, la transition vers les écoulements
oscillatoires ou turbulents est trés loin de I’état critique, ainsi une étude numérique plus
approfondie est effectuée pour examiner le comportement d’écoulement a un nombre

Rayleigh élevé. En effet, les seuils de transition ou de bifurcation de Hopf sont déterminés.
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Figure 5.6 : L’effet du nombre de Rayleigh, R, , et le coefficient de la trainée de forme, P,

r

sur a) I’intensité de 1I’écoulement, ¥, et b) le taux de transfert de chaleur, Nu .

I1 est bien connu que selon le régime d’écoulement de Darcy (Pf - oo) la convection

devient oscillatoire lorsque le nombre de Rayleigh dépasse un certain seuil. Kimura et al.
(1995) ont effectué¢ une analyse approfondie de la stabilité d’un écoulement unicellulaire
rencontré dans une couche poreuse horizontale soumise a un flux de chaleur vertical. La force
de la trainée de forme n’a pas été alors considérée. Une solution d’amplitude finie a été

développée pour une couche infinie. On a démontré que, grace a la simulation numérique et
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I’analyse de la stabilité¢ (voir chapitre 6), le mode de convection unicellulaire reste stable.
Pour des grandes valeurs du nombre de Rayleigh, R, le mode unicellulaire a perdu sa
stabilité¢, par la bifurcation de Hopf. Ce mode subit des perturbations longitudinales

stationnaires, lorsque le nombre de Rayleigh atteint R/’ =311.53 et des perturbations

transversales oscillatoires lorsque le nombre de Rayleigh dépasse R/%” =506. Cela a été

rapporté pour une couche poreuse infinie. Pour une couche du rapport d’aspect fini, les
¢coulements transitoires peuvent étre lIégerement différents de ceux observés dans une couche
infinie. Pour illustrer 1’effet de confinement sur les écoulements convectifs stable et instable,
deux valeurs du rapport d’aspect sont choisis, a savoir, 4=1 (cavité carrée) et 10 (cavité

rectangulaire).

Pour une cavité rectangulaire A=10, I’effets de la trainée de forme sur I’intensité de
I’écoulement, W, et le taux de transfert de chaleur, Nu, sont représentés dans la figure 5.7 en

fonction du nombre de Rayleigh, R, , et différentes valeurs du nombre de Prandtl modifié,

P’ Les résultats analytiques et numériques stables et instables (oscillantes) sont présentés.
Dans les graphiques, Yo est I’intensité de I’écoulement au centre de la cavité pour les deux
solutions stables, analytiques et numériques, ‘¥; est I'intensité de I’écoulement numérique
moyenne sur une période de temps d’oscillation, Nu, est le nombre de Nusselt analytique,
Nu, est le nombre de Nusselt numérique au centre de la cavité et Nu, est le nombre de

Nusselt numérique moyen sur une période de temps d’oscillation. Le calcul de la solution

moyenne pour une période de temps est effectué comme suit :

S g
t
17 (5.1)
Nu; =— HTNumdt
T t

ou 7 est la période de temps d’oscillation. Les intégrales de temps sont effectuées a I’aide de

la méthode de trapeze.

La solution numérique est obtenue avec un nombre des nceuds de 401x201 et en
utilisant un pas de temps de 10°a 107, La solution analytique est représentée par des lignes
solides et la solution numérique stable et instable par des symboles (symboles pleins pour la
solution stable et des symboles vides avec des lignes en pointillés pour la solution instable).
Dans le régime stationnaire (permanent), un bon accord est observé entre les solutions

analytiques et numériques.
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Pour chaque valeur de P, la solution numérique est obtenue pour des valeurs discrétes

de, R,, a partir des plus petites valeurs aux plus grandes, en utilisant la solution précédente
comme condition initiale. Tout d’abord, au-dela de 1’apparition de la convection stationnaire

(R, =12 et R, =22.94 pour A=10 et A=1, respectivement, Kimura et al. (1995)), des

solutions de régime permanent sont obtenues. Comme, R, , augmente encore, les solutions

Hopf

périodiques instables apparaissent. Le seuil de I’apparition de la bifurcation de Hopf', R, ,

(marquant la transition de 1’écoulement de convection de régime stationnaire vers le régime

oscillatoire) est déterminé dans un intervalle donné de, R,, comme indiqué dans le tableau

5.6. L’intervalle est réduit a 25, résultant a une précision de 4% maximum sur la valeur de

R | La fréquence d’oscillation correspondant a la limite de ’écart supérieur est aussi
donnée. Pour 4 =10, dans le cas du régime de Darcy (P,* - OO) , la fréquence prédite est

f.=23.81 pour R =575, qui est trés proche de celle prédite par Kimura et al. (1995)

f,=22.1 au début de I’écoulement oscillatoire R/ =506. En raison d’effets des
extrémités de 1’enceinte, le seuil de la bifurcation Hopf est légérement au-dessus de
R, =550. Pour des valeurs inférieures de P (P <500 pour 4 =10 et P’ <100 pour

A=1), la fréquence d’oscillation ne semble pas étre affectée par le parametre de la trainée de
forme. On remarque que pour le régime de Darcy, deux modes oscillatoires co-existent prés

du seuil de bifurcation de Hopf, comme indiqué dans le tableau 5.6. La détermination
numérique précise de R, est fastidieuse et nécessite plus de temps de calcul avec un choix
judicieux du R,. Comme nous nous approchons de la valeur de seuil, la décomposition ou
I’amplification de la perturbation transitoire devient trés lente, par conséquent, la valeur
exacte de R/ est difficile a trouver. Juste a la valeur de seuil, la croissance de la
perturbation est neutre. Pratiquement, il est impossible de trouver une valeur précise de R/

en utilisant la solution numérique des €quations de gouvernance complétes. La meilleure
approche pour la prédiction exacte de lavaleur de seuil est de réaliser une analyse de stabilité

de la solution de convection (comme illustre dans le chapitre 6 de la stabilité linéaire).
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Figure 5.7 : L’effet du nombre de Rayleigh et le coefficient de la trainée de forme sur a)
I’intensité de 1’écoulement et b) le nombre de Nusselt pour 4 =10, avec un écoulement

monocellulaire.

Pour une enceinte carrée 4A=1, une analyse similaire de la transition d’écoulement est
effectuée en considérant des écoulements convectifs mono ou multi cellulaires (1 a 3
cellules). Dans les figures 5.8 et 5.9 on ne représente que les résultats numériques
correspondant a I’écoulement de 1 et 2 cellules, respectivement. La solution analytique n’est

pas valable pour A=1. Dans la figure 5.8, Wo, est I’intensité de I’écoulement au centre de la

T

cavité, ¥, est I'intensité¢ de I’écoulement numérique moyenne sur une période de temps
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d’oscillation, Nu,, , est le nombre de Nusselt moyen et Nu est le nombre de Nusselt moyen

dans une période de temps d’oscillation. Dans la figure 5.9, comme 1’asymétrie de
I’écoulement se produit, les valeurs de I’intensité de 1’écoulement stable (‘P et ‘I’mm) et

max

instable (‘P;ax et ‘P;in) sont tracées. Rappelons que le régime de Darcy est caractérisé par

(Pr* - oo). Dans les figures 5.8 et 5.9 et le tableau 5.6, et méme la figure 5.7 avec 4=10, il

est clairement observé que lorsque, P, diminue; le seuil de la bifurcation de R, augmente

et ’effet de la trainée de forme devient de plus en plus stabilisant, qui est en accord avec les

conclusions de Nield et Joseph (1985). En général, comme prévu, tant que R,, augmente,

Iintensité de I’écoulement et le taux de transfert de chaleurs augmentent et quand P’

diminue, ces quantités décroissent de maniére significative. Comme illustré dans les figures
5.7-5.9 la bifurcation de Hopf est caractérisée par une modification de pente de taux de
transfert de chaleur dans les deux cas 4=1 et 10. Toutefois, la variation de la pente de la
fonction du courant n’est pas perceptible. La figure 5.8 illustre les résultats avec un flux de
chaleur d’une seule cellule. On constate que la transition se produit sans changement

significatif de la structure de la cellule et la symétrie de I’écoulement est bien conservée.

20
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Figure 5.8 : L’effet du nombre de Rayleigh et le coefficient de la trainée de forme sur a)
I’intensité de 1’écoulement et b) le nombre de Nusselt pour une cavité carrée 4=1 avec un

écoulement monocellulaire.

Cependant, pour un écoulement de convection a deux cellules, la transition de
I’écoulement est complexe car la symétrie de I’écoulement est rompue a ’approche du seuil
de transition. Un exemple de la configuration d’écoulement est illustré dans la figure 5.9.
Dans cette derniére, I’écoulement avec deux cellules ne peut étre maintenu a un nombre trés
faible de Rayleigh. Le seuil de mode d’écoulement de deux cellules est Rrc=54.1, selon
I’analyse de la stabilité linéaire. La solution est instable lorsqu’elle dépasse cette valeur,
devenant ainsi un écoulement unicellulaire. Les solutions instables sont représentées par des
lignes en pointillés et elles ont été¢ obtenus avec un rapport d’aspect de A=1/2. D’apres le
tableau 5.6 le seuil de la transition augmente en fonction du nombre des cellules de

convection, ou diminue en fonction du rapport d’aspect de la couche poreuse.



72

24
—asves+ ',/ Numerique stationnaire ..

" oo P Numérique oscillante  £=107
—ssvese P Numérique stationnaire |, ;7 I
s L. Numérique oscillante i

16} Whas Numérique instable ;

Wi = ) Darcy ;
T 1 — e
|LH11|11| il ;

12

lH“El.‘
LI{TI'IﬂX
fivii ) P | IR |
%o 10 10 0 10°
R, a)
12
11 f-=svee Nu, Numérique stationnaire | :
B 2 5
T - ; =10% &
a0 - NumNumer!que 95c1]lante P: 10“, /
10 Nu, Numérique instable, = 7
107
oL .
Nu s}
Nu‘L' 7F
m

6F

5F

4+

3 —

2

1 . WTreeii | AR | MR | PR I

10° 10° 10° 10* 10°

R, b)

Figure 5.9 : L’effet du nombre de Rayleigh et le coefficient de la trainée de forme sur a)
I’intensité de 1’écoulement et b) du nombre de Nusselt pour une cavité carrée A=1 avec un

écoulement de deux cellules.
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Tableau 5.6 : L’effet de la trainée de la forme sur le seuil de la bifurcation de Hopf dans les

cavités carrées et rectangulaires.

Une cellule Deux cellules Trois cellules
A=1 A=10 A=1 A=1
* H H H H

P, RT gpf . RT gpf foi fr2 RT gpf 12 RT gpf fr
Darcy 2000-2100  28.17  550-650  23.81 2.75 4600-4700  197.23 11400-11500 393.71
103 2200-2300  57.50  600-700 2128 ... 6300-6400  231.26 10000-10100 256.41
102 3500-3600  61.53  700-800 24.51 ... 11000-11100 264.41 21600-21700 392.15
50 5150-5250  58.61  900-1000 24.45 ... 21000-21100 283.60 25900-26000 320.00
10 20900-21000 106.11 2300-2400 2433 ... 29900-30000 125.47 49900-50000 386.79
1

La figure 5.10 montre le diagramme de bifurcation pour le flux de convection
multicellulaire, ou de nombreuses régions sont délimitées. Le diagramme est obtenu
numériquement en utilisant les modes d’écoulement de convection 1-, 2- et 3-cellules. La
distribution de la grille a été ajustée en fonction du nombre des cellules, de telle sorte que

chaque cellule de convection est résolue en utilisant les mémes points de grille pour tous les
cas. Les trois premicres lignes verticales (R,., =22.94, R,., =54.1etR, ;= 105.4)

correspondent aux seuils pour 1’appariation de la convection stationnairepour 1-, 2-, 3-
cellules respectivement, obtenus a partir d’une analyse de la stabilité linéaire. Les seuils de
bifurcation de Hopf sont tracés pour chaque mode de convection. Régime (I) correspond a un
régime de conduction pure. Le mode de convection 1-cellule stationnaire est stable dans les

régions (II), (IT) et (IV). Ce mode devient oscillant au-dessus de seuil de bifurcation de Hopf
R/ (régions V, VI et VII). Le mode de convection de 2-cellules stationnaire est possible
au-dessus de seuil R,., =54.1 et peut rester stable jusqu’aux seuils de bifurcation de Hopf
(régions III, IV et V). Proche du seuil, une rupture de symétrie se produit et le mode devient
instable (oscillant) au-dessus de seuil R/ (régions VI et VII). Le mode de convection de 3-
cellules stationnaires ne devient possible qu’au-dessus de la valeur critique R,.;=105.4 et
pourrait étre maintenu jusqu’au seuil de bifurcation de Hopf R/ (régions IV, V et VI), au-

dessus duquel la convection oscillatoire prévaut (région VII). D’apres le diagramme de

bifurcation, le seuil de convection oscillatoire augmente en fonction de I’augmentation du

coefficient de la trainée de forme (1 / Pr*) .
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Figure 5.10 : Diagramme de bifurcation pour le flux de convection multicellulaires dans une

cavité carrée.

Pour une explication physique des flux de convection transitoires, des solutions
oscillantes sont représentées dans les figures 5.11 et 5.12 juste au-dessus du seuil de

bifurcation de Hopf, pour R7=950 et A=10 et dans les figures 5.13 et 5.14 pour R7=7000 et

A=1, dans le régime de convection Dupuit-Darcy a P =50. Les évolutions temporelles du
nombre de Nusselt Nu,, et I’intensité de I’écoulement W, sont illustrés dans les figures 5.12

et 5.14 pour 4 =10 et 1, respectivement. Dans les figures 5.11-5.14, les évolutions

instantanées de la fonction de courant (W) et de la fonction du courant moyenne dans une
période de temps (¥, ) sont affichées. Le moment ot les contours sont pris est affichés dans

les figures 5.12 et 5.14. A chaque pas de temps donné, la perturbation de la fonction de

ou ¥y est la fonction de courant moyenne dans

courant est calculée comme ¥ =¥ -V, ,
une période de temps. Pour A=10, la figure 5.11a, la structure de la perturbation par

convection est illustrée par deux couches consistant en une série de petits tourbillons en

contre rotation avec une longueur d’onde de A. =125 se déplagant le long des parois

horizontales. Les deux couches tourbillonnaires se déplacent les unes contre les autres. Ce
modele, qui est obtenu dans le régime de Dupuit-Darcy, est similaire a celui obtenu par
Kimura et al. (1995) dans le cas d’un milieu poreux de Darcy. Les tourbillons deviennent de

plus en plus faibles quand ils négocient leur chemin le long des parois d’extrémité de
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I’enceinte, et reprennent leurs forces progressivement plus tard comme ils voyagent le long

des parois horizontales.

| 1=0.0163

(=0.0330

£=0.0495

4 /=0.0660

17=0.0825

1=0.0990

£=0.1155

1=, 1320

£=0.1485

f=0.1650

| 7=0.1815

b)

Figure 5.11 : a) Contours instantanés de la fonction de courant et de sa perturbation sur cing

périodes de temps pour R, =950, P =50, A =10 et 7=0.041, b) les lignes de courant et

isothermes moyennes dans une période de temps, [ =9.962 et Nu =5.047.
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Figure 5.12 : Evolution dans le temps, a) de I’intensité de I’écoulement, Wo , et b) du nombre

de Nusselt, Nu pour R, =950, P, =50 et A =10.

Pour 4A=1, le comportement de I’écoulement de perturbation est tout a fait différent de
celui observé pour 4A=10. La perturbation est principalement constituée de huit tourbillons
contra-rotatifs voyageant dans le sens antihoraire selon les parois de 1’enceinte. Pour terminer
son mouvement de circulation a I’intérieur de 1’enceinte, un vortex prend quatre périodes de
temps, au cours des quelles I’intensité du vortex subit une amplification et une décadence
alternatives. Lorsque les tourbillons s’approchent des coins de 1’enceinte, une fusion partielle

se produit. Du point de vue physique, le changement brusque de la pente de taux transfert de
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chaleur, comme on 1’observe sur les figures 5.7-5.9 pour la solution instable (oscillante), est
due a I’existence des tourbillons de perturbation de roulement, qui sont responsables de débit

supplémentaire du mélange prés des parois de I’enceinte.

Dans les figures 5.7-5.9 seulement quatre points de données sont présentées pour les
solutions laminaires instables. On remarque qu’une nouvelle augmentation du nombre de
Rayleigh Rr au-dela du seuil de la bifurcation de Hopf conduit trés rapidement & un
¢coulement de convection oscillatoire périodique et puis un flux de convection chaotique.
Dans ce travail, I’étude est axée uniquement autour de 1’apparition de la bifurcation de Hopf.
Le seuil de bifurcation de Hopf représente le début de la transition vers la turbulence. Par
conséquent, les gammes du nombre de Rayleigh et le coefficient de la trainée de forme avec
I’apparition des prédictions de la transition pourrait fournir des informations utiles pour le
choix du modele d’écoulement approprié€ pour les simulations de la convection laminaire ou
turbulent. Dans la présente étude, on peut conclure que 1’écoulement de convection reste
laminaire pour un nombre de Rayleigh extrémement élevé a condition que le coefficient de la

trainée de forme reste trés faible.
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Figure 5.13 : a) Contours instantanés de la fonction de courant et de sa perturbation sur cing

périodes de temps pour R, =7000, P =50, A =1 et 7=0.00942, b) les lignes de courant et

isothermes moyennes dans un période de temps, ¥, =16.402 et Nu; =7.705.
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Figure 5.14 : Evolution dans le temps, a) de 'intensité de 1’écoulement, ¥o , et b) du nombre

de Nusselt, Nu pour R, =7000, P. =50, 4 =1.

En complément des résultats présents ci-dessus, au-dessous du seuil de bifurcation de
Hopf, I’existence des solutions multiples est démontrée. Comme indiqué par Kimura et al.(1995),
I’écoulement de convection unicellulaire est le mode préféré dans une couche poreuse de Darcy
avec les parois horizontales chauffées par le bas par un flux de chaleur constant. Cela est vrai a
proximité du début de la convection; toutefois, pour un grand nombre de Rayleigh, divers modes
de convection a différents nombres de cellules de convection sont possibles, ce qui est
indépendant du rapport d’aspect de I’enceinte. Dans la présente étude, pour la convection

Dupuit-Darcy, la multiplicité¢ de solutions convectives est démontrée pour une couche poreuse
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ayant un rapport d’aspect de 4=4. Pour R, =100 et P =10, au moins trois modes de

convection stables sont constatés, comme indiqué dans la figure 5.15. Une cellule, deux cellules
et quatre cellules sont calculées en utilisant la méme distribution du maillage 400%200. Quel que
soit le rapport d’aspect de 1’enceinte, comme démontré par Mamou (2003), lorsque le nombre de

Rayleigh augment juste au-dessus du seuil de la convection supercritique R, le mode de

convection monocellulaire reste dominant avec une augmentation du taux de croissance de la
perturbation. Comme le nombre de Rayleigh augmente encore, deux autres cellules, trois
cellules, etc..., de convection émergent et deviennent instables, mais avec différentes valeurs du
taux de croissance. Ainsi, dans une enceinte confinée, comme illustré dans la figure 5.15 pour
une grande valeur du nombre de Rayleigh, plusieurs modes convectifs avec le nombre de cellules
différentes coexistent. Naturellement, pour obtenir les différentes solutions possibles, les
simulations numériques sont effectuées en utilisant la convection monocellulaire, avec deux

cellules, etc..., comme conditions initiales.

TSI

Figure 5.15 : Solutions multiples stables pour 4 =10, R, =100 et P =10
a) une cellule Y . =0.000, ¥ _  =2.789, Nu, =2.814,Nu, =2.583.
b) deux cellules ¥ . =-2.825, ¥  =2.825 Nu, =1.697,Nu, =2.354.

c) quatre cellules ¥ . =-2.400, ¥ _ =2.400, Nu, =1.673, Nu, =1.941.

5.2.1.2 Couche inclinée : -180°<®dP<180°

Pour une couche poreuse inclinée, les équations gouvernant (2.19) et (2.23) peuvent
étre simplifiées considérablement en utilisant ’approximation d’écoulement parallele. La
procédure a été décrite en détail dans le chapitre 3, alors on se limite ici de donner les

principales étapes de la solution.

En introduisant les approximations (3.1) et (3.2) dans I’équation (2.19) pour les

conditions aux frontieres (2.27)-(2.29), on obtient :
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99 _cwi (5.2)

dy

A partir de I’équation (5.2), on constate que 1’équation de la quantité de mouvement

peut étre exprimée comme :

dh{f[ 2
1+

dx? :

d¥ .
} —R,C,¥sin® =R, (sin®—C, cosD) (5.3)
dx
Evidement, les conditions aux limites dans la direction x, Eq. (2.28), ne peuvent pas
étre exactement appliquées avec I’approximation de I’écoulement paralléle. Toutefois,
comme indiqué dans le passé par Trevisan et Bejan (1986), le bilan énergétique dans le

volume de contrdle, Fig (3.1), s’écrit sous la forme suivante :

-12 ax

[ o 4, - y = ‘fz‘;—q'T y (5.4)

Apres l’intégration de 1’équation (5.2) suivie d’une manipulation algébrique de

I’équation (5.4) I’expression de C, est obtenue sous la forme suivante :

2("w(y)d
o _ [ ¥ (y)dy

1+ ZJ-;/Z‘Pz (y )dy

(5.5)

En devinant la valeur de C, , I’équation (5.3) soumise a des conditions aux limites

(2.28) et (2.29) est résolue numériquement en utilisant la méthode TRIDAG pour obtenir le
champ de fonction de courant . Pour ce faire, cette équation a été discrétisée en utilisant une

procédure de différences finies. Ensuite, sur la base de programme d’intégration Simpson,

une nouvelle valeur de C, est calculée en effectuant 1’intégration numérique impliquée dans

I’équation (5.5). La procédure est répétée jusqu'a ce que la convergence de C, et Cj est

atteinte. Les solutions initiales sont considérées et une technique de relaxation est appliquée
pour améliorer la convergence et stabiliser les solutions souhaitées. Pour la convection
Dupuit-Darcy la solution de Darcy est considérée comme condition initiale. Le champ de
température 7 est ensuite évalué par la résolution de 1’équation (5.2) avec les conditions aux
limites correspondantes, Eq. (2.29). La procédure semi analytique présentée prend moins de
temps que la procédure numérique impliquée dans la solution des équations complétes (2.19)

et (2.23).
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Les figures 5.16a)-f) illustrent les effets du nombre de Rayleigh, R, , du paramétre de

la trainée de forme, P et de I’angle d’inclinaison, @, sur les lignes de courant (3 gauche) et

isothermes (a droite), tel que prédit par la solution numérique. Les résultats indiquent que,
indépendamment des parameétres régissant, I’écoulement dans la région centrale de I’enceinte
est essentiellement parallele tandis que la température dans le cceur de la cavité est stratifiée
de maniére linéaire dans la direction x. La solution analytique développée dans la section
précédente, est fondée sur ces observations. Naturellement, comme de nombreux auteurs
I’ont déja signalé (voir par exemple Mamou et al. (1996)), il est prévu que I’écoulement ne
peut étre considéré comme paralléle que si le rapport d’aspect de la cavité est grand. Pour
cette raison, la plupart des résultats numériques présentés ici ont été obtenus pour 4 =10

avec un maillage de 200x400.




d) e) f)
Figure 5.16 : Les lignes de courant et isothermes pour A=10:

a) R, =100, ®=40°, P =5: ¥, =2.442, Nu =2.652, Nu, =2.580.

b) R, =300, ®=80°, P" =5: ¥, =2.812, Nu =3.333, Nu, =3.253.

¢) R, =500, ®=120°, P"=5: ¥, =1.636, Nu =2.310, Nu, =2.270.

d) R, =100, ® =45°, P’ =oo(Darcy): ¥, =3.436, Nu =4.106, Nu, =3.984.
€) R, =100, ® =45°, P'=1:¥,=1.605, Nu =1.816, Nu, =1.774.

f) R, =100, ® =45°, P ' =102: ¥, =0.216, Nu =1.016, Nu, =1.014.

Dans cette section, I’effet de I’angle d’inclinaison, @, de la cavité par rapport au plan

horizontal est discuté. Les figures 5.17a)-b) montrent la variation de Wo et Nu respectivement

en fonction de I’inclinaison de I’enceinte @ (variant de ®=180° a -180°) pour R, =10et

différentes valeurs de P”. Un excellent accord est observé entre 1’analyse de 1I’écoulement

paralléle, illustré par des traits pleins, et les résultats numériques représentés par des cercles

pleins. Le transfert de chaleur se fait par conduction pure (‘PO =0, Nu :1) lorsque @

s’approche de £180°. Dans cette situation, le fluide avoisinant la paroi supérieure est plus
chaud, tandis que le fluide qui se trouve au voisinage de la paroi inférieure est moins chaud.
Dans ce dernier cas, le gradient de densité est stable. Pour cette situation, I’effet de B sur Wo
et Nu, comme prévu, est petit. En absence d’effet du paramétre de la trainée de forme (P —
o) les courbes obtenues sont les mémes que celles déja obtenues par Sen et al. (1987), qu’ils
ont considéré le probléme de la convection naturelle dans une couche poreuse inclinée
modélisée selon la loi de Darcy. Les figures illustrent clairement 1’effet de I’angle
d’inclinaison, @, sur la force de la convection et le taux de transfert de chaleur résultant. On

observe que, lorsque I’angle d’inclinaison diminue de ®=180° a -32.98°, le taux de transfert
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de chaleur Nu augmente au début, il atteint son maximum a ®=30° puis diminue. Pour de
petit angle d’inclinaison @ (au voisinage de ®=0°), des solutions multiples existent, parmi
lesquelles certaines sont instables; elles sont indiquées sur les figures par des lignes
discontinues. Dans le graphique, les lignes pleines positives (négatives) correspondent a la
solution naturelle (antinaturelle). Dans le cas de la convection naturelle, 1’écoulement
résultant circule dans le sens antihoraire en accord avec les conditions aux limites thermiques
imposées sur I’enceinte. D’autre part, dans le cas de la convection antinaturelle I’écoulement
circule dans le sens horaire. Mathématiquement cette multiplicité de solutions, pour un

ensemble donné de parametres régissant, est due a la non-linéarité des équations de base.

Semi analytique
— stable
_..—. instable

e Numérique
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Semi analytique

stable
S instable Darcy

e Numérique

4

-180 ‘ -120 ‘ -60 0 60 120 ‘ 180
o b)
Figure 5.17 : Effets de 1’angle d’inclinaison, ®, et le paramétre de la trainée de forme, B~

pour A = 10, Ry = 10? sur a) I’intensité de 1’écoulement o et b) le nombre de Nusselt Nu.

Dans la Fig 5.18 la valeur de C, est tracée en fonction de 1’angle d’inclinaison @ et le

paramétre de la trainée de forme P pour R, =100. Une augmentation du paramétre de la

trainée de forme a partir de P = o0 a 0.01 conduit a une réponse comme représentée sur les
Figs 5.17a)-b) et 5.18. Les figures indiquent que pour une valeur donnée de I’angle
d’inclinaison @, I’intensité¢ du transfert thermique par convection décroit de fagon continue
avec une diminution de P’. Comme indiqué précédemment, la force de 1’écoulement
convectif est faible quand I’angle d’inclinaison s’approche de £180°. Pour une valeur donnée

de P, quand I’angle d’inclinaison augmente, la convection devient de plus en plus forte et

Wo et Nu sont promus. Comme 1’angle d’inclinaison devient supérieur a ®=90° ’enceinte
commence a chauffer du bas. Néanmoins, on observe que Yo et Nu augmentent au début, ils
atteignent leur maximum, puis ils commencent a diminuer. Les sommets de Wo et Nu pour
différents valeurs de P’ varient considérablement. Pour P~ = oo (Darcy) ces pics se

produisent a environ ® =11.4°(¥,) et ® =36°(Nu ) respectivement, tandis que pour P’ =
1072 ils se produisent a environ ® = 81°(‘P0, Nu ) Les Figs 5.17a)-b) et 5.18 indiquent que

pour B’ = oo (Darcy) plusieurs états stables sont possibles dans I'intervalle(-®,, <® <®_ )

,ou @ =32.98°.
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Semi analytique
stable
—..—..— instable

Figure 5.18 : Effets de 1’angle d’inclinaison, @, et le paramétre de la trainée de forme, B~

pour R, =100 sur le constant de gradient de température C, .

La figure 5.19 montre la variation de 1’angle d’inclinaison @, en fonction de P,". Il est
constaté que, lors de I’augmentation du paramétre de la trainée de forme P, la gamme

d’angles d’inclinaison @, diminue fortement de ®_ = 0" dans le régime de Dupuit pur vers

®_=- 3298 dans le régime de Darcy pur. En fait, lorsque le paramétre de la trainée de

cr

forme est grand, environ B = 1072, les solutions naturelles sont les seules possibles.

10

10k

-30

@, =32.92°

10° 10° 10° 10’ 10" 10" 10° 10~ 10

Figure 5.19: Effet du paramétre de la trainée de forme, P, sur I’angle d’inclinaison

maximale, ®@_ , pour R, =100.
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5.2.2Convection induite par double diffusion et I’effet de Soret : N#0
5.2.2.1 Couche horizontale : ®=0°, S;=0 et N<0

L’¢étude du phénomene de la convection induite par double diffusion est menée sur le
déclanchement du mouvement dans une couche poreuse horizontale soumise a des gradients
de température et de concentration. Les travaux de Nield en milieu fluide (1967) et poreux
(1968), concernant la double diffusion dans des couches horizontales générées par des
gradients de température et de concentration opposées, ont permis la prédiction du nombre de
Rayleigh supercritique marquant I’apparition de la convection, pour plusieurs types des
conditions aux limites. L’auteur a aussi démontré que, lorsque les forces de volume d’origine
solutal et thermique s’opposent, un écoulement convectif oscillant peut se déclencher a un
nombre de Rayleigh bien inférieur au celui du supercritique. Les nombres de Rayleigh
critiques permettant la séparation entre les quatre régimes convectifs (stable, surstable et
direct) ont ét¢ démontrés par la théorie de la stabilité linéaire (Tauntom et Lightfoot (1972)).
Par la suite une étude analytique et numérique de convection au sein d’une cavité carrée,
remplie d’un gaz binaire et soumise a des gradients combinés de température et de
concentration a été présentée par Ranganathan et Viskanta (1988). Ces derniers ont observé
que le renversement du sens de I’écoulement se produit approximativement a N=-1, quand les

forces de volume sont égales et opposées.

La recherche proposée porte sur ’effet de la double diffusion dans un milieu poreux de
Dupuit-Darcy dans une enceinte rectangulaire soumise a des gradients de température et de
concentration uniformes. Entre autre, le travail se concentre sur I’effet du parameétre de la
trainée de forme sur le flux de convection qui se produit lorsque les forces de la flottabilité
thermiques et solutaux sont opposés I’un a 1’autre, c’est-a dire pour des valeurs négatives de
N <0. Pour cette situation, il est connu que, en absence d’effet de la trainée de forme,
I’apparition du mouvement se produit au-dessus d’un nombre de Rayleigh souscritique,
RSO'LLS

e, qui dépend de N et Le . Une solution analytique, basée sur I’approximation paralléle,

est dérivée pour le cas d’une couche infinie (4 >>1). Les études antérieures sur ce sujet
(voir, par exemple Mamou et Vasseur (1999a) et Bahloul et al. (2003)) ont démontré que, en

absence d’effet de la trainée de forme (Pr* - oo), I’apparition de mouvement dépend

fortement du signe de parametre de la flottabilité N. Ainsi pour N>0, c'est-a-dire les forces

thermiques et solutales sont déstabilisantes, le seuil pour I’apparition de la convection se
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o . . .. su r L
produit & un certain nombre de Rayleigh supercritique, RTCp. Comme prévu, ce critére n’est

pas affecté par le paramétre de la trainée de forme.

Les résultats numériques typiques sont présentés sur la figure 5.20 pour les différentes
valeurs des paramétres régissant. Dans ces graphiques, les lignes de courant, isothermes et
isoconcentrations sont présentés de haut en bas. Les résultats illustrent clairement le fait que
pour une cavité infinie, I’écoulement dans la région centrale de ’enceinte est sensiblement
parallele alors que la température et la concentration sont stratifiées de manicre linéaire dans

les directions horizontales.

USSSSSessessy::

e |¥
— ——————1

__———

= s

b)

c)

Figure 5.20 : Les lignes de courant (haut), isothermes (milieu) et isoconcentrations (bas)

pour :

a) R, =10, Le =10, N =-0.24, P, =o0: ¥ =3.722, Nu =3.706, Sh =5.997 .
b) R, =30, Le =5, N =—0.1, P/ =2:¥,=0.644, Nu =1.159, Sh=3.132.

¢) R, =30, Le=5, N =-0.1, P, =1:¥,=0.285, Nu =1.033, Sh =1.693.
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Les nombres de Rayleigh critiques correspondants au seuil de la convection et a la
nature des mouvements convectifs résultants, tels que sont modélisés selon la loi de Darcy,
ont été étudiés dans le passé par Mamou et Vasseur (1999a). 11 a été démontré que, selon les
valeurs des parametres de contrdle, il y a quatre régimes différents possibles. A savoir, le
régime souscritique, régime surstable, régime oscillant et régime supercritique. Les nombres
de Rayleigh critiques pour le début du mouvement stable ou instable ont été obtenus par ces

auteurs.

L’apparition de la convection supercritique est donnée par le nombre de Rayleigh

supercritique comme indiqué dans 1’équation (5.6).

R =R (5.6)
1+ NLe

L’équation ci-dessus prédit le nombre de Rayleigh critique pour le cas d’une cavité
horizontale, de rapport de forme A4, soumise a des flux constants de chaleur et de masse par le
bas, caractérisée par 1’état du repos du fluide. Ce dernier peut étre maintenu jusqu’au nombre
de Rayleigh critique surstable. Dans le cas limite d’une couche horizontale infinie 4 >>1 on
peut démontrer aisément a partir de 1’équation (5.6) que R;’ép =12.

Le régime surstable dans lequel la convection est oscillante est donné par 1’équation

(5.7).
R _ (eLe+1) R 5.7)
" Le (8 +N ) .
Notons que le régime de la surstabilté commence a la valeur de Ry, = R7% et prend

fin a la valeur de R?¢°. Le nombre de Rayleigh critique R7¢° représente la valeur du nombre

de Rayleigh marquant la transition de régime surstable oscillant & un régime monotone

croissant. L’expression du nombre de Rayleigh oscillant, R, est donnée par 1’équation

(5.8).
ose (é‘Le —l)

TC _Le(\/;_m)z

(5.8)

Rq : la procédure de calcul de (R;gp, R, R;’é") est discutée en détail dans le chapitre 6.

Les criteres ci-dessus marquent les seuils des mouvements convectifs qui se produisent
a partir de 1’¢état de repos, c'est-a-dire (Wo=0, Nu=Sh=1). La trainé¢ de forme P, pris en compte

dans la présente étude n’exerce aucun effet sur ces criteres.
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Cependant, lorsque les forces thermiques et solutaux sont opposées 1'une a l’autre

(N <0) la convection peut étre souscritique et le nombre de Rayleigh critique pour

I’apparition de la convection est donné par : (voir chapitre 3)

2 j—
;gus — (Le 1) - RsuP, (R* - OO) (59)
Le(NLe --N')
sous __ R,*zLe hZYZ "
e 2(LeX*A+N 1’y)’ (£ =>0) ©-10)

En général, la convection souscritique n’existe que lorsque les forces de volume
thermique et solutal sont opposées N <0. Un examen attentif de (5.9) et (5.10) montre que
I’existence de la convection souscritique est liée non seulement a N mais aussi a Le . Les
nombres de Rayleigh supercritique et souscritique en fonction de N et Le sont donnés par
les relations (5.9) et (5.10). Dans ce cas, la condition nécessaire et satisfaisante pour

I’éxistence de la convection souscritique a été déja reportée par Mamou (1998d):

N <0
1 (5.11)
J-N

Le >

Dans cette situation, notons que la valeur du nombre de Lewis Le,, =1/3/-N

marque la transition de la bifurcation souscritique vers la bifurcation supercritique. C'est-a-

dire que pour Le <Le la convection est supercritique et que pour Le >Le,  elle est

trans trans

souscritique. La Fig 5.21 illustre les variations de Wo, Nu et Sh en fonction du nombre de

Rayleigh R, pour N=-0.1, P* =10 et différentes valeurs de Le. Pour cette situation,

Le,, =2.154. Dans le cas de la bifurcation supercritique (Le <2.154), le seuil de la

trans

convection est exprimé par la relation (5.6). Sur la Fig 5.21, pour Le =2, nous constatons
qu’a partir du seuil de convection, l’intensit¢ de I’écoulement augmente d’une facon

monotone avec le nombre de Rayleigh. Dans le cas de la convection souscritique

(Le > 2.154), le seuil de bifurcation est donné par la relation (5.10). Avant ce seuil, le
transfert de chaleur et de masse se fait par la conduction pure (‘PO =0, Nu=Sh= 1). Au de

la de ce seuil (RT >Ry’ ), deux solutions a amplitudes finies bifurquent de 1’état de repos.

Notons que pour la solution instable, représentée en pointillés, I’amplitude de cet écoulement,
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qui est maximale au point de bifurcation (RT =R ) , diminue avec I’augmentation de R,

et s’annule au-dela de R, = R;fép. L’amplitude de la solution stable, Yo, quant a elle,

augmente continuellement avec R, . D’autre part Nu et Sh augmentent considérablement au
début et convergent par la suite vers une valeur constante égale a 5 comme illustré dans les

résultats précédents (Fig 5.6). Notons que d’apres la relation (5.6) pour Le=10, 20 et 30 le

nombre de Rayleigh supercritique devient infinie ou négative. On constate aussi que pour

Le 210 et R, <0 la convection supercritique apparait.

1.6
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—— Analytique instable
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, P et
0 — 1 1
20 0 R 20 40
r a)
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Nu Nu
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R; b)
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Figure 5.21 : Influence du nombre de Rayleigh sur : a) I’intensité de 1’écoulement au centre
de la cavité, Yo, b) le transfert de chaleur, Nu, et c) transfert de masse S pour P* = 10, N=-
0.1 et Le=2, 5, 10, 15, 30.

Une vue plus compléte de Ieffet de la trainée de forme, P, et du nombre de Rayleigh,

R, , sur Iintensité¢ de I’écoulement au centre de la cavité, Wo, et les taux de transfert de

chaleur, Nu, et de masse, Sk, sont présentés dans les figures 5.22a)-c¢) pour N=-0.1, Le=5 et
g =1. Les résultats sont obtenus pour des valeurs du nombre de Prandtl modifié, P;, variant
entre P; = oo (Darcy) et P, = 1. En général, la figure 5.22a) illustre clairement le fait que la

diminution du nombre de Prandtl modifié, P, pour un nombre de Rayleigh donné, permet de

réduire considérablement la force de mouvement de convection dans la couche. Cela est di
au fait que la diminution de, P}, entraine une augmentation de la force de la trainée de forme
microscopique. Par conséquent, comme on peut 1’observer a partir des figures 5.22b) et
5.22¢), les transferts de chaleur et de masse sont a la fois considérablement inhibés avec une
diminution du nombre de Prandtl modifié. Les diagrammes montrent aussi clairement ’effet
de, P;, sur I’existence d’un autre type de courbe de bifurcation comme illustrésur les figures

5.23-5.25.
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Figure 5.22 : Diagramme de bifurcation en fonction de Ry et P.” sur: a) l’intensité de
I’écoulement au centre de la cavité, Yo, b) taux de transfert de chaleur Nu et c) taux de

transfert de masse, Sh pour N=-0.1, Le=5, ¢=1 et 4=10. analytique stable, .-.--.-.

analytique instable, e«#amv» numérique.

L’effet du nombre de Prandtl modifié, B, sur les diagrammes de bifurcation dans le cas
d’une cavité infinie soumise a des flux constants de chaleur et de masse, sont illustrés sur les
figs 5.23-5.25. Les diagrammes des bifurcations résultants sont présentés en termes de

I’intensité de 1’écoulement au centre de la cavité, Wo, et les taux de transfert de chaleur, Nu, et

de masse, Sh, en fonction du nombre de Rayleigh, R, , pour N=-0.1, Le=5 et £=1. Les

courbes représentées sur ces graphiques sont les prédictions de la présente théorie
(écoulement parall¢le), les lignes pleines correspondant aux branches stables et les lignes en
pointillées sont les branches instables. Les solutions numériques des équations gouvernantes
complétes, sont obtenues pour A=10 et sont représentées par des symboles pleins. Le
comportement prédit par ce modele analytique est qualitativement en accord avec les résultats
numériques. Pour les valeurs des parameétres régissant, les nombres de Rayleigh critique
prédit par les équations (5.6)-(5.8) sont donnés par: R’ =24, R;¥ =16 et R =20.53.
Ces nombres de Rayleigh critiques ne sont pas affectés par les effets de la trainée de forme. Il
est bien connu que la circulation de I’écoulement dans la couche peut étre indifféremment

dans le sens horaire ou antihoraire. Comme les résultats sont symétriques, seules les solutions

antihoraires (W, > 0) sont présentées dans les courbes de bifurcation présentées dans ce cas.
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Les résultats présentés dans la Fig 5.23 sont obtenus pour (Pr* - oo) , c'est-a-dire en absence

d’effet de la trainée de forme. La courbe de bifurcation résultante est compatible avec les
comportements rapportés dans le pass¢ par Mamou et Vasseur (1999a) et Bahloul et al.
(2007), tout en considérant la convection induite par double diffusion et I’effet Soret dans une
couche poreuse modélisée selon la loi de Darcy. Le début du mouvement est caractérisé par
une transition du 1’état de repos (Wo=0) vers la convection d’amplitude finie, (W0#0), c'est-a-
dire instabilités non linéaires. Cette transition se produit a un nombre de Rayleigh

souscritique R " =15.63, Eq. (5.9), bien en dessous du nombre de Rayleigh supercritique,

R =24. Ce type de seuil, appelé bifurcation souscritique, ne se produit que lorsque les

forces de flottabilité induites par les contributions thermiques et solutales sont opposées et
lorsque Le >1. Dans le graphique, la solution analytique représentée par une ligne solide
(branche thermique) est stable, elle est confirmée par les résultats numériques représentés par
des cercles pleins. Ceci n’est pas de méme pour la ligne en pointillé (branche solutal), reliant
les nombres de Rayleigh souscritique et supercritique. Les lignes thermiques et solutales sont
reliées les uns aux autres par une bifurcation ayant un nceud de selle. En général, les résultats
numériques présentés dans la Fig 5.23 indiquent que, en dessous du nombre de Rayleigh
souscritique Ry < RFZ* région (1), I’état de repos prévaut. Dans la région (II), délimitée par

RX" <R, <R;" la théorie de I’écoulement parallele prédit ’existence de deux solutions

(une solution stable et I’autre instable). Dans la région (III), délimitée par R,;"" <R, <R/ ,a

partir de I’état de repos comme conditions initiales, les résultats numériques montrent que

pour R, =16.1 I’écoulement est oscillant. Ce résultat est présenté dans le graphique par des

cercles blancs, en terme de moyenne quadratique de la fonction de courant ¥,. Aprés une

augmentation graduelle du nombre de Rayleigh et en utilisant les résultats précédents comme

conditions initiales, la branche d’écoulement oscillant ¥, peut étre étendue jusqu'a Ry =
16.9. Au-dessus de ce nombre de Rayleigh la solution bifurque directement vers le
mouvement de convection stable prédit par la théorie de 1’écoulement paralléle.
Numériquement, on a trouvé que lors de I’augmentation (diminuant) du nombre de Rayleigh
en commengant les calculs avec un état de convection d’amplitude finie, la solution résultante
suit le cycle d’hystérésis représenté par des fleches. Ces derniers indiquent le comportement

de la solution du probléme quand R, augmente de zéro a 30 et diminue de 30 a zéro.
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Sh Analytique stable
- e Analytique instable
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Figure 5.23 : Diagramme de bifurcation sur : a) I’intensité de I’écoulement, Wo, b) transfert de

chaleur, Nu, et ¢) transfert de masse, Sh, pour B* = oo (Darcy), N =-0.1, Le =5 et ¢ =1.

Les résultats présentés dans la Fig 5.24 sont obtenus pour une valeur du nombre de
Prandtl modifi¢ relativement faible, a savoir P’ = 1, pour lequel les effets de la trainée de
forme sont importants. Comme déja motionné dans la théorie de la stabilité¢ linéaire (voir

chapitre 6), les nombres de Rayleigh critiques pour I’apparition du mouvement (R, R,
R ne sont pas affectés par les effets de la trainée de forme. Ainsi le nombre de Rayleigh
critique minimale pour I’apparition du mouvement est le nombre de Rayleigh surstable

R} =16 de telle sorte qu’au-dessous de cette valeur, zone (I), le systeme reste a 1’état de
repos (‘I’O =0, Nu=Sh= 1), comme indiqué par les résultats numériques présentés dans le

graphique. Au dessus de cette valeur, de facon similaire aux résultats obtenus dans la Fig.

5.23, pour Ry > R7{ les résultats numériques montrent I’existence d’une branche

d’écoulement oscillant, ¥ , étendue sur la gamme 16.2 < Rr< 28.5. Le type d’écoulement
oscillant résultant, dans la zone (II), est illustré dans le graphique pour le cas particulier

R, =18 en termes de 1’évolution dans le temps de Wo pendant quelques cycles. Il est constaté

que la branche oscillante existe aussi dans la zone (III), délimitée par (R;é" <R, SR;EP),

comme le montrent les résultats obtenus pour R, =22. La ligne solide dans la zone (IV) est

la prédiction de la théorie de I’écoulement paralléle non linéaire. On observe que le début du

mouvement stable n’est pas en ce moment souscritique, tel qu’obtenu dans la fig 5.23 par la
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loi Darcy, mais plutdt supercritique. La courbe de bifurcation résultant, caractérisée par une
transition de 1’état repos a régime convectif, a eu lieu a un nombre de Rayleigh supercritique

R;? =24. Apres I’augmentation du nombre de Rayleigh au-dessus de cette valeur critique

un bon accord est observé entre les résultats analytiques et numériques.
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Figure 5.24 : Diagramme de bifurcation sur : a) I’intensité de I’écoulement, o, b) transfert de

chaleur, Nu, et ¢) transfert de masse, Sh, pour Pr* =1, N=-0.1, Le=5 et ¢=1.

Le cas de P” =2, qui est une valeur intermédiaire du nombre de Prandtl modifié¢ entre

les deux valeurs considérés ci-dessus, est représenté¢ dans la Fig 5.25. Le diagramme de
bifurcation résultant est maintenant caractérisé par six zones différentes. En particulier, les
zones (I) et (II), délimitées par R, et R, sont les mémes que celles discutées ci-dessus pour

P’ =1. Ainsi, ’état de repos prévaut dans la zone (I) tandis que pour Ry > R

r

I’écoulement est oscillant. Ce régime d’écoulement donne lieu a la branche correspondant
aux résultats numériques obtenus pour Yo versus R, . On constate que la branche oscillante

peut étre maintenue jusqu'a R, =23.9. Au-dessus de cette valeur la solution numérique
bifurque vers un régime de convection d’amplitude finie. La Fig 5.26 illustre les résultats
numériques obtenus pour R, =18, zone (II), en fonction de la variation de ¥, Nu et Sh
dans le temps et la structure de 1’écoulement pendant une période. La structure de
I’écoulement est monocellulaire, elle remplit toute la cavité. Un renversement de la
circulation de 1’écoulement dans le sens antihoraire a horaire et vice versa est observé. La
courbe de bifurcation, prédite par la théorie d’écoulement paralléle, indique que le début du

mouvement se produit maintenant au nombre de Rayleigh souscritique R;%* =23.51. Ainsi,

la zone (III) dans le graphique, est maintenant confinée dans la gamme R} <R, <R;’°.La
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Fig 5.27 illustre les résultats numériques obtenus dans cette région pour R, =22. La force de

la circulation d’oscillation qui en résulte est naturellement supérieure a celle rapportée dans la
zone (II) ou la structure d’écoulement correspondante est plus complexe. A I’instant =620, la
structure de I’écoulement est monocellulaire et la circulation se fait dans le sens antihoraire.
Comme le temps augmente, cette structure monocellulaire se décompose pour donner
naissance a une circulation centrale dans le sens horaire et deux petits tourbillons dans le sens
antihoraire qui sont localisée sur les extrémités de la cavité. Ces deux tourbillons
disparaissent progressivement, donnant lieu a une faible circulation monocellulaire dans le
sens horaire dans la couche comme on peut le voir a partir des résultats obtenus en =840. En
outre, au fil du temps la structure d’écoulement se compose d’une cellule de circulation dans
le sens antihoraire dans la partie centrale du systéme et deux tourbillons dans le sens horaire
proches des zones d’extrémités de la cavité. Au moment ou /=1020 la structure unicellulaire
avec une circulation dans le sens antihoraire est observée et récupérée a =620. L’ensemble
du processus est répété au cours de chaque période de temps. Ce comportement oscillatoire et

les modéles d’écoulement peuvent étre différents lorsque le rapport d’aspect de la couche est

modifié.
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Figure 5.25 : Diagramme de bifurcation sur : a) I’intensité de I’écoulement, Wo, b) transfert de

chaleur, Nu, et c) transfert de masse, Sh, pour Pr* =2, N =-0.1, Le=5 et e=1.
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Figure 5.26 : Evolution dans le temps : a) I’intensité de I’écoulement au centre de la cavité,

Yo, b) des taux de transfert de chaleur, Nu, et de masse, Sh, et c) la structure de 1’écoulement

pour (zone II), pour R, =18, P"'=2, N =—0.1, Le =5 et ¢=1.
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Figure 5.27 : Evolution dans le temps : a) I’intensité de ’écoulement au centre de la cavité,
Yo, b) des taux de transfert de chaleur, Nu, et de masse, Sh, et c) la structure de 1’écoulement

pour (zone IIl), R, =22, P =2, N =—0.1, Le =5 et ¢ =1.
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Les résultats, prédits par le modele de 1’écoulement paralléle, sont maintenant discutés.
La courbe de bifurcation qui en résulte est considérée comme tout a fait particuliére. La
figure 5.25 indique I’existence de deux branches différentes stables, représentées par des
traits pleins. La partie supérieure, a partir de R72*° est la branche standard observée dans la
bifurcation souscritique, comme illustré par exemple dans la Fig 5.23. D’autre part, la

branche inférieure stable, qui commence a R} =24, correspond a une bifurcation

supercritique similaire a celui décrit dans la Fig 5.24. Cependant, on constate que cette

branche n’existe que dans Dintervalle R <R, <R;’, ou R;¢ =25.08, ce nombre de

Rayleigh correspond a un point tournant. Les deux branches stables sont connectées 1’'une a
I’autre par une branche instable, illustrée en pointillés. La confirmation numérique de la
solution analytique est également présentée dans le graphique. L’accord est toujours
excellent. Au démarrage de la procédure numérique avec 1’état de repos comme conditions

initiales, il a été constaté que lorsque le nombre de Rayleigh est au dessus de R =23.51, la

solution résultante suit le cycle d’hystérésis représenté par des fleéches sur le zoom inclus dans

la Fig 5.25a. Ainsi, pour R, > R, , d’une zone (VI), la branche supérieure existe et on voit

que, comme prévu sur I’augmentation de R, , la force de la convection est favorisée de fagon

monotone. Cette solution stable peut étre maintenue jusqu'a un certain nombre de Rayleigh

critique, R/’ , au dessus de cette valeur une bifurcation de Hopf se produit et I’écoulement

devient instable (oscillant). Ce point sera discuté dans le chapitre suivant. D’autre part, quand

le nombre de Rayleigh diminue au dessous de R, , il faut alors examiner deux zones

distinctes. Zone (V), R ® <R, <R;Y, qui se caractérise par I’existence a un nombre de

Rayleigh donné, de trois différentes solutions sont possibles (deux stables et une instable).

Les figures 5.28a)-b), illustrent les lignes de courant, isothermes et isoconcentrations

obtenues numériquement dans cette zone, pour R, =24.5. Les conditions initiales

appropriées doivent étre spécifiées pour simuler les deux solutions stables différentes. Ainsi,
un mode d’écoulement de convection a été utilis¢é comme condition initiale pour obtenir le
modele d’écoulement de la Fig 5.28a, ce qui correspond a la branche supérieur stable.
Cependant, 1’état de repos a ¢été considéré comme conditions initiales pour lancer la
procédure numérique afin d’obtenir le mode d’écoulement présenté dans la Fig 5.28b. Ce
type de régime de convection a faible diffusion correspond a la solution de la branche
inférieure. Naturellement, il n’a pas été possible de confirmer numériquement la troisieéme

solution instable prédite par le modele analytique.
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Figure 5.28 : Les lignes de courant (haut), isothermes (milieu) et isoconcentrations (bas)
pour : Ry = 24.5, B* = 2, N=-0.1, Le=5 et &=1.
a) ¥,=0.394, Nu =1.063, Nu, =1.044, Sh=2.181 et Sh,, =1.861.

b) ¥, =0.016, Nu =1.000, Nu, =1.000, Sh=1.002 et Sh, =1.002.

Pour I’ensemble des parameétres régissant considérés ici, il est prédit par le modele

analytique, que la bifurcation est sous-critique a condition que P’ >1.85, comme illustré

dans la Fig 5.29a) pour P = 2. La courbe de bifurcation résultante est caractérisée par une

branche supérieure stable souscritique existante pour R, > R'** =23.51. En outre, en raison
T TC

des effets de la trainée de forme, le graphique indique aussi I’existence d’une solution stable

supercritique s’étendent entre Ry = 24 < Ry < RF" = 25.1. Les deux R%“et R, sont
reliés entre aux par une branche instable représentée par une ligne en pointillée. Avec la

diminution de la valeur de Pr*, le début du mouvement demeure souscritique vers P =1.85,
a laquelle la condition R, =R;” =24 est atteinte, comme illustré dans la Fig 5.29b). Pour
P’ <1.85, on constate dans les Figs 5.29b)-c) que le début du mouvement est maintenant
supercritique. Ainsi, comme illustré dans la Fig 5.29¢) pour P’ =1.5, on remarque que le
nombre de Rayleigh souscritique R;>* devient tellement supérieur a R qu’il dégénere en
un second point de retournement R,2* . La courbe de bifurcation est maintenant caractérisée

par deux points de retournement R = 25.9 et R;&“ = 25.4, respectivement. Il est remarqué

a partir des Figs 5.29a)-c) que, dans I’intervalle Ry (R§%*) < Ry < REY, trois solutions
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différentes (deux stable et une instable) sont possibles pour une valeur donnée de R, ,

confirmant 1’existence du phénomene de bistabilité. Enfin, Les résultats présentés dans la Fig

5.29d) pour P’ =13 indiquent que la condition R;Y = R;%° = 26.5 est atteinte. En

I

conséquence, pour P’ <1.3 , le modele analytique prédit que, pour un nombre de Rayleigh

donné R, > R;”, la convection est supercritique. Le diagramme de stabilité est illustré dans

la figure 5.29¢), ou la région de bistabilité est délimitée par la surface hachurée.
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Figure 5.29 : Diagramme de bifurcation en termes de 1’intensité de 1’écoulement au centre de la
cavité, Yo, en fonction de Rr pour N=-0.1 et Le=5: a) B = 2,b) B = 1.85,¢) B = 1.5 et d)

P = 1.3, e) diagramme de stabilité. analytique stable, «==== analytique instable.

Les figures 5.30a)-c) montrent les variations de Yo, Nu et Sh en fonction de Ry et N
pour Le=5 et P’ = 2. La courbe obtenue pour N=0 correspond a la convection induite par les
effets thermiques seulement. Elle donne lieu a une bifurcation de type fourche se produisant a

un nombre de Rayleigh supercritique R, =12. La courbe de bifurcation supercritique est

affectée suivant la diminution de la valeur du rapport de la flottabilité. En effet, 1’évolution

des courbes de bifurcation avec le taux de flottabilité est tout a fait semblable a celle décrite

dans les figures 5.29a)-d) sur I’effet de P, .
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Figure 5.30 : L’effets du nombre de Rayleigh R, et le rapport des forces de volume N sur : a)

I’intensité de 1’écoulement, Yo, b) le nombre de Nusselt, Nu, et ¢) le nombre de Sherwood,

Sh, pour P* = 2 et Le=5 .

La figure 5.31a) montre les variations des nombres de Rayleigh critiques R;”, R;.",

et R avec N et B*. D’aprés le zoom présenté dans la Fig. 5.31b) pour P =2, la solution

analytique prédite indique que dans I’intervalle —0.15<N <-0.096, le nombre de Rayleigh

souscritique R7¢“ est le plus faible (R;g‘” < RF <R ), alors le début du mouvement
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devient souscritique comme illustré dans la Fig 5.29a. A N=-0.096 on constate que,

R =R;® =23.19 cette situation étant similaire a celle représentée dans la Fig 5.29b.

Quand la valeur du rapport de la flottabilité varie, on observe que dans [’intervalle

—0.096<N <-0.081, la courbe de bifurcation consiste a une branche inférieure

supercritique étendant entre R;lép < Ry < REY et une branche supérieure qui existe pour la

sous

condition Ry = R3¢, comme illustré dans la Fig 5.29¢. La branche souscritique se dégéncre

sous

en une branche correspondant au nombre de Rayleigh critique R;° . Les résultats obtenus a
N=-0.081, pour lequel R’ = R = 21.58, sont similaires a ceux représentés dans la Fig

5.29d. Pour —0.081< N <0, il existe uniquement le nombre de Rayleigh supercritique, R

TC °

sup

de telle sorte que le début de mouvement est supercritique R, .
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Figure 5.31 : Les résultats analytiques obtenus pour Le=5, a) I’effet du nombre de Prandtl
modifié, P, et le rapport de la flottabilité, N, sur les nombres de Rayleigh critiques, b)effet de
rapport de la flottabilité, N, sur le nombres de Rayleigh critiques, Ry¢, pour P = 2.

Le nombre de Rayleigh souscritique, R72*°, est représenté dans la Fig 5.32 en fonction

de, P-, et différentes valeurs de nombre de Lewis pour le cas de N=-0.1. Pour les plus

grandes valeurs du nombre de Prandtl modifi¢ (Pr* — oo), les résultats prédits par le modéele

de Darcy, Eq 5.9, sont récupérés comme illustré dans la petite fenétre incluse dans le
graphique. Ainsi, quand Le—oo la concentration est presque uniforme dans le systéme. Par
conséquent, 1’apparition de la convection se rapproche asymptotiquement du critére pour
I’apparition de la convection dans une couche poreuse soumise uniquement a un flux de

chaleur constant (c’est-a dire R2* — R =12). Aprés avoir progressivement augmenté le

nombre de Lewis, le nombre de Rayleigh critique R augmente fortement au début, jusqu’a

un maximum R3*® = 16 a Le=3.22, puis diminue de fagon monotone. On observe qu’au

dessous de Le=2.16, la convection souscritique est impossible. Ceci résulte du fait que,
lorsque le nombre de Lewis est suffisamment faible, le processus de transfert de masse a
travers de la couche poreuse est gouverné par diffusion pure. Le début du mouvement est

sup

alors supercritique, survenant a un nombre de Rayleigh R;” =15.3, comme prévu par
I’équation 5.6. Au fur et a mesure que le nombre de Lewis diminue, le nombre de Rayleigh

supercritique tend asymptotiquement vers Ry;” =12 a (Le —0). L’effet du nombre de

Prandtl modifi¢ sur le nombre de Rayleigh souscritique est clairement illustré dans le
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graphique. Comme déja mentionné, une diminution de P, affaibli la force du mouvement de
convection dans la couche. Ainsi, pour un nombre de Lewis donné, il est constaté que les
valeurs de R77*° aux quelles la convection se produit, augmentent considérablement lors de
la diminution de PF. Par exemple, pour Le=10°, on note que le nombre de Rayleigh
souscritique augmente a partir de R$%*S = 12.25 pour B* = 103 a R3S = 28 pour P} =
1071, Naturellement, pour les faibles valeurs du nombre de Lewis présentées dans le
graphique la convection souscritique n’est possible que lorsque le nombre de Prandtl modifié¢

est réduit. Ainsi, pour Le=3 (5) le début de mouvement est supercritique pour P <

14 (1.85).

30

. Darcy i=—Le=2.16

25

R sous

rc

20

Figure 5.32 : Le nombre de Rayleigh souscritique, R72*°, en fonction de nombre de Prandtl

modifié, P¥, pour Le=10°, 10%, 20, 10, 5,3 et N=-0.1.

Une autre vue de I’effet du nombre de Lewis est illustré dans la figure 5.33. Les

résultats obtenus en termes de Yo, Nu et Sh en fonction de R, et P, pour N=-0.1 et Le=15,

sont différents de ceux décrits dans les figs 5.22 pour Le=5. Ainsi, indépendamment de la
valeur de P, la solution analytique indique que les courbes de bifurcation souscritique sont
constituées des branches supérieures stables connectées avec des branches inférieures

instables. On constate que ces derniéres tendent asymptotiquement vers le nombre de

sup

Rayleigh supercritique (ch - oo). En fait, pour le nombre de Lewis particulier considéré

ici, ’apparition de la convection supercritique est possible seulement pour les valeurs

négatives du nombre de Rayleigh, a savoir R;” =—24, comme prédite par I’équation 5.6. Ce
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résultat correspond au cas d’une couche chauffée par le haut. Bien que la force de
mouvement convectif résultant, Wo, est trés faible comme illustré dans 1’¢largissement
représenté dans la Fig 5.33 qui montre que 1’accord entre le modéle analytique et le code

numeérique est tres bon. Pour une valeur donnée du coefficient de la trainée de forme, on voit

que I’état de repos prévaut dans ’intervalle R, <R, <R} (R) .
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Darcy

Sh

Figure 5.33 : Diagramme de bifurcation en fonction de R, et P~ sur: a) [’intensité de

I’écoulement au centre de la cavité, Yo, b) taux de transfert de chaleur Nu et c) taux de

transfert de masse, Sh pour N=-0.1, Le=15, e=1 et A=10. analytique stable, .-.—.—.-

analytique instable, eam«#vnumérique.

Dans cette section, nous considérons le cas d’une cavité carrée A=1 soumise a des
gradients de température et de concentration constants. Les deux parois verticales de la cavité
sont adiabatiques et imperméables que les parois horizontales sont soumises a des conditions
aux limites verticales thermiques et solutales de type Neumann (flux constantes de chaleur et
de concentration) et Dirichlet (température et concentration constantes imposées). Pour cette
situation un mod¢le analytique n’est pas disponible de telle sorte que tous les résultats

présentés ici sont les prédictions du code numérique discuté dans le chapitre 4.

Les figures 5.34 montrent des résultats typiques obtenus pour le cas d’une cavité carrée
chauffée et salée par le bas par des flux constants. La Fig 5.34a) illustre les effets du nombre
de Rayleigh, Ry, et le nombre de Prandtl modifié, P, sur la courbe de bifurcation en terme de
I’intensité de 1’écoulement au centre de la cavité, Yo, pour le cas N=-0.1, Le=5 et e=1. Les
traits pleins sur le graphe sont obtenus par un ajustement de courbe des données numériques,
tandis que les lignes en pointillées sont des prédictions basées sur les résultats obtenus pour la
couche infinie. La figure indique que les résultats sont qualitativement similaires a ceux
obtenus dans la section précédente (couche infinie). Ainsi, lors de la diminution de la valeur
de Prandtl modifié¢ de P = oo (Darcy) a 1, on voit que les courbes de bifurcation évoluent a

partir d’un comportement souscritique a supercritique. Pour les valeurs intermédiaires du
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nombre de Prandtl modifi¢, les courbes de bifurcation indiquent ’apparition des branches
stables supercritique et souscritique connectées par une branche instable. Ce point est illustré
par la courbe pour P’ = 2 représentée dans la Fig 5.34b). Pour cette situation, pour un certain
nombre de Rayleigh donné, des solutions bi-stables sont possibles pour une gamme du
nombre de Rayleighdonné qui dépend des parametres régissant du probléme. Ce point est

illustré¢ dans les Figs 5.34c)-d) qui montrent les lignes de courant, isothermes et
isoconcentrations obtenus pour R, =48. La solution présentée dans la Fig 5.34d),

correspond a la branche inférieure et elle est obtenue a partir des calculs numériques en
utilisant I’état de repos comme conditions initiales. Cependant, la solution correspondant a la
branche supérieure, Fig 5.34c), peut étre obtenue suivant le chemin d’hystérésis représenté
pour B = 2. Les Figs 5.35 montrent des résultats typiques obtenus pour une cavité soumise a
des conditions aux limites thermiques et solutales de type Dirichlet. Les parameétres régissant
considérés ici sont les mémes que ceux des Figs 5.34. Il est claire que I’existence des
solutions doubles sont également obtenues comme décrit par la courbe de bifurcation obtenue

par exemple pour P’ = 5.

25

05

24
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Figure 5.34 : Diagramme de bifurcation en terme de Wo en fonction de R, et P, pour 4 =1,
N=-0.1, Le=5 et &=1, a) Bf = o0 (Darcy) a 1, b) P =2, wmimmm numérqiue instable,
--ev>>eom<¢ numérique stable (conditions aux limites Neumann).

c) Lignes de courant (gauche), isothermes (milieu), isoconcentrations (droit) pour R, =48 et

P =2, ¥,=0.433, Nu, =1.040, Sh, =1.779, (solution supérieur).

d) Lignes de courant (gauche), isothermes (milieu), isoconcentrations (droit) pour R, =48 et

P =2, ¥,=0.047, Nu, =1.000, Sh, =1.013, (solution inférieur).
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d)

Figure 5.35 : Diagramme de bifurcation en terme de Wo en fonction de R, et P pour 4 =1,
N=-0.1, Le=5 et e=1, a) P =00 (Darcy) a 1, b) BF =5, wmimm= numérique instable,
-+4-ve-+= numérique stable (conditions aux limites Dirichlet).

c) Lignes de courant (gauche), isothermes (milieu), isoconcentrations (droit) pour R, =80 et

P

I

5,%¥,=1.005 Nu, =1.108, Sh, =2.274, (solution supérieur).

d) Lignes de courant (gauche), isothermes (milieu), isoconcentrations (droit) pour R, =80 et

P’ =

r

5,%¥,=0.028, Nu, =1.000, Sh, =1.002, (solution inférieur).

5.2.2.2 Couche verticale : ®=90° et N=-1

Pour la situation ou la cavité verticale ®=90°, la convection naturelle induite par double
diffusion (S, =0) et I'effet de Soret (S, =1) a été étudié. Dans cette investigation, les
¢coulements convectifs sont induits par des conditions aux limites thermiques et solutales de
type Neumann (flux constants de chaleur et de masse) imposées sur les parois verticales,
tandis que les deux parois horizontales sont adiabatiques et imperméables. Quand les forces
de volume thermique et solutal sont de méme intensité mais de sens opposé N=-1 une
solution d’équilibre correspondant a 1’état de repos est possible. L apparition du mouvement
résultant peut €tre soit supercritique ou souscritique. Une solution semi-analytique, valable

pour une couche infinie 4 >>1 en supposant un écoulement parallele, est dérivée.

La présente étude se concentre sur le cas particulier ou les forces de volume sont de

méme intensité mais de sens opposé, tels que :
AS'
N :—ﬁs =-1 (5.12)
BAT'
Dans les équations présentées dans le chapitre 2, la condition (S, =0) correspond a la

convection a double diffusion induite par 1’application des flux constants de chaleur ¢ ' et de
masse ;' de telle sorte que 07 /0x =1 et 0S /Ox =1 sur les limites verticales du systéme.

Toutefois, la condition (S L= 1) correspond a la convection induite par 1’effet de Soret pour
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lequel la condition limite de concentration est déterminée par I’imperméabilité des parois

solide ce qui implique (OT /Ox —0S / Ox ) =0.

Pour une couche poreuse verticale infinie (4 >>1), les équations gouvernant (2.19),

(2.20) et (2.23) peuvent étre simplifiées considérablement en utilisant 1’approximation
d’écoulement parallele. La procédure a été décrite en détail dans la section de la couche

inclinée, on se limite ici de donner les principales étapes.

En introduisant les approximations dans les équations (2.19) et (2.20), pour les
conditions aux frontieres (2.28) et (2.29) nous obtenons pour les deux systémes les équations

différentielles suivantes :

46 =-C, ¥ +1 (5.13)
dy

‘;95 =(S,C, +LeCy )Y +1 (5.14)
y

En substituant les deux équations (5.13) et (5.14) respectivement dans I’équation (2.23),

I’équation de la quantité de mouvement se réduit alors a:

d*¥y 2
1+ —=
dy P

r

gy_‘PH_RT [C, (1-8,)-LeCy |¥ =0 (5.15)

Les équations (3.3) et (3.4) peuvent étre combinées avec les équations (5.13) et (5.14)

afin d’obtenir les expressions suivantes de C, et Cy :

12 Lo wig 1o wy
I_l/z\P(y )dy S"[ B e.[—l/z y:|+ e.lll/z Y
Cr = 12 , Cg= — (5.16)
I+ W (y )dy 1+Le’ [ Wy

-1/2 -1

La situation de Darcy pur est récupérée dans la limite P — oo dans les équations ci-
dessus. Pour cette condition, il est possible de résoudre les équations (5.13)-(5.16)
analytiquement. Comme la procédure est une généralisation des solutions discutées en détail
par Mamou et al. (1998a) et Joly et al. (2000), la forme finale de la solution des équations
(5.13)-(5.16) est alors donnée par :

Y(x,y)="¥,cos(wy)

T (x,y)=Cpx —&CT sin(wy )+y (5.17)
o

S (x,y)=Csx —&(LeCS +8,C; )sin(wy )+y
)
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od w=[R, (LeC;~C, (1-5,))] " =x
Ces équations permettent maintenant de déterminer les valeurs de C, et C qui sont

données par :
49, 4, [Le(2+W7)+S, (2-WiLe) ]

a2y O a2 v

(5.18)

ou Yo, est la valeur de la fonction de courant au centre da la cavité qui peut étre évaluée a

partir de I’expression suivante :

2

W
TO[‘P(Z)LeZ +2(Le”+1)|-V2¥,[(Le ~1)+S, (Le +1) [R, /R™ +1=0  (5.19)

s, (vV2-1)+1
S, (2-+2)++2

Par ailleurs, les taux de transfert de chaleur et de masse ont pour expressions :

avec : R*" =@’

Ny a)z(2+‘P§) 520
u_(wz—s)\}f§+2w2 (:20)
. @ (2+WLe” ) (2+¥7) 52

(@ =8)(W; +2)Le” = (168, (Le +1)-20° ) |\¥} + 40’

En prenant la dérivée de, Wo, par rapport a R, dans 1’équation (5.19), nous constatons
que le seuil de la convection souscritique est donné par:

V2| Le? (Woe +1)+1] ¥,
2[Le’ +Sr(Le+1)—1]

sous __
RTC -

R™™ (5.22)

ou ¥ est la valeur de la fonction de courant critique située au centre de la cavité qui peut

étre calculée a partir de :

112
Y, =%

\/;L {((Lez +1) +12Le2) ~(Le? +1)} (5.23)
e

Dans le cas d’une cavité rectangulaire verticale les nombres de Rayleigh critiques se

réduisent aux expressions suivantes : (voir le détail dans le chapitre 6).
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R wr_(eLe+1)R™™

RSP — = R —
re 1—(Le+Sr)’ re Le(e—l)

0 5.24
(eLe -1)(e+1)+2Sre+2| e(e[Le +Sr]-1)(eLe +Sr—1)| "R*™" 629

Le(e-1)’

osc __
RTC -

Les expressions critiques de la stabilité ci-dessus sont approximatives, basées sur
I’analyse de Galerkin qui repose sur des profils de perturbation obtenus au début de la
convection stationnaire. Prés du nombre de Rayleigh critique surstable, les profils de
perturbation sont calculés numériquement comme décrit dans Mamou (2003), ils peuvent

différer légerement de ceux qui sont au début de la convection stationnaire. Pour une cavité
verticale infinie 4>>1 la constante R dans les équations (5.24) est calculée de fagon

précise, elle est donnée par R*® =105.33 (—105.33) pour Le >1 (Le <1). Ce résultat est

indépendant du type des conditions aux limites thermiques et solutales imposées sur les
parois verticales du systéme. Ainsi, pour un systeme soumis a des flux de chaleur et de
concentration constants, cette constante a été obtenue par Mamou et al. (1998a, 1998b) pour
la convection a double diffusion et Joly et al. (2000) pour la convection induite par 1’effet de
Soret. La méme valeur a été rapportée par Marcoux et al. (1998), Charrier-Mojtabi et al.
(1997) et Mamou et al. (1998c) pour le cas ou les parois verticales de 1’enceinte sont
soumises a différentes températures et concentrations constants et uniformes. En fait, la

valeur de R™ dépend de I’angle d’inclinaison et du rapport d’aspect de la cavité, comme

décrit par exemple par Mamou et al. (1998c¢). Ainsi, pour une couche de Brinkman, R™"
varie considérablement avec le nombre de Darcy, Da, comme démontré par Mamou et al.

(1998b) et Joly et al. (2000). Naturellement, dans le cas du nombre de Darcy petit (Da — 0)
la situation de Darcy est récupérée pour R** =105.33. D’autre part, la limite (Da — o)

correspond a la situation de fluide pur pour laquelle R** = 6511. Ce résultat a été également
prédit par Ghorayeb et Mojtabi (1997), Xin et al. (1998) et Mamou et Vasseur (1999b), qui
ont ¢tudié I’apparition de la convection dans une couche fluide sous différentes conditions

aux limites thermiques et soluatles.

Les résultats numériques typiques sont présentés dans les Figs. 5.36a)-d) pour
R, =200, Le =2, 4 =10, Pr* =00, P,_* =0.1, §, =0 et 1. Sur les graphiques les lignes de
courant, isothermes et isoconcentrations sont présentés de gauche a droit, respectivement.
D’aprés ces résultats, il est clair qu’indépendamment des paramétres régissants, I’écoulement

dans la région centrale de la cavité est paralléle tandis que la température et la concentration
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sont stratifiées de fagcon linéaire dans la direction x. La solution analytique développée dans la
section précédente se fondera sur ces observations. Dans la gamme des parameétres considérés

dans cette étude, il a été constaté que les résultats numériques peuvent étre considérés comme

indépendants du rapport d’aspect de la cavité lorsque (A >6). Pour cette raison, la plupart

des résultats numériques présentés ici ont €té obtenus pour 4=10 avec un maillage de

200x400.
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Figure 5.36 : Les lignes de courant (gauche), isothermes (centre) et isoconcentrations (droit)
pour R, =200, Le=2, ¢=1, 4 =10:

a) Darcy, S, =0, ¥,=3.13, Nu =3.05, Sh =4.35.

b) P =0.1, S, =0, ¥, =0.40, Nu =1.05, Sh =1.20.

¢) Darcy, S, =1, ¥, = 4.06, Nu = 3.59, Sh= 6.67.

d P =015 =1 ¥,= 085 Nu=123, Sh=3.14.
Les Figures 5.37 et 5.38 montrent I’effet du paramétre de la trainée de forme, P, sur

les profils de vitesse, v , de température, 7, et de concentration, S, a la mi-hauteur de la
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couche poreuse (x =0), pour R, =200, Le=2, 4=10, ¢=1, §,=0 et §, =1,

respectivement. Un excellent accord est observé entre la solution paralléle semi-analytique,
représentée par des traits pleins, et les résultats numériques représentés par des cercles pleins.
Ces profils sont antisymétriques par rapport a x et les résultats sont représentés uniquement

dans la partie gauche de la couche (0 <x <0.5). Puisque le milieu poreux est modélisé selon

la loi de Dupuit-Darcy, il est observé a partir des Figs 5.37a) et 5.38a) que la vitesse est
maximale sur les parois c'est-a-dire x =0 ou le cisaillement est annulé car les forces de
flottabilité sont €gales et opposées. De plus, ceci résulte du fait que, selon ce modele le fluide

est autoris¢ a glisser sur les fronticres de la cavité. Les profils de vitesse, de température et

de concentration obtenus pour (Pr* — oo) sont ceux qui correspondent a un milieu poreux

mod¢élisé selon la loi de Darcy. Lors de la diminution de la valeur du parameétre de la trainée

* . . . . . . r r .
de forme P., on voit que la vitesse au voisinage des parois est considérablement réduit,

indépendamment de la valeur de S,. On peut comprendre qu’une augmentation du P’

provoque une augmentation de la force de la trainée de forme microscopique, ce qui affaiblit

le mouvement du fluide. L’effet de, P, sur les profils de température est illustré sur les Figs

5.37b) et 5.38b). Une diminution de, P, réduit ’intensité de la convection résultante et

cause une augmentation de la température sur les parois de telle sorte que le méme flux de
chaleur peut étre maintenu dans le systeme. Concernant les profils de concentration, on peut
voir dans la Fig 5.37¢) que, dans le cas de convection induite par double diffusion, similaire
aux profils de température, la concentration prés des parois solides est promue avec une
diminution du parametre de la trainée de forme. Cependant, pour la convection induite par
I’effet de Soret, les résultats sont tres différents comme on peut le voir dans la Fig. 5.38c).
Comme déja discuté, pour cette situation, les gradients de concentration ne résultent pas de
I’imposition d’un flux d’espéce constant sur les parois solides. Au contraire, ils résultent
d’une redistribution de la concentration initiale uniforme constante au sein du systeme en

raison des gradients thermiques.
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Figure 5.37 : Profils de la vitesse, v, de la température, 7, et de la concentration, S, dans le

plan médiane horizontal pour R, =200, Le =2, 4 =10, e=1et §, =0.
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Figure 5.38 : Profils de la vitesse, v, de la température, 7, et de la concentration, S, dans le

plan médiane horizontal pour R, =200, Le =2, 4 =10, ¢=1et S, =1.
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Les figures 5.39a)-c) montrent la dépendance de la fonction de courant, Yo, Nusselt,
Nu, et Sherwood, Sh, sur R, et P’ pour Le=10 et S, =0. Les lignes solides affichées dans

les graphes correspondent a la prédiction de la présente solution semi-analytique. Les

résultats indiquent clairement que, pour une valeur donnée du paramétre de la trainée de

sous

o caractérisant le début de la

forme P, il existe un nombre de Rayleigh souscritique R
convection d’amplitude finie unicellulaire. Les courbes représentées pour (Pr* —>oo)

correspondent au régime d’écoulement de Darcy pur. Pour cette situation, le nombre de

Rayleigh souscritique est donné par R, =2.236 ou: ¥, =0.139, Nu =1.008 et Sh=1.667.

La Fig. 5.39a) montre que, comme prévu, la force du mouvement de convection, Po,

augmente de fagon monotone avec Ry et P.. Cependant, d’aprés les Figs. 5.39b)-c), il est

clair que pour les grandes valeurs de, Ry, le nombre de Nusselt, Nu, et de Sherwood, S/ ,

tendent asymptotiquement vers une valeur constante dépendante du parameétre de la trainée de

forme P7. Ainsi, pour un milieu poreux de Darcy (R,* —)oo) on constante que

Nu (Sh) > /(7r2 —8), comme déja prédit par Mamou et al. (1998a). Cependant, pour un

milieu poreux modélis¢é selon la loi de Dupuit-Darcy, les résultats indiquent que

Nu (Sh ) — 4 et ce indépendamment de la valeur du paramétre de la trainée de forme P .

Les résultats obtenus pour la convection induite par 1’effet de Soret (non présentées ici),

indiquent que lors d’une augmentation suffisante de, R,, les mémes valeurs limites sont

obtenues Nu (Sh)— 4. Une tendance similaire a été rapportée dans la section de simple

diffusion (voir la Fig 5.6b).
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Figure 5.39 : Effets du nombre de Rayleigh, R, , et Prandtl modifié, P.", sur : a) I’intensité de

I’écoulement, Yo, b) le nombre de Nuesslt, Nu, et c¢) le nombre de Sherwood, Sk, pour

Le =10, S, =0 et différentes valeurs de P, .

sous
TC >

L’influence du nombre de Lewis, Le , sur le nombre de Rayleigh souscritique, R
est représenté sur les Figs 5.40a)-b) pour différentes valeurs de P, S, =0 et S, =1,
respectivement. Le nombre de Rayleigh souscritique a été évalué a partir du modele non
linéaire semi analytique en recherchant numériquement pour quelle valeur de, R, 'inverse
de la dérivée de, Yo, par rapport a, R, , est égale a zéro. Les résultats, représentés en trais
pleins sur les graphes correspondent a des seuils de souscritique de régime de convection
d’amplitude finie unicellulaire. Les courbes pour (P: - 00) sont la prédiction de la solution
analytique pour un milieu poreux de Darcy pur. En général, on observe que le systéme est

stable, indépendamment de la valeur de P quand Le =1 (0) pour S, =0 (1) comme prédit

par 1’équation (5.22). Quand on diminue la valeur du paramétre de la trainée de forme, P, il

sous

est clair que le seuil, R;* , augmente puisque I’effet de la trainée de forme devient de plus en

plus stabilisant. Pour une valeur donnée de, P, la Fig. 5.40a) indique que, pour la

convection induite par double diffusion, R;* diminue fortement vers une valeur constante

quand le nombre de Lewis, Le, diminue en dessous de I'unité. D’autre part, lors de

I’augmentation de la valeur du nombre de Lewis au dessus 1’unité, le nombre de Rayleigh

souscritique diminue de facon monotone vers (R;Z“S - 0). Pour la convection induite par
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I’effet de Soret, la Fig 5.40b) montre que le nombre de Rayleigh souscritique diminue de

facon monotone de R;* — oo comme Le—0 vers R;.° — 0 comme Le—oo. Les lignes en

pointillés dans les Figs 5.40a)-b) sont la prédiction de la théorie de la stabilité linéaire, Eq

sup

(5.24). Pour un nombre de Lewis donné, le nombre de Rayleigh supercritique, R,

correspond a la valeur critique du nombre de Rayleigh thermique au-dessus duquel le régime
diffusif devient purement instable et donne lieu a une structure d’écoulement multicellulaire
dans le stade précoce de la convection. En dessous de cette limite, le début de mouvement est

sous-critique et unicellulaire. Ainsi, a partir des Figs 5.40a-b) il est possible d’estimer la

valeur du paramétre de la trainée de forme, Pr*, délimitant les zones des régimes de
convection souscritique et supercritique, en termes de Le . Pour P # 0, il est remarqué que,
sous

conformément a la Fig 5.40, le seuil de la convection souscritique, R, , devient plus élevé

que le seuil de la convection, R,”, ce qui favorise I’apparition de probleme de bi-stabilité, ce

phénomene sera discuté plus tard.
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Figure 5.40 : Effets du nombre de Lewis, Le, et de Prandtl modifié, B, sur les nombres de

Rayleigh critiques R,;2“ et R,;+ pour:a) S, =0 etb) S, =1.

Dans la figure 5.41a), la fonction de courant au centre de la cavité, Po, est tracée en
fonction du nombre de Rayleigh, R, , pour Le=2, P = 0.14, ¢=0.1 et S, = 0. Pour les
valeurs des parameétres régissant considérées ici, les nombres de Rayleigh critiques pour le

début du mouvement, comme prévu par les équations 5.24, sont donnés par R, =70.22,
R;Z =90.11 et R;” =105.33. Ces nombres de Rayleigh critiques ne sont pas affectés par le

paramétre de la trainée de forme, P, car ils correspondent a I’apparition du mouvement qui

se produit a I’état de repos (comme on a déja discuté dans les résultats précédent). Selon la

solution de I’écoulement paralleéle non linéaire le seuil de convection souscritique a lieu a

R;’* =131.42. Ainsi, Papparition de la convection se produit au nombre de Rayleigh

minimum, a savoir R;’ =70.22 de telle sorte qu’en dessous de cette valeur, d’une zone (I)

dans le graphe de bifurcation, le systéme reste au repos, comme indiqué par les résultats

numériques présentés dans le graphe par des symboles cercles pleins. Au-dessus de cette

osc

valeur critique dans D’intervalle R,;~ <R, <R;.,

d’une zone (II), la théorie de la stabilité

linéaire prédit I’existence possible d’écoulement oscillant. Ce point est confirmé par les
résultats numériques obtenus a partir des €quations gouvernantes complétes qui sont

présentées dans le graphique par des carrés vides, en termes de moyenne quadratique de la
fonction de courant, o, en fonction de R, . Comme on peut le voir sur le zoom présenté

dans la Fig 5.41b), la solution numérique prédit que le flux oscillant commence a
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R, =76.25 qu’est environ de 8% plus élevé que la valeur prédite par I’équation (5.24). 11

est intéressant de mentionner que 1’apparition de la convection surstable prévue par une
procédure plus précise développée par Mamou (2002), a savoir R, =75.26 est seulement

1.3% inférieure a la prévision de la solution numérique présente. Le type d’écoulement

oscillant se produisant dans la cavité verticale est illustré par les résultats numériques obtenus

pour R, =80, comme indiqué dans la Fig 5.42 en fonction de I’évolution temporelle de la

fonction de courant au centre de la cavité Wo et de Nu et Sh pendant quelques cycles. On a
¢galement présenté dans le graphique les modes de I’écoulement a différentes étapes de
temps pendant une période d’oscillation (les points (1)-(7)). La solution montre la formation
de plusieurs cellules tournant en sens inverse superposées dans la direction verticale. Les
cellules thermiquement fortes tournant dans le sens antihoraire sont séparées les une des
autres par des cellules plus faibles tournant dans le sens horaire. Les champs instantanés de
I’évolution du mouvement oscillant avec le temps indiquent la génération continuelle
(destruction), au sommet (en bas) de ’enceinte, de telle sorte que toute la structure des

cellules propage vers le bas. Lors de I’augmentation du nombre de Rayleigh a partir de

R, =R/ étape par étape et en utilisant les résultats précédents comme conditions initiales,

cet écoulement de convection oscillant peut étre maintenu jusqu'a R, =161.5, c'est-a-dire

qu’il existe dans les zones (I) a (V) de la Fig. 5.41b) un déplacement des ondes dont la

vitesse de propagation diminue/augmente légérement avec R, . Au-dessus du nombre de

Rayleigh supercritique R,;” =105.33, zone (IV), les résultats obtenus par la solution

numérique des équations gouvernantes complétes indiquent que, a partir des calculs de 1’¢état
de repos comme conditions initiales, la solution résultante consiste en la formation d’une
structure d’écoulement stationnaire multicouche consistant en des cellules tournant en sens
inverse dans la direction verticale de la cavité. Les résultats numériques, représentés par des

cercles vides, indiquent que, lors de I’augmentation progressive du nombre de Rayleigh de

R, =R;? en utilisant les résultats précédents comme conditions initiales, cet écoulement de

convection multicellulaire peut étre maintenu jusqu’a R, =162.5. Au-dessus de cette valeur

du nombre de Rayleigh critique, zone (VI), la solution bifurque vers un mode¢le d’écoulement
unicellulaire stable. La solution prédite par le modele semi-analytique est représentée dans le
graphe en traits pleins et en pointillés. Le diagramme résultant indique I’existence d’une
bifurcation de type fourche souscritique. La branche supérieure stable (trait plein) est

connectée avec une branche inférieure instable (ligne pointillée) dans un point tournant
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(nceud de selle) se produisant a R, = R;* . La solution correspondant au mode de convection

plus ¢élevé a été validée par des solutions numériques complétes représentées par des cercles
pleins. Naturellement, il n’a pas été possible de confirmer numériquement 1’existence du
mode de convection inférieur (solution instable). En outre, les résultats numérique montrent
que quand le nombre de Rayleigh augmente ou bien diminue autour de Ry = 162.5, la
solution obtenue suit la boucle d’hystérésis indiquée par les fléches. Il est clair qu’a partir des
Figs 5.41a) et 5.41b) qui, selon les conditions initiales utilisées pour initier la procédure

numérique, deux solutions différentes (modes de 1’écoulement multicellulaires stables et
instables) sont possibles dans I’intervalle 76.25 <R, <131.42 pour un nombre de Rayleigh
donné. En outre, dans I’intervalle 131.42< R, <162.5 le mode de I’écoulement unicellulaire

est également possible, en plus des deux solutions précédentes. Les figures 5.43a)-c)

illustrent respectivement les modes d’écoulement multicellulaire stationnaire et instationnaire

et unicellulaire stationnaire obtenus pour R, =150, c'est-a-dire dans la zone (V). Enfin dans

la zone (VI), la seule solution possible est unicellulaire stationnaire jusqu'a R, , mais

lorsqu’il dépasse cette valeur, I’écoulement dans la zone (VII) devient oscillant.
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Figure 5.41. Diagramme de bifurcation en termes de Wo en fonction de Ry pour

P =014, 4=10, Le=2, £=0.1 et S, =0. analytique stable, -=wmm— analytique

instable, ® numérique unicellulaire stable, “0— numérique multicellulaire stables, —&—
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Figure 5.42 : Evolution dans le temps : a) les taux de transfert de chaleur et de masse, b)

I’intensité de 1’écoulement au centre de la cavité et c) écoulement transitoire pour

R, =80, A =10, P =0.14, Le =2, £=0.1 et S, =0, (zone II).
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Figure 5.43 : Lignes de courant (gauche), isothermes (centre) et isoconcentration (droit) pour

R, =150, P'=0.14, 4 =10, Le =2, £=0.1, S, =0, (zone V) :
a) ¥ =-0.0219, ¥__=0.0367, Nu, =1.0001, Sh_=1.0005.
b) Wain =—0.0415, W ma =0.0836, Nun =1.0002, Sh, =1.0022.

¢) ¥ =0.0000, ¥__=04215 Nu, =1.0486, Sh =1.1862.
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La figure 5.44 présente le diagramme de bifurcation en terme de Yo en fonction de R,

pour Le =10, Pr* =0.1, 4 =10, §, =0 et ¢=1. Pour ce cas, les nombres de Rayleigh

sous

souscritique et supercritique sont R;2° =7.08 et R;” =10.53, respectivement. A partir de
I’état de repos comme conditions initiales de la région (I), le systéme reste stable jusqu’a
R, =R;?. Au-dessus de cette valeur du nombre de Rayleigh critique, la simulation

numérique indique que la structure de 1’écoulement au début des calculs est multicellulaire et
en accord avec la théorie de la stabilité linéaire. Cependant, au fil du temps, cette structure de
I’écoulement évolue vers une structure unicellulaire stable comme I’illustrent les lignes de

courant incluses dans le graphique. La boucle d’hystérésis est indiquée sur le graphe par des

fleches. Ces derniers indiquent le comportement de la solution du probléme quand R,

augmente de zéro a 15 et diminue de 15 a zéro.

0.25

02

0.05F

Figure 5.44 : Diagramme dee bifurcation en terme de, o, en fonction de R, pour P =0.1,

4=10, ¢=1, §, =0 et Le=10. analytique stable, .=i===. analytique instable, ®

numérique unicellulair.

La figure 5.45 montre les résultats obtenus pour A=10, Pr* =0.1,S=1, Le =2 et e=1.

Pour ces valeurs des paramétres, nous avons R;“ =87.61 et R, =52.66 . Ainsi, de maniére

similaire aux résultats obtenus dans la Fig 5.44, pour la convection induite par double

sup

diffusion, un écoulement convectif multicellulaire stable est possible pour R, > R;”,

région

(I). Ce mode d’écoulement se prolonge jusqu'a R, ~99.5, région (III), au-dessus duquel la
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solution bifurque vers une configuration unicellulaire, zone (IV). Lorsque R, augmente ou
diminue autour de ce nombre de Rayleigh critique, on obtient une courbe d’hystérésis de la
configuration d’écoulement unicellulaire représenté par des fléches. Ainsi, dans la région (I1I)
plusieurs solutions sont possibles pour une valeur donnée de, R, , qui indique la possibilité de
l'existence d’un phénomeéne de bi-stabilité.
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Figure 5.45 : Diagramme de bifurcation en terme de, Wo, en fonction de R, pour P. =0.1
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A=10, ¢=1, S, =1 ¢t Le=2. analytique stable, .=w=im.=. analytique instable, ®

numérique unicellulair, =0— numérique multicellulaire stable.

Dans le domaine de la convection de double diffusion, 1’existence des solutions
multiples a été déja rapportée dans le passé par quelques auteurs. Par exemple Kalla et al.
(2001) ont ¢étudié le probléeme de la convection thermosolutale dans une couche poreuse de
Darcy soumise a des flux de chaleur et de masse croisés. On a constaté que, pour des
conditions de convection souscritique, jusqu'a cinq solutions différentes sont possibles (dont
deux sont instables). Ici, I’effet des flux horizontaux de la chaleur est similaire a celui du
nombre de Prandtl modifi¢ dans la présente étude. En raison du manque de symétrie des
conditions aux limites thermiques et solutales, le nombre des solutions stables est réduit de
quatre a trois. Des résultats similaires ont été rapportés par Mansour et al. (2008) tout en
¢tudiant le méme probléme lors de la combinaison des effets de diffusion thermique (Soret)
avec ceux de double diffusion. La convection naturelle dans une couche de fluide d’un
mélange binaire induite par I’action combinée d’une contrainte de cisaillement et I’effet de

Soret a été examinée par Mahidjiba et al. (2006b). Ici encore, ’existence d’un maximum de
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cinq solutions différentes (trois stables et deux instables) a ét¢é démontrée analytiquement et
numériquement. Récemment, le début de convection Marangoni dans un fluide en loi de
puissance dans un environnement de gravité zéro a été étudié par Alloui et Vasseur (2013b).
Pour les fluides rhéofluidifiants, la convection souscritique est possible et cinq solutions

différentes ont été également rapportées par ces auteurs.
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CHAPITRE VI

ANALYSE DE LA STABILTE LINEAIRE DE LA CONVECTION DANS
DES COUCHES POREUSES

La différence fondamentale entre la convection naturelle dans les cavités chauffées
latéralement et celles chauffées par le bas est bien connue, théoriquement et
expérimentalement, Bejan (1995). Cette différence réside dans le fait que pour les cavités
chauffées par le bas, le gradient thermique imposé doit excéder une certaine valeur, dite seuil
critique, pour pouvoir observer 1’apparition des mouvements convectifs. La configuration
géométrique du systeme considéré est présentée sur la Fig 2.1 dans laquelle on a un milieu
poreux saturé par un fluide binaire. De nombreuses études du probléme d’instabilité dans une
couche poreuse horizontale, soumise a diverses conditions aux limites, ont ¢été¢ entreprises
dans le passé par de nombreux d’auteurs comme Nield (1967), Taunton et Lightfoo (1972),
Poulikakos (1986), Nield et Bejan (1999), Mamou et al. (1995b), Mamou (2003), et ont
montré ’existence de nombres de Rayleigh supercritiques caractérisant le seuil de la
convection. Ils ont aussi étudié, le régime de la convection surstable et oscillante ainsi que les
conditions d’existence de ces régimes. Dans le cas d’une couche verticale, il est également
possible que le fluide se trouve dans un état de repos lorsque les forces de volume thermique
et solutal sont de la méme intensité, mais de sens oppos¢ N=-1. La stabilité de ce type de
configuration a été trés peu étudiée dans le passé. Ceci est di a la complexité des équations
de base pour lesquelles il est difficile de trouver des solutions analytiques. Dans le cas d’une
couche poreuse verticale infinie soumise a des gradients de température et de concentration
constante, Bertholz (1978), et Ghorayeb et Mojtabi (1997), Joly et al. (2001), Mamou (2002),
se sont intéressés a I’étude de 1’enclenchement de la convection double-diffusive et a effet de
Soret en cavité verticale pour différentes conditions aux limites. Ils ont déterminé les valeurs
des nombres de Rayleigh critiques marquant le seuil critique de la convection. L occurrence
du mouvement de convection souscritique, c'est-a-dire ayant lieu & un nombre de Rayleigh
inférieur au Rayleigh supercritique, ainsi que 1’existence des solutions multiples ont été mises

en évidence.

Ce dernier chapitre de la thése est consacré a 1’é¢tude de la stabilité lin¢aire d’une
couche saturant un milieu poreux. Il est réparti en deux volets; Le premier volet est consacré
a I’étude du cas de I’instabilité de 1’état de repos, qui aura lieu lorsque les forces de volume

induites par les effets thermique et solutal sont opposées (N<0) ou la concentration est I’agent
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stabilisant dans le systéme et contribue ainsi a retarder le déclanchement de la convection,
ainsi que le cas d’une cavité verticale soumise a des forces de volume de la méme intensité et
de sens oppos¢ (N=-1). Dans ce dernier cas, la densité du fluide est uniforme dans la cavité et
la force de poussée résultante est nulle. Cependant, quand le nombre de Lewis est différent de
I’unité, la convection est possible mais seulement au-dela d’un seuil. Le deuxiéme volet de ce
chapitre est consacré a I’étude de I’écoulement convectif afin de prédire le déclenchement de
la bifurcation oscillatoire dite de Hopf. Par la suite et pour déterminer le nombre de Rayleigh
critique, ainsi que la structure de 1’écoulement au seuil de la convection, nous utilisons
I’approche classique de la stabilit¢é linéaire. Cette derniere consiste a perturber
hydrodynamiquement 1’état stable du systéme et étudier, par la suite I’évolution de la
perturbation dans le temps. L’analyse de la stabilité linéaire permet de préciser si cette
bifurcation est stationnaire ou oscillatoire. Comme nous allons voir plus loin dans ce chapitre,
cette analyse permet non seulement de déterminer le seuil critique de stabilité mais encore la

structure de 1’écoulement.

Il est a remarquer que 1’état de repos de fluide caractérisé par :

¥ =0
b } (6.1)
T,=8,=-y

est une solution possible au systéme des équations de gouvernance (2.19), (2.20) et (2.23).
Au début de la convection, la solution est de la forme :
Y=Y, +y(t,x,y)
T =T,+0(t,x,y) (6.2)
S =S, +¢(t,x ,y)
Elle est la somme de la solution de base et une perturbation hydrodynamique

(l//, 0, ¢) . La solution de base (¥}, Ty, Sp) représente I’état de conduction pure ou un état

convectif établi.
6.1 Théorie de la stabilité linéaire de I’écoulement convectif

La stabilité de 1’écoulement parall¢le décrit par (3.11)-(3.13) et (5.15) est étudiée dans

cette section. Au-deld d’un nombre de Rayleigh critique R, , I’écoulement devient

oscillant. Dans le but de déterminer ce point de bifurcation, une analyse de la stabilité¢ de
I’écoulement est requise. Considérons 1I’écoulement paralléle décrit par les équations (3.11)-

(3.13) et (5.15). Au tout début de D’instabilité, 1’écoulement global est supposé étre la
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superposition de I’écoulement de base W, (x,y)=¥(y), T, (x.y)=C,x +6,(y) et

S, (x,y)=Csx +6; () et une perturbation infinitésimale :

W, (e.pst) =we” M F (y)

T, (x,y.0)=60e"™G(y) (6.3)

S, (x .y ,t) =de” " H (y )
ol p est le taux de croissance de la perturbation, i est le nombre complexe pure i*=-1, k est un
nombre réel qui désigne le nombre d’onde, F(y), G(y) et H(y) sont des fonctions inconnues
qui satisfont les conditions aux limites, données par (2.27)-(2.29). Les fonctions perturbées de

la fonction de courant, de la température et de la concentration sont décrites par ¥, (x,y, t),

T,(x,y,t) et S,(x,y,t), alors que v, 6, et ¢ sont des petites amplitudes constantes.

En introduisant (6.3) dans les équations (2.19), (2.20) et (2.23), et en négligeant les

termes non linéaires de second ordre nous obtenons le systéme linéaire suivant :
(D*-k?)f +P (|D‘Pb|(D2 —k*)+2(-1) Dz‘I’sz)f =—ikR, (g +Nh) (6.4)
(C;D -ikDT,)f +(k>+ikD¥,-D*)g =-pg (6.5)

(CsD -ikDS,)f +S,Le” (D* ~k*)g +(Le 'k* +ikDW, —Le 'D*)h =—peh  (6.6)

ou :
! C C ’ dy ’ ' |DLPb| .

=0, DY, >0
DY ay, : (6.8)

DY, | g=1, D¥, <0

Les conditions aux limites correspondantes sont :
A 1

f =0, Dg=Dh=0, xziz, y:E (6.9)

6.2 Solution numérique

La solution numérique des équations de perturbation peut étre obtenue par la méthode

des éléments finis.
6.2.1 Formulation variationnelle

Le comportement de notre systéme est représenté par des équations aux dérivées

partielles associées a des conditions aux limites en espace et en temps. La discrétisation des
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équations (6.4)-(6.6) nécessite alors, 1’utilisation de la méthode des résidus pondérés de
Galerkin, dite formulation faible. En multipliant 1’équation (6.4) par w(y) et les équations
(6.5) et (6.6) par 9(y) et en intégrant sur le domaine de y, la formulation variationnelle des

équations (6.4)-(6.6) obtenue est la suivante :

[ (1+2p7|D¥, DD ady +k3 [ (1+P

. 172
D‘Pb|)f awdy =ikR, (I_l/zga)dy +
(6.10)

lefhwdy)

1/2 1/2 1/2 1/2
[, (CD—ikDT, ) Sdy + [ (k*+ikDW,)gdy +|  Ded9dy ==p| eg9dy  (6.11)

1/2 1/2 1/2 1/2
[, (CsD—ikDS, ) Sdy —S,Le”! ( I_1/2k2g19+j_1/2DgD19)dy [ (Le k> +ikDW, ) hSdy +

e[ DhDSdy =—pe[ nod

-1/2 y N p -1/2 y
(6.12)

ou w(y) et Y(y) sont les fonctions admissibles satisfaisant les conditions aux limites données

par (6.9).

Les codes des ¢léments finis font maintenant partie des outils couramment utilisée lors
de conception et a I’analyse des produits industriels. L utilisation de la méthode des éléments
finis s’est largement développée. Le passage de 1’élément de référence a 1’élément réel sera
réalis€¢ par une transformation géométrique. Comme les équations (6.10)-(6.12) sont uni-
dimensionnelles nous choisissons 1’élément de Hermite cubique d’ordre trois a deux nceuds
avec un maillage uniforme (Fig 6.1). En chaque nceud, les inconnues sont la fonction et sa

premiere dérivée.

Dans chaque ¢élément de référence, les fonctions d’interpolation de I’élément de

Hermite sont données pars les expressions suivantes :

N, :%(2—377+773) , N, :%(1—77—772 +773)
(6.13)

N, =%(1—f7—772 +7'), N, =%(—1—n+772 +1)

od y = y, + DTyn, dy = DTydn ¢t Yo = (1 + ¥2)/2, (voir la fig 6.1).



141

29 1/2 —— 201
e L

AY 0 AY 0
—l 1 -1/2 l 1 -1
a) Elément réel b) Elément de référence

Figure 6.1 : Représentation schématique de 1’¢lément de Hermite cubique.
Dans chaque élément les profils inconnus de la fonction de courant f{y), de la

température g(y) et de la concentration 4(y) sont approximés par :
4
K (r)=3N, (v)K; (614
j=1

ou K désigne f(y), g(v), h(y) et N, (») sont les fonctions de Hermite et /(v ), g5 (») et

h: (v ) sont les valeurs inconnues nodales élémentaires.

En portant les approximations (6.14) dans la formulation variationnelle (6.10)-(6.12) et
en substituant w(y) et 9(y) par N, (77) et apres intégration sur 1’élément de référence, on

obtient pour chaque équation un systéme matriciel élémentaire. L assemblage des matrices
¢lémentaires résultant de chaque ¢élément du domaine de calcul nous donne un systéme

matriciel global suivant.
(&, )0 )=k (8, Jig}+n [, ]{4}) (615)
1B,/ ) +[Ko{g) =—p[M, {2} (6.16)
(B, J{f}-S,Le ' [K,){g}+Le ' [K, |{n} =—pe[ M, |{n} (6.17)
ol [Kw] [BW], [CW], [B,], [K,], [M,], [B¢:|, [K¢] et [Md sont des matrices
carrées de dimension mxm ot m = 2Ny, + 1 (N, est le nombre d’élément dans la direction

de y) dans le domaine de Q={y e[—l/Z, 1/2]}. {f}, {g} et {h} sont des vecteurs

propres inconnus de dimension m. Les matrices élémentaires correspondantes sont obtenues

comme suit :



[B,] =f ikN N, A—ydn

(CT jN dn
on
( s . _,-]Nidﬂ
on
ON . oN
1+ 0%, 2| 20N, N, oy, L
| on Ay Ay on On P
2 0N,
k*N N, + ik Loy N, + N,
on ' Ay 677 on
oN,
IS j KN N, vikLe 2oy N, 4 220 A,
on Ay on 0on
‘ Ay
[M,] =[M¢] =[N N, =

o%, 2

on Ay

B

Dolan

|

Ay

2

Nle.]dn
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(6.18)

L’intégration par la méthode de Galerkin est utilisée pour obtenir une formulation
faible des équations (6.15)-(6.17). L’intégration des équations linéaires par la méthode des

¢léments finis, apres I’assemblage dans le systeme de matrice globale, est obtenue comme

] =) -2, 0 0 o
B, ] [K,] 0 Het=pl0 -[M,] 0 |{g} (6.19)
[B,] —i;[Kg] Le'[k,] ! 0 0 —g[M, ]|

Apres avoir transformé les intégrales dans 1’¢lément de référence Fig 6.1, la méthode
d’intégration de Gauss permet de calculer exactement les intégrales en utilisant cinq points de

Gauss dans la direction de coordonné de . Chaque intégrale peut étre calculée de la manicre

suivante :

(6.20)

J._llf (mdn = 124:/[ (77./' )0).1‘

ou 77, est le coordonné de point d’intégration de Gauss et o, est le coefficient de pondération

de Gauss. Ils sont donnés par le tableau 6.1.
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Tableau 6.1 : Points de Gauss

7, @;
-0.90617984 0.23692688
-0.53846931 0.47862867

0.00000000 0.56888888
0.53846931 0.47862867
0.90617984 0.23692688

woR W=

6.3 Stabilité de I’état de repos
6.3.1 Théorie de la stabilité linéaire
L’état du repos est donné par ;
Y,=0, T,=8,=-y (6.21)
Les systémes matriciels (6.15)-(6.17) se réduisent a :
LK, JU ) =R ({g}+N {n}) 5, ] (6.22)
p[M, g -[B,]/ } =-1K,]ig] (623)

pe[M,]{n} =B, J{f }=Le” (S, [K, J{g}-[ K, ]{n}) (6.24)

6.3.2 La stabilité marginale : p=0

La stabilit¢ marginale nous permet de déterminer le seuil supercritique de la
convection. Pour la stabilit¢ marginale p=0, nous pouvons déduire, a partir des équations

(6.22)-(6.24) que :

(K, J{r =R, ({g}+N {n})[B, ] (6.25)
(B} =[K. e (6.26)
(B, }=-Le™' (5, [k, [{e}-[ &, ]{n}) (6.27)

La combinaison entre les équations (6.25)-(6.27) nous conduit au probléme aux valeurs

propres suivant :

([E]-A[1]){f}=0 (6.28)
ou [I] est la matrice d’identité, {f } le vecteur inconnu, [E] est la matrice de dimension mxm

définir par:
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[E]=[k,] [BW}((l—S,,N )[K,]'[B,]+NLe[K, ][ B d) (6.29)
et A sont les valeurs propres associées donnée par :

A= (6.30)
RT

Du point de vue mathématique, 1’équation (6.28) représente un probléme aux valeurs
propres. Le systtme d’équation admet une solution non triviale si, et seulement si son

déterminant [E — AI] est égal a zéro. Ceci nous conduit a chercher toutes les valeurs propres

A, et les vecteurs propres {f }l. vérifiant 1’équation (6.28). Ces derniers sont déterminés en

utilisant les sous-routines de la librairie EigPack. Une fois que les vecteurs propres {f }l. sont
connus, on peut déterminer les profils g(y) et 4(y) a partir des expressions (6.26) et (6.27).
On réarrange les valeurs propres {/1}1_ avec i=1,...m de la matrice [E ] de la fagcon
suivante :
ASASALS.SA <A (6.31)

ou A est la valeur propre minimale et 4, est la valeur propre maximale. Les vecteurs

propres correspondant sont données par {f }i . En général, la valeur propre maximale, A, est

positive et représente le plus petit nombre de Rayleigh critique au-dessus duquel la

convection stationnaire est possible. La valeur propre minimale, 4 est généralement nulle ou
négative et représente le plus grand nombre de Rayleigh critique en dessous duquel
sup

I’écoulement de convection est possible. Alors le nombre de Rayleigh supercritique R’

caractérisant le seuil de la convection est donné par :

s~ 1
cup _ RSUD . R /11' si 1+N(Le+S,)<0 632
T 1+N(Letsy) R =—, si 1+N(Le+S,)>0
m

6.3.3 La stabilité transitoire : p#£0

Dans le paragraphe précédent, nous avons présenté la méthode des éléments finis pour
calculer les profils de la fonction de courant, f, de la température, g, et de la concentration,
h, ainsi que la valeur de R¥“P correspondant au seuil de la convection supercritique. Dans
cette section, les différents nombres de Rayleigh critiques qui délimitent les régions dans

lesquelles la convection croissante ou oscillante sont déterminés.
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Comme les fonctions admissibles w(x,y) et 9(x,y), figurant dans la formulation
variationnelle (Egs. (6.15)-(6.17)) sont des fonctions arbitraires, alors nous pouvons prendre
les fonctions f(x,y), g(x,y) et h(x,y) comme fonctions admissibles. Ainsi la forme faible des

équations de perturbations (6.15)-(6.17) se réduit aux équations linéaires suivantes:

'//oKw =R, (90 +N¢0)Z) (6.33)
POM -y L =—0,K (6.34)
pepM-y,L=Le” (4,—S,6,) K (6.35)

ou %, [CW, K, L et M sont des constantes définies par :
#=] G raq | & =[ (VF)dQ
Q ay v Q

K:IQ(VG)de, L:—IQZ—FGdQ (6.36)
X

M=LG%Q

A partir des équations (6.34) et (6.35), on peut déduire les expressions suivantes pour

6, et g,:

WL
_WltLle S K

peM +Le 'K

) (6.38)

En substituant les équations (6.37) et (6.38) dans I’équation (6.33), on obtient

I’équation polynomiale de dispersion de second ordre en termes du paramétre p.

&'Le’p* —yeLepp—y’p, =0 (6.39)
ou
p=R/Le(e+N)—(1+¢Le)
p,=eLe[ R} (1+N (Le+S,))-1] (6.40)
R
RZ(") :R_sTup

et les constantes R°*P et y sont données par :

Rsup :—KWK’ ?/:

6.41
PL (641

£
[
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Dans I’équation (6.39) on peut constater facilement que 1’inconnue p est donnée par

I’expression suivante :

p =—287Le (p1 +p; +4pz) (6.42)

En général, le parametre p est un nombre complexe qui est défini comme :
p=p, tip, (6.43)
ou p, et p, sont respectivement les parties réelle et imaginaire du parameétre p qui sont

données par :

= +p+4 )
Pr = eLe (p NP TR pour  pi4dp,>0  (6.44)
p; =0
Pr= 2g}/L P
€ pour pl+4p, <0 (6.45)
_ 7 2
Pi= o \pl +4pz\

Le seuil de la convection connu sous le nom de la stabilit¢ marginale, p=0, se produit
lorsque p,=0. A partir de 1’équation (6.40), le nombre de Rayleigh critique R}’
caractérisant le début de la convection supercritique est donné par :

R sup R
sup _ sup _ sup _ S
re ou R, =R

1+ N (Le+S,) 1+S,/Le

(6.46)

Le nombre de Rayleigh surstable R, correspond a la condition, p. =0, c'est-a-dire

p, = 0. De I’équation (6.40) on peut montrer que :

sur
C —

sup

(eLe +1) . R R*®(1+¢&Le)—Ry
o= u -
Le(e+N) e cLe

(6.47)

Notons que le régime surstable commence a une valeur de Ry = R3¢ et prend fin a une

valeur de Ry = R9¢°. Le nombre représente la valeur du nombre de Rayleigh marquant la

transition du régime surstable oscillant a un régime monotone croissant.
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L’expression du nombre de Rayleigh oscillante R} est déduite de la condition p, =0,

c'est-a-dire, p. +4p, =0. On obtient ainsi :

(eLe-1)(£-N)-25,eN +2,]-eN [(Le +S,)][eLe -5, N 1]

R™ (6.48)
Le(¢+N )

osc __
RTC -

ou

(eLe -1)R™ —Ry +2,[[1-¢(Le +S,)|R,R™
(gLe)

osc __
RTC -

(6.49)
avec: Rg = Rt N Le.

6.4 Résultats et discussion

6.4.1 Couche horizontale : ®=0°, N<0 et S5,=0

Le seuil de transition (bifurcation de Hopf) Rggpf caractérise le passage de la

convection stationnaire vers la convection oscillatoire. Le phénomene de transition se produit
généralement au nombre de Rayleigh élevé. Pour la validation de la procédure, nous avons
considéré le cas d’une cavité horizontale infiniment longue soumise a des gradients de
température et de concentration constants sur les parois horizontales. Les équations de
perturbation ci-dessus sont fondamentalement similaires a celles qui régissent I’écoulement
de Darcy, la seule différence étant associée au le coefficient de la trainée de forme. Le tableau
6.2 montre une comparaison entre la prédiction de la présente étude et celle rapportée dans la
littérature sur I’apparition de la bifurcation de Hopf dans le cas de la convection thermique
pure N=0. Le tableau 6.3 montre une comparaison correspondant au cas de la convection

double diffusion Ry =-100, Le=10 et ¢ =1. Le paramétre, R, correspondant au nombre de
Rayleigh solutal qui est défini comme R, = R, NLe . Un excellent accord est obtenu pour la

prédiction du nombre de Rayleigh critique, le nombre d’onde critique et la fréquence

correspondante pour la bifurcation de Hopf.
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Tableau 6.2 : Comparaison des résultats de la convection thermique pure pour N=0.

Kimura et al. Mamou and Bahloul etal.  Présent
(1995) Vasseur (1999a) (2003) étude
R 506.07 506.0742 507.02 506.0706
K™ =27/ A4, 4.825 4.8251 4.825 4.8254
f.=|p;|/ 27 22.11 22.109 22.11 22.1159
Tableau 6.3 : Comparaison des résultats de la convection double diffusion pour R, =-100,
Le=10et ¢=1.
Mamou et Bahloul et al. Présent
Vasseur (1999a) (2003) ¢tude
R 532.12 532.10 532.1204
K =27/ A, 4.842 4.831 4.8321
f.=|p;|/ 27 22.73 22.71 22.6744

Dans la présente étude, le domaine de calcul est discrétisé avec un maillage uniforme.
La précision des résultats dépend évidemment de la finesse du maillage. Le tableau 6.4

montre I’influence du maillage sur la précision des résultats obtenus pour les valeurs de

R;Igpf , longueur d’onde, A4, et la fréquence, /', . En utilisant différents maillages, des tests

numeériques ont été faits pour un milieu poreux de Dupuit-Darcy. On constate que 1’influence

du maillage devient négligeable a partir d’un maillage Ne=8.

Tableau 6.4 : Effet du maillage sur le nombre de Rayleigh critique, R?gpf , la longueur

d’onde, 4., etla fréquence, f,, pour Rg =-240, " = 10, Le=10 et ¢=0.2.

N,, 4 8 12 16 20 40
R 197465 1966.45  1966.69  1966.84 1966.92  1967.05
A, 1.2561  1.2478 1.2472 1.2469 1.2468  1.2468
f. 22.2392 222845 222947 222988 223004 223021

Le seuil de transition, les profils de perturbation des lignes de courant, isothermes et
isoconcentrations au seuil de la transition (au début de bifurcation de Hopf) R?gpf comme
prédit par ’analyse de la stabilité linéaire pour, R, =-240, P* = 10, Le=10 et &=0.2 sont

représentés dans la Fig 6.2. Les résultats indiquent que la stabilité linéaire prédit 1’existence
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de deux valeurs propres identiques mais de signe contraire (p=+140.12). L’écoulement est

compos¢ de petits tourbillons périodiques alignés prés des parois horizontales.
¥,

RN

Figure 6.2 : Les profils de perturbation (‘P o1, S p) au seuil de transition R, ~ prédit par

b)

I’analyse de la stabilit¢ linéaire pour R, =-240, B =10, Le=10 et &=0.2:
R/ =1967.057, A. =1.246, a) p, =140.12 et b) p, =-140.12. Les résultats sont

obtenus avec un maillage de 40 ¢léments dans la direction y.

L’effet du nombre de Lewis, Le, et de la porosité normalisée, ¢, sur les paramétres
critiques de la transition, Rfé?”f , A, , et f_, sont représentés dans les figures 6.3a)-c) pour
R, =-240, P =10et Le=1, 2, 5, 10, 10°. Les paramétres ¢ et Le ont un effet significatif sur

les parametres critiques. Les parametres critiques deviennent indépendants de Le, quand
celui-ci devient assez grand. Ceci est dii a la concentration de soluté quand elle devient
uniforme a l’intérieur d’une grande partie de l’enceinte et au transfert de masse causé
principalement par convection. Pour cette situation, les valeurs critiques tendent vers celles

correspondant a la convection thermique pure.
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Figure 6.3 : Effets de Le et ¢ sur les parameétres critiques au début de la transition pour

Ry =-240,P =10et Le=1,2,5,10,10°, a) RiP b) 4, et ¢) f, .

La figure 6.4 illustre I’effet du nombre de Rayleigh thermique, R, , sur, Wo, Nu et Sh
pour R, =-240, B = 10, Le=10 et e=0.2. Les résultats numériques obtenus pour une cavité

avec un rapport d’aspect 4=20 ont donné un excellent accord avec les prédictions du modele
d’écoulement parall¢le. Selon la théorie de la stabilit¢ linéaire, pour les valeurs des
paramétres considérés ici, les nombres de Rayleigh critiques pour le début de mouvement
comme le montre les équations (6.46)-(6.49) sont donnés par R,. =138, R;~ =180 et

R;lép = 252, respectivement. Le début du mouvement oscillant, prédit par la théorie de la

stabilité linéaire, se produit a Rfcopf =1967, tandis que l’apparition de la convection

souscritique prédite par 1’approximation d’écoulement paralléle non linéaire est R,-" =29.
Dans le graphique, les zones (I) a (V), sont équivalentes a celles définies dans la figure 5.23,

tandis que dans la zone (VI), pour laquelle Ry = REZP, I’écoulement convectif est oscillant.
Ce point est confirmé par les résultats numériques obtenus pour Rr =2000, 3000 et 4000,
respectivement. Pour cette situation, I’écoulement est périodiquement oscillant mais la
configuration d’écoulement reste unicellulaire. Les symboles blancs présentés dans les
graphiques correspondant aux valeurs moyennes de Wo, Nu et Sh pour une période

d’oscillation obtenue par le code numérique.
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Figure 6.4 : Diagramme de bifurcation en termes, a) de I’intensité de I’écoulement et b) des

transferts de chaleur et de masse pour R, =-240, B* =10, Le=10 et &=0.2. ——

analytique stationnaire,

numeérique oscillante.

analytique instable,® numérique

stationnaire, —©—
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Pour examiner le comportement oscillatoire des écoulements convectifs au-dessus du
seuil de bifurcation de Hopf, R?g pf , des résultats typiques sont présentés dans la Fig 6.5 pour

R, =-240, P* =10, Le=10 et 4=20. La longueur d’onde critique et la fréquence
d’oscillation sont données par 4. =1.25 et f, =23.15 respectivement, qui sont proches des

valeurs 4. =1.24 et f =22.30 prédites par la théorie de la stabilité linéaire. L’amplitude

des oscillations est trés petite & proximité de R, et les changements de la structure

d’écoulement sont indiscernables. Pour cette raison, un certain nombre de Rayleigh

thermique R, =2200 est choisi pour le calcul numérique. Pour cette situation, I’écoulement

est périodiquement oscillant mais la configuration d’écoulement reste unicellulaire.
L’évolution temporelle de I'intensité de I’écoulement au centre de la cavité¢ (Wo) et les

transferts de chaleur et de masse (Num et Shn) sont obtenus pour R, =2200, c'est-a-dire juste

au-dessus du nombre de Rayleigh critique Rggpf prédit par la théorie de la stabilité linéaire

Rggpf = 1967, et sont représentés dans les Figs 6.5a. Cependant, le parallélisme des lignes
de courant est rompu, en particulier au milieu de la hauteur de I’enceinte comme illustré dans
la Fig 6.5b. L’instabilit¢é de I’écoulement est caractérisée par 1’existence de deux couches
superposées, chaque couche est constituée d’une série de circulations secondaires voyageant
dans la direction horizontale. Les modes d’écoulement de perturbation sont illustrés dans les
Figs. 6.5c)-e) en termes des profils perturbés de la fonction de courant, V), de la température,
Ty, et de la concentration, Sp, et sont définies par 1’équation (5.1). Les tourbillons dans les
deux couches se déplacent le long des parois de I’enceinte dans le sens horaire. Comme le
montre les Figs 6.5¢)-e), les tourbillons se renforcent a I’approche des parois verticales, et les
taux de transfert de chaleur et de masse deviennent plus forts a proximité des zones
d’extrémité de 1’enceinte. Le comportement de 1’écoulement oscillatoire caractérisé par les
transferts de chaleur et de masse locaux est représenté dans la figure 6.5f). Les extremums de
Yo, Nuc et She suivent les tourbillons comme ils voyagent dans la direction horizontale a
I’instant =0.1122. La forme et la longueur d’onde des tourbillons sont approximativement les
mémes que ceux prédits par 1’analyse de la stabilité linéaire lors de la superposition des deux

solutions conjuguées (Fig 6.2).
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Figure 6.5 : a) Evolution dans le temps de la fonction de courant au centre de la cavité et des

transferts de chaleur et de masse, b) les lignes de courant, isothermes et isoconcentrations a
=0.21 pour R7=2200, A=20, P = 10, Le=10 et ¢=0.2, c)-d) les contours de perturbation des
lignes de courant, températures et concentrations obtenus a différents instants du temps : (a)
=0.10, (b) =0.30, (c) =0.50, (d) ~=0.70, (e) =0.90, (f) =0.11, (g) =0.13, (h) =0.15, (i)
=0.17, (k) = 0.19, (j) t=0.21 et ) les comportements de ligne decourant et les transferts de

chaleur et de masse locaux suivent les tourbillons comme ils voyagent dans la direction x.
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La figure 6.6a) montre I’influence du coefficient de la trainée de forme sur les seuils de

la bifurcation (Rfc"”f, R, R, R;g) pour R, =-240 et £=0.2. Selon les équations

(6.46)-(6.49) les seuils du mouvement convectif sont donnés par R, =138, R;- =180 et

R;? =252, ces valeurs étant indépendantes de P’. Comme prédit, la figure montre que

I’apparition de la bifurcation de Hopf, Rggpf , diminue fortement lors de I’augmentation de la

valeur du paramétre de la trainée de forme. Il en résulte que 1’écoulement parall¢le

stationnaire est déstabilisé plus tot avec une augmentation de P*. Une tendance similaire est

observée pour 1’évolution du nombre de Rayleigh souscritique, R72*°, avec le coefficient de

la trainée de forme. Dans les deux cas, pour des valeurs suffisamment grandes de P, les

limites de Darcy représentées par des lignes en pointillées sont atteintes asymptotiquement. 11

est également observé que, dans ’intervalle 0.12< P <10’ , le nombre de Rayleigh critique
minimal pour le début du mouvement est souscritique. Toutefois, pour P, <0.12 la théorie
de la stabilité linéaire prédit que la convection est possible quand R, >R, . La figure 6.6b
illustre I’effet de P sur la longueur d’onde, 4., et la fréquence, /., a ’apparition de la

bifurcation de Hopf. On constate que la longueur d’onde (fréquence) diminue (augmente) de

facon monotone a partir de A, =1.35 (fr :21) dans le régime de Darcy pur, vers

A. =122 (f, =22.67) dans le régime de Dupuit pur. Les effets de la trainée de forme sur

ces deux parameétres sont donc relativement faibles.
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Figure 6.6 : Effet de la trainée de forme pour R, =—240, Le =10 et £=0.2 sur: a) les

seuils de convection Ry et b) la longueur d’onde critique, 4., et la fréquence d’oscillation,

IR

L’effet du paramétre de la trainée de forme, B~, sur le seuil de bifurcation de Hopf,
comme prédit par la théorie de la stabilité linéaire est illustré dans les tableaux 6.5 et 6.6. Les
résultats typiques représentés dans le tableau 6.5 correspondent au cas de convection de
double diffusion pour Rg = —240, Le=10 et e=1, et ceux représentés dans le tableau 6.6
correspondent au cas de la convection thermique pure Rg = 0 (N=0). Il est clair que lorsque
P’ diminue, le seuil de bifurcation de Hopf, Rggpf est retardé (augmente) et les valeurs
critiques de la longueur d’onde de perturbation A. et la fréquence d’oscillation, f,

diminuent. Par contre, le tableau 6.6 montre que la fréquence d’oscillation augmente quand

P’ diminue.
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Tableau 6.5 : Effet du paramétre de la trainée de forme, P, sur le seuil de bifurcation de Hopf

dans une couche infinie pour Rg = —240, Le=10 et e=1.
B Ry Ac f.
Darcy 566.81 1.29 23.38
10 735.48 1.27 23.39
50 893.19 1.26 23.28
10 2090.63 1.24 22.87
5 3565.53 1.23 22.78
1 15323.27 1.22 22.72
0.5 30010.26 1.22 22.71
10! 147924.30 1.22 22.70
5107 234343.24 1.22 22.70
102 1469147.80 1.22 22.70

Tableau 6.6 : Effet du paramétre de la trainée de forme, P, sur le seuil de bifurcation de

Hopf dans une couche infinie pour Rg = 0.

B R, Ac 1,
Darcy 506.07 1.30 22.11
10? 659.19 1.28 22.20
50 806.32 1.26 22.21
10 1972.79 1.24 22.41
5 3437.38 1.23 22.52
1 15175.36 1.22 22.64
0.5 29849.77 1.22 22.66
10! 147245.34 1.22 22.67
5x1072 293989.77 1.22 22.67
102 1467945.30 1.22 22.67

6.4.2 Couche verticale : ®=90°, N=-1, S;=0 et 1

Dans cette section, le probleme de la stabilité de la solution convective prédite par la
théorie de la stabilité linéaire est étudié dans le cas de la convection naturelle induite par
double diffusion (S, = 0), et dans le cas de ’effet de Soret (S, = 1). Comme nous 1’avons
expliqué dans le chapitre 5, pour le cas d’une cavité inclinée, le probléme de stabilité existe
seulement lorsque les gradients thermiques et solutaux appliqués sur les parois verticales sont
¢gaux et opposés N=-1. Pour cette situation, il existe un état de repos qui demeure stable en
dessous d’un nombre de Rayleigh critique. La densité du fluide est uniforme dans la cavité et
la force de poussée résultante est nulle. La stabilité de ce cas a été étudiée numériquement

sur la base de la théorie de la stabilité linéaire.
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De maniere a vérifier la précision du programme développé, les résultats du seuil du
déclanchement de la convection oscillatoire (surstable), R, , et la fréquence oscillatoire, fr,

sont obtenus pour différents maillage avec Le=2, ¢=0.1 et S=0 et sont présentés dans le
tableau 6.7. Nous avons aussi utilisé la solution de I’équation (6.47) pour la validation du

code de calcul numérique. Comme on a déja discuté dans le chapitre 5, la solution numérique

sur

prédit que la convection oscillante commence a R;~ =76.25 qui est environ 8% plus élevé
que la valeur prédite par 1’équation (6.47), R,. =70.22. Le début de la convection surstable

prédit par la I’analyse de la stabilité linéaire est plus précis, a savoir R,. =75.27 avec 1.3%

de différence.

Tableau 6.7 : Le nombre de Rayleigh critique, R, et la fréquence d’oscillation, f , au

début du déclanchement de convection oscillatoire dans une couche infinie pour Le=2, ¢=0.1

et SrZO

Stabilité linaire Eq. (6.47) | Numérique

2x2  4x4  8x8  12x12  16x16  20x20
R} 76.052 75289 75.274 75273 75273 75273 70.22 76.250
f, 5085 5110 5.112 5115 5113  5.114 4.608

La figure 6.7 représente les lignes de courant, isothermes et isoconcentrations au

moment du départ de la convection surstable, R, , comme prédit par I’analyse de la stabilité

linéaire pour Le=2, ¢=0.1 et S,, = 0. La structure de 1’écoulement au début de la convection
surstable est asymétrique et les cellules de convection sont décalées a gauche de la paroi
verticale. Les profils de la température et de la concentration ne sont pas identiques, comme
on le voit sur la figure. Cette différence pourrait améliorer I’instabilité de 1’écoulement
convectif. Comme nous pouvons observer aussi sur la figure, 1’écoulement est composé d’une

structure périodique de rouleaux en rotation dans le sens horaire.
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Figure 6.7 : Les profils de perturbation (‘Pp, T, et Sp) au début de convection surstable

pour Le=2, e=0.1 et $=0, R~ =75.27, A, =241 et f =5.11.

Juste au-dessus du seuil de surstable R, , la solution d’amplitude finie des équations

régissantes (2.19), (2.20) et (2.23) révele D’existence d’un déplacement des ondes
d’écoulement dans une cavité mince soumise a des gradients de température et de
concentration constants. La procédure de calcul numérique de la solution non linéaire est
décrite en détail dans le chapitre 4. Pour un nombre de rapport d’aspect relativement grand
A=10 avec Ry = 80, P’ = 0.14, Le=2 et ¢=0.1 et S,. = 0, I’écoulement oscillant est composé
de plusieurs cellules voyageant verticalement le long de la couche poreuse. L’oscillation est
périodique, comme 1’indique 1’évolution dans le temps de I’intensit¢ de 1’écoulement au
centre de la cavité WPo, et les taux de transfert de chaleur et de masse sur les figures 6.8a)-c).
Les cellules convectives se déplacent de haut en bas comme indiqué sur les figures 6.8d)-f) a
une vitesse presque constante. La génération des cellules commence a proximité du bord
supérieur de I’enceinte, puis ces cellules se déplacent vers le bas jusqu’a ce qu’elles
atteignent le bord inférieur ou elles se désintégrent. Dans ce cas, les parametres critiques de la

surstabilité prédites par 1’analyse de la stabilité¢ linéaire sont Ry = 75.27, 4. =2.41 et
f, =5.11. 1l existe deux solutions conjuguées, ce qui peut conduire a des déplacements des

ondes vers le bas ou le haut.
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Figure 6.8 : Evolution dans le temps : a) I’intensité de ’écoulement au centre de la cavité, o,
b) et c) les transferts de chaleur Nu et de masse Sh, d)-f) les structures d’écoulement a
différents instants de temps pour 4=10, Ry = 80, P’ = 0.14, Le=2 et $=0. (1) =0.42, (2)
=0.46, (3) +=0.49, (4) =0.52, (5) =0.56, (6) +=0.59, (7) +=0.63.
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Pour Ia stabilité de 1’état de convection, la solution de base (‘Pb, T, S b) est obtenue

numériquement en utilisant la méthode des différences finies, comme c’est décrit dans le
chapitre 4. On utilise dans ce cas un maillage de 100 ¢léments finis d’Hermite cubiques dans
la direction x. Le tableau 6.8 montre I’influence du parametre de la trainée de forme, B, sur
le nombre de Rayleigh critique, le nombre d’onde critique et la fréquence correspondant a la
bifurcation de Hopf, comme prédit par la théorie de la stabilité linéaire pour Le=10, e=1, S, =
0 et 1. On a présenté entre parenthéses ¢également dans ce tableau les résultats

Ho . . . \
correspondantes de RTCpf obtenues en résolvant les équations gouvernantes completes pour

une cavité avec un rapport d’aspect 4=20. Les valeurs ont été obtenues par essais et en
réduisant 1’écart ou la transition se produit. La détermination de la valeur numérique de

Rggpf avec les équations gouvernantes completes est tres fastidieuse, donc I'intervalle de R,

est donné ou la transition se produit. Dans le tableau pour les valeurs critiques de R, = R,
entre parenthese, la solution est oscillatoire mais elle est stationnaire pour R, =R/%” -2.

Un accord raisonnable entre les deux différentes méthodes de solution est observé. Les
résultats numériques sont toujours légérement au-dessus des résultats de la stabilité linéaire.

Il est clair que le nombre de Rayleigh critique R/” augmente considérablement lors de la

diminution de P”. Cela découle du fait que toute diminution de la trainée de forme entraine

un effet stabilisateur et un affaiblissement du flux de convection.

Tableau 6.8 : Effets du paramétre de la trainée de forme, P, sur les valeurs critiques, R;’gpf

et f, pour Le=10, e=1, §~=0 et S=1.

S =0 S =1
P’ Ry A | f =|p |2z | R Ac | f, =|p.|/27
Darcy 79.92(36) | 2.64| 233 71.92(74) | 2.6 232
100 88.84 2.59 2.40 79.95 2.61 2.37
10 172.64(185) | 2.50 2.60 155.36(165) | 2.52 2.59
2 585.40(592) | 2.40 2.90 526.81(550) | 2.41 2.88
1 1138.57 2.33 3.06 1015.91 2.37 2.99

Les profils de perturbation sont illustrés dans la figure 6.10. La encore, il existe deux
solutions conjuguées au début de bifurcation de Hopf et les profils de perturbation sont

symétriques. Les résultats typiques d’amplitude finie sont présentés dans la figure 6.9 pour

R, =185 juste au-dessus de seuil de bifurcation de Hopf (Rggpf ). La convection est

oscillatoire, comme le montre 1’évolution dans le temps de, Wo, Nu et Sk dans la figure 6.9a)-
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c). L’écoulement reste unicellulaire mais le parallélisme des lignes de courant est 1égérement
déformé, ce qui indique la présence de petits tourbillons se déplacant le long des parois
verticales de la couche comme illustré dans la figure 6.9d. Pour R, =185 la période

d’oscillation est T = 0.3885 et la fréquence f, = 1/7 = 2.574. Les résultats de la stabilité

linéaire ont indiqué que RHoPI — 172.64, la longueur d’onde A, = 2.50 et la fréquence f, =
TC

2.60. La petite différence observée entre les deux approches peut étre attribuée au rapport
d’aspect fini considéré 4=20 pour les calculs numériques du phénomene. La figure 6.9¢)-g)
montre les profils de perturbation (¥, T,etS,) a différents instants de temps. Le
comportement oscillatoire de 1’écoulement convectif est caractérisé par de petits tourbillons
qui voyagent vers le haut prés de la paroi a droite et vers le bas prés de la paroi a gauche.
Tous les tourbillons se déplacent a I’intérieur de la couche dans le sens horaire. Les résultats
numériques, comme le montrent les figures 6.9¢)-g), indiquent clairement que les deux
solutions conjuguées comme prédit par I’analyse de la stabilité¢ linéaire figure 6.10 sont
superposées et se déplacent dans la direction opposée. Pour R, =185, les fonctions propres
sont similaires & ceux présentes dans la figure 6.10. A partir des Figs 6.9¢)-g) les profils de
perturbation sont en accord avec les fonctions propres prédites par la théorie de la stabilité

linéaire dans la figure 6.10.
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Figure 6.9 a)-c) : Evolution dans le temps de la fonction de courant au centre de la cavité et
des transferts de chaleur et de masse, d) les lignes de courant, isothermes et isoconcentration
a =2 pour R, =185, 4=20, P = 10, Le=10, e=1 et $=0, e)-g) les contours de perturbation
des lignes de courant, de température et de concentration obtenus a différents instants du

temps : (1) £=0.725, (2) £=0.825, (3) £=950, (4) =1.050, (5) t=1.125.

a) b)

Figure 6.10 : Les profils de perturbation (¥, T, etS,) au seuil de bifurcation de Hopf pour

Le=10,e=1et S, = 0: RhcP/ = 172.64 et A; = 2.5, ) p; = 1634 et b)p; = —16.34.

L’effet de la porosité ¢ sur I’état final de la solution convective est illustré sur la figure
6.11a en terme de Yo, en fonction du nombre de Rayleigh. Les résultats ont ét¢ obtenus pour

P =10, A=20, Le=10 et S;=1. Dans la figure 6.11a la variation de Yo en fonction du nombre
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de Rayleigh, Ry, est présentée pour ¢=1, 0.5 et 0.2. Les solutions analytiques permanentes,
numériques permanentes et les solutions numériques oscillantes sont indiquées par des traits
pleins, cercles pleins et des cercles vides avec des traits pointillés, respectivement. Dans le
passé, Trévisan et Bejan (1986), Alavyoon et al. (1994), Mamou (2002, 2003) ont souligné le
fait que la porosité normalisée du milieu poreux, €, n’avait aucune influence sur 1’écoulement
convectif lorsque ce dernier était stationnaire. Cela est dii au fait que le terme temporal,
contenant le parametre ¢ dans 1’équation de conservation de la masse Eq. (2.20) devient nul a
I’état stationnaire. Dans la présente étude, on a observé numériquement que, pour les mémes
valeurs de ¢ la solution convective du probléme peut étre stationnaire ou oscillatoire. Dans le
régime oscillant, la valeur de o peut étre évaluée en faisant la moyenne sur une période des

oscillantions. Dans le code de la stabilité linéaire (écoulement convectif), nous avons obtenu
les valeurs Rggpf = 87, 147 et 185 pour ¢=0.2, 0.5 et 1, respectivement. Ainsi on constate

que Rggpf dépend énormément de ¢. L’évolution dans le temps de Yo est présentée sur la
figure 6.11b pour R = 170, ¢=0.2, 0.5 et 1. La solution est permanente pour ¢=1 mais elle
est oscillante pour ¢=0.2 et 0.5. La période des oscillations est également fonction du
parametre ¢. En diminuant la valeur de ¢, la période est aussi diminuée. Cette évaluation

montre que lorsque ¢ tend vers de petites valeurs, la période des oscillations tend vers zéro.

4
Solution
Analytique stationnaire |
. E=
—..—..— Analytique instable
3 e Numérique stationnaire R 0.5
P —ogp— Numérique oscillante D/D"
0 ~>_ 0.2
e Y
2F Flhe
J \
1 —l/n
0 e e e e b
10° 10 10° 10°
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Figure 6.11 : a) Effets du nombre de Rayleigh, R., et de la porosité normalisée, ¢, sur

T
I’intensité de 1’écoulement au centre de la cavité, Yo, pour B = 10, Le=10, 4=20, S=1 et
€=0.2, 0.5 et 1, b) évolution temporelle de, Yo, pour R = 170, B = 10, Le=10, 4=20, S;=1
ete=0.2,0.5¢et 1.
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CHAPITRE VII

CONCLUSIONS GENERALES

Dans la présente thése de doctorat, on a étudié les transferts de chaleur et de masse par
convection naturelle induite par double diffusion et effet Soret dans une couche poreuse
rectangulaire inclinée saturée par un fluide binaire soumise a des conditions aux fronti¢res
thermiques et solutales de type Neumann (flux constants de chaleurs et de concentration) ou
Dirichlet (température et concentration constantes imposés). La loi de Dupuit-Darcy, tenant
compte des effets de la trainée de forme pour des écoulements a haut nombre de Reynolds, a

¢été utilisée pour établir les équations gouvernantes du systéeme.

Grace a [Dapproximation de Boussinesq, nous avons développé un modele
mathématique décrivant 1’écoulement convectif et les transferts de chaleur et de masse. Le
probléme a été abordé en utilisant deux approches différentes pour résoudre les équations
résultantes dans leur intégrité. En premier lieu la méthode numérique basée sur un schéma
aux différences finies a été utilisée. En second lieu, pour le cas des cavités élancées soumises
a des flux constants de chaleur et de masse, des solutions analytiques basées sur
I’approximation de I’écoulement paralléle, ont été dérivées. Nous avons aussi étudié
I’instabilit¢ de la couche poreuse en utilisant la théorie de la stabilité linéaire. Les différents
nombres de Rayleigh critiques marquant différents seuils de convection ont été obtenus. Les
équations générales de base ainsi que les équations linéaires de stabilité ont été résolues
numériquement, basée sur la méthode des éléments finies. L’influence de chacun des

parametres du probléme a été discutée dans cette theése. Ces parametres sont le nombre de
Rayleigh, R, , le nombre de Prandtl modifié, Pr*, le rapport de forme de la cavité, 4, le

rapport des forces de volume, N , la porosité normalisée, & et le nombre de Lewis, Le . Les

codes de calculs ont été validés en se basant sur les résultats disponibles dans la littérature.

Les principales conclusions tirées dans cette étude sont résumées ci-dessous :
7.1 Simple diffusion: N=0
7.1.1 Couche horizontale: ®=0°

Dans ce cas, nous avons étudié les effets de la trainée de forme et le seuil de bifurcation
de Hopf en convection Dupuit-Darcy dans une cavité horizontale soumise a un gradient

thermique vertical, en imposant un flux de chaleur constant sur les parois horizontales.
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Comme observations finales, le régime d’écoulement de convection Dupuit-Darcy est
caractérisé par 1’existence d’un écoulement parall¢le; 1’augmentation de I’effet de la trainée
de forme affaiblit a la fois la convection et le taux de transfert de chaleur. L’effet de la trainée
de forme n’a pas affect¢ le seuil du déclanchement de convection stationnaire R?ép.
Cependant, il y avait une forte influence sur I’apparition de la bifurcation de Hopf. En
général, pour les écoulements convectifs unicellulaires ou multiples, le seuil de bifurcation de
Hopt augmente avec la diminution du coefficient de la trainée de forme qui joue le role d’un
paramétre de stabilisation d’écoulement. Pour une valeur du nombre Raleigh élevé, la perte
de la symétrie a été remarquée pour le modede convection de deux cellules, et ceci quelque
soit le coefficient de la trainée de forme. Comme on le sait, dans le régime de convection de

Darcy pur avec un nombre de Rayleigh élevé, I’intensité de 1’écoulement varie avec R, en
tant que |‘PO| = MRTW et le nombre de Nusselt tend asymptotiquement vers Nu=6. Dans
le régime de convection Dupuit, ’intensité de 1’écoulement est corrélée en tant que
|‘P0| =2/27)" (RTP,* )1/3 et le nombre de Nusselt tend asymptotiquement vers Nu=5. Pour
les nombres de Rayleigh relativement ¢€levés, des solutions convectives, stables, multiples et
multicellulaires avec différents modes de convection ont été trouvées.

7.1.2 Couche inclinée :

Pour un ensemble donné de parametres de controle, R, et @, il a été constaté que la

force de convection (Wo) et le transfert de chaleur (Nu) résultants diminuent quand la valeur

du parametre de la trainée de forme P diminue.

L’orientation de I’enceinte comporte, pour des valeurs données de R, et P, un grand

effet sur le transfert de chaleur par convection. Indépendamment de la valeur du parameétre de

la trainée de forme, le transfert de chaleur maximum se produit lorsque la couche est chauffée

par le bas (0° < ® <90°). Pour une valeur donnée du nombre de Rayleigh, les maximums du

nombre Nusselt se produisent a des angles données @, qui dépend considérablement de P,

7.2 Double diffusion : N<0, S;=0

7.2.1 Couche horizontale : ®=0°

Dans le cas d’une cavité horizontale soumise a des gradients constants de température

et de concentration, 1’étude a été principalement axée sur le comportement non linéaire de la
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convection souscritique et la bistabilité causée par les effets de la trainée de forme et la
convection induite par double diffusion. Les principales conclusions de la présente analyse

sont les suivantes :

1) Une solution analytique sur la base de I’approximation parall¢le est dérivée pour le cas
d’une couche infinie (4>>1). Des études antérieures sur ce sujet (voir par exemple : Mamou

et Vasseur (1999a) et Bahloul et al. (2003)) ont démontré que, en absence des effets de la

trainée de forme (P,_* —>oo), I’apparition du mouvement dépend fortement du signe du

paramétre de la flottabilité N. Ainsi, pour (N>0), c'est-a-dire quand les forces de volume sont
coopérantes, le seuil de 1’apparition de la convection se produit a un nombre de Rayleigh
supercritique donné, R;lép. Puisque les forces de volume agissent dans le méme sens et
qu’elles tendent toutes deux a déstabiliser le systéme, la convection est dite coopérante.
Quand la bifurcation résultante se produit a 1’état de repos, on a constaté que ce critére n’est
pas affecté par le paramétre de la trainée de forme. Cependant, pour les forces de volume
thermique et solutale opposées (N<0), la solution analytique prédit que le seuil de
mouvement peut étre souscritique R7¢*°, c'est-a-dire, se produisant & une convection
d’amplitude finie. En particulier, il est constaté que les formes des courbes de bifurcation
peuvent étre considérablement modifiées par le paramétre de la trainée de forme. Ainsi, pour
(P — ) les diagrammes de bifurcation souscritiques classiques sont possibles, tandis que
pour (B — 0) les bifurcations sont de type de fourche supercritique. Entre ces deux limites,
les courbes de bifurcation présentent une configuration plus complexe. Elles peuvent
consister en une branche inférieure supercritique s’étendant entre R’ £ R,. £ R, et une
tur

branche supérieure souscritique pour Ry = R;2*°. Les deux points de retournement R7¢ et

R7¢*S sont reliés I’un a I’autre par une branche instable.

2) Pour un ensemble donné des parametres régissant Ry, N et Le, on constate que I’intensité
de I’écoulement (Wo) et les transferts de chaleur (Nu) et de masse (Sh) diminuent quand la
valeur du nombre de Prandtl modifié P~ diminue. En fait, pour (P < 1) I’état de repos est
finalement atteint, dans lequel les transferts de chaleur et de masse sont gouvernés par

conduction (Yo—0, Nu=Sh—1).

3) Comme prévu, le nombre de Prandtl modifié n’a aucune incidence sur les nombres de
Rayleigh critiques dans I’apparition du mouvement tel que prédit par la théorie de la stabilité
sur et ROSC

linéaire, a savoir R;lép, Ry¢ 7¢ - Cependant, I’effet du nombre de Prandtl modifié a une

forte influence sur 1’apparition de convection d’amplitude finie qui se produit a un nombre de
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Rayleigh souscritique R72**, comme prédit par le modéle non linéaire. En outre, la théorie de

la stabilité indique que P’ affecte considérablement I’apparition de la bifurcation de Hopf

Hopf
REOPT.

4) Pour un ensemble donné des parameétres régissant, les résultats analytiques et numériques
indiquent 1’existence de six solutions différentes (quatre stables et deux instables). 11 a été
démontré que ce phénomene ne dépend pas du rapport d’aspect de la couche, ni du type de

conditions aux limites thermiques et solutales appliquées sur le systéme.

5) Les caractéristiques ci-dessus prédites par le modele analytique et la théorie de la stabilité
linéaire sont confirmées par une solution numérique des équations de gouvernance completes.
Il faut mentionner que les résultats présentés ne concernent que le cas des flux opposés (N <
0). Cependant, la présente théorie peut étre également appliquée dans le cas ou les forces de

volume sont coopérantes (N = 0).

7.3 Double diffusion et ’effet de Soret : S;=0 et Si=1
7.3.1 Couche verticale : ®=90° et N=-1

La convection naturelle dans une couche poreuse verticale remplie par un fluide binaire
a ¢té étudiée a la fois analytiquement et numériquement. La situation particuliere des forces
de flottabilité (force de volume) de méme intensité et de sens contraire a €té considérée. Les
deux cas ou la convection naturelle est induite par double diffusion (S, = 0) et par I’effet
Soret (S, = 0) ont été considérés. Les principales conclusions de la présente investigation

sont les suivantes :

1) La stabilité de I’état de repos a été étudiée sur la base de la théorie linéaire. Il a été trouvé

sup

que, pour une couche verticale infinie, le début de mouvement stationnaire (RTC ) et

oscillant (R;g") dépend de Le, € et S,.. La stabilit¢ du systeme a été également étudiée en
utilisant ’approximation de 1’écoulement paralléle. La solution résultante non linéaire
indique que le seuil de mouvement d’amplitude finie se produit a un certain nombre de

Rayleigh souscritique (RT‘Z”‘ ) qui est fonction de B, Le et S,..

2) Dans le cas d’une cavité élancée (4>>1), une approximation d’écoulement parallele a été
supposée pour laquelle une solution semi-analytique est possible. On observe que le mode de

convection unicellulaire résultant est en excellent accord avec la solution numérique des
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équations gouvernantes. On constate que, pour un ensemble donné de parametres de controle

Ry, Le et S,., 'intensité de I’écoulement (Wo), le transfert de chaleur (Nu) et le transfert de

masse (S4) diminue quand P est plus faible. En fait, pour (Pr* — oo), I’état de repos est

finalement atteint, pour lequel Y, >0 et Nu =Sh —1. Dans le régime de convection

Dupuit (P > 1) le modele semi-analytique montre qu’indépendamment des valeurs des

parametres de contrdle, Nu=Sh—4 alors que comme on le sait, dans le régime de convection

de Darcy pur, Nu=Sh — 7> / 7> —8 quand le nombre de Rayleigh est suffisamment grand.
Cependant, cette limite peut étre seulement théorique, car une transition vers la convection

oscillante peut se produire a un R, tres élevé. Globalement, la trainée de forme a un effet

stabilisateur, ce qui provoque le retard de I’apparition de la convection souscritique et de la

bifurcation de Hopf et la réduction substantielle du mouvement de convection. Ainsi, lorsque

les parametres de contrdle sont tels que (R;Z’ , Roe, Ry <R ) , la présente étude montre

I’existence de régimes d’écoulements multicellulaires stables et oscillants. En outre, il est

démontré numériquement que plusieurs solutions sont possibles.

3) En fonction des valeurs du parametre de la trainée de forme, I’apparition de la convection
souscritique pourrait dépasser le seuil de convection supercritique provoquant 1’existence
d’une variété de solutions diverses d’écoulement. Ceci conduit évidement a I’existence d’un
probléme de bi-stabilit¢ avec une boucle d’hystérésis se produisant au-dela du seuil de

convection stationnaire.

Dans la présente étude, le modéle mathématique est basé sur de nombreuses hypothéses
simplificatrices. En pratique, les milieux poreux ne sont pas isotropes et les fluides pas
toujours Newtonien. Pour approfondir les connaissances dans ce domaine il serait intéressant
de reprendre la méme étude pour un milieu poreux non-Newtonien, anisotrope, en
perméabilité, en conductivité thermique. Il sera aussi intéressant de considéré des
configurations géométriques autres que celles étudiées dans ce mémoire. Il est recommandé
de généraliser le modele utilis€ par une approche tridimensionnelle qui tient compte des
géométries complexes et d’autres conditions aux limites. L’objectif important, sur lequel il
conviendra sans doute de porter des efforts prioritaires, est la vérification des résultats

obtenus par voie expérimentale.
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