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Résumé

Dans ce mémoire, On étudiera l’existence et la régularité de solutions pour quelques problèmes elliptiques

semi-linéaires avec un terme d’ordre zéro ayant un comportement singulier.

Mots-clés : Problèmes elliptiques, problèmes singuliers, régularité, solutions faibles, solutions au sens

des distributions.

iv



Abstract

In this memoir, we will study the existence and regularity of solutions for some semilinear elliptic problems

with a zero order term having singular behaviour.

Key word :Elliptic problems, singular problems, regularity, weak solutions, distributional solutions.
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Notation

RN : L’espace Euclidien de dimension N .

Ω : Un ouvert borné de RN .

∂Ω : La frontière topologique de Ω.

Ω : L’adhérence de l’ensemble Ω.

|Ω| :La mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω.

V : Un espace de Banach.

V ′ : Le dual topologique de V .

〈., .〉V ′×V : Le crochet de dualité entre l’espace V et son dual topologique V ′.

‖.‖V : La norme sur l’espace de Banach V .

H : Un espace de Hilbert.

(., .) : Le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H.

|.| : La norme sur l’espace de Hilbert H.

Bρ(x0) : La boule de centre x0 et de rayon ρ > 0.

dx = dx1dx2 · · · dxN : La mesure de Lebesgue sur Ω.

α ∈ NN : Un multi-indice α = (α1, · · ·, αN ) de longueur |α| = α1 + · · ·+ αN .

∂i : La i-ième dérivée partielle ; ∂i = ∂
∂xi

.

∂α : La dérivée d’ordre α; ∂α = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂x

αN
N

.

∇u = ( ∂u∂x1
, ∂u∂x2

, · · · , ∂u
∂xN

) : Le gradient de u : Ω −→ R.

div u : La divergence du vecteur u = (u1, ..., uN ), div u = ∂u1

∂x1
+ ...+ ∂uN

∂xN
.

⇀ : La convergence faible.
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p.p. : Presque partout.

χE : La fonction indicatrice de l’ensemble E, χE(x) =


1, si x ∈ E

0, sinon

sign(x) : Le signe d’un nombre réel non nul x, sign(x) = x
|x| .

f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0) : La partie positive et négative de la fonction f .

sup
x∈Ω

ess(u) : Le sup essentiel d’une fonction u sur Ω.

sup
x∈Ω

ess(u) = inf{C > 0 ; |u(x)| ≤ C p.p. x ∈ Ω}.

{u ≥ k} := {x ∈ Ω, u(x) ≥ k} pour une fonction donnée u.

supp(u) := {x ∈ Ω ; u(x) 6= 0} : Support d’une fonction u.

Ck(Ω) : L’espace des fonctions k fois continûment différentiables sur Ω.

C∞(Ω) : L’espace des fonctions infiniment différentiables sur Ω.

Cc(Ω) : L’espace des fonctions continues à support compact dans Ω.

D(Ω) = C∞c (Ω) : L’espace des fonctions infiniment différentiables et à support compact dans Ω.

D′(Ω) = (D(Ω))′ : L’espace des distributions.

Lp(Ω) :L’espace de Lebesgue,

Lp(Ω) =


{u : Ω→ R mesurable ;

∫
Ω

|u|p < +∞}, si 1 ≤ p < +∞,

sup
x∈Ω

ess(u) < +∞, si p = +∞.

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); ∇u ∈ Lp(Ω)} : Un espace de Sobolev, 1 ≤ p ≤ ∞.

W 1,p
0 (Ω) : La fermeture de D(Ω) dans W 1,p(Ω), 1 ≤ p <∞.

W−1,p′(Ω) : Le dual topologique de l’espace W 1,p
0 (Ω) (

1

p
+

1

p′
= 1).

H1(Ω) = W 1,2(Ω) : Un espace de Sobolev.

M(Ω) : L’espace des mesures de Radon dans Ω.

M+
b (Ω) : L’espace des mesures de Radon bornées et positives dans Ω.

P ′ = p
p−1 : L’exposant conjugué de l’exposant p pour 1 ≤ p ≤ +∞.

P ∗ = Np
N−p : L’exposant critique de Sobolev pour 1 ≤ p < N .

ω b Ω : ω sous ensemble ouvert de Ω avec ω ⊂ Ω.

↪→ : L’injection.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est l’étude de quelques problèmes elliptiques semi-linéaires avec un terme d’ordre

zéro ayant un comportement singulier, plus précisément, on étudié les deux problèmes suivants :

(P1)


−div (M(x)∇u) =

f

uθ
dans Ω,

u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(P2)


−div (M(x)∇u) =

f

uθ
+ µ dans Ω,

u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 2, et M est une matrice elliptique bornée, c’est à dire, pour tout

ξ ∈ RN et presque partout x ∈ Ω, M vérifie les hypothèses suivants

α|ξ|2 ≤M(x)ξ · ξ, |M(x)| ≤ β, (1)

où α, β sont des constantes positives. On suppose en outre que θ ∈ ]0, 1[, f est une fonction positive appar-

tient à un certain espace de Lebesgue, et µ est une mesure de Radon bornée et positive. Des problèmes de ce

type se posent dans la théorie de la conduction thermique dans les matériaux électriquement conducteurs,

comme discuté dans [8], ainsi dans la théorie des fluides pseudoplastiques non newtoniens (voir [16]), et les

catalyseurs chimiques hétérogènes (voir [16] et [19]).

Les approches classiques telles que le théorème du point fixe de Schauder 1.24 ou le théorème de surjectivité

de Leray-Lions 1.31, ne peuvent pas être directement appliquées au problème (P1) et (P2) en conséquence de

la singularité du terme d’ordre zéro f
uθ

par rapport à u. Pour surmonter cette difficulté, on va raisonner par

approximation, en régularisant le problème (P1) et (P2) par une suite de problèmes réguliers qui peuvent

se traiter par l’une des approches citées ci-dessus. Ensuite, on va montrer des estimations à priori sur les

solutions d’approximation. Enfin, on va prouver la convergence de solutions d’approximation à une fonction

qui résout le problème initial (voir [4] et [17]).
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Introduction 2

Le manuscrit de ce mémoire est divisé en quatre chapitres, organisés de la manière suivante :

Le chapitre 1 est entièrement consacré à l’exposé des définitions et résultats nécessaires à la suite de ce

travail.

Le chapitre 2 est un chapitre introductif qui sert à présenter la théorie d’existence et régularité de solutions

pour le problème (P1) et (P2) sous la condition θ = 0.

Le chapitre 3 est consacré à l’étude du problème (P1).

Dans le chapitre 4, on considère le problème (P2) avec f est une fonction positive appartient à l’espace

L1(Ω).

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Chapitre 1
Préliménaires

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et rappels des résultats nécessaires pour la suite de ce

travail. on introduit quelques définitions, lemmes et quelques théorèmes sur les espaces fonctionnels et les

espaces des mesures de Radon, ensuite on donne quelques définitions et résultats sur les opérateurs.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. On définit l’espace de Lebesgue Lp(Ω) par :

Pour 1 ≤ p < +∞

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R mesurable,

∫
Ω

|u(x)|pdx < +∞
}
,

mini de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1
p

.

Pour p = +∞

L∞(Ω) =

{
u : Ω −→ R mesurable, sup

x∈Ω
ess|u(x)| < +∞

}
,

muni de la norme

‖u‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u(x)|.

Lp(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞ et de Hilbert Pour p = 2 muni de prouit scalaire

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx.

Proposition 1.1 (Séparabilité, réflexivité et dual de Lp(Ω)).

1. Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p < +∞ et réflexif pour 1 < p < +∞.

2. Le dual de Lp(Ω) pour 1 ≤ p < +∞ est isomorphe à Lp
′
(Ω) avec 1

p + 1
p′ = 1.

3. L1(Ω) est séparable, ni réflexif et son dual est L∞(Ω).

4. L∞(Ω) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L1(Ω).

3



Espaces de Lebesgue 4

Démonstration. Voir [1]

Lemme 1.1 (Inégalité de Young). Soient p et q deux réels strictement positifs tels que 1
p + 1

q = 1 .

pour tout réel positif a et b , on a

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq

Démonstration. Voir [5]

Lemme 1.2 (Inégalité de Young avec epsilon). Pour a, b ≥ 0, ε ≥ 0 et p, q ≥ 1 avec 1
p + 1

q = 1, on a

ab ≤ 1

p
(εa)p +

1

q
(
b

ε
)q

Théorème 1.2 (Inégalité de Hölder). Soient f ∈ Lp et g ∈ Lq avec 1 ≤ p ≤ ∞ alors fg ∈ L1 et

∫
|fg| ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq

Démonstration. Voir [1]

Lemme 1.3. Soient 1 ≤ p < +∞ et a, b ≥ 0, on a

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp)

Démonstration. voir [1]

Corollaire 1.3. Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, Si |Ω| < +∞ alors Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω).

Définition 1.2 (Convergence forte, convergence faible dans Lp(Ω)). Soient p ∈ [1,∞[ ,et {fn, f} une

famille de Lp(Ω).

• on dit que fn converge fortement vers f dans Lp(Ω) et on note fn → f dans Lp(Ω) si

lim
n→+∞

‖fn − f‖Lp(Ω) = 0

• on dit que fn converge faiblement vers f dans Lp(Ω) et on note fn ⇀ f dans Lp(Ω) si

lim
n→+∞

∫
Ω

(fn − f).g = 0, ∀g ∈ Lp
′

• on dit que fn converge faible ∗ vers f dans L∞(Ω) et on note fn
∗
⇀ f dans L∞(Ω) si

lim
n→+∞

∫
Ω

(fn − f).g = 0, ∀g ∈ L1

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Espaces de Lebesgue 5

Lemme 1.4 (Lemme de Fatou). Soit (fn)n une suite de fonction mesurable, à valeurs dans [0,+∞[ on a

∫
Ω

lim inf
n−→+∞

fn(x) dx ≤ lim inf
n−→+∞

∫
Ω

fn(x) dx.

Démonstration. Voir [12]

Théorème 1.4 (Théorème de convergence dominée). Soit 1 ≤ p < +∞ et (fn)n ⊂ Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω).

On suppose que,

1. fn −→ f p.p. dans Ω.

2. il existe g ∈ Lp(Ω) telle que pour tout n ∈ N on a |fn| ≤ g p.p. dans Ω.

Alors

fn −→ f dans Lp(Ω).

Démonstration. Voir [12]

Définition 1.3 (Equi-intégrabilité). Soit 1 ≤ p <∞ ,on dit qu’une suite de fonction (fn)n de Lp(Ω) est

equi-intégrable, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que ∀E ⊂ Ω mesurable , avec |E| < δ on a
∫
E

|fn|p < ε,

pour tout n ∈ N.

Théorème 1.5 (Théorème de Vitali ). Soient 1 ≤ p <∞ , et une suite de fonction (fn)n dans Lp(Ω),on

suppose que

1. fn −→ f p.p. dans Ω.

2. (fn)n est equi-intégrable.

Alors

f ∈ Lp(Ω) et fn −→ f dans Lp(Ω)

Démonstration. Voir [13, Theorem B.101, page 674]

Définition 1.4 (Fonction de Carathéodory). Soit f : Ω×R −→ R. On dit que f est de Carathéodory si

1. f(., s) : Ω −→ R mesurable pour tout s ∈ R.

2. f(x, .) : R −→ R continue p.p. x ∈ Ω.

Définition 1.5 (Opérateur de Nemitski). Soient u : Ω→ R et f ∈ C(Ω×R). on appelle l’opérateur de

Nemitski relatif à f ,l’opérateur Nf de la forme suivante (Nfu)(x) = f(x, u(x)).

Théorème 1.6. Si f est de carathéodory et elle existe une fonction positive a ∈ Lq(Ω) et une constante

b > 0, tels que

|f(x, t)| ≤ a(x) + b|t|
p
q

alors l’opérateur de Nemitski est continu de Lp(Ω) dans Lq(Ω).

Démonstration. Voir [3, theorem 3.6, page 17]

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Distributions et mesures de Radon 6

1.2 Distributions et mesures de Radon

Définition 1.6. On appelle support d’une fonction continue ϕ sur Ω, et on note supp(ϕ) l’ensemble définie

par

supp(ϕ) = {x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0}.

Définition 1.7. On désigne par D(Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ sur Ω à support compact, un

élément de D(Ω) est appelé fonction test.

Exemple 1. La fonction ϕ définie par :

ϕ(x) =

 exp
(
−1

1−|x|2

)
|x| < 1,

0 |x| ≥ 1.
(1.1)

appartient à l’espace D(Ω), où Ω = B(0, 1) représente la boule unité de RN .

Proposition 1.7. D(Ω) est un sous-espace dense dans Lp(Ω) pour tout 1 ≤ p < +∞.

Démonstration. voir [5].

Définition 1.8 (Distributions). Le dual topologique de D(Ω) noté par D′(Ω), un élément T de D′(Ω) est

appelé distribution sur Ω définie par

T : D(Ω) −→ R

ϕ 7−→ 〈T , ϕ〉D′(Ω)D(Ω)
= 〈T , ϕ〉.

Définition 1.9 (Distribution régulière). On dit que T est une distribution régulière s’il exite une fonction

f appartient à L1
loc(Ω) telle que

T (ϕ) =

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.2)

On dénote cette distribution par Tf .

Définition 1.10. Soit K ⊂ Ω compact, on noté

Dc(Ω) = {ϕ ∈ C∞ : supp(ϕ) ⊂ K}.

Définition 1.11 (Convergence dans D′(Ω)). Soit (Tn)n∈N une suite de D′(Ω) et T ∈ D′(Ω), on dit que

(Tn)n∈N converge vers T dans D′(Ω) si

lim
n−→+∞

〈Tn, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉 pour tout ϕ ∈ D(Ω)

Définition 1.12 ( Dérivées aux sens de distributions). Soit N ∈ N?, k ∈ {1, . . . , N}, α ∈ NNet T ∈

D′(Ω).

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Distributions et mesures de Radon 7

On appelle dérivé partielle de T par rapport à la k-ième variable et on la note ∂T
∂xk

, la distribution définie par

〈 ∂T
∂xk

, ϕ〉 = −〈T, ∂ϕ
∂xk
〉, ∀ϕ ∈ D(Ω),

par récurrence, on définit la dérivé partielle de T d’ordre α par

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Définition 1.13 (Suites régularisantes). Soit ϕ ∈ C∞(RN ) une fonction positive telle que

∫
RN

ϕ(x) dx = 1, suppϕ ⊂ B(0, 1)

Pour n ∈ N∗, la suite de fonction ϕn(x) = nNϕ(nx) appartient à C∞(RN ) ,
∫
RN

ϕn(x) dx = 1, et suppϕn ⊂

B(0, 1
n ). la suite de fonction (ϕn)n∈N∗ est appelée suite régularisante.

Exemple 2. La suite de fonction (ϕn)n∈N∗ qui associe à la fonction (1.1) est une suite régularisante.

Définition 1.14 (Translation). Soient f une fonction de RN , et h un vecteur quelconque de RN . La

translation τh de f par h est une fonction de RN définie par :

τhf(x) = f(x− h), ∀x ∈ RN .

Remarque 1. Il est facile de prouver que D(RN ) est stable par translations, c’est à dire, τhϕ ∈ D(RN )

quand ϕ ∈ D(RN ).

Définition 1.15 (Réflexion par rapport à l’origine). Soit f une fonction de RN . On définit la fonction

f̂ par :

f̂(x) = f(−x), ∀x ∈ RN .

Définition 1.16 (Produit de convolution). Soient f, g : RN −→ R, on leur associe une fonction appelée

produit de convolution de f et g, notée f ∗ g définie par

(f ∗ g)(x) =

∫
RN

f(x− y)g(y) dy

Théorème 1.8. Soit 1 ≤ p ≤ +∞, soient f ∈ LP (RN ) et g ∈ L1(RN ). pour presque tout x ∈ RN , la

fonction y −→ f(x − y)g(y) est intégrable. alors le produit de convolution f ∗ g est défini presque partout,

f ∗ g ∈ Lp(RN ), et

‖f ∗ g‖LP (RN ) ≤ ‖f‖LP (RN )‖g‖L1(RN )

De plus f ∗ g = g ∗ f .

Démonstration. Voir [5]

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Distributions et mesures de Radon 8

Remarque 2. En utilisant la translation et la réflexion, on peut écrire le produit de convolution f ∗g comme

suivant :

(f ∗ g)(x) =

∫
RN

f(y)(τxĝ)(y) dy. (1.3)

La formule (1.3) permet de définir la convolution d’une distribution régulière avec une fonction test.

Définition 1.17 (Convolution d’une distribution régulière). Soit T = Tf une distribution associé à

la fonction localement intégrable f . Pour ϕ ∈ D(RN ), on peut définir le produit de convolution T ∗ f par :

(T ∗ f)(x) =

∫
Ω

f(y)(τxϕ̂)(y) dy

= f(τxϕ̂).

(1.4)

Maintenant on peut généraliser la formule (1.4) pour une distribution quelconque.

Définition 1.18 (Convolution d’une distribution). Soient T ∈ D′(RN ) et ϕ ∈ C∞0 (RN ). Leur produit

de convolution est la fonction définie en chaque point par

(T ∗ ϕ)(x) = T (τxϕ̂) = 〈T, τxϕ̂〉, ∀x ∈ RN .

Théorème 1.9. Si T ∈ D′(RN ) et ϕ ∈ C∞0 (RN ), alors T ∗ ϕ appartient à C∞(RN ).

Démonstration. Voir [2, Theorem 3.5, page 90].

Le théorème suivant permet d’approcher une distribution par une suite de fonctions régulières.

Théorème 1.10. Soit (ϕn)n∈N∗ une suite régularisante, on note la régularisée de T par

Tn = T ∗ ϕn, ∀n ∈ N∗

Si T ∈ D′(RN ) alors Tn −→ T dans D′(RN ), pour n −→ +∞.

Démonstration. Voir [13].

Définition 1.19 (Mesure de Radon). Une mesure de Radon µ sur Ω est une forme linéaire sur Cc(Ω)

telle que pour tout compact K de Ω, il existe CK ≥ 0 tel que, pour tout u ∈ Cc(Ω)

supp u ⊂ K =⇒ |〈µ, u〉| ≤ CK‖u‖L∞(Ω)

Définition 1.20. L’espace des mesures de Radon sur Ω est définie par

M(Ω) = {µ : Cc(Ω)→ R µ est linéaire et continue}

Remarque 3. L’espace des mesures de Radon sur Ω est le dual de l’espace des fonctions continue à support

compact.
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Définition 1.21. L’espace M(Ω) est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme duale

∀µ ∈M(Ω), ‖µ‖M(Ω) = Sup{|〈µ, ϕ〉| : ϕ ∈ Cc(Ω), ‖ϕ‖L∞(Ω) ≤ 1}

Remarque 4. Toute mesure de Radon est une distribution.

Théorème 1.11. Soit T une forme linéaire positive sur C∞c (Ω) (T (ϕ) ≥ 0 pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω), ϕ ≥ 0),

alors il existe une et une seule mesure de Radon µ telle que

∀ϕ ∈ C∞c (Ω), T (ϕ) =

∫
Ω

ϕdµ

Démonstration. Voir [6, page 64]

Théorème 1.12. Pour tout µ ∈M(Ω), il existe une suite (µn)n∈N ∈ C∞(Ω) qui converge faiblement vers µ

au sens des mesures telle que

lim
n−→+∞

‖µn‖L1(Ω) = ‖µ‖M(Ω)

Démonstration. Il suffit de prendre

µn =

∫
Ω

ρn(x− y) dµ(y)

où (ρn)n∈N est une suite régularisante.

1.3 Espaces de Sobolev W 1,p(Ω)

Définition 1.22. On définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω), pour 1 ≤ p ≤ +∞ par :

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), ∇u ∈ (Lp(Ω))N}

muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) =


(
‖u‖pLp(Ω) + ‖∇u‖pLp(Ω)

) 1
p

si 1 ≤ p <∞

max
(
‖u‖L∞(Ω), ‖∇u‖L∞(Ω)

)
si p =∞

pour p = 2, l’espace W 1,2(Ω) noté H1(Ω) est de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∇u,∇v)L2(Ω)

et de la norme

‖u‖H1(Ω) =
(
‖u‖2L2(Ω) + ‖∇u‖2L2(Ω)

) 1
2

.
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Proposition 1.13. L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach, et séparable pour 1 ≤ p < +∞, et réflexif

pour 1 < p < +∞.

Démonstration. voir [5].

Définition 1.23. Soit 1 ≤ p < +∞, on note W 1,p
0 (Ω) la ferméture de D(Ω) dans W 1,p(Ω), (c’est-à-dire

W 1,p
0 (Ω) := D(Ω)

W 1,p(Ω)
), de plus, si Ω est Lipschitzien, alors

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈W 1,p(Ω), u|∂Ω = 0}.

si p > 1 , on note W 1,p′(Ω) au dual de W 1,p
0 (Ω) avec 1

p + 1
p′

= 1 .

Définition 1.24 (Convergence faible, convergence forte dans W 1,p(Ω)).

Soient p ∈ [1,+∞[ et {fn, f} une famille de W 1,p(Ω).

• on dit que fn converge fortement vers f dans W 1,p(Ω) et on note fn → f dans W 1,p(Ω) si

fn → f dans Lp(Ω) et ∇fn → ∇f dans Lp(Ω)

• on dit que fn converge faiblement vers f dans W 1,p(Ω) et on note fn ⇀ f dans W 1,p(Ω) si

fn ⇀ f dans Lp(Ω) et ∇fn ⇀ ∇f dans Lp(Ω)

Théorème 1.14 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov).

Soit Ω un ouvert borné de RN et de classe C1 ,on a :

• si p < N , alors l’injection W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compacte pour q ∈ [1, p∗) avec 1
p∗ = 1

p −
1
N .

• si p = N , alors l’injection W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compacte pour q ∈ [1,+∞).

• si p > N , alors l’injection W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω) est compacte.

en particulier l’injection W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) est compact pour tout p ∈ [1,+∞)

Démonstration. Voir [21]

Théorème 1.15 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 ≤ p < +∞, on suppose que Ω est un ouvert borné dans

une direction de RN alors, il existe une constante positive C = C(p,N,Ω) telle que :

‖u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp , ∀u ∈W 1,p
0 (Ω)

par conséquence l’application u 7→ ‖∇u‖Lp définie une norme sur W 1,p
0 (Ω), équivalente à la norme usuelle.

Démonstration. Voir [10, page 48]

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Espaces de Sobolev W 1,p(Ω) 11

Théorème 1.16 (Inégalité de Sobolev). Soient 1 ≤ p < N et p∗ = Np
N−p (l’exposant de sobolev), alors il

existe une constante positive Sp = C(p,N) telle que :

∫
Ω

|u|p
∗
dx

 1
p∗

≤ Sp

∫
Ω

|∇u|p dx

 1
p

, ∀u ∈W 1,p
0 (Ω) (1.5)

Démonstration. Voir [10, page 43]

Théorème 1.17 (Meyers-Serrin). Si u ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤ p < +∞ alors il existe une suite un ∈ C∞(Ω) ∩

W 1,p(Ω) telle que un −→ u dans W 1,p(Ω).

Démonstration. voir [10].

Théorème 1.18 (Stampacchia). Soient 1 ≤ p ≤ +∞, et f une fonction de C1(R) vérifiant f(0) = 0 , de

dérivée bornée, alors pour tout u ∈W 1,p(Ω) on a :

f(u) ∈W 1,p(Ω) et ∀i, 1 ≤ i ≤ N, ∂

∂xi
(f ◦ u) = (f ′ ◦ u)

∂

∂xi
p.p. dansΩ

Remarque 5. Le théorème 1.18 reste vrai en remplaçant W 1,p(Ω) par W 1,p
0 (Ω).

Remarque 6. La condition f(0) = 0 est superflue dans le cas où |Ω| <∞.

Remarque 7. Le théorème 1.18 reste vrai si f est une fonction de classe C1 par morceaux.

Démonstration. D’après le théorème 1.17, il existe une suite de fonction un ∈ C∞(Ω) ∩W 1,p(Ω) telle que

un −→ u dans W 1,p(Ω) quand n −→ +∞ et soit ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Tout d’abord, on va montrer que

∀i, 1 ≤ i ≤ N,
∫
Ω

(f ◦ u)
∂ϕ

∂xi
dx = lim

n−→+∞

∫
Ω

f(un)
∂ϕ

∂xi
dx (1.6)

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(u)
∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω

f(un)
∂ϕ

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|f(u)− f(un)| | ∂ϕ
∂xi
| dx

≤

∫
Ω

|f(u)− f(un)|pdx

 1
p
∫

Ω

| ∂ϕ
∂xi
|p
′
dx

 1
p′

≤

∫
Ω

|
u∫

un

f ′(t) dt|pdx

 1
p
∫

Ω

| ∂ϕ
∂xi
|p
′
dx

 1
p′

≤ ‖f ′‖L∞(Ω)

∫
Ω

|u− un|p dx

 1
p
∫

Ω

| ∂ϕ
∂xi
|p
′
dx

 1
p′

≤ C

∫
Ω

|u− un|p dx

 1
p

−→ 0
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Ensuite, en utilisant l’égalité (1.6), et l’intégration par partie, on obtient∫
Ω

(f ◦ u)
∂ϕ

∂xi
dx = lim

n−→+∞

∫
Ω

f(un)
∂ϕ

∂xi
dx

= − lim
n−→+∞

∫
Ω

∂

∂xi
(f(un))ϕdx

= − lim
n−→+∞

∫
Ω

f ′(un)
∂un
∂xi

ϕdx

= −
∫
Ω

f ′(u)
∂u

∂xi
ϕdx

= −
∫
Ω

(f ′ ◦ u)
∂u

∂xi
ϕdx

Finalement, on va prouver que f(u) ∈W 1,p(Ω) :

comme on a

|f(u)| = |f(u)− f(0)| = |
u∫

0

f ′(t) dt| ≤ ‖f ′‖L∞(Ω)|u|

Donc ∫
Ω

|f(u)|p dx

 1
p

≤ ‖f ′‖L∞(Ω)

∫
Ω

|u|p dx

 1
p

<∞

Et ∫
Ω

|f ′(u)
∂u

∂xi
|p dx

 1
p

≤ ‖f ′‖L∞(Ω)

∫
Ω

| ∂u
∂xi
|p dx

 1
p

<∞

Le théorème suivant est une généralisation du théorème 1.18 au cas f est une fonction globalement

Lipschitzienne.

Théorème 1.19. Soit u une fonction de W 1,p(Ω) avec 1 ≤ p < +∞. Si f : R→ R une fonction globalement

Lipschitzienne, telle que f(0) = 0, alors f ◦ u ∈W 1,p(Ω) et de plus on a

∀i, 1 ≤ i ≤ N, ∂

∂xi
(f ◦ u) = (f ′ ◦ u)

∂

∂xi
p.p. dans Ω.

Remarque 8. Le théorème 1.19 reste vrai en remplaçant W 1,p(Ω) par W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.20 (Dérivation faible d’un produit). Soient u, v ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) avec 1 ≤ p ≤

+∞ alors uv ∈W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω)

et ∀i, 1 ≤ i ≤ N, ∂

∂xi
(uv) =

∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi
p.p. dans Ω

Démonstration. D’après le théorème 1.17, il existe un, vn ∈ C∞(Ω) ∩ W 1,p(Ω) telles que un −→ u dans

W 1,p(Ω), vn −→ v dans W 1,p(Ω) quand n −→ +∞.
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soit ϕ ∈ C∞0 (Ω), en utilisant l’intégration par partie, on obtient

∫
Ω

unvn
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂

∂xi
(unvn)ϕdx = −

∫
Ω

(
∂un
∂xi

vn + un
∂vn
∂xi

)
ϕdx, ∀i

par suite, en passant à la limite quand n −→ +∞ et en utilisant le théorème de convergence dominée pour

tout ϕ ∈ C∞0 (Ω), on obtient

∫
Ω

uv
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

(
∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi

)
ϕdx, ∀i

Définition 1.25 (Fonction de troncature). Pour tout k > 0, la fonction troncature de niveau k est la

fonction définie sur R par :

Tk(s) =



−k si s < −k

s si |s| ≤ k

k si s > k

s

Tk(s)

−k
k

−k

k

Théorème 1.21.

1. Si u ∈ Lp(Ω) donc Tk(u)→ u dans Lp(Ω) quand k → +∞.

2. Si u ∈W 1,p(Ω) donc Tk(u)→ u dans W 1,p(Ω) quand k → +∞.

Démonstration. voir [12, page 88]

1.4 Astuce d’extraction une suite de sous-suite

Théorème 1.22. Soit X un espace topologique et xn une suite de cet espace qui a la propriété qu’il existe

x ∈ X tel que de toute sous-suite de cette suite, on peut extraire une nouvelle sous-suite qui converge vers

x. Alors la suite entière xn converge vers x.

Démonstration. Voir [12, Lemma 1.1].
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Théorème 1.23.

• Soit E un espace de Banach réflexif (i.e. E est isomorphe à E′′), alors toute suite bornée de E, on

peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans E.

• Soit E un espace de Banach séparable (i.e. qui admet une partie dénombrable dense), alors toute suite

bornée de E′, on peut extraire une sous suite qui converge ?-faible dans E′.

Démonstration. voir [5].

1.5 Théorèmes du point fixe

Théorème 1.24 (Théorème du point fixe de Schauder). Soit X un espace de banach, K un convexe

fermé de X et S une application continue de K dans K telle que S(K) est relativement compact, alors S

admet un point fixe.

Démonstration. voir [11, page 303].

Théorème 1.25 (Théorème du point fixe de Tikhonov). Soit S : K ⊂ X −→ K une application

continue laissant invariant l’ensemble K non vide, convexe et compact d’un espace vectoriel topologique X

localement convexe séparé. Alors, S admet un point fixe dans K.

Démonstration. Voir [11, page 308].

1.6 0pérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable, A est un opérateur de V dans V ′ (en

général non linéaire).

Définition 1.26 (Opérateur borné). On dit que l’opérateur A est borné, s’il transforme les bornés de V

en bornés de V ′.

Définition 1.27 (Opérateur monotone). On dit que l’opérateur A est monotone si

∀u, v ∈ V, 〈A(u)−A(v), u− v〉 ≥ 0. (1.7)

On dit que A est strictement monotone si de plus 〈A(u)−A(v), u− v〉 = 0 implique u = v.

Définition 1.28 (Opérateur hémicontinu). On dit que l’opérateur A est hémicontinu si

∀u, v, w ∈ V , l’application t 7→ 〈A(u+ tv), w〉 est continue de R dans R.

Définition 1.29 (Opérateur fortement continu). On dit que l’opérateur A est fortement continu (ou

totalement continu) si A est continu de V faible dans V ′, c-à-d., si un ⇀ u faiblement dans V , alors

A(un) −→ A(u) fortement dans V ′.

Théorème 1.26. Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu de V fort dans

V ′ faible.
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Démonstration. voir le livre Le dret [12].

Définition 1.30 (Opérateur coercif). On dit que l’opérateur A est coercif si

∃ζ : R+ −→ R+ : lim
s−→+∞

ζ(s) = +∞ et 〈A(u), u〉 ≥ ζ (‖u‖) ‖u‖.

En d’autres termes, A est coercif si

lim
‖u‖→+∞

〈A(u), u〉
‖u‖

= +∞. (1.8)

Théorème 1.27. Soit A : V −→ V ′ un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercif. Alors A est

surjectif.

Démonstration. Voir [14, théorème 2.1, p. 171].

Définition 1.31 (Opérateur pseudo-monotone). On dit que l’opérateur A est pseudo-monotone si

(i) A est borné.

(ii) lorsque un ⇀ u dans V faiblement et lim sup
n→+∞

〈A(un), un − u〉 ≤ 0 alors

lim inf
n→+∞

〈A(un), un − v〉 ≥ 〈A(u), u− v〉 ∀v ∈ V. (1.9)

La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

Proposition 1.28. Soit A : V −→ V ′. l’opérateur A est pseudo-monotone si et seulement si A est borné

et satisfait la condition suivante :

si un ⇀ u faiblement dans V

et lim sup
n→+∞

〈A(un), un − u〉 ≤ 0

 alors


A(un) ⇀ A(u) faiblement dans V ′

et lim
n→+∞

〈A(un), un − u〉 = 0.

Démonstration. Voir [15, Proposition 3.66, page 85].

Proposition 1.29. Si A : V −→ V ′ est un opérateur pseudo-monotone, alors les propriétés suivantes sont

satisfaites :

(i) Si un ⇀ u faiblement dans V et A(un) ⇀ ψ faiblement dans V ′ avec

lim sup
n→+∞

〈A(un), un〉 ≤ 〈ψ, u〉,

alors ψ = A(u).

(ii) Si un → u dans V , alors A(un) ⇀ A(u) faiblement dans V ′.

Démonstration. voir [15].

Proposition 1.30. Soit A, B : V −→ V ′ deux opérateurs. Les assertions suivantes sont vraies

1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone.
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2. Si A et B sont pseudo-monotones, alors A+B est pseudo-monotone.

3. Si A est pseudo-monotone et B est fortement continu, alors A+B est pseudo-monotone.

Démonstration. Voir [22, Proposition 27.6, page 586].

Théorème 1.31 (Leray-Lions). Tout opérateur A pseudo-monotone et coercif est surjectif ; cela signifie,

pour tout f ∈ V ′, il y a au moins une solution à l’équation

A(u) = f (1.10)

Démonstration. : Voir [14, Théorème 2.7., p. 180].

1.6.1 Opérateurs du calcul des variations

Définition 1.32. Soit V un espace de Banach réflexif séparable. Un opérateur A : V −→ V ′ est dite du

type "calcul des variations" s’il est borné et si on peut le représenter par

(H1) : A(v) = A(v, v), ∀v ∈ V,

où A : V × V −→ V ′ est un opérateur satisfait les hypothèses suivantes

(H2) :

∀u ∈ V, v 7−→ A(u, v) est un opérateur borné et hemi-continu de V

dans V ′, et 〈A(u, u)−A(u, v), u− v 〉 ≥ 0.

(H3) :

∀v ∈ V, u 7−→ A(u, v) est un opérateur borné et hemi-continu de V

dans V ′.

(H4) :

si un −→ u faiblement dans V et 〈A(un, un)−A(un, u), un − u 〉 −→ 0

alors, ∀v ∈ V, A(un, v) −→ A(u, v) faiblement dans V ′.

(H5) :

si un −→ u faiblement dans V et A(un, v) −→ ψ faiblement dans V ′

alors 〈A(un, v), un 〉 −→ 〈ψ, u 〉.

Remarque 9. Les hypothèses (H1)–(H2) entraînent que A est hémicontinu.

Proposition 1.32. Si A est un opérateur du clacul des variations, alors A est pseudo-monotone.

Démonstration. Voir [14, Proposition 2.6, page 181].
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Chapitre 2
Quelques résultats d’existence et régularité

pour un problème elliptique linéaire de type

Dirichlet

On considère le problème suivant : −div (M(x)∇u) = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(2.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 2, et M est une matrice elliptique bornée ; c’est-à-dire, il existe α > 0

et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ · ξ, |M(x)| ≤ β, (2.2)

pour tout ξ ∈ RN et presque partout x ∈ Ω. De plus, on suppose que la fonction f ∈ L
2N
N+2 (Ω).

Définition 2.1. On dit que u ∈ H1
0 (Ω) est une sur-solution faible du problème (2.1), si pour tout ϕ ∈ H1

0 (Ω)

avec ϕ ≥ 0 dans Ω, on a : ∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx ≥
∫
Ω

fϕ dx. (2.3)

Définition 2.2. On dit que u ∈ H1
0 (Ω) est une sous-solution faible du problème (2.1), si pour tout ϕ ∈ H1

0 (Ω)

avec ϕ ≥ 0 dans Ω, on a : ∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx ≤
∫
Ω

fϕ dx. (2.4)

Définition 2.3. On dit que u ∈ H1
0 (Ω) est une solution faible du problème (2.1), si

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω). (2.5)
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Remarque 10. l’intégrale
∫
Ω

fϕ dx est bien défini ,en effet :

L’inégalité de Hölder avec les exposants 2∗ = 2N
N−2 et 2∗

′

= 2N
N+2 implique

|
∫
Ω

fϕ dx| ≤ ‖ f ‖
L2∗
′
(Ω)
‖ ϕ‖L2∗ (Ω)

et on a déjà dit que f ∈ L2∗
′

et ϕ ∈ H1
0 (Ω) , et comme H1

0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) donc ϕ ∈ L2∗(Ω).

2.1 Existence de solutions faibles

Théorème 2.1. On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite, et que f ∈ L
2N
N+2 (Ω). Alors le problème

(2.1) admet une unique solution faible.

Tout d’abord, on va démontrer l’existence. Pour cela on va utiliser deux méthodes : la première en

utilisant le théorème de Lax-Milgram (représentation de Riesz), et la deuxième est dite méthode de monotonie

(théorème de surjectivité de Leray-Lions 1.31), qui est basée sur la théorie des opérateurs monotones.

Avant de commencer la preuve, on énonce le théorème de Lax-Milgram.

Théorème 2.2 (Lax-Milgram). Soit a : H ×H −→ R une forme bilineaire, continue et coercive, et soit

L ∈ H ′ , donc il existe un unique élément u de H tel que :

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H

Démonstration. voir [5].

Démonstration. 1. Existence via le théorème de Lax-Milgram

on définit la forme lineaire continue L : H1
0 (Ω) −→ R par :

L(ϕ) =

∫
Ω

fϕ dx

et on définit la forme bilineaire a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R par :

a(u, ϕ) = 〈A(u), ϕ 〉 =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx

d’abord, on montre que a est coercive et continue.

(a) a est coercive :

en utilisant l’hypothèse (2.2) ,on obtient pour tout u ∈ H1
0 (Ω)

〈A(u), u 〉 =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇u dx ≥ α
∫
Ω

|∇u|2 dx

≥ α‖∇u‖2L2(Ω)
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par suite, on obtient
〈A(u), u 〉
‖u‖H1

0 (Ω)

≥ C ‖u‖H1
0 (Ω)

d’où 〈A(u),u 〉
‖u‖

H1
0(Ω)
−→ +∞ si ‖u‖H1

0 (Ω) −→ +∞ .

(b) a est continue :

en utilisant l’hypothèse (2.2) et l’inégalité de Hölder, on obtient, pour tout u, ϕ ∈ H1
0 (Ω)

|〈A(u), ϕ 〉| = |
∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx| ≤ β
∫
Ω

|∇u∇ϕ| dx

≤ β ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇ϕ‖L2(Ω)

≤ β ‖u‖H1
0 (Ω) ‖ϕ‖H1

0 (Ω)

2. Existence via la méthode de monotonie

On considère l’opérateur A défini par :

A : V = H1
0 (Ω) −→ V ′ = H−1(Ω)

u 7→ A(u),
(2.6)

avec

〈A(u), ϕ 〉 =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

On va montrer que l’opérateur A est coercif et pseudo-monotone .le résultat découlera du théorème

1.31.

(a) On montre que A est coercif :

en utilisant l’hypothèse (2.2) ,on obtient pour tout u ∈ H1
0 (Ω)

〈A(u), u 〉 =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇u dx ≥ α
∫
Ω

|∇u|2 dx

≥ α‖∇u‖2L2(Ω)

par suite, on obtient
〈A(u), u 〉
‖u‖H1

0 (Ω)

≥ C ‖u‖H1
0 (Ω)

d’où 〈A(u),u 〉
‖u‖

H1
0(Ω)
−→ +∞ si ‖u‖H1

0 (Ω) −→ +∞ .

(b) On montre que A est pseudo-monotone :

i. On montre que l’opérateur A est borné :
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Soient u, ϕ ∈ H1
0 , en utilisant l’hypothèse (2.2) et l’inégalité de Hölder, on obtient

|〈A(u), ϕ 〉| = |
∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx| ≤ β
∫
Ω

|∇u∇ϕ| dx

≤ β ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇ϕ‖L2(Ω)

≤ β ‖u‖H1
0 (Ω) ‖ϕ‖H1

0 (Ω)

et on a

‖A(u)‖H−1(Ω) = Sup
{
|〈A(u), ϕ 〉| ; ‖ϕ‖H1

0 (Ω) ≤ 1
}
≤ β‖u‖H1

0 (Ω)

donc ‖A(u)‖H−1(Ω) est borné si ‖u‖H1
0 (Ω) est borné.

ii. On suppose que un ⇀ u dans V = H1
0 (Ω) faiblement

et

lim sup
n→+∞

〈A(un), un − u〉 ≤ 0 (2.7)

et on montre que lim inf
n→+∞

〈A(un), un − w〉 ≥ 〈A(u), u− w〉, ∀w ∈ H1
0 (Ω).

On va d’abord montrer que A est monotone :

soient u, v ∈ H1
0 , en utilisant l’hypothèse (2.2), on obtient

〈A(u)−A(v), u− v〉 = 〈A(u− v), u− v〉 =

∫
Ω

M(x)∇(u− v) · ∇(u− v)

≥ α
∫
Ω

|∇(u− v)|2 ≥ 0

Comme l’opérateur A est monotone, alors

〈A(un), un − u〉 ≥ 〈A(u), un − u〉

En passant à la limite inférieure , et en utilisant le fait que un ⇀ u dans H1
0 (Ω), on obtient

lim inf
n→+∞

〈A(un), un − u〉 ≥ 0 (2.8)

De (2.7) et (2.8), on en déduit que

lim sup
n→+∞

〈A(un), un − u〉 = 0 = lim inf
n→+∞

〈A(un), un − u〉

et par conséquent

lim
n→+∞

〈A(un), un − u〉 = 0 (2.9)

Soit w ∈ H1
0 (Ω), en posant v = u+ t(w − u), pour t ∈ ]0, 1[.

En utilisant la monotonie du l’opérateur A, on obtient

〈A(un)−A(v), un − v〉 ≥ 0
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et par conséquent

〈A(un)−A(v), un − u− t(w − u)〉 ≥ 0

d’où

t〈A(un), u− w〉 ≥ −〈A(un), un − u〉+ 〈A(v), un − u〉+ t〈A(v), u− w〉

et par suite

t〈A(un), un−w〉+t〈A(un), u−un〉 ≥ −〈A(un), un−u〉+〈A(v), un−u〉+t〈A(v), u−w〉 (2.10)

En utilisant (2.9) et le fait que un ⇀ u, et en passant à la limite inférieure quand n → +∞

dans l’inégalité (2.10), on obtient

t lim inf
n→+∞

〈A(un), un − w〉 ≥ t〈A(v), u− w〉

En divisant par t, on obtient

lim inf
n→+∞

〈A(un), un − w〉 ≥ 〈A(v), u− w〉 (2.11)

comme l’opérateur A est linéaire, alors A(v) = A(u+ t(w − u)) = (1− t)A(u) + tA(w)

En substituant dans (2.11),il vient

lim inf
n→+∞

〈A(un), un − w〉 ≥ (1− t)〈A(u), u− w〉+ t〈A(w), u− w〉

En passant à la limite quand t tend vers 0, on obtient

lim inf
n→+∞

〈A(un), un − w〉 ≥ 〈A(u), u− w〉 ∀w ∈ H1
0 (Ω).

— Démonstration de l’unicité.

On suppose que le problème (2.1) admet deux solutions u1 et u2, donc on a

∫
Ω

M(x)∇(u1 − u2) · ∇ϕ = 0, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) (2.12)

En prenant ϕ = u1 − u2 dans (2.12) et en utilisant l’hypothèse (2.2), on obtient

0 ≤ α
∫
Ω

|∇(u1 − u2)|2 ≤
∫
Ω

M(x)∇(u1 − u2) · ∇(u1 − u2) = 0

Alors, on déduit que u1 = u2.
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2.2 Régularités de solutions faibles du problème (2.1)

Avant d’énoncer les résultats de régularité, on va rappeler un lemme d’analyse, dû à G. Stampacchia [18].

Lemme 2.1 (Lemme de Stampacchia.). Soit ψ : R+ −→ R+ est une fonction décroissante telle que :

ψ(h) ≤ Mψ(k)δ

(h− k)γ
, ∀h > k > 0 (2.13)

où M > 0, δ > 1 et γ > 0, donc ψ(d) = 0 tel que dγ = Mψ(0)δ−12
δγ
δ−1 .

Démonstration. Soit n ∈ N, on définit dn = d(1− 2−n), et on suppose que

ψ(dn) ≤ ψ(0)2
−nγ
δ−1 (2.14)

Tout d’abord, il suffit de montrer par récurrence que l’inégalité (2.14) est vraie ∀n ∈ N.

(i) on a l’inégalité (2.14) est vérifiée pour n = 0.

(ii) on suppose que l’inégalité (2.14) est vraie pour n et on va montrer que elle est vraie pour n+ 1, donc,

en utilisant l’inégalité (2.13) pour obtenir

ψ(dn+1) ≤ Mψ(dn)δ

(dn+1 − dn)γ
≤M ψ(0)δ2−

n γ δ
δ−1 2(n+1)γ d−γ = ψ(0) 2−

(n+1) γ
δ−1

Maintenant, en utilisant l’inégalité (2.14) et le fait que ψ est décroissante, on obtient

0 ≤ ψ(d) ≤ lim inf
n−→+∞

ψ(dn) ≤ lim
n−→+∞

ψ(0) 2−
nγ
δ−1 = 0

D’où le résultat.

Théorème 2.3. On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec m > N
2 . Alors la

solution u du problème (2.1) appartient l’espace L∞(Ω).

Démonstration. pour k > 0, on définit :

Ak = {x ∈ Ω : |u(x)| > k}

et on définit la fonction Gk(s) par

Gk(s) = s− Tk(s) =


s− k si s > k

0 si |s| 6 k

s+ k si s < −k

( Tk c’est la fonction de troncature).
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s

Gk(s)

−k
k

−k

k

En prenant Gk(u) comme une fonction test dans (2.5) , obtient

∫
Ω

M(x)∇u · ∇Gk(u) dx =

∫
Ω

f Gk(u) dx, (2.15)

D’une part , en utilisant l’hypothèse (2.2) et l’inégalité de Sobolev , on obtient∫
Ω

M(x)∇u · ∇Gk(u) dx =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇uχAk dx ≥ α
∫
Ω

|∇u|2χAk dx

≥ α
∫
Ω

|∇Gk(u)|2 dx

≥ α

S2
2

‖Gk(u)‖2L2∗ (Ω)

(2.16)

D’autre part , par deux applications de l’inégalité de Hölder ,l’une avec l’exposant 2∗ et l’autre avec m

2∗
′ ,on

obtient ∫
Ω

f Gk(u) ≤
∫
Ak

|f ||Gk(u)|

≤ (

∫
Ω

|Gk(u)|2
∗
)

1
2∗ (

∫
Ak

|f |2
∗
′

)
1

2∗
′

≤ ‖Gk(u)‖L2∗ (Ω) (

∫
Ω

|f |2
∗
′

χAk)
1

2∗
′

≤ ‖Gk(u)‖L2∗ (Ω) (

∫
Ω

|f |
2∗
′
m

2∗
′
)

1

2∗
′

2∗
′

m |Ak|
( 1

2∗
′ − 1

m )

≤ ‖Gk(u)‖L2∗ (Ω) ‖f‖Lm(Ω) |Ak|
( 1

2∗
′ − 1

m )

(2.17)

En combinant (2.15) ,(2.16) et (2.17), on obtient

‖Gk(u)‖L2∗ (Ω) ≤ Cf |Ak|
( 1

2∗
′ − 1

m )
(2.18)

avec Cf =
S2

2‖f‖Lm(Ω)

α
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Et comme on a

|Gk(u)| =


|u− k| si u > k

0 si |u| ≤ k

|u+ k| si u < −k

=

 0 si |u| ≤ k

|u| − k si |u| > k

pour h > k on a Ah ⊂ Ak, donc on obtient

‖Gk(u)‖L2∗ (Ω) = (

∫
Ω

|Gk(u)|2
∗
)

1
2∗

= (

∫
Ω

(|u| − k)2∗)
1

2∗

≥ (

∫
Ah

(|u| − k)2∗)
1

2∗

≥ (

∫
Ah

(h− k)2∗)
1

2∗

≥ (h− k) |Ah|
1

2∗

(2.19)

En combinant (2.18) et (2.19) , on obtient

|Ah| ≤
Cf

(h− k)2∗
|Ak|

2∗( 1

2∗
′ − 1

m )

Comme 2∗( 1

2∗
′ − 1

m ) > 1 (car m > N
2 ) , donc on peut utiliser le lemme de Stampacchia avec ψ(h) = |Ah|

alors il existe M > 0 tel que |AM | = 0 , et on obtient que |u| ≤M .

Remarque 11. On observe que, si u vérifiant

α

∫
Ak

|∇u|p ≤
∫
Ak

fGk(u)

alors u est bornée.

Théorème 2.4. On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec 2N
N+2 ≤ m < N

2 .

Alors la solution u du problème (2.1) appartient l’espace Lm
∗∗

(Ω) où m∗∗ = Nm
N−2m .

Démonstration. soient k > 0 et γ > 1, en prenant v = |Tk(u)|2γ−2Tk(u) (Tk c’est la fonction de troncature)

comme une fonction test dans (2.5), on obtient

∫
Ω

M(x)∇u · ∇(|Tk(u)|2γ−2Tk(u)) =

∫
Ω

f |Tk(u)|2γ−2Tk(u) (2.20)
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d’aprés les deux théorèmes 1.20 et 1.18, on a

∇(|Tk(u)|2γ−2 Tk(u)) = (2γ − 1)∇Tk(u) |Tk(u)|2γ−2

D’une part, en utilisant l’hypothèse (2.2), on obtient∫
Ω

M(x)∇u · ∇(|Tk(u)|2γ−2Tk(u)) = (2γ − 1)

∫
Ω

M(x)∇u · ∇Tk(u) |Tk(u)|2γ−2

= (2γ − 1)

∫
Ω

M(x)∇u · ∇u |Tk(u)|2γ−2χ{|u|≤k}

≥ α(2γ − 1)

∫
Ω

|∇u|2 |Tk(u)|2γ−2χ{|u|≤k}

≥ α(2γ − 1)

∫
Ω

|∇Tk(u)|2 |Tk(u)|2γ−2

≥ α(2γ − 1)

∫
Ω

∣∣∇Tk(u) |Tk(u)|γ−1
∣∣2

≥ α(2γ − 1)

γ2

∫
Ω

|∇|Tk(u)|γ |2

Par suite, l’inégalité de Sobolev implique

∫
Ω

M(x)∇u · ∇(|Tk(u)|2γ−2Tk(u)) ≥ α(2γ − 1)

S2
2 γ

2

∫
Ω

|Tk(u)|γ2∗

 2
2∗

(2.21)

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder avec l’exposant m, on obtient

∫
Ω

f |Tk(u)|2γ−2Tk(u) ≤ ‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

|Tk(u)|(2γ−1)m
′

 1

m
′

(2.22)

En combinant (2.20),(2.21) et (2.22), on obtient

∫
Ω

|Tk(u)|γ2∗

 2
2∗

≤ S2
2 γ

2

α(2γ − 1)
‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

|Tk(u)|(2γ−1)m
′

 1

m
′

On choisit γ de tel sorte que γ2∗ = (2γ − 1)m
′
, on trouve que γ = m∗∗

2∗ . et on remarque que γ > 1 si et

seulement si m > (2∗)
′
.

comme 1
m′

< 2
2∗ (car m < N

2 ), donc on a

∫
Ω

|Tk(u)|m
∗∗

 2
2∗−

1

m
′

≤ S2
2 γ

2

α(2γ − 1)
‖f‖Lm(Ω)
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et comme 2
2∗ −

1
m′

= 1
m∗∗ , on obtient

‖Tk(u)‖Lm∗∗ (Ω) ≤ C ‖f‖Lm(Ω) , ∀k > 0

Par passage à la limite quand k tend vers +∞, en utilisant le lemme de Fatou et le théorème 1.21, on obtient

‖u‖Lm∗∗ (Ω) ≤ C ‖f‖Lm(Ω)

D’où le résultat.

2.3 Propriétés qualitatives de solutions faibles du problem (2.1)

2.3.1 Principe maximum faible

Théorème 2.5. Soit u une solution faible du problème (2.1). Les assertions suivantes sont vraies :

1. Si f ≥ 0, alors u ≥ 0.

2. Si f ≤ 0, alors u ≤ 0.

Démonstration. Voir [3, Theorem 4.12, page 32]

2.3.2 Inégalité de Harnack faible

Théorème 2.6 (Inégalité de Harnack faible). Soit u une sur-solution du problème (2.1) avec f ≥ 0 dans

Ω, et u ≥ 0 dans la boule B4R(x0) ⊂ RN . Alors, pour tout 1 ≤ p < N
N−2 , on a :

R−n/p

(∫
B2R(x0)

up dx

) 1
p

≤ C inf
BR(x0)

u, (2.23)

où C = C
(
N, βα , R, p

)
.

Démonstration. Voir [9, Theorem 8.18. ].

2.3.3 Principe de maximum fort

Théorème 2.7. Soit u une solution faible du problème (2.1), avec f ≥ 0 dans Ω. Alors soit u = 0 dans Ω

ou u > 0 dans Ω.

Démonstration. Voir [20, Theorem 11.1, page 60].

Dans cette section, On va traiter le problème (2.1) où le deuxième membre f n’appartient plus à l’espace

dual de H1
0 (Ω) .
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2.4 Problèmes de Dirichlet dans les espaces de Sobolev plus grand

que H1
0(Ω)

Dans cette section, on considère le problème (2.1) avec f ∈ Lm(Ω) où 1 ≤ m < 2N
N+2 au lieu de f ∈

L
2N
N+2 .Donc, on ne peut rien dire sur l’appartenance de f à H−1(Ω). Par conséquent, le théorème 1.31 ne

peut pas être appliqué directement.Et la définition (2.3) n’a aucun sens. Donc, on a besoin d’introduire une

autre notion de solution.

Définition 2.4. On dit que u ∈ W 1,δ
0 (Ω) avec 1 < δ < 2, est une solution distributionnelle (au sens de

distribution) du problème (2.1), si

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ C1
0(Ω). (2.24)

Remarque 12. L’intégrale
∫
Ω

fϕ dx est bien défini, en effet :

On a la fonction f ∈ Lm(Ω) où 1 ≤ m < 2N
N+2 , et ϕ ∈ C

1
0(Ω) donc ϕ ∈ L∞(Ω) qui implique que ϕ ∈ Lm

′

(Ω)

.alors on peut appliquer l’inégalité de Hölder avec les exposants m et m
′
pour obtenir le résultat.

L’intégrale
∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx aussi est bien défini,en effet :

D’une part, on a déjà dit que u ∈W 1,δ
0 (Ω) où 1 < δ < 2, donc ∇u ∈ (Lδ(Ω))N .

D’autre part, ∇ϕ ∈ (L∞(Ω))Nqui implique que ∇ϕ ∈ (Lδ
′

(Ω))N .

alors, on peut appliquer l’hypothèse (2.2) et l’inégalité de Hölder avec les exposants δ et δ
′
pour obtenir le

résultat.

2.4.0.1 Approximation et estimation à priori

On considère le problème approché : −div (M(x)∇un) = fn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,
(2.25)

où fn = Tn(f) (Tn c’est la fonction de troncature).

Maintenant, On peut facilement démontrer l’existence de solution un par le théorème 1.31 pour tout n fixé.

Théorème 2.8. On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec 1 < m < 2N
N+2 .

Alors le problème (2.1) admet une solution distributionnelle u ∈W 1,m∗

0 (Ω) où m∗ = Nm
N−m .

Remarque 13. On a 1 < m < 2N
N+2 implique que 1 < m∗ < 2 , Ce qui entraîne que H1

0 (Ω) ⊂W 1,m∗

0 (Ω).

Démonstration. On va diviser la démonstration de ce théorème en deux étapes.

Étape 1 : Estimation uniforme de la suite un .

On pose pour h > 0 :

Bh = {x ∈ Ω : h ≤ |un(x)| ≤ h+ 1}

Ah = {x ∈ Ω : h ≤ |un(x)|} = ∪∞k=hBk

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Problèmes de Dirichlet dans les espaces de Sobolev plus grand que H1
0 (Ω) 28

On définit aussi :

ϕh(s) = T1(Gh(s)) =



−1 si s ≤ −1− h

s+ h si − 1− h < s < −h

0 si − h ≤ s ≤ h

s− h si h < s < h+ 1

1 si s ≥ h+ 1

En prenant ϕh(un) comme une fonction test dans (2.25) et en utilisant l’hypothése(2.2), on obtient

α

∫
Bh

|∇un|2 ≤
∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕh(un) =

∫
Ω

fnϕh(un)

≤
∫
Ah

|fnϕh(un)|

≤
∫
Ah

|f |

soit 0 < λ < 1 :

∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)λ
=

+∞∑
h=0

∫
Bh

|∇un|2

(1 + |un|)λ
≤

+∞∑
h=0

1

(1 + h)λ

∫
Bh

|∇un|2

≤
+∞∑
h=0

1

α(1 + h)λ

∫
Ah

|f |

≤
+∞∑
h=0

1

α(1 + h)λ

+∞∑
k=h

∫
Bk

|f |

≤
+∞∑
k=0

∫
Bk

|f |
k∑
h=0

1

α(1 + h)λ

≤ C
+∞∑
k=0

∫
Bk

|f | (1 + k)1−λ

≤ C
∫
Ω

|f | (1 + |un|)1−λ

≤ C ‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

(1 + |un|)(1−λ)m
′

 1

m
′

(2.26)

Soit q > 1,d’aprés l’inégalité de Sobolev et l’inégalité de Hölder , on a

1

Sqq
(

∫
Ω

|un|q
∗
)
q
q∗ ≤

∫
Ω

|∇un|q =

∫
Ω

|∇un|q

(1 + |un|)λ
q
2

(1 + |un|)λ
q
2

≤

∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)λ


q
2
∫

Ω

(1 + |un|)
λq

2−q

1− q2 (2.27)
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d’aprés (2.26), on obtient

1

Sqq
(

∫
Ω

|un|q
∗
)
q
q∗ ≤ C ‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

(1 + |un|)(1−λ)m
′


q

2m
′
∫

Ω

(1 + |un|)
λq

2−q

1− q2

(2.28)

On choisit λ et q de telle sorte :

(1− λ)m
′

= q∗ =
λq

2− q

donc, on trouve λ = N(2−q)
N−q et q = Nm

N−m = m∗. et on peut remarquer que 1 < m < 2∗ implique que

0 < λ < 1.

par suite, d’aprés (2.27) et (2.28), on obtient

(

∫
Ω

|un|q
∗
)
q
q∗ ≤ C

∫
Ω

|∇un|q ≤ C ‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

(1 + |un|)q
∗

1− q
2m

(2.29)

L’inégalité (2.29) est vraie pour tout n ∈ N, Et comme q
q∗ > 1 − q

2m (car m < N
2 ), alors la suite∫

Ω

|un|q
∗
est bornée, Par conséquent un est bornée dans W 1,q

0 (Ω) (avec q = m∗).

Étape 2 : Passage à la limite.

Comme un est bornée dans W 1,m∗

0 (Ω) qui est réflexif, donc il existe u ∈ W 1,m∗

0 (Ω) tel que un ⇀ u

dans W 1,m∗

0 (Ω) , à une sous-suite prés.

Maintenant, il suffit de démontrer que la limite u est une solution du problème (2.1).

D’une part, On a un ⇀ u dans W 1,m∗

0 (Ω) implique que

lim
n−→+∞

∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕ =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) (2.30)

D’autre part, On a fn −→ f p.p. dans Ω et |fnϕ| ≤ f‖ϕ‖L∞(Ω), pour tout ϕ ∈ C1
0(Ω), Alors en

appliquant le théorème de convergence dominée pour déduire que

lim
n−→+∞

∫
Ω

fnϕ =

∫
Ω

fϕ ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) (2.31)

En combinant (2.30) et (2.31), on obtient

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ =

∫
Ω

fϕ ∀ϕ ∈ C1
0(Ω)

Théorème 2.9. On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite , et que f ∈ L1(Ω) alors le problème (2.1)

admet une solution distributionnelle u ∈W 1,q
0 (Ω) pour tout q < N

N−1 .

Démonstration. Soit λ < 1
2 , en prenant vn = [(1 + |un|)2λ−1 − 1]sign(un) comme une fonction test dans

(2.25).
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D’une part,On a |vn| ≤ 1, d’où

∫
Ω

fnvn ≤
∫
Ω

|fn| = ‖fn‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L1(Ω) (2.32)

D’autre part, l’hypothèse (2.2), donne∫
Ω

M(x)∇un · ∇vn = (1− 2λ)

∫
Ω

M(x)∇un · ∇un(1 + |un|)2λ−2

≥ α(1− 2λ)

∫
Ω

|∇un|2(1 + |un|)2λ−2

≥ α(1− 2λ)

∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)2(1−λ)

(2.33)

En combinant (2.32) et (2.33) il vient

∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)2(1−λ)
≤
‖f‖L1(Ω)

α(1− 2λ)
= C (2.34)

En utilisant l’inégalité de Sobolev et l’inégalité de Hölder avec l’exposant 2
q , on obtient

1

Sqq

∫
Ω

|un|q
∗


q
q∗

≤
∫
Ω

|∇un|q

≤
∫
Ω

|∇un|q

(1 + |un|)q(1−λ)
(1 + |un|)q(1−λ)

≤

∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)2(1−λ)


q
2
∫

Ω

(1 + |un|)
2q(1−λ)

2−q

1− q2

L’inégalité (2.34) implique

1

Sqq

∫
Ω

|un|q
∗


q
q∗

≤ C + C

∫
Ω

|un|
2q(1−λ)

2−q

1− q2

On choisit λ tel que 2q(1−λ)
2−q = q∗, donc on trouve que λ = q(N−2)

2(N−q) , et comme λ < 1
2 alors on a q < N

N−1 ,

d’où :

1

Sqq

∫
Ω

|un|q
∗


q
q∗

≤
∫
Ω

|∇un|q ≤ C + C

∫
Ω

|un|q
∗

1− q2

(2.35)

L’inégalité (2.35) est vraie pour tout n ∈ N, et comme q
q∗ > 1− q

2 , alors en utilisant l’inégalité de Young, on

en déduit que la suite
∫
Ω

|un|q
∗
est bornée par conséquent un est bornée dans W 1,q

0 (Ω).

Maintenant, On utilise le même raisonnement que dans la démonstration du théorème (2.8) pour obtenir

que la solution u ∈W 1,q
0 (Ω) avec q < N

N−1 .
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Le théorème suivant donne l’existence d’une solution pour le problème (2.1) où f ∈M(Ω) (c’est-à-dire f

est une mesure de Radon sur Ω).

Théorème 2.10. On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite , et que f ∈M(Ω), alors le problème (2.1)

admet une solution u ∈W 1,q
0 (Ω) pour tout 1 ≤ q < q̄ = N

N−1 au sens suivant

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ = 〈 f, ϕ 〉D′(Ω)×D(Ω) ∀ϕ ∈ D(Ω). (2.36)

Remarque 14. (2.36) a bien un sens grâce à la remarque 4.

Démonstration. On considère le problème approché : −div (M(x)∇un) = fn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,
(2.37)

où (fn)n ⊂ H−1(Ω) ∩ L1(Ω) qui converge au sens des distributions vers f et satisfaisant ‖fn‖L1(Ω) ≤

‖f‖M(Ω)
1. Pour tout n ∈ N fixé, le théorème 2.2 assure que le problème (2.37) admet une unique solution

un ∈ H1
0 (Ω) au sens faible suivant

∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕ = 〈 fn, ϕ 〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω). (2.38)

Lemme 2.2. La suite de solutions un est uniformément bornée dans l’espace W 1,q
0 (Ω) pour tout 1 ≤ q <

q̄ = N
N−1 .

Démonstration. Pour η > 0 donné, on considère la fonction

ψη(x) =


η

∫ x

0

dt

(1 + t)
η+1 pour x ≥ 0,

−ψη(−x) pour x < 0.

On remarque que |ψη| ≤ 1 et |ψ′η| ≤ η. Alors, le théorème 1.18, garantit que ψη(un) ∈ H1
0 (Ω). On peut donc

choisir ψη(un) comme fonction test dans (2.38), ce qui donne

∫
Ω

M(x)∇un · ∇ψη(un) = 〈 fn, ψη(un) 〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω)

Comme fn ∈ H−1(Ω) ∩ L1(Ω) et ψη(un) ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), alors

〈 fn, ψη(un) 〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) =

∫
Ω

fnψη(un) dx

1. L’existence de cette suite s’est garantie par le théorème 1.10.
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D’après le théorème de Stampacchia 1.18, on a

∇ψη(un) = ψ
′

η(un) · ∇un =
η

(|un|+ 1)η+1
· ∇un (2.39)

par suite, en utilisant (2.39) et l’hypothèse (2.2), on obtient

αη

∫
Ω

|∇un|2

(|un|+ 1)η+1
≤ ‖f‖M(Ω). (2.40)

Soit q < 2, l’inégalité de Hölder avec l’exposant 2
q donne

∫
Ω

|∇un|q =

∫
Ω

|∇un|q

(|un|+ 1)
q
2 (η+1)

(|un|+ 1)
q
2 (η+1)

≤

∫
Ω

|∇un|2

(|un|+ 1)(η+1)


q
2
∫

Ω

(|un|+ 1)
q(η+1)

2−q

1− q2 (2.41)

On choisit η > 0 de telle sorte que q(η+1)
2−q < q∗, ce qui est possible pour q < q̄ = N

N−1 , alors en utilisant

l’inégalité de Young avec epsilon et le lemme 1.3, on obtient

(|un|+ 1)
q(η+1)

2−q ≤ ε|un|q
∗

+ C(ε). (2.42)

En combinant (2.40), (2.41) et (2.42), on obtient

∫
Ω

|∇un|q ≤ Cε(1− q2 )

∫
Ω

|un|q
∗

1− q2

+ C

Par suite, en utilisant l’inégalité de Sobolev, on obtient

∫
Ω

|un|q
∗


q
q∗

≤
∫
Ω

|∇un|q ≤ C1

∫
Ω

|un|q
∗

1− q2

+ C2 (2.43)

Comme q
q∗ > 1 − q

2 , alors en utilisant l’inégalité de Young, on en déduit que la suite un est uniformément

bornée dans W 1,q
0 (Ω) avec 1 ≤ q < q̄ = N

N−1 .

Maintenant, on démontre le théorème 2.10 par passage à la limite dans le problème approché (2.37).

Grâce au lemme 2.2, la suite un est bornée dans W 1,q
0 (Ω) qui est réflexif, donc il existe u ∈W 1,q

0 (Ω) tel que

un ⇀ u dans W 1,q
0 (Ω), à une sous-suite prés. Soit ϕ ∈ D(Ω), comme un ⇀ u dans W 1,q

0 (Ω), alors

lim
n−→+∞

∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕ =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ. (2.44)

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Problèmes de Dirichlet dans les espaces de Sobolev plus grand que H1
0 (Ω) 33

En utilisant le fait que la suite fn converge au sens des distributions vers f , alors

〈 fn, ϕ 〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) = 〈 fn, ϕ 〉D′(Ω)×D(Ω) −→ 〈 f, ϕ 〉D′(Ω)×D(Ω). (2.45)

En combinant (2.44) et (2.45), on obtient

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ = 〈 f, ϕ 〉D′(Ω)×D(Ω) ∀ϕ ∈ D(Ω).
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Chapitre 3
Équations elliptiques semi-linéaires avec des

non-linéarités singulières

3.1 Position du problème

Dans ce chapitre on va étudier le problème suivant


−div (M(x)∇u) =

f

uθ
dans Ω,

u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 2, M est une matrice elliptique bornée ; c’est-à-dire, il existe α > 0

et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ · ξ, |M(x)| ≤ β, (3.2)

pour tout ξ ∈ RN et x ∈ Ω presque partout. On suppose en outre que

0 < θ < 1, (3.3)

f ≥ 0, f 6≡ 0, (3.4)

f ∈ Lm(Ω), m ≥ 1, (3.5)

Définition 3.1. Une solution du problème (3.1) est une fonction u ∈W 1,1
0 (Ω) telle que

∀ω b Ω, ∃cω > 0 : u(x) ≥ cω > 0 dans ω, (3.6)

34
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et ∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω

f ϕ

uθ
dx, ∀ϕ ∈ C1

0(Ω). (3.7)

Remarque 15. Grâce à la condition (3.6), le deuxième membre de (3.7) est bien définie, en effet :

Comme f appartient à l’espace de Lebesgue et pour tout ϕ ∈ C1
0(Ω), on a u satisfait la condition (3.6), donc

l’inégalité de Hölder donne ∫
Ω

f ϕ

uθ
dx ≤ 1

cω
‖f‖L1(Ω)‖ϕ‖L∞(Ω)

3.2 Existence des solutions bornées

Dans cette section, on va prouver l’existence des solutions bornées dans l’espace d’énergie H1
0 (Ω) sous la

condition que la fonction f est plus sommable.

Théorème 3.1. On suppose que les hypothèses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et que f ∈ Lm(Ω) avec m > N
2 .

Alors le problème (3.1) admet au moins une solution u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Remarque 16. On remarque que le résultat du théorème 3.1 coïncide avec le résultat du théorème 2.3 quand

θ → 0.

Pour prouver le théorème précédent.Tout d’abord, on va approcher le problème (3.1) par un problème ré-

gulier qui peut être résolu facilement , en appliquant le théorème 1.31. Ensuite, on va montrer des estimations

uniformes. Enfin,On peut le prouver par passage à la limite dans le problème approché.

3.2.1 Approximation et estimation à priori

On considère le problème approché suivant


−div (M(x)∇un) =

fn(
|un|+ 1

n

)θ dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

(3.8)

où fn = Tn(f) (Tn c’est la fonction de troncature).

Lemme 3.1. Le problème approché (3.8) admet au moins une solution positive un ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Démonstration. Partie 1 : L’existence d’une solution du problème (3.8).

1-ère Méthode. En utilisant le théorème du point fixe de Tikhonov 1.25.

Soit n ∈ N fixé, soit v ∈ V = H1
0 (Ω). On définit l’application

S : V −→ V

v 7→ S(v) = w
(3.9)
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où w est la solution unique du problème linéaire suivant 1 :


−div (M(x)∇w) =

fn(
|v|+ 1

n

)θ dans Ω,

w = 0 sur ∂Ω,

(3.10)

On va maintenant vérifier que l’application S satisfait les hypothèses du théorème du point fixe de

Tikhonov 1.25.

Étape 1 : On doit prouver que S fixe une certaine boule K .

Tout d’abord, en prenant w comme une fonction test, on obtient

∫
Ω

M(x)∇w · ∇w =

∫
Ω

fnw(
|v|+ 1

n

)θ
D’une part, en utilisant l’hypothèse (3.2), on obtient

α

∫
Ω

|∇w|2 ≤
∫
Ω

M(x)∇w · ∇w (3.11)

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Poincaré, on obtient

∫
Ω

fnw(
|v|+ 1

n

)θ ≤ ∫
Ω

∣∣∣∣∣ fn( 1
n

)θ
∣∣∣∣∣ |w|

≤ nθ+1

∫
Ω

|w|

≤ nθ+1

∫
Ω

|w|2
 1

2

|Ω| 12

≤ C nθ+1

∫
Ω

|∇w|2
 1

2

(3.12)

En combinant (3.11) et (3.12), on obtient

‖∇w‖L2(Ω) ≤
C

α
nθ+1

Alors

‖w‖H1
0 (Ω) ≤

C

α
nθ+1 (3.13)

Par conséquent, on en déduit que w ∈ K tel que K est la boule fermée dans H1
0 (Ω) de centre 0 et

de rayon C
α nθ+1.

Étape 2 : On doit prouver que S est continue de K faible dans K faible (c’est-à-dire, si vε converge

faiblement vers v dans V , alors S(v
ε
) = w

ε
converge faiblement vers w = S(v))

1. 1 Le problème (3.10) admet une unique solution via le théorème (2.1)

Université Yahia Farès Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Existence des solutions bornées 37

Soit wε est une solution du problème :


−div (M(x)∇w

ε
) =

fn(
|vε|+ 1

n

)θ dans Ω,

wε = 0 sur ∂Ω,

(3.14)

Et d’aprés (3.13), wε est une suite bornée dans H1
0 (Ω) qui est réflexif, donc il existe w ∈ H1

0 (Ω)

tel que wε ⇀ w, à une sous-suite prés.

Maintenant, on montre que w = S(v)(c’est-à-dire on montre que w est une solution du problème

(3.10)).pour cela, en passant à la limite quand ε tend vers 0 dans le problème (3.14).

D’une part,On a wε ⇀ w dans H1
0 (Ω) implique que −div (M(x)∇w

ε
) −→ −div (M(x)∇w) dans

H−1(Ω).

D’autre part , Soit (vε)ε>0 une suite de H1
0 (Ω) telle que :

vε ⇀ v dans H1
0 (Ω). (3.15)

Et on montre que
fn(

|vε| − 1
n

)θ −→ fn(
|v| − 1

n

)θ dans H−1(Ω)

En vertu de (3.15), il existe une sous-suite de vε notée vε′ , telle que vε′ −→ v fortement dans L2(Ω),

grâce à l’injection compacte de H1
0 (Ω) dans L2(Ω). en utilisant la réciproque partielle de Lebesgue,

on obtient que vε′ admet une sous-suite, notée encore vε′ telle que :

vε′ −→ v p.p. dans Ω.

donc, on a
fn(

|vε′ | − 1
n

)θ −→ fn(
|v| − 1

n

)θ p.p. dans Ω (3.16)

De plus, il existe gn ∈ L2(Ω) telle que gn(x) = nθ+1 qui vérifiée∣∣∣∣∣ fn(
|vε′ | − 1

n

)θ
∣∣∣∣∣ ≤ nθ+1 (3.17)

Maintenant, en appliquant le théorème de la convergence dominée grâce à (3.16) et (3.17), et on

en déduit que
fn(

|vε′ | − 1
n

)θ −→ fn(
|v| − 1

n

)θ dans L2(Ω). (3.18)

Par suite, en utilisant (3.18) et le fait que l’injection de L2(Ω) dans H−1(Ω) est continue, on

obtient

fn(
|vε′ | − 1

n

)θ −→ fn(
|v| − 1

n

)θ dans H−1(Ω).
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Et en appliquant le théorème 1.22, on en déduit que la suite fn

(|vε|− 1
n )

θ converge fortement vers
fn

(|v|− 1
n )

θ dans H−1(Ω).

.

2-ème Méthode. On va utiliser la méthode de monotonie.

Pour n ∈ N∗ fixé, on considère l’opérateur An : V = H1
0 (Ω) −→ V ′ = H−1(Ω) défini par

An(w) = −div (M(x)∇w)− fn(
|w|+ 1

n

)θ
On va démontrer que l’opérateur An satisfait les hypothèses du théorème 1.31. Pour cela, on va

procéder en deux étapes.

Étape 1 : L’opérateur An est pseudo-monotone. D’après le théorème 1.30, il suffit de montrer que

l’opérateur An est une somme de deux opérateurs dont l’un est pseudo-monotone et l’autre est

fortement continu. Pour cela, on pose An = A + Bn où A, Bn : V = H1
0 (Ω) −→ V ′ = H−1(Ω)

sont deux opérateurs définis par :

A(w) = −div (M(x)∇w)

Bn(w) = − fn(
|w|+ 1

n

)θ .
1. On preuve que A est un opérateur pseudo-monotone

(a) On montre que l’opérateur A est borné :

Soient w,ϕ ∈ H1
0 , en utilisant l’hypothèse (3.2) et l’inégalité de Hölder, on obtient

|〈A(w), ϕ 〉| = |
∫
Ω

M(x)∇w · ∇ϕdx| ≤ β
∫
Ω

|∇w∇ϕ| dx

≤ β ‖∇w‖L2(Ω) ‖∇ϕ‖L2(Ω)

≤ β ‖w‖H1
0 (Ω) ‖ϕ‖H1

0 (Ω)

et on a :

‖A(w)‖H−1(Ω) = Sup
{
|〈A(w), ϕ 〉| ; ‖ϕ‖H1

0 (Ω) ≤ 1
}
≤ β‖w‖H1

0 (Ω)

donc ‖A(w)‖H−1(Ω) est borné si ‖w‖H1
0 (Ω) est borné.

(b) On montre que l’opérateur A est hémicontinu :

(c’est-à-dire on montre que ∀u, v, ϕ ∈ H1
0 (Ω), t −→ 〈A(u+ tv), ϕ 〉 est continu de R dans R)

On suppose que tn → t dans R et on montre que :

〈A(u+ tnv), ϕ 〉 → 〈A(u+ tv), ϕ 〉 dans R
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Soient u, v, ϕ ∈ H1
0 (Ω), on a

|〈A(u+ tnv), ϕ 〉 − 〈A(u+ tv), ϕ 〉| = |tn − t| |
∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx| → 0 si tn
|.|→ t

(c) On montre que A est monotone :

soient v, w ∈ H1
0 , en utilisant l’hypothèse (3.2), on obtient

〈A(v)−A(w), v − w〉 = 〈A(v − w), v − w〉

=

∫
Ω

M(x)∇(v − w) · ∇(v − w)

≥ α
∫
Ω

|∇(v − w)|2 ≥ 0

2. On preuve que Bn est un opérateur fortement continu.

Soit (wε)ε>0 une suite de H1
0 (Ω) telle que :

wε ⇀ w dans H1
0 (Ω). (3.19)

On va démontrer que la suite Bn(wε) converge fortement vers Bn(w) dans l’espace H−1(Ω).

Soit wε′ une sous-suite de wε. En vertu de (3.19), la suite wε′ admet une sous-suite, notée

encore wε′ , telle que :

wε′ −→ w dans L2(Ω).

et

wε′ −→ w p.p. dans Ω.

Donc, on a

− fn(
|wε′ | − 1

n

)θ −→ − fn(
|w| − 1

n

)θ p.p. dans Ω (3.20)

De plus, il existe gn ∈ L2(Ω) telle que gn(x) = nθ+1 qui vérifiée |Bn(wε′)| ≤ nθ+1. donc en

appliquant le théorème de la convergence dominée, on en déduit que

Bn(wε′) −→ Bn(w) dans L2(Ω). (3.21)

En utilisant (3.21) et le fait que l’injection de L2(Ω) dans H−1(Ω) est continue, on en déduit

que

Bn(wε′) −→ Bn(w) dans H−1(Ω).

Donc en appliquant le théorème 1.22, on en déduit que la suite Bn(wε) converge fortement

vers Bn(w) dans H−1(Ω).

Étape 2 : L’opérateurAn est coercif. Soit w ∈ H1
0 (Ω). En utilisant (3.2), le fait que fn

(|w|+ 1
n )

θ ≤ n1+θ,
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et l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Poincaré, on obtient

〈An(w), w 〉 =

∫
Ω

M(x)∇w · ∇w dx−
∫

Ω

fnw(
|w|+ 1

n

)θ dx
≥ α

∫
Ω

|∇w|2 dx− nθ+1

∫
Ω

w dx

≥ α
∫
Ω

|∇w|2 dx− nθ+1 (

∫
Ω

|w|2)
1
2 |Ω| 12

≥ α
∫
Ω

|∇w|2 dx− C nθ+1 (

∫
Ω

|∇w|2)
1
2

≥ (

∫
Ω

|∇w|2)
1
2

α(

∫
Ω

|∇w|2)
1
2 dx− C nθ+1


De l’inégalité ci-dessus, il découle que

lim
‖w‖→+∞

〈An(w), w 〉
‖w‖H1

0 (Ω)

= +∞.

Ce qui prouve bien que l’opérateur An est coercif.

Partie 2 : L’estimation L∞(Ω) sur la solution approchée (3.8).

On pose Bn : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) défini par :

Bn(un) =
fn

(|un|+ 1
n )θ

On remarque que Bn ∈ L∞(Ω) car on a fn ∈ L∞(Ω) (fn = Tn(f)) , et comme l’hypothèse (3.2) est

satisfaite alors on peut appliquer le théorème 2.3 pour obtenir que un appartient l’espace L∞(Ω).

Partie 3 : Positivité de un.

On remarque que fn ≥ 0 (car f ≥ 0). par conséquent fn
(|un|+ 1

n )θ
≥ 0 et en appliquant le théorème 2.5

pour obtenir la positivité de un.

Maintenant, on va prouver que la suite de solutions du problème approché (3.8) est croissante. Ceci est

l’objet du lemme prochain.

Lemme 3.2. La suite (un)n de solutions du problème approché (3.8) est croissante.

Démonstration. Soit 0 ≤ fn ≤ fn+1 et θ > 0, on a

−div (M(x)∇un) =
fn

(un + 1
n )θ
≤ fn+1

(un + 1
n+1 )θ
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D’où
−div (M(x)∇(un − un+1)) =

fn

(un + 1
n )θ
− fn+1

(un+1 + 1
n+1 )θ

≤ fn+1

(un + 1
n+1 )θ

− fn+1

(un+1 + 1
n+1 )θ

≤ fn+1

(
(un+1 + 1

n+1 )θ − (un + 1
n+1 )θ

(un + 1
n+1 )θ(un+1 + 1

n+1 )θ

)
On pose

(un − un+1)+ =

 un − un+1 si un ≥ un+1

0 si un ≤ un+1

On remarque que (
(un+1 +

1

n+ 1
)θ − (un +

1

n+ 1
)θ
)

(un − un+1)+ ≤ 0

Et comme fn+1 ≥ 0, on a

fn+1

(
(un+1 + 1

n+1 )θ − (un + 1
n+1 )θ

(un + 1
n+1 )θ(un+1 + 1

n+1 )θ

)
(un − un+1)+ ≤ 0 (3.22)

Par suite, en prenant (un − un+1)+ comme une fonction test dans (3.8), en utilisant l’hypothèse(3.2) et

l’inégalité (3.22), on obtient

0 ≤ α
∫
Ω

|∇(un − un+1)+|2 ≤ 0

Donc, on déduit que (un − un+1)+ = 0 , par conséquent un ≤ un+1.

Dans démonstration du théorème (3.1), on aura besoin que la solution approchée un est strictement

positive sur tout ensemble ω b Ω.

Lemme 3.3. La suite un satisfait la condition suivante :

un(x) ≥ cω > 0, ∀x ∈ ω b Ω, ∀n ∈ N∗. (3.23)

Démonstration. Comme la suite (un) est croissante, alors pour démontrer le lemme précédent, il suffit de

prouver que (3.23) est vraie pour la fonction u1. On sait que u1 est solution du problème


−div (M(x)∇u1) =

f1

(|u1|+ 1)
θ

dans Ω,

u1 = 0 sur ∂Ω.

(3.24)
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Comme u1 ∈ L∞(Ω), alors u1 est une sur-solution (voir (2.1)) du problème :


−div (M(x)∇v) =

f1

(C + 1)
θ

dans Ω,

v = 0 sur ∂Ω,

(3.25)

où C = ‖u1‖L∞(Ω). Comptant sur le fait que f1

(C+1)θ
≥ 0, et non identiquement nulle, en appliquant le

théorème (2.7), donc on déduit que v > 0 dans Ω, et par conséquent

v(x) ≥ cω > 0, ∀x ∈ ω b Ω. (3.26)

Par le principe de comparaison, on a u1 ≥ v, et par suite la condition (3.26) est satisfaite par u1.

Remarque 17. En fait, si on suppose qu’il existe x0 ∈ Ω tel que v(x0) = 0, alors, par le théorème (2.6), la

fonction v est nécessairement identiquement nulle. Ceci est impossible car v est une solution d’un problème

avec un deuxième membre non identiquement nulle.

Lemme 3.4. Soit f ∈ Lm(Ω) avec m > N
2 , On suppose que un est une suite de solution du problème (3.8).

Alors un est bornée dans H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Démonstration. Pour k > 0, on prend vn = Gk(un) comme une fonction test dans (3.8).

D’une part,l’hypothèse (3.2) implique∫
Ω

M(x)∇un · ∇Gk(un) dx =

∫
Ω

M(x)∇un · ∇unχ{un>k} dx ≥ α
∫
Ω

|∇un|2χ{un>k} dx

≥ α
∫
Ω

|∇Gk(un)|2 dx
(3.27)

D’autre part, comme fn ≤ f ( car fn = Tn(f) et f > 0), on a

∫
Ω

fnGk(un)

(un + 1
n )θ

dx ≤
∫
Ω

fGk(un) dx (3.28)

En combinant (3.27) et (3.28), on obtient

α

∫
Ω

|∇Gk(un)|2 dx ≤
∫
Ω

fGk(un) dx (3.29)

La remarque 11 implique l’existence d’une constante positive C, tel que :

‖un‖L∞(Ω) ≤ C (3.30)

Maintenant, on prend un comme une fonction test dans (3.8) ,en utilisant l’hypothèse (3.2) et (3.30), on

obtient

α

∫
Ω

|∇un|2 dx ≤
∫
Ω

fun dx ≤ C‖f‖L1(Ω)
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D’où ∇un est bornée dans L2(Ω) donc un est bornée dans H1
0 (Ω).

On peut maintenant prouver le théorème d’existence de cette section.

Démonstration. On démontre le théorème (3.1) par passage à la limite dans le problème approché (3.8).

Pour cela on divise la preuve en deux étapes :

Étape 1 : Soit un une suite de solution du problème (3.8), alors d’après le lemme 3.4, un est bornée dans

H1
0 (Ω) qui est réflexif, donc, il existe u ∈ H1

0 (Ω) tel que un ⇀ u dans H1
0 (Ω), à une sous-suite prés.

Comme H1
0 (Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω) , alors un −→ u dans L2(Ω), La réciproque

partielle de Lebesgue implique que un −→ u p.p. dans Ω.

On a aussi un est bornée dans L∞(Ω), la semi-continuité inférieure de ‖.‖L∞(Ω) implique que u ∈

L∞(Ω).

Étape 2 : Maintenant, il suffit de démontrer que la limite u est une solution du problème (3.1).

D’une part, Comme un ⇀ u dans H1
0 (Ω), alors

lim
n−→+∞

∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕ =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ (3.31)

D’autre part, Pour tout ϕ ∈ C1
0(Ω), On a un satisfait la condition (3.23), alors∣∣∣∣ fnϕ

(un + 1
n )θ

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L∞(Ω)f

cω
, ∀ϕ ∈ C1

0(Ω)

De plus, on a fnϕ
(un+ 1

n )θ
−→ fϕ

uθ
p.p. dans Ω. donc, en appliquent le théorème de convergence dominée

pour déduire que

lim
n−→+∞

∫
Ω

fnϕ

(un + 1
n )θ

=

∫
Ω

fϕ

uθ
, ∀ϕ ∈ C1

0(Ω) (3.32)

En combinant (3.31) et (3.32), on obtient

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ =

∫
Ω

fϕ

uθ
, ∀ϕ ∈ C1

0(Ω)

3.3 Existence des solutions faibles non bornées

Dans cette section, on va prouver l’existence des solutions non bornées dans l’espace d’énergie H1
0 (Ω).

Théorème 3.2. On suppose que les hypothèses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et que f ∈ Lm(Ω) avec m vérifie

2N

N + 2 + θ(N − 2)
≤ m <

N

2
. (3.33)

Alors le problème (3.1) admet au moins une solution u ∈ H1
0 (Ω) ∩ Ls(Ω) où s = Nm(θ+1)

N−2m .

Remarque 18. La condition (3.33) et 0 < θ < 1, implique que s > 2.
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Remarque 19. On remarque que le résultat du théorème 3.2 coïncide avec le résultat du théorème 2.4 quand

θ → 0.

Pour prouver le théorème 3.2, on suit la méthode utilisée pour la démonstration du théorème 3.1. Pour

cela, on considère le problème approché (3.8), et on montre le lemme suivant :

Lemme 3.5. On suppose que les hypothèses (3.2)-(3.4) sont vraies, et que f ∈ Lm(Ω) avec m vérifie la

condition (3.33). Alors la suite de solutions un du problème (3.8) est bornée dans l’espace H1
0 (Ω) ∩ Ls(Ω),

avec s est comme dans le théorème 3.2.

Démonstration. Soit δ > 1, on prend vn = u2δ−1
n comme une fonction test dans (3.8).

D’une part, en utilisant l’hypothèse (3.2) et l’inégalité de Sobolev, on obtient∫
Ω

M(x)∇un · ∇u2δ−1
n = (2δ − 1)

∫
Ω

M(x)∇un · ∇un u2δ−2
n

≥ α(2δ − 1)

∫
Ω

|∇un|2 u2δ−2
n

≥ α(2δ − 1)

∫
Ω

|∇un uδ−1
n |2

≥ α

δ2
(2δ − 1)

∫
Ω

|∇uδn|2

≥ α(2δ − 1)

S2
2δ

2

∫
Ω

|u2∗δ
n |

2
2∗

(3.34)

D’autre part, en utilisant le fait que fn ≤ f et l’inégalité de Hölder, on obtient

∫
Ω

fnu
2δ−1
n

(un − 1
n )θ
≤ ‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

u(2δ−1−θ)m
′

n

 1

m
′

(3.35)

En combinant (3.34) et (3.35), on obtient

∫
Ω

|u2∗δ
n |

2
2∗ ≤ S2

2δ
2

α(2δ − 1)
‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

u(2δ−1−θ)m
′

n

 1

m
′

On choisit δ de tel sorte que 2∗δ = (2δ − 1 − θ)m′ , on trouve que 2∗δ = s. et on remarque que δ > 1 si et

seulement si m > 2N
N+2θ(N−2) .

Comme 2
2∗ >

1
m′

(car m < N
2 ), alors en utilisant l’inégalité de Young, et on en déduit que un est bornée dans

Ls(Ω).

Maintenat, on prend un comme une fonction test dans (3.8).

D’une part, en utilisant l’hypothèse (3.2) et l’inégalité de Sobolev, on obtient

∫
Ω

M(x)∇un · ∇un ≥ α
∫
Ω

|∇un|2 ≥
α

S2
2

∫
Ω

|un|2
∗

 2
2∗

(3.36)
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D’autre part, en utilisant le fait que fn ≤ f et l’inégalité de Hölder avec les exposants σ = 2N
N+2+θ(N−2) et

σ′ = 2∗

1−θ , on obtient ∫
Ω

fnun

(un + 1
n )θ
≤
∫

Ω

fu1−θ
n ≤ ‖f‖Lσ(Ω)

∫
Ω

|un|2
∗


1−θ
2∗

(3.37)

Maintenant, en combinant (3.36) et (3.3) , on obtient

α

S2
2

∫
Ω

|un|2
∗

 2
2∗

≤ α
∫
Ω

|∇un|2 ≤ ‖f‖Lσ(Ω)

∫
Ω

|un|2
∗


1−θ
2∗

(3.38)

Comme 2 > 1 − θ (étant 0 < θ < 1), alors en utilisant l’inégalité de Young sur le côté droit de (3.38), il

découle que un est bornée dans L2∗(Ω). donc, on en déduit que la suite un est bornée dans l’espace H1
0 (Ω).

On peut maintenant prouver le théorème d’existence de cette section.

Démonstration. On utilise même technique de celle de la démonstration du théorème 3.1 pour obtenir que

u ∈ H1
0 (Ω) ∩ Ls(Ω).

3.4 Existence des solutions distributionnelles

Dans cette section, on étudie l’existence de solutions distributionnelles au problème (3.1).

Théorème 3.3. Si les hypothèses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et f ∈ Lm(Ω) avec m vérifie

1 ≤ m <
2N

N + 2 + θ(N − 2)
, (3.39)

alors le problème (3.1) admet au moins une solution u ∈W 1,q
0 (Ω) avec q = Nm(θ+1)

N−m(1−θ) .

Remarque 20. La condition (3.39) et 0 < θ < 1, implique que 1 < q < 2.

Remarque 21. On remarque que le résultat du théorème 3.3 coïncide avec les résultats de théorèmes 2.8 et

2.9 quand θ → 0.

Lemme 3.6. On suppose que les hypothèses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et que f ∈ Lm(Ω) avec m satisfait

la condition (3.39). Alors la suite de solutions approchées un du problème (3.8) est bornée dans l’espace

W 1,q
0 (Ω) avec q est comme le théorème 3.3.

Démonstration. Pour n fixé, on choisit ε < 1
n et on prend vn = (un + ε)2δ−1 − ε2δ−1 comme une fonction

test dans (3.8).

D’une part, l’hypothèse (3.2) implique∫
Ω

M(x)∇un · ∇
(
(un + ε)2δ−1 − ε2δ−1

)
= (2δ − 1)

∫
Ω

M(x)∇un · ∇un(un + ε)2δ−2

≥ α(2δ − 1)

∫
Ω

|∇un|2(un + ε)2δ−2

(3.40)
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Par suite, en utilisant l’inégalité de Sobolev, on obtient

α(2δ − 1)

∫
Ω

|∇un|2(un + ε)2δ−2 =
α(2δ − 1)

δ2

∫
Ω

∣∣∇[(un + ε)δ − εδ]
∣∣2

≥ α(2δ − 1)

S2
2δ

2

∫
Ω

∣∣(un + ε)δ − εδ
∣∣2∗ 2

2∗ (3.41)

D’autre part, en utilisant le fait que fn ≤ f et ε < 1
n , on obtient

∫
Ω

fn[(un + ε)2δ−1 − ε2δ−1]

(un + 1
n )θ

≤
∫
Ω

f(un + ε)2δ−1−θ (3.42)

En combinant (3.40) et (3.42), on obtient

α(2δ − 1)

∫
Ω

|∇un|2(un + ε)2δ−2 ≤
∫
Ω

f(un + ε)2δ−1−θ (3.43)

Et en combinant (3.41) et (3.42), on obtient

∫
Ω

∣∣(un + ε)δ − εδ
∣∣2∗ 2

2∗

≤ S2
2 δ

2

α(2δ − 1)

∫
Ω

f(un + ε)2δ−1−θ (3.44)

Pour tout ε < 1
n , en passant à la limite quand ε −→ 0 dans l’inégalité (3.44) pour obtenir

∫
Ω

u2∗δ
n

 2
2∗

≤ S2
2 δ

2

α(2δ − 1)

∫
Ω

f u2δ−1−θ
n (3.45)

Si m = 1 :

En prenant δ = θ+1
2 , on trouve que un est bornée dans Ls(Ω) tel que s = N(θ+1)

N−2 pour m = 1.

Si m > 1 :

En appliquant l’inégalité de Hölder avec l’exposant m dans l’inégalité (3.45), on obtient

∫
Ω

u2∗δ
n

 2
2∗

≤ C ‖f‖Lm(Ω)

∫
Ω

um
′(2δ−1−θ)

n

 1
m′

(3.46)

On choisit 2∗δ = m′(2δ − 1 − θ), donc on trouve que 2∗δ = s,Comme 2
2∗ >

1
m′ (car m < N

2 ),on utilise

l’inégalité de Young et on obtient que un est bornée dans Ls(Ω) avec s = Nm(θ+1)
N−2m .

Ensuite, en utilisant l’estimation de un dans Ls(Ω) et l’inégalité (3.43), donc pour δ < 1 on a

∫
Ω

|∇un|2

(un + ε)2−2δ
=

∫
Ω

|∇un|2(un + ε)2δ−2 ≤ C (3.47)
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Soit q < 2, En utilisant l’inégalité de Hölder avec l’exposant 2
q et l’inégalité (3.47), on obtient

∫
Ω

|∇un|q =

∫
Ω

|∇un|q

(un + ε)(1−δ)q (un + ε)(1−δ)q

≤

∫
Ω

|∇un|2

(un + ε)(2−2δ)


q
2
∫

Ω

(un + ε)
(2−2δ)q

2−q

1− q2

≤ C

∫
Ω

(un + ε)
(2−2δ)q

2−q

1− q2

En prenant (2−2δ)q
2−q = s donc on trouve que q = Nm(θ+1)

N−m(1−θ) , par conséquent, on en déduit que un est bornée

dans W 1,q
0 (Ω).

On peut maintenant prouver le théorème d’existence de cette section.

Démonstration. On utilise la même technique de celle de démonstration du théorème 3.1 pour obtenir que

u ∈W 1,q
0 (Ω).
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Chapitre 4
Équations elliptiques singulières avec des

sources de mesure

4.1 Position du problème

Dans ce chapitre on va étudier le problème suivant


−div (M(x)∇u) =

f

uθ
+ µ dans Ω,

u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(4.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 2, M est une matrice elliptique bornée ; c’est-à-dire, il existe α > 0

et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ · ξ, |M(x)| ≤ β, (4.2)

pour tout ξ ∈ RN et x ∈ Ω presque partout. On suppose en outre que

0 < θ < 1, (4.3)

f ≥ 0, f 6≡ 0, (4.4)

f ∈ L1(Ω), (4.5)

et

µ ∈ M+
b (Ω) c-à-d µ est une mésure de Radon bornée et positive. (4.6)

Définition 4.1. Une solution du problème (4.1) est une fonction u ∈W 1,1
0 (Ω) telle que

∀ω b Ω, ∃cω > 0 : u(x) ≥ cω > 0 dans ω, (4.7)
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et ∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω

f ϕ

uθ
dx+

∫
Ω

ϕdµ, ∀ϕ ∈ C1
0(Ω). (4.8)

Remarque 22. L’égalité (4.8) a bien un sens, en effet :

D’une part, en utilisant l’hypothèse (4.2) et l’inégalité de Hölder, on obtient

|M(x)∇u · ∇ϕdx| ≤ β‖∇u‖L1(Ω)‖∇ϕ‖L∞(Ω)

D’autre part, on a u satisfait la condition (4.7), donc ∀ϕ ∈ C1
0 l’inégalité de Hölder donne

∫
Ω

fϕ

uθ
+

∫
Ω

ϕdµ ≤
(‖f‖L1(Ω)

cw
+ C

)
‖ϕ‖L∞(Ω)

Théorème 4.1. Si les hypothèses (4.2)-(4.6) sont satisfaites, alors le problème (4.1) admet au moins une

solution u au sense de la définition 4.1.

Démonstration. La preuve se fait en trois étapes.

4.2 Approximation

On considère le problème approché suivant


−div (M(x)∇un) =

fn(
|un|+ 1

n

)θ + µn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

(4.9)

où fn = Tn(f) (Tn c’est la fonction de troncature), et µn est une suite de fonctions régulières bornée dans

L1(Ω) qui converge faiblement vers µ au sens des mesures 1.

Lemme 4.1. Le problème approché (4.9) admet une solution positive un ∈ H1
0 (Ω).

Démonstration. En utilisant le théorème du point fixe de Schauder 1.24

Soit n ∈ N fixé, soit v ∈ V = L2(Ω), On définit l’application

S : V −→ V

v 7→ S(v) = w
(4.10)

où w est la solution unique du problème linéaire suivant 2 :


−div (M(x)∇w) =

fn(
|v|+ 1

n

)θ + µn dans Ω,

w = 0 sur ∂Ω,

(4.11)

1. La suite µn existe d’après le théorème 1.12.
2. 1 Le problème (4.11) admet une unique solution via le théorème (2.1).
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On va maintenant vérifier que l’application S satisfait les hypothèses du théorème du point fixe de Schauder

1.24.

(a) On doit prouver que S fixe une certaine boule K.

Tout d’abord, en prenant w comme une fonction test et en utilisant l’hypothèse (4.2), on obtient

α

∫
Ω

|∇w|2 ≤
∫
Ω

fnw

(|v|+ 1
n )θ

+

∫
Ω

µnw ≤
(
n(θ+1) + C(n)

)∫
Ω

|w|

Par suite, en utilisant l’inégalité de Poincaré sur le côté gauche et l’inégalité de Hölder sur le côté

droit, on obtient ∫
Ω

|w|2 ≤ C ′
(
n(θ+1) + C(n)

)∫
Ω

|w|2
 1

2

Donc

‖w‖L2(Ω) ≤ C ′
(
n(θ+1) + C(n)

)
= R (4.12)

De (4.12),on en déduit que w ∈ K tel que K est la boule fermée dans L2(Ω) de centre 0 et de rayon

R = C ′
(
n(θ+1) + C(n)

)
.

(b) On doit prouver que S est continue dans L2(Ω) (c’est-à-dire si vε converge fortement vers v dans

L2(Ω) alors S(vε) converge fortement vers S(v) dans L2(Ω)).

On a ∫
Ω

M(x)∇wε · ∇ϕ =

∫
Ω

fnϕ(
|vε|+ 1

n

)θ +

∫
Ω

µnϕ (4.13)

∫
Ω

M(x)∇w · ∇ϕ =

∫
Ω

fnϕ(
|v|+ 1

n

)θ +

∫
Ω

µnϕ (4.14)

En prenant ϕ = wε − w, et en faisant la différence de (4.13) et (4.14), on obtient

∫
Ω

M(x)∇(wε − w) · ∇(wε − w) =

∫
Ω

(
fn(

|vε|+ 1
n

)θ − fn(
|v|+ 1

n

)θ
)

(wε − w)

En utilisant l’hypothèse (4.2) et l’inégalité de Hölder, on obtient

α

∫
Ω

|∇(wε − w)|2 ≤ ‖ fn(
|vε|+ 1

n

)θ − fn(
|v|+ 1

n

)θ ‖L2(Ω)‖wε − w‖L2(Ω)

Par suite, l’inégalité de Poincaré implique

0 ≤ α‖wε − w‖L2(Ω) ≤ ‖
fn(

|vε|+ 1
n

)θ − fn(
|v|+ 1

n

)θ ‖L2(Ω) (4.15)

Maintenant, on passe à la limite quand ε −→ 0 dans (4.15), et on applique le théorème de convergence
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dominée grâce à le fait que vε −→ v dans L2(Ω), on obtient que

fn(
|vε|+ 1

n

)θ −→ fn(
|v|+ 1

n

)θ dans L2(Ω)

Alors, on conclut que wε −→ w dans L2(Ω) ,c’est-à-dire S(vε) −→ S(v) dans L2(Ω) .

(c) On doit prouver que S est relativement-compact dans L2(Ω)

Tout d’abord, on a l’image de S est dans un borné de H1
0 (Ω) (car

∫
Ω

|∇S(v)|2 ≤ C(n, θ)) et dans un

compact dans L2(Ω) grâce à le théorème de Rellich-Kondrachov .en prenant R assez grand, l’applica-

tion S envoie K = {v ∈ L2(Ω), ‖v‖L2(Ω) ≤ R} dans K. et {S(v), v ∈ K} est relativement compacte

dans L2(Ω).

Finalement, on applique le théorème du point fixe de Schauder pour obtenir qu’il existe un ∈ H1
0 (Ω)

tel que un = S(un) ce qui bien prouve que un solution du problème (4.9).

Lemme 4.2. La suite un satisfait la condition suivante :

un(x) ≥ cω > 0, ∀x ∈ ω b Ω, ∀n ∈ N∗. (4.16)

Démonstration. On considère le problème approché suivant


−div (M(x)∇vn) =

fn(
vn + 1

n

)θ dans Ω,

vn = 0 sur ∂Ω,

(4.17)

En vertu du lemme 3.3, la suite vn satisfait la condition suivante :

vn(x) ≥ cω > 0, ∀x ∈ ω b Ω, ∀n ∈ N∗.

en faisant la différence de (4.9) et (4.17), et en prenant (un − vn)− comme une fonction test, on obtient

∫
Ω

M(x)∇(un − vn) · ∇(un − vn)− =

∫
Ω

(
fn

(un + 1
n )θ
− fn

(vn + 1
n )θ

)
(un − vn)− +

∫
Ω

µn(un − vn)−

Par suite, en utilisant l’hypothèse (4.2), on trouve

0 ≥ −α
∫
Ω

|∇(un − vn)−|2 ≥
∫
Ω

fn
(vn + 1

n )θ − (un + 1
n )θ

(un + 1
n )θ(vn + 1

n )θ
(un − vn)− +

∫
Ω

µn(un − vn)− ≥ 0

Donc, on déduit que (un − vn)− = 0, par conséquent un ≥ vn p.p. dans ω, et par suite la condition (4.16)

est satisfaite par un.
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4.3 Estimation à priori

Lemme 4.3. Si les hypothèses (4.2)-(4.6) sont vraie, alors suites un est uniformément bornée dans l’espace

W 1,q
0 (Ω) pour tout 1 ≤ q < N

N−1 .

Démonstration. On divise la démonstration en trois étapes.

Étape 1 : On prouve que la suite T1(un) est uniformément bornée dans l’espace H1
0 (Ω).

Pour n fixé, on choisit 0 < ε < 1
n , et on prend (T1(un) + ε)

θ − εθ comme fonction test dans (4.9).

D’une part, en utilisant l’hypothèse (4.2) et le fait que T1(un) ≤ 1, on obtient∫
Ω

M(x)∇un · ∇
(
(T1(un) + ε)θ − εθ

)
= θ

∫
Ω

M(x)∇un · ∇T1(un)(T1(un) + ε)θ−1

≥ θα
∫
Ω

|∇T1(un)|2

(T1(un) + ε)1−θ

≥ θα 1

(1 + ε)
1−θ

∫
Ω

|∇T1(un)|2

(4.18)

D’autre part, en utilisant le fait que ε < 1
n qui donne ((T1(un)+ε)θ−ε)

(un+ 1
n )θ

≤ 1, on obtient

∫
Ω

fn
(
(T1(un) + ε)θ − ε

)
(un + 1

n )θ
+

∫
Ω

µn
(
(T1(un) + ε)θ − ε

)
≤ ‖f‖L1(Ω) + (1 + ε)θ‖µn‖L1(Ω)

≤ C
(
1 + (1 + ε)θ

) (4.19)

En combinant (4.18) et (4.19), et en utilisant le fait que T1(un) ≤ 1, on obtient

1

(1 + ε)
1−θ

∫
Ω

|∇T1(un)|2 ≤ C
(
1 + (1 + ε)θ

)
(4.20)

Faisant tendre ε vers 0 dans l’inégalité (4.20), on en déduit que la bornitude de la suite T1(un) dans

l’espace H1
0 (Ω).

Étape 2 : On prouve que la suite vn = G1(un) est uniformément bornée dans l’espace W 1,q
0 (Ω) pour

tout 1 ≤ q < N
N−1 . Il suffit d’utiliser la même technique que dans la preuve du lemme 2.2, En prenant

ψη(vn) comme fonction test avec vn à la place de un.

Étape 3 : Comme un = G1(un)+T1(un) et les suites G1(un) et T1(un) sont uniformément bornées dans

W 1,q
0 (Ω) pour tout 1 ≤ q < N

N−1 , alors la suite un est également bornées dans W 1,q
0 (Ω) pour tout

1 ≤ q < N
N−1 .

4.4 Passage à la limite

En faisant tendre n vers +∞ dans le problème approché (4.9). Grâce au lemme 4.3, la suite un est bornée

dans W 1,q
0 (Ω) qui est réflexif, donc il existe u ∈ W 1,q

0 (Ω) tel que un ⇀ u dans W 1,q
0 (Ω), à une sous-suite
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prés.

D’une part, Soit ϕ ∈ C1
0(Ω), comme un ⇀ u dans W 1,q

0 (Ω), alors

lim
n−→+∞

∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕ =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ. (4.21)

D’autre part, comme W 1,q
0 (Ω) s’injecte de façon compacte dans Lq(Ω), alors un −→ u dans Lq(Ω), la

réciproque partielle de Lebesgue dominée implique que un −→ u p.p. dans Ω.

De plus, Pour tout ϕ ∈ C1
0(Ω), la suite un satisfait la condition (4.16), alors∣∣∣∣ fnϕ

(un + 1
n )θ

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L∞(Ω)f

cω
, ∀ϕ ∈ C1

0(Ω)

Donc, en appliquent le théorème de convergence dominée pour déduire que

lim
n−→+∞

∫
Ω

fnϕ

(un + 1
n )θ

=

∫
Ω

fϕ

uθ
, ∀ϕ ∈ C1

0(Ω) (4.22)

En utilisant le fait que la suite µn converge faiblement vers µ au sens des mesures, alors

lim
n−→+∞

∫
Ω

ϕdµn =

∫
Ω

ϕdµ ∀ϕ ∈ C1
0(Ω) (4.23)

En combinant (4.21), (4.23) et (4.22) , on obtient

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕ =

∫
Ω

fϕ

uθ
+

∫
Ω

ϕdµ ∀ϕ ∈ C1
0(Ω).
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Conclusion

Dans ce mémoire de Master on a étudié l’existence et régularité de solutions pour quelques problèmes

elliptiques semi-linéaires avec un terme d’ordre zéro ayant un comportement singulier. Une extension naturelle

de ce travail, est d’étudier ces problèmes en remplaçant l’opérateur linéaire Au = −div(M(x)∇u) par un

opérateur non linéaire de type Leray-lions, c’est à dire Au = −div(M(x,∇u)) où M : Ω × Rn −→ Rn est

une fonction de Carathéodory satisfaisant pour presque partout x ∈ Ω, et pour tout ξ, ξ′ ∈ RN , avec ξ 6= ξ′,

M(x, ξ)ξ ≥ α|ξ|p, (4.24)

|M(x, ξ)| ≤ β
[
j(x) + |ξ|p−1

]
, (4.25)

[M(x, ξ)−M(x, ξ′)] · [ξ − ξ′] > 0, (4.26)

avec j est une fonction positive appartient à Lp
′
(Ω), α > 0, et β > 0. Pour un exposé plus détaillé sur ce

sujet, voir [17] et [7].
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