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Résumé

Dans ce mémoire, On étudiera ’existence et la régularité de solutions pour quelques problémes elliptiques

semi-linéaires avec un terme d’ordre zéro ayant un comportement singulier.

Mots-clés : Problémes elliptiques, problémes singuliers, régularité, solutions faibles, solutions au sens

des distributions.

v



Abstract

In this memoir, we will study the existence and regularity of solutions for some semilinear elliptic problems

with a zero order term having singular behaviour.

Key word :Elliptic problems, singular problems, regularity, weak solutions, distributional solutions.



Notation

RY : L’espace Euclidien de dimension N.

Q : Un ouvert borné de RV,

0L : La frontiére topologique de €.

Q : L’adhérence de I’ensemble €.

|©?] :La mesure de Lebesgue de 'ensemble €.

V' : Un espace de Banach.

V' : Le dual topologique de V.

(., Jvrxv : Le crochet de dualité entre 1'espace V et son dual topologique V.
||l.]lv : La norme sur l’espace de Banach V.

H : Un espace de Hilbert.

(.,.) : Le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H.

|| : La norme sur l’espace de Hilbert H.

B,(x0) : La boule de centre zo et de rayon p > 0.

dx = dx1dxs - - - dxr : La mesure de Lebesgue sur 2.

a € NV : Un multi-indice o = (o, - - -, an) de longueur |a] = a; + -+ - + ay.

0; : La i-iéme dérivée partielle; 0; = %.
k2

« . Arel<rds ) . A glel
0% : La dérivée d’ordre a;; 0% = pr
Vu = (%,g—;,--~ 78‘1—1;) : Le gradient de u : Q — R.

Oun
ox N *°

divu : La divergence du vecteur u = (uq,...,uy), divu = g% + .+

— : La convergence faible.
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vii

p-p. : Presque partout.

1, si z€FE
XE : La fonction indicatrice de 'ensemble E, xg(z) =

0, sinon

T

sign(z) : Le signe d’un nombre réel non nul z, sign(x) = ok

ft =max(f,0), f~ = max(—f,0) : La partie positive et négative de la fonction f.

sup ess(u) : Le sup essentiel d’une fonction u sur €.
€N

sup ess(u) = inf{C > 0 ; |u(z)| < C pp. x € Q}.
€N

{v >k} = {x € Q,u(x) > k} pour une fonction donnée u.

supp(u) := {z € Q ; u(z) # 0} : Support d’une fonction w.

C*(€2) : L’espace des fonctions k fois continiment différentiables sur .

C>(Q) : L’espace des fonctions infiniment différentiables sur €.

Cc() : L’espace des fonctions continues a support compact dans €.

D(Q) =C(N) : L’espace des fonctions infiniment différentiables et & support compact dans €.
D'(2) = (D(R2)) : L’espace des distributions.

LP(Q) :L’espace de Lebesgue,

{u : © = R mesurable ; /|u|p < 400}, si 1<p<+oo,
Lr(Q2) = Q

sup ess(u) < +o0o, st p = —+00.
e

Whr(Q) ={u e LP(Q); Vue LP()} : Un espace de Sobolev, 1 < p < oo.

WP () : La fermeture de D(€2) dans W2(Q), 1 < p < co.

/ 1 1
W57 (Q) : Le dual topologique de I'espace W, (£2) (I; + o 1).

HY(Q) = WH2(Q) : Un espace de Sobolev.
M(Q) : L’espace des mesures de Radon dans €.

MgL () : L’espace des mesures de Radon bornées et positives dans §2.

P = p’%l : L’exposant conjugué de I'exposant p pour 1 < p < 4o0.

P = NN—_’;) : L’exposant critique de Sobolev pour 1 < p < N.

w € N : w sous ensemble ouvert de € avec w C Q.

— : L’injection.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est I’étude de quelques problémes elliptiques semi-linéaires avec un terme d’ordre

zéro ayant un comportement singulier, plus précisément, on étudié les deux problémes suivants :

—div (M (x)Vu) = e dans (2,

u?
(P1) u >0 dans €,
u=20 sur 052,
—div (M (x)Vu) = % +p  dans Q,
(P2) u >0 dans €2,
u=20 sur 012,

ot § est un ouvert borné de RV, N > 2, et M est une matrice elliptique bornée, c’est a dire, pour tout

£ € RN et presque partout = € Q, M vérifie les hypothéses suivants

alg? < M()g-¢,  [M(x)| <5, (1)

o a, § sont des constantes positives. On suppose en outre que 6 € ]0, 1], f est une fonction positive appar-
tient & un certain espace de Lebesgue, et p est une mesure de Radon bornée et positive. Des problémes de ce
type se posent dans la théorie de la conduction thermique dans les matériaux électriquement conducteurs,
comme discuté dans [3], ainsi dans la théorie des fluides pseudoplastiques non newtoniens (voir [16]), et les
catalyseurs chimiques hétérogénes (voir [16] et [19]).

Les approches classiques telles que le théoréme du point fixe de Schauder 1.24 ou le théoréme de surjectivité
de Leray-Lions 1.31, ne peuvent pas étre directement appliquées au probléme (P1) et (P2) en conséquence de
la singularité du terme d’ordre zéro % par rapport a u. Pour surmonter cette difficulté, on va raisonner par
approximation, en régularisant le probléme (P1) et (P2) par une suite de problémes réguliers qui peuvent
se traiter par 'une des approches citées ci-dessus. Ensuite, on va montrer des estimations & priori sur les

solutions d’approximation. Enfin, on va prouver la convergence de solutions d’approximation & une fonction

qui résout le probléme initial (voir [4] et [17]).



Introduction 2

Le manuscrit de ce mémoire est divisé en quatre chapitres, organisés de la maniére suivante :
Le chapitre 1 est entiérement consacré a l'exposé des définitions et résultats nécessaires a la suite de ce
travail.
Le chapitre 2 est un chapitre introductif qui sert & présenter la théorie d’existence et régularité de solutions
pour le probléme (P1) et (P2) sous la condition 6 = 0.
Le chapitre 3 est consacré a 1’étude du probléme (P1).

Dans le chapitre 4, on considére le probléme (P2) avec f est une fonction positive appartient a l’espace

LY(Q).
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Chapitre

Préliménaires

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et rappels des résultats nécessaires pour la suite de ce
travail. on introduit quelques définitions, lemmes et quelques théorémes sur les espaces fonctionnels et les

espaces des mesures de Radon, ensuite on donne quelques définitions et résultats sur les opérateurs.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. On définit ’espace de Lebesque LP(Q) par :
Pour1 <p< +o0
LP(Q) = {u :Q — R mesurable, /|u(w)|pdx < —i—oo} ,
Q

lullr @) = </Q|u(x)|pd:c> )

L*(Q) = {u :Q — R mesurable, sup essju(z)| < —|—oo} )
€N

mini de la norme
Pour p =400

muni de la norme

[ul| Lo () = sup ess|u(z)].
zeQ

LP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < co et de Hilbert Pour p = 2 muni de prouit scalaire

(f,9) Z/Qf(m)g(a:) dz.

Proposition 1.1 (Séparabilité, réflexivité et dual de LP(2)).
1. LP(Q) est séparable pour 1 < p < +oo et réflexif pour 1 < p < +00.
2. Le dual de LP(Q) pour 1 < p < 400 est isomorphe & L¥' (Q) avec % + i =1.
3. LY (Q) est séparable, ni réflexif et son dual est L>(1).

4. L>°() ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L*().



Espaces de Lebesgue

Démonstration. Voir [1]

Lemme 1.1 (Inégalité de Young). Soient p et q deux réels strictement positifs tels que 1%—|—%
pour tout réel positif a et b, on a
1 1
ab < —aP + = b4
p q
Démonstration. Voir [5]
Lemme 1.2 (Inégalité de Young avec epsilon). Pour a,b>0, € >0 et p,q > 1 avec % + %
1 1.0
ab < —(ea)? + — (=)4
p q €

Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder). Soient f € LP et g € L9 avec 1 < p < oo alors fg € L* et

/ Fal < 1 llze lgllze

Démonstration. Voir [1]

Lemme 1.3. Soient 1 <p < 40 et a,b>0, on a
(a+b)P < 2P~ (aP + bP)

Démonstration. voir [l]

Corollaire 1.3. Soit 1 <p < g < 400, 57 |Q] < +o0 alors LI(Q2) C LP(Q).

=1,o0na

Définition 1.2 (Convergence forte, convergence faible dans L”(2)). Soient p € [1,00[ ,et {fn, f} une

famille de LP(Q).

e on dit que f, converge fortement vers f dans LP(2) et on note f, — f dans LP(Q) si

lim ||fn, — fllr@) =0

n——+oo

e on dit que f, converge faiblement vers f dans LP(Q)) et on note fp, — f dans LP() si

lim [ (fu—f)g=0, VYgeL¥

n—-+oo
Q

e on dit que f, converge faible x vers f dans L>®(Q) et on note f,, = f dans L=(S) si

. . _ 1
ngrfoo (fn=1r)g=0, VgelL
Q
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Espaces de Lebesgue 5

Lemme 1.4 (Lemme de Fatou). Soit (f,), une suite de fonction mesurable, & valeurs dans [0, +00[ on a

/liminf fn(x) de < liminf /fn(m) dx.
Q

n—>-+oo n—> +oo
Q

Démonstration. Voir [12] O
Théoréme 1.4 (Théoréme de convergence dominée). Soit 1 < p < 400 et (fn)n C LP(Q) et f € LP(Q).
On suppose que,
1. fo — f p.p. dans Q.
2. il existe g € LP(Q) telle que pour tout n € N on a |fn| <g p.p. dans Q.
Alors
fo— f dans LP(Q).

Démonstration. Voir [12] O

Définition 1.3 (Equi-intégrabilité). Soit 1 < p < oo ,on dit qu’une suite de fonction (f,)n de LP(Q) est

equi-intégrable, si pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que VE C Q mesurable , avec |E| <6 on a /|fn\p < e,

E
pour tout n € N.

Théoréme 1.5 (Théoréme de Vitali ). Soient 1 < p < oo, et une suite de fonction (fn)n dans LP(§),0on
suppose que
1. fo— f p.p. dans Q.
2. (fn)n est equi-intégrable.
Alors
ferrQ) et fo,— f dans LP(Q)

Démonstration. Voir [13, Theorem B.101, page 674] O

Définition 1.4 (Fonction de Carathéodory). Soit f : @ xR — R. On dit que f est de Carathéodory si
1. f(,,8): Q@ — R  mesurable pour tout s € R.

2. f(z,.):R— R continue p.p. x € .

Définition 1.5 (Opérateur de Nemitski). Soient u:Q — R et f € C(Q2 x R). on appelle l'opérateur de

Nemitski relatif o f,lopérateur Ny de la forme suivante (Nyu)(z) = f(z,u(x)).

Théoréme 1.6. Si [ est de carathéodory et elle existe une fonction positive a € L1(Q)) et une constante
b >0, tels que
|/ (@, )] < a(x) +blt]s

alors opérateur de Nemitski est continu de LP () dans L1()).

Démonstration. Voir [3, theorem 3.6, page 17] O
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Distributions et mesures de Radon 6

1.2 Distributions et mesures de Radon

Définition 1.6. On appelle support d’une fonction continue ¢ sur §2, et on note supp(yp) l'ensemble définie

par

supp(p) = {z € Q2:  p(x) # 0}

Définition 1.7. On désigne par D(Q?) espace des fonctions de classe C™ sur £ & support compact, un

élément de D(QY) est appelé fonction test.

Exemple 1. La fonction ¢ définie par :

—1
exp (ﬁ) |z < 1,
p(z) = el (1.1)
0 |z| > 1.

appartient a lespace D(Q), on Q = B(0,1) représente la boule unité de RY.
Proposition 1.7. D(Q) est un sous-espace dense dans LP(Q) pour tout 1 < p < +00.
Démonstration. voir [5]. O

Définition 1.8 (Distributions). Le dual topologique de D(2) noté par D'(Q), un élément T de D' (Q) est

appelé distribution sur Q définie par
T:D(Q) — R
QO — <T 5S0>D/(Q)D(Q) = <T ’CIO>

Définition 1.9 (Distribution réguliére). On dit que T est une distribution réquli¢re s’il exite une fonction

f appartient o Li () telle que

loc

7(¢)= [ fods,  VpeD(@), (1.2)
On dénote cette distribution par T'.

Définition 1.10. Soit K C Q compact, on noté
D.(Q)={peC®: supp(p)C K}.

Définition 1.11 (Convergence dans D'(R2)). Soit (Tn)nen une suite de D'(2) et T € D'(R), on dit que

(T))nen converge vers T dans D'(Q) si

lim (T,,¢) = (T,p) pourtout ¢ € D(Q)

n——+oo

Définition 1.12 ( Dérivées aux sens de distributions). Soit N € N* k € {1,...,N},a € NVet T ¢
D'(Q).

Université Yahia Farés Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Distributions et mesures de Radon 7

On appelle dérivé partielle de T par rapport a la k-iéme variable et on la note 6‘?77;, la distribution définie par

oT T, Op

(o) =T g

=) Vo € D(Q),
par récurrence, on définit la dérivé partielle de T d’ordre o par
(DT, ¢) = (-1)I*NT, D*p), Vi € D(Q).
Définition 1.13 (Suites régularisantes). Soit ¢ € C°(RY) une fonction positive telle que
/(p(x) dr =1, suppe C B(0,1)

RN

N

Pour n € N*, la suite de fonction p,(x) = n™¢(nx) appartient & C*°(RYN) f on(x)de =1, et suppy, C

B(0,1). la suite de fonction (¢n)nen- est appelée suite régularisante.
Exemple 2. La suite de fonction (pn)nen qui associe a la fonction (1.1) est une suite régularisante.

Définition 1.14 (Translation). Soient f une fonction de RN, et h un vecteur quelconque de RYN. La

translation 7, de f par h est une fonction de RN définie par :

f(z) = f(z — h), vz € RY.
Remarque 1. Il est facile de prouver que D(RYN) est stable par translations, c’est a dire, T € D(RY)
quand ¢ € D(RY).

Définition 1.15 (Réflexion par rapport a I’origine). Soit f une fonction de RYN. On définit la fonction

fpar :
f(z) = f(—z), vz € RY.

Définition 1.16 (Produit de convolution). Soient f,g: RN — R, on leur associe une fonction appelée

produit de convolution de f et g, notée f x g définie par

(f *9)a /f:c—

Théoréme 1.8. Soit 1 < p < +oo, soient f € LEY(RYN) et g € LY(RY). pour presque tout x € RN, la
fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable. alors le produit de convolution f x g est défini presque partout,
f*xge€ LP(RN), et

1f *gller®yy < [IfllLe @™y llgllo @)

De plus fxg=gx f.

Démonstration. Voir [5] O

Université Yahia Farés Médéa 2019-2020 W. ABDELLATIF



Distributions et mesures de Radon 8

Remarque 2. En utilisant la translation et la réflexion, on peut écrire le produit de convolution f*g comme

susvant :
(F 9@ = [ F0)m0)w) dy. (1.3
RN
La formule (1.3) permet de définir la convolution d’une distribution réguliére avec une fonction test.

Définition 1.17 (Convolution d’une distribution réguliére). Soit T' = Ty une distribution associé a

la fonction localement intégrable f. Pour o € D(RYN), on peut définir le produit de convolution T * f par :

(T 5 f)(x) = / F) (@) () dy
= f(ﬂv@)

(1.4)

Maintenant on peut généraliser la formule (1.4) pour une distribution quelconque.

Définition 1.18 (Convolution d’une distribution). Soient T € D'(RY) et p € C°(RY). Leur produit

de convolution est la fonction définie en chaque point par
(T*¢)(x) =T(1:0) = (T, 7¢), Yz e R

Théoréme 1.9. Si T € D'(RY) et ¢ € C*(RY), alors T * ¢ appartient ¢ C*°(RY).
Démonstration. Voir |2, Theorem 3.5, page 90]. O
Le théoréme suivant permet d’approcher une distribution par une suite de fonctions réguliéres.

Théoréme 1.10. Soit (¢n)nen une suite régularisante, on note la régularisée de T par
T,=Txp,, VneN*

Si T € D'(RN) alors T,, — T dans D'(RY), pour n — +oc.
Démonstration. Voir [13]. O

Définition 1.19 (Mesure de Radon). Une mesure de Radon p sur Q2 est une forme linéaire sur C.(§2)

telle que pour tout compact K de Q, il existe Cx > 0 tel que, pour tout u € C.(Q)
suppu C K = [(p, u)| < Ck |[ul| L~ (q)
Définition 1.20. L’espace des mesures de Radon sur € est définie par
M(Q) ={p:C.(Q) >R p est linéaire et continue}

Remarque 3. L’espace des mesures de Radon sur () est le dual de ’espace des fonctions continue & support

compact.
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Espaces de Sobolev WP(Q) 9

Définition 1.21. L’espace M(Q)) est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme duale

Ve M(Q), lplla@) = Sup{l{p, @) : 0 € Cc(Q), @l Lo ) < 1}

Remarque 4. Toute mesure de Radon est une distribution.

Théoréme 1.11. Soit T une forme linéaire positive sur C°(2) (T(p) > 0 pour tout ¢ € C(),p > 0),

alors 1l existe une et une seule mesure de Radon p telle que
Voe (@), T(o) = [pdn
Q

Démonstration. Voir [6, page 64] O

Théoréme 1.12. Pour tout p € M (L), il existe une suite (pn)nen € C° () qui converge faiblement vers

au sens des mesures telle que

LAz = il

Démonstration. 1l suffit de prendre

fin = / pn(T —y) du(y)

Q

ol (pn)nen est une suite régularisante. O

1.3 Espaces de Sobolev W'?(Q)

Définition 1.22. On définit ’espace de Sobolev W1P(Q), pour 1 < p < 400 par :
WHP(Q) = {u € LP(Q), Vue (LP(Q)"}
muni de la norme

1
(Il ey + VUl )" s 1<p <o

||UHW1~P(Q) =

max(||uHLoc(Q),HVuHLoo(Q)) si p=o00

pour p = 2, lespace W12(Q2) noté H'(2) est de Hilbert muni du produit scalaire

(u, U)Hl(Q) = (u, ’U)Lz(Q) + (VU, V”U)Lz(Q)

et de la norme

1
2
[l = <||UH2Lz(Q) + HVUH%?(Q)) .
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Espaces de Sobolev WP(Q)

10

Proposition 1.13. L’espace W1P(Q) est un espace de Banach, et séparable pour 1 < p < 400, et réflexif

pour 1 < p < +o0.

Démonstration. voir [5].

O

Définition 1.23. Soit 1 < p < +oo, on note Wy P(Q) la ferméture de D(Q) dans WhP(Q), (c’est-a-dire

—— WP (Q
Wol’p(Q) =D(Q) ( )), de plus, s1 Q est Lipschitzien, alors

Wy P () = {u € WHP(Q), wujpq = 0}.

sip>1, on note W (Q) au dual de Wy'P () avec % + pi/ =1.

Définition 1.24 (Convergence faible, convergence forte dans W7 (Q)).

Soient p € [1,4o00] et {fn, f} une famille de WP (£2).

e on dit que f, converge fortement vers f dans WP (Q) et on note f, — f dans W1P(Q) si

fn — [ dans LP(Q) et Vf, — Vf dans LP(Q)

e on dit que f, converge faiblement vers f dans WYP(Q) et on note f, — f dans WHP(Q) si

fo = [ dans LP(Q) et V[, — Vf dans LP(Q)

Théoréme 1.14 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov).

Soit Q un ouvert borné de RN et de classe C' ,on a :

1

e sip < N, alors linjection W1P(Q) < L9(Q) est compacte pour q € [1,p*) avec o =

e sip= N, alors l'injection W1P(Q) < L9(Q) est compacte pour q € [1,+00).

e sip> N, alors Uinjection W'P(Q) < C(Q) est compacte.

en particulier Uinjection WP (Q) — LP(Q) est compact pour tout p € [1,+00)

Démonstration. Voir [21]

O

Théoréme 1.15 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 < p < +o0, on suppose que § est un ouvert borné dans

une direction de RN alors, il existe une constante positive C = C(p, N, Q) telle que :

lullr < C|VullLe Yu € WyP(Q)

par conséquence lapplication u — ||Vul|rr définie une norme sur Wy*(Q2), équivalente a la norme usuelle.

Démonstration. Voir [10, page 48]

O
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Théoréme 1.16 (Inégalité de Sobolev). Soient 1 <p < N et p* = NN—_’; (Vexposant de sobolev), alors il

existe une constante positive S, = C(p, N) telle que :

1

L
¥

/|u\P* | <, /|Vu|pdx . Vue W) (1.5)
Q Q
Démonstration. Voir [10, page 43| O

Théoréme 1.17 (Meyers-Serrin). Siu € WLP(Q), 1 < p < +oo alors il existe une suite u, € C®(Q) N
WLP(Q) telle que u, — u dans WP (Q).

Démonstration. voir [10]. O

Théoréme 1.18 (Stampacchia). Soient 1 < p < +oo, et f une fonction de C*(R) vérifiant f(0) =0 , de

dérivée bornée, alors pour tout u € WHP(Q) on a :

. . 0 , 0
f €W et Vi 1IN, 3= (fou) = (f oy

p.p. dans$)
Remarque 5. Le théoreme 1.18 reste vrai en remplagant WYP(€) par W, P ().
Remarque 6. La condition f(0) = 0 est superflue dans le cas ow || < oo.

Remarque 7. Le théoréeme 1.18 reste vrai si f est une fonction de classe C' par morceauz.

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.17, il existe une suite de fonction u,, € C*(2) N WHP(Q) telle que
up, — u dans WHP(Q) quand n — 400 et soit ¢ € CS° ().

Tout d’abord, on va montrer que

lim /f Up) 42 dx (1.6)

n—-+4oo

En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

/f 1o da /f ds /If )l |52 |

P a(p ,
< )P s
< /|f fwrds | | [15507a
Q
< [1 [rwara) ([122
Q up Q

dyp

1
<oy | [lu=wlas | | [15
Q Q

p

<C /|u7un|pd:c —0
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Ensuite, en utilisant I'égalité (1.6), et Pintégration par partie, on obtient

8@ B
/(f ou) axi - nAHJiOO/f Un) (9301

Q

—— tim [ () pde

n*>+oo (93;‘z

3un
=0, / f(u

—/f'(a)axpdx
Q ’

— [(oug

Q

Finalement, on va prouver que f(u) € W1P() :

comme on a

[f(w)] = |f(u) = F(O)| = \/f’(t) dt] < || f' |z lul
0

Donc
/ F@Pde | <1 e / P de | < oo
Q Q
Et
1 1
[1rwgerds) <l | [Igepas] <o
Q Q

O

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme 1.18 au cas f est une fonction globalement

Lipschitzienne.

Théoréme 1.19. Soit u une fonction de WHP(Q) avec 1 < p < +oo. Si f : R — R une fonction globalement

Lipschitzienne, telle que f(0) =0, alors f ou € WHP(Q) et de plus on a

Vi,

0 o B
e (fou)=(f ou) o, p.p. dans €.

Remarque 8. Le théoreme 1.19 reste vrai en remplacant WYP(€) par W, P ().
Théoréme 1.20 (Dérivation faible d’un produit). Soient u,v € WHP(Q) N L®°(Q) avecl < p <

400 alors uv € WHP (1) N L>(Q)

8( )= U . ov
al’i wr= alL’iU uf)xz

et Vi, 1<i<N, p.p. dans )

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.17, il existe u,,v, € C>®(Q) N WHP(Q) telles que u, — u dans

WtP(Q), v, — v dans WHP(Q) quand n — +oc.
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soit ¢ € C§°(£2), en utilisant U'intégration par partie, on obtient

Oy 0 Ouy, Ovy, .
/unvna—xi dx = — / a—xi(unvn)go dx = —/ (%Un + unaxl) pdx, Vi
Q Q Q

par suite, en passant a la limite quand n — +o00 et en utilisant le théoréme de convergence dominée pour

Op ou ov )
/uvaxi dr = —/ (8xiv + u@zi) pdz, Vi
Q

Q

tout ¢ € C3°(Q), on obtient

O

Définition 1.25 (Fonction de troncature). Pour tout k > 0, la fonction troncature de niveau k est la

fonction définie sur R par :
-k st s<—k

Ti(s) =< s si |s| <k

k st s>k

-

Théoréme 1.21.
1. Siu e LP(Q) donc T (u) = u dans LP(Q2) quand k — +oo.

2. Siue WHP(Q) done Ty(u) — u dans WHP(Q) quand k — +oc.

Démonstration. voir [12, page 88| O

1.4 Astuce d’extraction une suite de sous-suite

Théoréme 1.22. Soit X un espace topologique et x,, une suite de cet espace qui a la propriété qu’il existe
x € X tel que de toute sous-suite de cette suite, on peut extraire une nouvelle sous-suite qui converge vers

x. Alors la suite entiére x,, converge vers x.

Démonstration. Voir [12, Lemma 1.1]. O
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Théoréme 1.23.
e Soit E un espace de Banach réflexif (i.e. E est isomorphe o E" ), alors toute suite bornée de E, on
peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans E.
e Soit E un espace de Banach séparable (i.e. qui admet une partie dénombrable dense), alors toute suite

bornée de E', on peut extraire une sous suite qui converge x-faible dans E'.

Démonstration. voir [5]. O

1.5 Théorémes du point fixe

Théoréme 1.24 (Théoréme du point fixe de Schauder). Soit X un espace de banach, K un convezxe
fermé de X et S une application continue de K dans K telle que S(K) est relativement compact, alors S

admet un point fize.
Démonstration. voir |11, page 303]. O

Théoréme 1.25 (Théoréme du point fixe de Tikhonov). Soit S : K C X — K une application
continue laissant invariant l’ensemble K non vide, conveze et compact d’un espace vectoriel topologique X

localement convexe séparé. Alors, S admet un point fixe dans K.

Démonstration. Voir [11, page 308]. O

1.6 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable, A est un opérateur de V dans V' (en

général non linéaire).

Définition 1.26 (Opérateur borné). On dit que l'opérateur A est borné, s’il transforme les bornés de V

en bornés de V'.

Définition 1.27 (Opérateur monotone). On dit que l'opérateur A est monotone si
Yu,v eV, (A(u) — A(v),u —v) > 0. (1.7)

On dit que A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v),u — v) = 0 implique u = v.

Définition 1.28 (Opérateur hémicontinu). On dit que l'opérateur A est hémicontinu si

Yu,v,w € V, Uapplication t — (A(u + tv),w) est continue de R dans R.

Définition 1.29 (Opérateur fortement continu). On dit que l'opérateur A est fortement continu (ou
totalement continu) si A est continu de V' faible dans V', c-a-d., si w, — u faiblement dans V', alors

A(un) — A(u) fortement dans V'.

Théoréme 1.26. Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu de V' fort dans

V' faible.
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Démonstration. voir le livre Le dret [12]. O

Définition 1.30 (Opérateur coercif). On dit que l’opérateur A est coercif si

I¢C:RT — RY: lim  ((s) = +oo et (A(u),u) > ¢ (||ul]) |ull-

S—400

En d’autres termes, A est coercif si
(A(u), w)

im = +00. 1.8
lull =400 ||ull (1.8)

Théoréme 1.27. Soit A : V. — V' un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercif. Alors A est
surjectif.
Démonstration. Voir [14, théoréme 2.1, p. 171]. O

Définition 1.31 (Opérateur pseudo-monotone). On dit que 'opérateur A est pseudo-monotone si
(i) A est borné.

(i) lorsque u, — u dans V faiblement et limsup(A(uy),u, —u) <0 alors
n—-+oo

Hminf(A(uy,), un, —v) > (A(u),u — v) Yo e V. (1.9)

n—-+oo
La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

Proposition 1.28. Soit A: V — V'. lopérateur A est pseudo-monotone si et seulement si A est borné

et satisfait la condition suivante :

st uy, — u faiblement dansV A(u,) — A(u) faiblement dans V'
alors
et limsup(A(uy,), up, —u) <0 et lim (A(un),u, —u) =0.
n—-+00 n——+oo
Démonstration. Voir [15, Proposition 3.66, page 85]. O

Proposition 1.29. Si A: V — V' est un opérateur pseudo-monotone, alors les propriétés suivantes sont

satisfaites :

(i) Siu, — u faiblement dans V' et A(u,) — 9 faiblement dans V' avec

lim sup(A(uy), un) < (¥, u),

n——+oo

alors ¥ = A(u).

(i) Siu, — u dans V, alors A(u,) — A(u) faiblement dans V.
Démonstration. voir [15]. O

Proposition 1.30. Soit A, B: V — V' deux opérateurs. Les assertions sutvantes sont vraies

1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone.
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2. Si A et B sont pseudo-monotones, alors A+ B est pseudo-monotone.

3. Si A est pseudo-monotone et B est fortement continu, alors A+ B est pseudo-monotone.
Démonstration. Voir [22, Proposition 27.6, page 586]. O

Théoréme 1.31 (Leray-Lions). Tout opérateur A pseudo-monotone et coercif est surjectif; cela signifie,

pour tout f € V', il y a au moins une solution o l’équation

A(u) = f (1.10)

Démonstration. : Voir [14, Théoréme 2.7., p. 180]. O

1.6.1 Opérateurs du calcul des variations

Définition 1.32. Soit V un espace de Banach réflexif séparable. Un opérateur A : V. — V' est dite du

type "calcul des variations” s’il est borné et si on peut le représenter par

(H1): A(v) = A(v,v), YweV,

ot A:V XV — V' est un opérateur satisfait les hypothéses suivantes

Yu €V, vr— A(u,v) est un opérateur borné et hemi-continu de V

(H2):
dans V', et (A(u,u) — A(u,v),u —v) > 0.
(H3) Yo eV, ur— A(u,v) est un opérateur borné et hemi-continu de V.
dans V.
(H4) st uy, — u faiblement dans V' et { A(un, ty) — A(tn, u), up —u) — 0
alors, Yv € V, A(up,v) — A(u,v) faiblement dans V.
(115) st up, — u faiblement dansV et A(uy,v) — ¢ faiblement dans V'

alors ( A(tun,v), un ) — (¥, u).

Remarque 9. Les hypothéses (H1)—(H2) entratnent que A est hémicontinu.
Proposition 1.32. Si A est un opérateur du clacul des variations, alors A est pseudo-monotone.

Démonstration. Voir [14, Proposition 2.6, page 181]. O
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Chapitre

Quelques résultats d’existence et régularité

pour un probléme elliptique linéaire de type

Dirichlet

On considére le probléme suivant :

(2.1)

—div (M (z)Vu) = f dans Q,
u=20 sur 052,

ot © est un ouvert borné de RN, N > 2, et M est une matrice elliptique bornée; ¢’est-a-dire, il existe o > 0
et B > 0 tels que

pour tout & € RN et presque partout € 2. De plus, on suppose que la fonction f € L%(Q)

Définition 2.1. On dit que u € H(Q) est une sur-solution faible du probleme (2.1), si pour tout p € Hg ()

avec p > 0 dans 2, on a :

/M(x)Vu-Vgpdxz /fcpd:c. (2.3)
Q

Q
Définition 2.2. On dit que u € Hg () est une sous-solution faible du probleme (2.1), si pour tout ¢ € HL(Q)

avec ¢ > 0 dans §2, on a :

/M(x)Vu -Vodr < /fgpd:c. (2.4)
Q Q
Définition 2.3. On dit que u € H}(Q) est une solution faible du probléeme (2.1), si

/M(:E)Vu -Veodr = /fcp dz, Y€ H}(Q). (2.5)
Q Q

17
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Remarque 10. [’intégrale /f<p dx est bien défini ,en effet :
Q

2N 2N

L7inégalité de Holder avec les exposants 2% = =5 et 2*1 = 7q3 tmplique
[ fodel <1 71 g | el
Q

et on a déja dit que f € L et o € HY(Q) , et comme H(Q) < L? (Q) donc ¢ € L (Q).

2.1 Existence de solutions faibles

Théoréme 2.1. On suppose que Uhypothése (2.2) est satisfaite, et que [ € L%(Q) Alors le probléeme

(2.1) admet une unique solution faible.

Tout d’abord, on va démontrer ’existence. Pour cela on va utiliser deux méthodes : la premiére en
utilisant le théoréme de Lax-Milgram (représentation de Riesz), et la deuxiéme est dite méthode de monotonie
(théoréme de surjectivité de Leray-Lions 1.31), qui est basée sur la théorie des opérateurs monotones.

Avant de commencer la preuve, on énonce le théoréme de Lax-Milgram.

Théoréme 2.2 (Lax-Milgram). Soit a : H x H — R une forme bilineaire, continue et coercive, et soit

L e H', donc il existe un unique élément u de H tel que :
a(u, ) =L(p)  VoEH

Démonstration. voir [5]. O

Démonstration. 1. Existence via le théoréme de Lax-Milgram

on définit la forme lineaire continue L : H} () — R par :
Le) = [ fods
Q
et on définit la forme bilineaire a : H} () x H(Q) — R par :

aus ) = (Alu)p) = [ M@)Vu: Vpdo
Q

d’abord, on montre que a est coercive et continue.
(a) a est coercive :

en utilisant hypothése (2.2) ,on obtient pour tout u € HJ (£2)
(A(u),u) = /M(a:)Vu -Vudr > a/ |Vu|? dx
%) Q

> o Vul72 o
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par suite, on obtient

(A(u),u)

> Clull gy q
||U||H5(Q) 0 ()

(A(u),u)

dott 15y
HY(Q)

— 400 si ||u||Hé(Q) —3 400 .

(b) a est continue :

en utilisant Phypothése (2.2) et I'inégalité de Holder, on obtient, pour tout u, ¢ € H}(Q)
(Aw)p)l = | [ M@)Vu-Vods] <6 [ [VuVielde
Q Q

< BIVullez) IVellL2
< Blull o) el m @

2. Existence via la méthode de monotonie

On consideére l'opérateur A défini par :

A: V=HNY) —V =H Q)
(2.6)
u— Au),

avec
(Aw).0) = [ M(@)Vu-Viods, ¥ € H(®).
Q
On va montrer que 'opérateur A est coercif et pseudo-monotone .le résultat découlera du théoréme
1.31.

(a) On montre que A est coercif :

en utilisant hypothése (2.2) ,on obtient pour tout u € Hg (£2)
(A(u),u) = /M(ar)Vu -Vudr > a/ |Vu|? dx
%) Q

> af|Vul72 o

par suite, on obtient

Au),u
{Au),u) > Cllull g (o)
llwll 22 o)

d’otl (A(uw),u)
HuHH% Q)

(b) On montre que A est pseudo-monotone :

i. On montre que l'opérateur A est borné :
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Soient u, ¢ € Hg, en utilisant hypothése (2.2) et I'inégalité de Holder, on obtient
(Atw)p)l = | [ M@)Vu-Vods] <6 [ [VuVields
Q Q

< BIVullz2o) Vel L2

< Blull o) el m

et on a

JA@I-1 0 = Sup {[{A@W), ) 3 Iell ) < 1} < Bllullmy oy

donc [|A(u)[|g-1(q) est borné si [[u|| 1 (o) est borné.

ii. On suppose que u, — u dans V = H}(Q2) faiblement

et
lim sup(A(up,), u, —u) <0 (2.7)
n—-+oo
et on montre que liminf(A(un),un —w) > (A(u),u —w), Vw € H(9).
n—-—+0o0

On va d’abord montrer que A est monotone :

soient u,v € H}, en utilisant ’hypothése (2.2), on obtient
(A(u) — A(v),u —v) = (A(u — v),u —v) = /M(a:)V(u —v)-V(u—1)
Q
Zoz/|V(u—U)|2 >0

Q

Comme l'opérateur A est monotone, alors
(A(un), uy — u) > (A(u), up, — u)

En passant a la limite inférieure , et en utilisant le fait que u,, — u dans HE(Q), on obtient

lim inf(A(uy,), up —u) >0 (2.8)

n——+oo
De (2.7) et (2.8), on en déduit que

lim sup(A(up), ty, — u) = 0 = liminf(A(up ), u, — u)

n——+00 n—-4o0o

et par conséquent

lim (A(up),tp —u) =0 (2.9)

n—-+oo

Soit w € H(2), en posant v = u + t(w — u), pour t € ]0, 1.

En utilisant la monotonie du 'opérateur A, on obtient

(A(un) — A(v),uy —v) >0
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et par conséquent

d’oll

HA(up),u—w) > —(A(un), un — u) + (A(v), u, —u) + t{A(v), u — w)

et par suite
t(A(up), unp —w) +t{A(un), u—un) > —(A(uy), un, —u) + (AW), up —u) +t{A(v),u—w) (2.10)

En utilisant (2.9) et le fait que u, — u, et en passant a la limite inférieure quand n — 400

dans I'inégalité (2.10), on obtient

tliminf(A(uy,), un, —w) > t{A(v),u — w)

n—-+o0o

En divisant par t, on obtient

lim inf(A(uy), u, — w) > (A(v),u — w) (2.11)

n—-+o0o

comme 'opérateur A est linéaire, alors A(v) = A(u + t(w —u)) = (1 — t)A(u) + tA(w)
En substituant dans (2.11),il vient

liminf(A(uy,), up, —w) > (1 — t){(A(u), v — w) + t{A(w),u — w)

n—-+oo

En passant a la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient
lim inf(A(uy,), un — w) > (A(u),u — w) Yw € Hy(Q).

n—-+o0o

— Démonstration de ’unicité.

On suppose que le probléme (2.1) admet deux solutions wu; et ug,donc on a

/M(x)V(ul —uz)- V=0, Vo € Hi(Q) (2.12)
Q

En prenant ¢ = u; — ug dans (2.12) et en utilisant I’hypothése (2.2), on obtient
0< a/|V(u1 —up)|? < /M(;U)V(ul —ug) - V(ug —ug) =0
Q Q

Alors, on déduit que u; = us.
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2.2 Reégularités de solutions faibles du probléme (2.1)

Avant d’énoncer les résultats de régularité, on va rappeler un lemme d’analyse, dit & G. Stampacchia [18].

Lemme 2.1 (Lemme de Stampacchia.). Soit ) : Rt — RT est une fonction décroissante telle que :

P(h) < ——— Vh >k >0 (2.13)

ot M >0,0>1 et y>0,donc (d) =0tel que d¥ = M¢(0)5’125§%1.
Démonstration. Soit n € N, on définit d,, = d(1 — 27"), et on suppose que

—n~y

¥(dn) < ¥(0)27 (2.14)

Tout d’abord, il suffit de montrer par récurrence que l'inégalité (2.14) est vraie ¥n € N.
(i) on a l'inégalité (2.14) est vérifiée pour n = 0.
(ii) on suppose que I'inégalité (2.14) est vraie pour n et on va montrer que elle est vraie pour n+ 1, donc,

en utilisant U'inégalité (2.13) pour obtenir

M(dn)
(dnJrl - dn)’y

n (n+1) v

2T o(nt 1)y = P(0)27 -1

Y(dn+1) < < M 4(0)°2~

Maintenant, en utilisant I'inégalité (2.14) et le fait que ¢ est décroissante, on obtient

0 <(d) < liminf 9(d,) < lim (0)273 T =0

n—s—4o00 T n—+4o
D’ou le résultat. O

Théoréme 2.3. On suppose que U'hypothése (2.2) est satisfaite, et que f € L™(Q) avec m > % Alors la
solution u du probléme (2.1) appartient ’espace L ().

Démonstration. pour k > 0, on définit :
Ap ={z € Q : |u(z)| > k}
et on définit la fonction Gi(s) par

s—k si s>k
Gr(s)=s—Tk(s) =14 0 si|s| <k
s+k si s<-—k

( Ty c’est la fonction de troncature).
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Gr(s)
k -
—k .
k
+k
En prenant Gy (u) comme une fonction test dans (2.5) , obtient
/M(ac)Vu -VGr(u)de = /f Gr(u) dz, (2.15)
Q Q

D’une part , en utilisant ’hypothése (2.2) et I'inégalité de Sobolev , on obtient
/M(m)Vu -VGp(u)dx = /M(a:)Vu -Vuxa, dz > a/ |Vul*xa, dx
Q Q Q
> a/ VG (u)? dx (2.16)
Q
@
2 ?%”Gk(u)”i?(ﬂ)

D’autre part , par deux applications de 'inégalité de Holder ,I'une avec I'exposant 2* et I’autre avec 2@ ,on

obtient

/ka(U) s/|f||ak<u>|
Q Apg
< </|Gk<u>|2*>%*</|f
Q Apg

<G| o ( / P xa) ™ (2.17)
Q

[
A
2 )2*'

!
:
LI ()

2 = L2
<16y ([ 11737
Q

(=)
< ||Gr(u)ll 2= (@) 1 fllLm ) [Ak] 2
En combinant (2.15) ,(2.16) et (2.17), on obtient

=)

(-
G ()l Lo (@) < Cf [Ar] 2 (2.18)

S3ILf Lm0

avec Cy = -
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Et comme on a

lu—Fk| si u>k
Ge@l={ 0 s jul<k
lu+k| si u<—k

0 siJul <k
lu| —k si |ul >k
pour h >k on a Ay C Ay, donc on obtient

1G]l o (@) = ( / Grlu))
Q

= ([l =)

Q
> ( / (lul — ) ) (2.19)
Ap
> </<h— B2
Ap
> (h— k) | An|>
En combinant (2.18) et (2.19) , on obtient
Cf 2*( 1/ 7L)
Apl < —2L 1A, " T
‘ h| — (h _ k)2* k‘

1 _ 1
2*/ m

Comme 2*( ) > 1 (car m > &), donc on peut utiliser le lemme de Stampacchia avec 1(h) = |4y

alors il existe M > 0 tel que |4y =0, et on obtient que |u] < M . O

Remarque 11. On observe que, si u vérifiant

o A/ VulP < A/ £Gi(u)

alors u est bornée.

Théoréme 2.4. On suppose que U’hypothése (2.2) est satisfaite, et que f € L™(Q) avec ]\2[—12 <m< %

Nm
N—-2m"

Alors la solution u du probleme (2.1) appartient Uespace L™ (Q) ot m** =

Démonstration. soient k > 0 et v > 1, en prenant v = [T (u)|*Y~2Tk(u) (Tk c’est la fonction de troncature)

comme une fonction test dans (2.5), on obtient

[ M@V VT@P 1) = [ £ TP T (2:20
Q Q
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d’aprés les deux théorémes 1.20 et 1.18, on a
V(T3 (u) 72 Ti(w) = (2 = 1) VT (u) [Ti () |2~
D’une part, en utilisant 'hypothése (2.2), on obtient
[ M@0 VL@ P2 Tiw) = @y -1) [ M@)Tu- VI [T
—(@2y-1) / M(2) V- Vu [To(w) [P <1}
> a2y~ 1) [1Val (1P xuicn
Q
> a(2y - 1) [IVTa) [T
Q
12
> a2y~ 1) [ [VIi @]
Q
a2y —1)
> S [
Q
Par suite, I'inégalité de Sobolev implique
2%
2v—2 a2y —1) ¥2*
M)V (L) P D) > S [1m) (2.21)
Q Q
D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder avec I’exposant m, on obtient
1/
[ F00P Ta) < gy | 1700 (222)
Q Q

En combinant (2.20),(2.21) et

« S
2 < _Z2 7
Q/lTk(u)l S a2y =

On choisit v de tel sorte que v2* = (2 — 1)m on trouve que v = 5

seulement si m > (2*)'.

comme 1, < 2 (car m <
m

(2.22), on obtient

2 .
*

2 7
5 Wllmcey /|Tk e

m
m*

. et on remarque que v > 1 si et

&), donc on a

5 11l

2 .2
/ ()™ P
a2y -1
Q
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et comme 23 — L = _L_ on obtient
m m

1T (u)]|

mee () < C HfHLm(Q) ; VE>0
Par passage a la limite quand k tend vers 400, en utilisant le lemme de Fatou et le théoréme 1.21, on obtient

HUHLM**(Q) <C ”fHLm(Q)

D’o le résultat. O

2.3 Propriétés qualitatives de solutions faibles du problem (2.1)

2.3.1 Principe maximum faible

Théoréme 2.5. Soit u une solution faible du probléeme (2.1). Les assertions suivantes sont vraies :
1. St f >0, alors u > 0.

2. Si f <0, alors u < 0.

Démonstration. Voir [3, Theorem 4.12, page 32] O

2.3.2 Inégalité de Harnack faible

Théoréme 2.6 (Inégalité de Harnack faible). Soit u une sur-solution du probléme (2.1) avec f > 0 dans

Q, et u >0 dans la boule Byg(zo) C RN. Alors, pour tout 1 <p < <2, on a :

1
P
R—™/P / uwdr|] <C inf w, (2.23)
BQR(CE()) BR(IO)

0i C=C (N, 2R p).

Démonstration. Voir [9, Theorem 8.18. |. O

2.3.3 Principe de maximum fort

Théoréme 2.7. Soit u une solution faible du probléme (2.1), avec f > 0 dans Q. Alors soit u =0 dans

ou u > 0 dans Q.
Démonstration. Voir [20, Theorem 11.1, page 60]. O

Dans cette section, On va traiter le probléme (2.1) ot le deuxiéme membre f n’appartient plus a I’espace

dual de Hg(9) .
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2.4 Problémes de Dirichlet dans les espaces de Sobolev plus grand
que Hj($2)

Dans cette section, on considére le probléme (2.1) avec f € L™(Q) on 1 < m < 13712 au lieu de f €
L%.Donc, on ne peut rien dire sur 'appartenance de f a H (). Par conséquent, le théoréme 1.31 ne
peut pas étre appliqué directement.Et la définition (2.3) n’a aucun sens. Done, on a besoin d’introduire une

autre notion de solution.

Définition 2.4. On dit que u € WOM(Q) avec 1 < § < 2, est une solution distributionnelle (au sens de

distribution) du probleme (2.1), si

/M(x)Vu -Vodz = /f<p dz, Yo €Ch(R). (2.24)
Q Q

Remarque 12. L’intégrale [ fodx est bien défini, en effet :
Q

On a la fonction f € L™(Q2) ot 1 <m < 137527 et o € CL(Q) donc ¢ € L°°(Q) qui implique que ¢ € i Q)
.alors on peut appliquer linégalité de Holder avec les exposants m et m pour obtenir le résultat.
Lintégrale [ M(x)Vu-Vodz aussi est bien défini,en effet :

D’une part,Qon a déja dit que u € Wol"s(Q) ot 1< 6 <2, donc Vu € (L°(Q)N .

D’autre part, Vo € (L*=(Q))N qui implique que Vo € (L‘Sl ()N,

alors, on peut appliquer Uhypothése (2.2) et inégalité de Holder avec les exposants § et 5 pour obtenir le

résultat.

2.4.0.1 Approximation et estimation a priori

On considére le probléme approché :

—div (M (2)Vu,) = f, dans €,
Uy =0 sur 09,

(2.25)

ou f, = Tn(f) (T, c’est la fonction de troncature).

Maintenant, On peut facilement démontrer ’existence de solution u,, par le théoréme 1.31 pour tout n fixé.

Théoréme 2.8. On suppose que Uhypothése (2.2) est satisfaite, et que f € L™(Q) avec 1 < m < ]\2,—12

Nm

Alors le probléme (2.1) admet une solution distributionnelle u € Wol’m*(Q) ot m* = F

Remarque 13. Onal<m< ]\2,—% implique que 1 < m* < 2 , Ce qui entraine que H(Q) C Wolm(ﬂ)

Démonstration. On va diviser la démonstration de ce théoréme en deux étapes.
Etape 1 : Estimation uniforme de la suite u,, .
On pose pour h >0 :
Bp={zeQ: h<|uy(z)] <h+1}

Ap={zeQ: h<|un(a)]} =U2, By
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On définit aussi :

on(s) =Ti(Gu(s)) =

-1 si s<-1—-h

s+h si —1—-h<s<-—h
0 si —h<s<h
s—h si h<s<h+1

1 si s>h+1

En prenant ¢ (u,) comme une fonction test dans (2.25) et en utilisant I’hypothése(2.2), on obtient

/|Vun\2 /M YV, - Vo (uy,) /fncph Up,)

By,

soit 0 < A< 1:

/ [V, |2 i" / |Vt |2
(1+|un| +|un‘
Q

S C ||fHLm(Q) /(1 -+ |un|)(1—)\)m

Q

Soit g > 1,d’aprés l'inégalité de Sobolev et I'inégalité de Holder , on a

1 ..
Sg</|un|q )i s/Wunw
Q

Q

7/ |Vu,|?
o (1+|Un|)/\%

(L + Jun )

< / |V, |?
B (L4 [un|)*
Q

[+
Q

(2.26)

1
7
m

1-g (2.27)
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d’aprés (2.26), on obtient

1 2m” 1-3
.4 m Aa_
ﬁ(/|un|q )57 < C | fllpmey / 1+ |up )Y /(1+|u7l‘)27q (2.28)
o Q Q
On choisit A et g de telle sorte :
’ A
1-XMm =4¢*= i
2—q
donc, on trouve \ = NJSE:;) et ¢ = % = m*. et on peut remarquer que 1 < m < 2* implique que
0< A<
par suite, d’aprés (2.27) et (2.28), on obtient
=55
* 4 *
([1ual™)# <€ [19unl <€ Ufllpmiay | [ 1+ ual (2:29)

Q Q Q

L’inégalité (2.29) est vraie pour tout n € N, Et comme £ > 1— 5L (car m < &), alors la suite

[un|? est bornée, Par conséquent u,, est bornée dans W, (Q) (avec ¢ = m*).
Q
Etape 2 : Passage a la limite.

1
Comme u,, est bornée dans W’ m”

() qui est reflexif, donc il existe u € Wolm(Q) tel que u,, — u
dans Wol’m () , & une sous-suite prés.
Maintenant, il suffit de démontrer que la limite u est une solution du probléme (2.1).
D’une part, On a u,, — u dans Wol’m* (Q2) implique que
lim [ M(@)Vu, - Vo = / M(@)Vu-Ve Ve Cl(Q) (2.30)

n——+oo
Q

D’autre part, On a f, — f p.p. dans Q et [f,o| < fll@lz= (), pour tout ¢ € C3(Q), Alors en

appliquant le théoréme de convergence dominée pour déduire que

n—-4oo

lim /fnso = /st Yo € CH(Q) (2.31)
Q
En combinant (2.30) et (2.31), on obtient

/M(:c)Vu~V<p: /fsa Vi € Co()
Q

Q

O

Théoréme 2.9. On suppose que Uhypothése (2.2) est satisfaite , et que f € L'(Q) alors le probleme (2.1)

admet une solution distributionnelle u € Wol’q (Q) pour tout ¢ < %

1

Démonstration. Soit A\ < 3,

(2.25).

)2>\71

en prenant v, = [(1 + |uy| — 1]sign(u,) comme une fonction test dans
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D’une part,On a |v,| < 1, d’ou
[ avn < [ 15 = Mallir) < 172 (2.82)
Q Q

D’autre part, ’hypothése (2.2), donne
/M(x)Vun-Vun =(1- 2)\)/M(x)Vun Vg (14 |un|)?* 2
Q Q

> a(1—2)) / V(1 [un[)* 2 (2.33)
Q
|V, |?

>a(l-=2)\) [ —————

,OZ( )/ (1+|un|)2(1,)\)
Q

En combinant (2.32) et (2.33) il vient

[V, |? £z (o)
< = .
/ T )P0 = a(i—2v)  C (2:34)

En utilisant 'inégalité de Sobolev et I'inégalité de Holder avec I’exposant %, on obtient

1 «
g | [l ) < [
I Q Q

|Vu,|? _
< [ i e
Q

3 -3
[V, |? 20(1-)
Ve VA
Q Q
L’inégalité (2.34) implique
* -3
1 « 2q(1=2)
<7 /|un|q <C+C /|un|7q2—q
1\ Q
On choisit A tel que %_q)‘) = ¢*, donc on trouve que A\ = %7 et comme A < % alors on a ¢ < %7
d’ou : q 1—4
1 " i
<0 /|un|q* < /|Vun|q <C+C /|un|q* (2.35)
T\ Q Q

L’inégalité (2.35) est vraie pour tout n € N, et comme q% > 1— £, alors en utilisant I'inégalité de Young, on
en déduit que la suite [ |u,|?" est bornée par conséquent u,, est bornée dans W, ().

Q
Maintenant, On utilise le méme raisonnement que dans la démonstration du théoréme (2.8) pour obtenir

que la solution u € Wy4(Q) avec ¢ < . O
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Le théoréme suivant donne 'existence d’une solution pour le probléme (2.1) ou f € M(Q) (c’est-a-dire f

est une mesure de Radon sur 2).

Théoréme 2.10. On suppose que U’hypotheése (2.2) est satisfaite , et que f € M(), alors le probléeme (2.1)

admet une solution u € Wol’q(Q) pour tout 1 < g < q= NL

— au sens suivant

/M(x)Vu Vo= ([, ¢)p@)xp@) Vo € D(Q). (2.36)
Q

Remarque 14. (2.36) a bien un sens grace a la remarque 4.

Démonstration. On considére le probléme approché :

—div (M (z)Vuy,) = f, dans £,
Uy =0 sur  0f),

(2.37)

ou (fn)n C H™1(Q) N L*(Q) qui converge au sens des distributions vers f et satisfaisant || fn|r10) <
Ilf Il 2z L. Pour tout n € N fixé, le théoréme 2.2 assure que le probléme (2.37) admet une unique solution

u, € HY(Q) au sens faible suivant

/ M)V - Vo = (s @)mrapermy Ve € HI(Q). (2.38)
Q

Lemme 2.2. La suite de solutions u,, est uniformément bornée dans l’espace Wol’q(Q) pour tout 1 < g <

__ N
9= N—1"

Démonstration. Pour n > 0 donné, on considére la fonction

/93 L ourx >0
") ot P -
¢77(5U) =

—y(—x) pour z < 0.

On remarque que [¢,] < 1 et |w;7| < 7. Alors, le théoréme 1.18, garantit que v, (u,,) € H§(Q). On peut donc

choisir ¥, (u,) comme fonction test dans (2.38), ce qui donne
[ M@ T T ) = (s ) sy
Q

Comme f, € H71(Q2) N LY (Q) et 1, (un) € HF(2) N L>®(Q), alors

SR I p—— /Q Futby () da

1. L’existence de cette suite s’est garantie par le théoréme 1.10.
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D’aprés le théoréme de Stampacchia 1.18, on a

— ! — 7/’7 .
V¢n(un) = ¢n(un) -Vu, = (|Un| T ]_)77+1 Vu, (239)
par suite, en utilisant (2.39) et 'hypothése (2.2), on obtient
|V, |?
— < . 2.40
on [ ot < W o) (2.40)
Q
Soit ¢ < 2, I'inégalité de Holder avec ’exposant % donne
[Vug|? 2 (n41
Vunq:/—q Uy |+ 1)2 01D
17l = [ Gl + 1
Q Q
g 1-4 (2.41)
‘VUTL|2 / a(n+1)
< e Y n 1) 2=4q
<[ garsimen | | foml
Q Q
On choisit n > 0 de telle sorte que qg'le) < ¢*, ce qui est possible pour ¢ < ¢ = %, alors en utilisant
I'inégalité de Young avec epsilon et le lemme 1.3, on obtient
a(n+1) *
(Jup| + 1) =0 <elu,|? + C(e). (2.42)
En combinant (2.40), (2.41) et (2.42), on obtient
1-3
/\vunw < Ce~3) /|un @ +C
Q Q
Par suite, en utilisant 'inégalité de Sobolev, on obtient
* -4
/|un|q* S/Wun\q <G /|“n\q* + s (2.43)
Q Q Q
Comme q% > 1 — 2, alors en utilisant I'inégalité de Young, on en déduit que la suite u, est uniformément

bornée dans Wol’q(Q) avec 1 < g<q= NL_ O

T
Maintenant, on démontre le théoréme 2.10 par passage a la limite dans le probléme approché (2.37).

Crace au lemme 2.2, la suite u, est bornée dans W, 9(Q) qui est réflexif, donc il existe u € W, 4(Q) tel que

u, — u dans Wy?(€2), & une sous-suite prés. Soit ¢ € D(Q), comme u,, — u dans Wy?(€2), alors

n—-4oo

lim M(x)Vuy, - Ve = /M(x)Vu -V (2.44)
Q Q
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En utilisant le fait que la suite f,, converge au sens des distributions vers f, alors
(fn, ©)a-1@)xmi@) = (frs @)D/ (@) xp@) — () ©)D/(0)xD(9)- (2.45)
En combinant (2.44) et (2.45), on obtient

/M(’I)VU Vo= (f o)pyxpe  YvecDQ).
)
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Chapitre

Equations elliptiques semi-linéaires avec des

non-linéarités singulieres

3.1 Position du probléme

Dans ce chapitre on va étudier le probléme suivant
: _f
—div (M(x)Vu) = = dans ,
u
u >0 dans €, (3.1)
u=0 sur 012,

ot Q est un ouvert borné de RV, N > 2, M est une matrice elliptique bornée ; c’est-a-dire, il existe o > 0
et > 0 tels que
alff < M(z)E-¢  [M(x)| < B, (3.2)

pour tout £ € RN et z € Q presque partout. On suppose en outre que

0<h<1, (3.3)
f=0, f#0, (3.4)
feL™Q), m>1, (3.5)

Définition 3.1. Une solution du probleme (3.1) est une fonction u € Wy'' (Q) telle que

Yw €, Je, >0:  u(x) > e, >0 dans w, (3.6)

34
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et
/M(x)w.wdx:/ {TZD dz, Ve € CHQ). (3.7)
Q Q

Remarque 15. Grdce a la condition (3.6), le deuzieme membre de (3.7) est bien définie, en effet :
Comme f appartient a lespace de Lebesgue et pour tout ¢ € C}(S2), on a u satisfait la condition (3.6), donc

linégalité de Hélder donne

fe 1
/QF dx < a”f”Ll(Q)”‘P”L“’(Q)

3.2 Existence des solutions bornées

Dans cette section, on va prouver I'existence des solutions bornées dans I’espace d’énergie H{ (2) sous la

condition que la fonction f est plus sommable.

Théoréme 3.1. On suppose que les hypothéses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et que f € L™(Q) avec m > .
Alors le probleme (3.1) admet au moins une solution u € Hg(2) N L>(Q).

Remarque 16. On remarque que le résultat du théoréme 3.1 coincide avec le résultat du théoréme 2.3 quand

0 — 0.

Pour prouver le théoréme précédent.Tout d’abord, on va approcher le probléme (3.1) par un probléme ré-
gulier qui peut étre résolu facilement , en appliquant le théoréme 1.31. Ensuite, on va montrer des estimations

uniformes. Enfin,On peut le prouver par passage a la limite dans le probléme approché.

3.2.1 Approximation et estimation & priori

On considére le probléme approché suivant

—div (M (z)Vu,) = _ dans Q,

(Junl + 1) (3.8)
Up =0 sur 0,

ou fr, = Tn(f) (T, c’est la fonction de troncature).
Lemme 3.1. Le probléme approché (3.8) admet au moins une solution positive u, € H}(Q) N L>(Q).

Démonstration. Partie 1 : L’existence d’une solution du probléme (3.8).
1-ére Méthode. En utilisant le théoréme du point fixe de Tikhonov 1.25.
Soit n € N fixé, soit v € V = H{(2). On définit I'application

S:V—V

v Sh)=w
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ol w est la solution unique du probléme linéaire suivant ! :

: fn
—div (M (2)Vw) = ———— dans Q,
(Jol + )" (3.10)

w=20 sur 012,

On va maintenant vérifier que I'application S satisfait les hypothéses du théoréme du point fixe de

Tikhonov 1.25.
Etape 1 : On doit prouver que S fixe une certaine boule K .

Tout d’abord, en prenant w comme une fonction test, on obtient
w
M(z)Vw - Vw = _ e
(el + )"
Q Q n
D’une part, en utilisant ’hypothése (3.2), on obtient

cu/|Vw|2 §Q/M(x)Vw~Vw (3.11)

Q

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder et 1’'inégalité de Poincaré, on obtient

3 (3.12)

Q
En combinant (3.11) et (3.12), on obtient
c
v < = 0+1
VWl 2q) < o
Alors
C o
||w||Hg(Q) < a (3.13)

Par conséquent, on en déduit que w € K tel que K est la boule fermée dans H{ (€2) de centre 0 et

de rayon € nft1,
«
Etape 2 : On doit prouver que S est continue de K faible dans K faible (c’est-a-dire, si v. converge

faiblement vers v dans V, alors S(v_.) = w_ converge faiblement vers w = S(v))

1. 1 Le probléme (3.10) admet une unique solution via le théoréme (2.1)
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Soit w, est une solution du probléme :

—div (M (z)Vw,) = I dans Q,

0
(lvel +3) (3.14)
we =0 sur 012,

Et d’aprés (3.13), w. est une suite bornée dans Hg () qui est réflexif, donc il existe w € H}(Q)
tel que w. — w, & une sous-suite prés.

Maintenant, on montre que w = S(v)(c’est-a-dire on montre que w est une solution du probléme
(3.10)).pour cela, en passant a la limite quand € tend vers 0 dans le probléme (3.14).

D’une part,On a w. — w dans Hg(Q) implique que —div (M (z)Vw,) — —div (M (z)Vw) dans
H=Y(Q).

D’autre part , Soit (ve)e=o une suite de Hg () telle que :
ve = v dans Hg(Q). (3.15)

Et on montre que

fn fn
_>
(vl = 1) (o= 2)°

En vertu de (3.15), il existe une sous-suite de v. notée v.-, telle que v., — v fortement dans L?(12),

dans H1(Q)

grace a 'injection compacte de Hg (€2) dans L?(Q). en utilisant la réciproque partielle de Lebesgue,

on obtient que v, admet une sous-suite, notée encore v.: telle que :
v — v p.p. dans .

donc, on a

fn fn
H
(S A (T

De plus, il existe g, € L?(2) telle que g, (z) = n*! qui vérifice

p.p. dans (3.16)

’ In < nftl (3.17)

(jver| — 2)°

Maintenant, en appliquant le théoréme de la convergence dominée grace a (3.16) et (3.17), et on

en déduit que

fn fn
_>
(oo = 1) (o] = 1)

Par suite, en utilisant (3.18) et le fait que 'injection de L?(Q2) dans H~!(Q) est continue, on

dans L?(Q). (3.18)

obtient

I

(joel =) (ol = 2)°
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Et en appliquant le théoréme 1.22, on en déduit que la suite (Ilfil)e converge fortement vers
Ve -
—In_ dans H1(Q).
R @
2-éme Méthode. On va utiliser la méthode de monotonie.

Pour n € N* fixé, on considére l'opérateur A, : V = H}(Q) — V' = H~1(Q) défini par

fn

A, (w) = =div (M (z)Vw) — —
(lwl +3)

On va démontrer que 'opérateur A,, satisfait les hypothéses du théoréme 1.31. Pour cela, on va

procéder en deux étapes.

Etape 1 : L’opérateur A, est pseudo-monotone. D’aprés le théoréme 1.30, il suffit de montrer que
lopérateur A,, est une somme de deux opérateurs dont I'un est pseudo-monotone et 'autre est
fortement continu. Pour cela, on pose A, = A+ B, on A, B,, : V = H}(Q) — V' = H Q)

sont deux opérateurs définis par :

A(w) = —div (M (z)Vw)
fn

B, (w) = —_—
(ol + )

1. On preuve que A est un opérateur pseudo-monotone

(a) On montre que 'opérateur A est borné :

Soient w, ¢ € H}, en utilisant I’hypothése (3.2) et I'inégalité de Holder, on obtient
(Aw).0)| = | [ M@)Vw- Vida| <6 [|Vuvelds
Q Q

< BlIVwllzz) IVl 220
< Bllwllaa @) el @)
et on a:
A0 = Sup {[(A@). 0 leligion < 1} < Bllwllmgcey
donc [|A(w)| m-1(0) est borné si [|w| g1 (o) est borné.

(b) On montre que 'opérateur A est hémicontinu :
(c’est-a-dire on montre que Yu, v, € Hi(Q),t — ( A(u+ tv), ) est continu de R dans R)

On suppose que t, — t dans R et on montre que :

(A(u+tyv),0) = (Alu+tv),p) dans R
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Soient u, v, € HE(2), on a

A+ t00),0) — (Alu+ t0), 0] = [tn — 1] \/M(x)Vu-Vgodw\ S 0sity b
Q

(¢) On montre que A est monotone :

soient v, w € Hg, en utilisant 'hypothése (3.2), on obtient

{(A(v) = A(w),v = w)

’LU),’U—’[U>

= (A(v -
= /M(m)V(U —w)-V(v—w)
Q

Za/|V(v7w)\2ZO
)

2. On preuve que B, est un opérateur fortement continu.

Soit (we)e>o une suite de H}(Q) telle que :
w, —w dans Hj(Q). (3.19)

On va démontrer que la suite B, (w.) converge fortement vers B,,(w) dans I'espace H ~1(1).
Soit wes une sous-suite de we. En vertu de (3.19), la suite wes admet une sous-suite, notée
encore w,, telle que :

wer — w  dans L*(Q).

et

wWer — w  p.p. dans Q.

Donc, on a

— finle — —% p.p. dans Q (3.20)
(ool = 3) (lwl =)
De plus, il existe g, € L%(Q) telle que g,(x) = n?*! qui vérifice | B, (we)| < n*T1. donc en

appliquant le théoréme de la convergence dominée, on en déduit que
Bn(we') — By(w)  dans L?(Q). (3.21)

En utilisant (3.21) et le fait que I'injection de L?(2) dans H~1({2) est continue, on en déduit
que

B, (wer) — By (w)  dans H ().
Donc en appliquant le théoréme 1.22; on en déduit que la suite B, (w.) converge fortement
vers B, (w) dans H~1(Q).

Etape 2 : L’opérateur A, est coercif. Soit w € H} (). En utilisant (3.2), le fait que (l‘fT)g < nit?
wiT
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et l'inégalité de Holder et 'inégalité de Poincaré, on obtient

<A”(w)’w>:/M($)Vw~dex—/ fniwlgdx
“ 2 (ol +7)
Za/|Vw|2dx—n9+1/wdm
@ Q
- “/'V“"Qdm—n"“ </|w|2>% Wk
@ 0

Za/|V’w|2dszn9+1 (/\Vw\z)%
Q Q

> (/|vw|2)% a(/|Vw|2)%dx—on9+1
Q Q

De l'inégalité ci-dessus, il découle que

(An(w), w)

1m = 40
lwll=+eo ||l mp (o)

Ce qui prouve bien que 'opérateur A,, est coercif.
Partie 2 : L’estimation L>(Q2) sur la solution approchée (3.8).
On pose B,, : H}(Q) — H~1(Q) défini par :

In

Bultn) = (v Ty

On remarque que B, € L>®(Q) car on a f, € L>°(Q) (fn = Tn(f)) , et comme ’hypothése (3.2) est

satisfaite alors on peut appliquer le théoréme 2.3 pour obtenir que u,, appartient ’espace L>°(£2).

Partie 3 : Positivité de u,,.

On remarque que f,, > 0 (car f > 0). par conséquent M#)G > 0 et en appliquant le théoréme 2.5

pour obtenir la positivité de wu,,.
O

Maintenant, on va prouver que la suite de solutions du probléme approché (3.8) est croissante. Ceci est

I'objet du lemme prochain.

Lemme 3.2. La suite (uy,), de solutions du probléme approché (3.8) est croissante.

Démonstration. Soit 0 < f,, < fny1 et >0, on a

fn < fn+1
(un + %)0 N (un + #)0

—div (M (z)Vuy,) =
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D’ou P s
—div (M (2)V (tn — Upp1)) = n ntl
(tn + %)9 (Ung1 + %4_1)9
R = S St
= (un + %.:,.1)9 (Ung1 + #.1)0
<f (Upy1 + %_H)G — (up, + n%_l)g
>~ Jn+1
(tn + %H)e(un+1 + %H)e
On pose
(i — 1)+ = Up — Upy1 SI Up 2 Upi
n — Un+1 -
0 st up < Upga
On remarque que
1 1
((Un+1 + m)e — (un + n+1)0> (U = Uny1)™ <0

Et comme f, 11 >0, on a

Foit ((un+1 + %H)e — (up + %H)e

+
Up — Up <0 3.22
(Un 4 %H)G(UH_H 4 %_H)o > ( +1) ( )

Par suite, en prenant (u, — u,4+1)" comme une fonction test dans (3.8), en utilisant 'hypothése(3.2) et
I'inégalité (3.22), on obtient
0<a [ 190~ u) P <0
Q
Donc, on déduit que (u, — u,41)T =0, par conséquent uy, < Upi1. O

Dans démonstration du théoréme (3.1), on aura besoin que la solution approchée u, est strictement

positive sur tout ensemble w &€ ).

Lemme 3.3. La suite u, satisfait la condition suivante :
Un(z) > ¢y >0, Vzewe, VneN". (3.23)

Démonstration. Comme la suite (u,) est croissante, alors pour démontrer le lemme précédent, il suffit de

prouver que (3.23) est vraie pour la fonction u;. On sait que u; est solution du probléme

Lﬂ dans €2,
(Jur[ +1) (3.24)

u; =0 sur Of).

—div (M (x)Vuy) =
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Comme uy € L*(Q), alors u; est une sur-solution (voir (2.1)) du probléme :

—div (M (2)Vv) = L@ dans (2,
(C+1) (3.25)
v=20 sur 012,
ot C' = |[[uy| (). Comptant sur le fait que (C’iill)e > 0, et non identiquement nulle, en appliquant le

théoréme (2.7), donc on déduit que v > 0 dans €, et par conséquent
v(xz)>c, >0, Veewe (3.26)

Par le principe de comparaison, on a u; > v, et par suite la condition (3.26) est satisfaite par u;. O

Remarque 17. En fait, si on suppose qu’il existe o € Q) tel que v(xg) = 0, alors, par le théoréeme (2.6), la
fonction v est nécessairement identiquement nulle. Ceci est impossible car v est une solution d’un probléme

avec un deuzxiéme membre non identiquement nulle.

Lemme 3.4. Soit f € L™(Q)) avec m > %, On suppose que u,, est une suite de solution du probléme (3.8).

Alors uy, est bornée dans HL(Q) N L>(Q).

Démonstration. Pour k > 0, on prend v,, = Gj(u,) comme une fonction test dans (3.8).

D’une part,’hypothése (3.2) implique

/M(x)Vun - VG (uy) dzx = /M(x)Vun VUunX{u, >k} dr > a/ |Vun|2X{un>k} dx
Q Q Q

(3.27)
Za/|VGk(un)\2dat
Q
D’autre part, comme f, < f (car f,, = T,(f)et f > 0), on a
dr < Gr(u,)dx 3.28
[ e < [ reuw) (3.28)
Q Q
En combinant (3.27) et (3.28), on obtient
04/|VGk(un)|2 dx < /ka(un) dx (3.29)
Q Q
La remarque 11 implique ’existence d’une constante positive C, tel que :
[tnllLoe ) < C (3.30)

Maintenant, on prend u, comme une fonction test dans (3.8) ,en utilisant ’hypothése (3.2) et (3.30), on

obtient
a/|Vun|2d:c§ /fundeCHfHLl(Q)
Q Q
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D’ott Vu,, est bornée dans L?(2) donc u, est bornée dans Hg (£2). O
On peut maintenant prouver le théoréme d’existence de cette section.

Démonstration. On démontre le théoréme (3.1) par passage a la limite dans le probléme approché (3.8).
Pour cela on divise la preuve en deux étapes :

Etape 1 : Soit u,, une suite de solution du probléme (3.8), alors d’aprés le lemme 3.4, u,, est bornée dans
HY(Q) qui est réflexif, donc, il existe u € H}(Q) tel que u,, — u dans Hg(£2), & une sous-suite prés.
Comme H} () s’injecte de fagon compacte dans L?(Q) , alors u,, — u dans L?(f2), La réciproque
partielle de Lebesgue implique que u, — u p.p. dans Q.

On a aussi u, est bornée dans L>°(Q2), la semi-continuité inférieure de ||.|[ (o) implique que u €
L ().
Etape 2 : Maintenant, il suffit de démontrer que la limite u est une solution du probléme (3.1).

D’une part, Comme u,, — u dans Hg(£2), alors

n—>-+oo

lim M(x)Vuy, - Ve = /M(sc)Vu -V (3.31)
Q Q

D’autre part, Pour tout ¢ € C3(92), On a u,, satisfait la condition (3.23), alors

fnp
(un + l)e

n

Cuw

De plus, on a @ fr‘i)g — i—f p-p- dans . donc, en appliquent le théoréme de convergence dominée

pour déduire que

. fn%o _ fSO 1
Q

" Q
En combinant (3.31) et (3.32), on obtient
/M(z)Vu-sz/%, Y € CH ()
Q Q

3.3 Existence des solutions faibles non bornées

Dans cette section, on va prouver l'existence des solutions non bornées dans l’espace d’énergie Hg ().

Théoréme 3.2. On suppose que les hypothéses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et que f € L™(2) avec m vérifie

2N N
< —. .
Ni21oN-—2 "2 (3.33)
Alors le probleme (3.1) admet au moins une solution u € HE(Q) N L*(Q) ot s = %92;1).

Remarque 18. La condition (3.33) et 0 < 0 < 1, implique que s > 2.
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Remarque 19. On remarque que le résultat du théoréme 3.2 coincide avec le résultat du théoréeme 2.4 quand

0 — 0.

Pour prouver le théoréme 3.2, on suit la méthode utilisée pour la démonstration du théoréme 3.1. Pour

cela, on consideére le probléme approché (3.8), et on montre le lemme suivant :

Lemme 3.5. On suppose que les hypothéses (3.2)-(3.4) sont vraies, et que f € L™(Q) avec m vérifie la
condition (3.33). Alors la suite de solutions u, du probléme (3.8) est bornée dans l’espace HE () N L*(2),

avec s est comme dans le théoréme 3.2.

26—1

Démonstration. Soit ¢ > 1, on prend v, = u2’~' comme une fonction test dans (3.8).

D’une part, en utilisant I’hypothése (3.2) et l'inégalité de Sobolev, on obtient
/M(z)Vun Va2l = (26 - 1)/M(x)Vun -V, u?~2
> a(26 — 1) / |V, |2 u20~2
a(25 - 1) [ [Vupul P (334
@
5—2 (20 — 1) /\Vu5|2
a(26 — 1)
2 5252 ‘u

D’autre part, en utilisant le fait que f,, < f et I'inégalité de Holder, on obtient

faupd ™! (26—1—6)m/
n m Thmm 3.35
/(Un — Ly = < 1 fllzm o) /“n (3.35)

Q Q

Y

2

1
7

En combinant (3.34) et (3.35), on obtient

2 5262 C1—0)m
(25 ) ||f||Lm(Q) /Usl% 1-6)
Q

On choisit ¢ de tel sorte que 26 = (26 — 1 — G)m/, on trouve que 2*§ = s. et on remarque que § > 1 si et

seulement si m > %.

Comme g > = (car m < ) alors en utilisant ’inégalité de Young, et on en déduit que w,, est bornée dans
L5 ().

Maintenat, on prend w,, comme une fonction test dans (3.8).

D’une part, en utilisant I’hypothése (3.2) et I'inégalité de Sobolev, on obtient

/M )V, - Vi, > oé/|vun|2 % /|un|2* (3.36)
Q

Q
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D’autre part, en utilisant le fait que f, < f et I'inégalité de Holder avec les exposants o = WI\M et
o = 12_—*9, on obtient
/ -
nUn 1—0 2%
< u, < - U 3.37
[ Gl < [ <o | [ o (3.37)
Q Q
Maintenant, en combinant (3.36) et (3.3) , on obtient
2 _
2% 2%
Q * *
| [P ) <o [1vul <1slew | [l (3.39)
> \a Q Q

Comme 2 > 1 — 6 (étant 0 < 6 < 1), alors en utilisant I'inégalité de Young sur le coté droit de (3.38), il
découle que u, est bornée dans L?" (). donc, on en déduit que la suite u,, est bornée dans 'espace HA ().

O
On peut maintenant prouver le théoréme d’existence de cette section.

Démonstration. On utilise méme technique de celle de la démonstration du théoréme 3.1 pour obtenir que
u € HH Q)N L(Q). O
3.4 Existence des solutions distributionnelles

Dans cette section, on étudie I'existence de solutions distributionnelles au probléme (3.1).

Théoréme 3.3. Si les hypothéses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et f € L™(Q2) avec m vérifie

2N
1< .
ST S NI25a(N—2) (3.39)
N . . 1,9 _ Nm(6+1)
alors le probleme (3.1) admet au moins une solution u € Wy?(Q) avec ¢ = N (18]

Remarque 20. La condition (3.39) et 0 < 0 < 1, implique que 1 < g < 2.

Remarque 21. On remarque que le résultat du théoréme 3.3 coincide avec les résultats de théorémes 2.8 et

2.9 quand 6 — 0.

Lemme 3.6. On suppose que les hypothéses (3.2)-(3.4) sont satisfaites, et que f € L™()) avec m satisfait
la condition (3.39). Alors la suite de solutions approchées wu, du probleme (3.8) est bornée dans lespace
Wy U(Q) avec q est comme le théoreme 3.3.

201 _ £20=1 comme une fonction

Démonstration. Pour n fixé, on choisit ¢ < % et on prend v, = (u, +¢
test dans (3.8).

D’une part, ’hypothése (3.2) implique

[ M@V (4277 = 2570) = (26 1) [ M)V Tl +2252
Q Q

/ (3.40)
> (26 — 1) | |Vun|*(un +€)%° 2
9)
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Par suite, en utilisant I'inégalité de Sobolev, on obtient

(20 — 1) / |Vt |? (up + €)% = % / |V [(un +¢)° — 55]]2

2 (3.41)
a(26 — 1) 2*
> G ‘ up +€)° —¢ ‘
D’autre part, en utilisant le fait que f,, < f et e < %, on obtient
1w, + )20-1 _ g26-1]
/f u 5 l)e /fu +€26 1-6 (342)
En combinant (3.40) et (3.42), on obtient
(20 — 1) / (Vi |?(u, + )72 < /f(un ) (3.43)
Q Q
Et en combinant (3.41) et (3.42), on obtient
2
* > S2 62
§_ 6|2 2 26—1—6
Q Q

Pour tout € < 1, en passant & la limite quand € — 0 dans I'inégalité (3.44) pour obtenir

. S2 52
/ui5 2;_1 /f 2ot (3.45)
Q
Sim=1:
En prenant 6 = , on trouve que u,, est bornée dans L*(Q) tel que s = % pour m = 1.
Sim>1:

En appliquant I'inégalité de Holder avec I'exposant m dans I'inégalité (3.45), on obtient

2 1
2% !

[ue) < Cllne | fureo (3.40)
Q Q
On choisit 2*§ = m/(26 — 1 — 6), donc on trouve que 2*§ = s,Comme 2 > -1 (car m < &),on utilise
l'inégalité de Young et on obtient que wu, est bornée dans L*(f2) avec s = %.

Ensuite, en utilisant Pestimation de w,, dans L*(2) et I'inégalité (3.43), donc pour § < 1 on a

Vu,|? _
Q
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Soit g < 2, En utilisant I'inégalité de Holder avec 1'exposant % et Iinégalité (3.47), on obtient

V| _
1wl = | G g G
Q

o
: -4
|V, |? (2-26)q
[ | | [
Q !
1-4
<C /(un+a)(2’5-2g)q
!

Nm(0+1)

= s donc on trouve que q = Nom(i—p)» Par conséquent, on en déduit que u,, est bornée

En prenant @

2—

dans W, %(9).

On peut maintenant prouver le théoréme d’existence de cette section.

Démonstration. On utilise la méme technique de celle de démonstration du théoréme 3.1 pour obtenir que

uwe Wy (Q). O
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Chapitre

Equations elliptiques singuliéres avec des

sources de mesure

4.1 Position du probléme

Dans ce chapitre on va étudier le probléme suivant

—div (M (2)Vu) = ie +pu dans Q,

u
u >0 dans €, (4.1)
u=0 sur 012,

ot Q est un ouvert borné de RV, N > 2, M est une matrice elliptique bornée ; c’est-a-dire, il existe o > 0
et > 0 tels que

our tout £ € RY et z € Q presque partout. On suppose en outre que
p

0<0<1, (4.3)
f=0, f#0, (4.4)
feLNQ), (4.5)
et
p € M (9)  c-a-d pest une mésure de Radon bornée et positive. (4.6)

Définition 4.1. Une solution du probleme (4.1) est une fonction u € Wy'' (Q) telle que

Yw €, Je, >0:  u(x)>c, >0 dans w, (4.7)

48
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et
/M(x)Vchpdx:/ f—f der/cpdp, Vo € CH(9). (4.8)
Q QU Q

Remarque 22. L’égalité (4.8) a bien un sens, en effet :
D’une part, en utilisant Uhypothése (4.2) et linégalité de Holder, on obtient

|M(2)Vu - Vodz| < B||Vul Ly o)Vl L @)

D’autre part, on a u satisfait la condition (4.7), donc Vo € C} Uinégalité de Hélder donne

fo i
St | edn< (SO el
Q Q

w

Théoréme 4.1. Si les hypothéses (4.2)-(4.6) sont satisfaites, alors le probléeme (4.1) admet au moins une

solution u au sense de la définition 4.1.

Démonstration. La preuve se fait en trois étapes.

4.2 Approximation

On considére le probléme approché suivant

—div (M (x)Vuy,) = —
(lunl + 3) (4.9)
Uy =0 sur 052,

ou f, = T,(f) (T, c’est la fonction de troncature), et u, est une suite de fonctions réguliéres bornée dans

L'(Q) qui converge faiblement vers ;1 au sens des mesures !.

Lemme 4.1. Le probléme approché (4.9) admet une solution positive u, € H}(Q).

Démonstration. En utilisant le théoréme du point fixe de Schauder 1.24

Soit n € N fixé, soit v € V = L?(£2), On définit I'application

S:V—V
(4.10)
v Sh)=w
oll w est la solution unique du probléme linéaire suivant 2 :
. b
—div (M (x)Vw) = g T hn dans ,
(vl +3) (4.11)
w =20 sur OS2,

1. La suite pun, existe d’aprés le théoréme 1.12.
2. 1 Le probléme (4.11) admet une unique solution via le théoréme (2.1).
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On va maintenant vérifier que ’application S satisfait les hypothéses du théoréme du point fixe de Schauder
1.24.
(a) On doit prouver que S fixe une certaine boule K.

Tout d’abord, en prenant w comme une fonction test et en utilisant I’hypothése (4.2), on obtient

2 < n (0+1)
/ww L/|H)+!Mws( L Cn /m

Par suite, en utilisant I'inégalité de Poincaré sur le coté gauche et l'inégalité de Holder sur le coté

droit, on obtient

/|w|2 < (0" Ol /W

Donc

||’UJHL2(Q) < C'/ (n(9+1) + C(n)) =R (412)

De (4.12),0n en déduit que w € K tel que K est la boule fermée dans L?(Q2) de centre 0 et de rayon
R=C"(n*Y + C(n)).
(b) On doit prouver que S est continue dans L?(2) (c’est-a-dire si v. converge fortement vers v dans

L?(Q) alors S(v.) converge fortement vers S(v) dans L?(2)).

On a
/M(w)Vwe-Wp:/fnisDJr/unw (4.13)

Q/M(:c)vw.vw / |U|+ — +Q/un<p (4.14)

En prenant ¢ = w. —w, et en faisant la différence de (4.13) et (4.14), on obtient

fn fn
M(z)V(we —w) - V(we —w) = ( — ) (we — w)
/ ! (el + )" (ol +3)°

Q

En utilisant ’hypothése (4.2) et I'inégalité de Holder, on obtient

fn Jn
o [ 19w, ~w) <| - sllacoy e = wllao

(el +4)" (jvl+2)

Par suite, I'inégalité de Poincaré implique

fn o

0 < allwe — w2 < | - 7llzz@) (4.15)

(el + 1) (jol +2)

Maintenant, on passe a la limite quand ¢ — 0 dans (4.15), et on applique le théoréme de convergence
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dominée grace a le fait que v. — v dans L?(Q2), on obtient que

I 5 In 7 dans L*(Q)
(foel + ) (lol+3)
Alors, on conclut que w. — w dans L?(Q) ,c’est-a-dire S(v.) — S(v) dans L?(2) .
(c) On doit prouver que S est relativement-compact dans L?()

Tout d’abord, on a I'image de S est dans un borné de H}(2) (car [|VS(v)]* < C(n,0)) et dans un
)

compact dans L?(Q2) grace a le théoréme de Rellich-Kondrachov .en prenant R assez grand, I’applica-
tion S envoie K = {v € L*(Q2), ||v||lp2(q) < R} dans K. et {S(v), v € K} est relativement compacte
dans L2(92).

Finalement, on applique le théoréme du point fixe de Schauder pour obtenir qu’il existe u,, € H}(£2)

tel que u,, = S(u,) ce qui bien prouve que u, solution du probléme (4.9).

O
Lemme 4.2. La suite u, satisfait la condition suivante :
Un(x) > ¢y >0, VreweN, Vne N (4.16)
Démonstration. On considére le probléme approché suivant
—div (M (x)Vv,) = finle dans Q,
(vn + 1) (4.17)
vy =0 sur 012,
En vertu du lemme 3.3, la suite v,, satisfait la condition suivante :
vp(x) >y >0, VreweN VneN.
en faisant la différence de (4.9) et (4.17), et en prenant (u, — v,)~ comme une fonction test, on obtient
M(x)V(up —vp) - V(U —vy)~ = Iu - In (un, —vp)~ + (U, —vp)~
n n n n = (Un + %)9 (vn + %)0 n n M (Un n
Q Q Q
Par suite, en utilisant I’hypothése (4.2), on trouve
1460 116
-2 (vn + )" = (un + ) _ _
0> —a/|V(un—Un) | Z/fn (un—:%)e(vn‘f'%;e (un = vn)” + [ pnltn —vp)” >0
Q Q Q
Done, on déduit que (u, — v,)~ = 0, par conséquent u,, > v, p.p. dans w, et par suite la condition (4.16)
est satisfaite par wu,. O
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4.3 Estimation a priori

Lemme 4.3. Si les hypothéses (4.2)-(4.6) sont vraie, alors suites w,, est uniformément bornée dans l’espace

Wy 9(Q) pour tout 1 < q < 5.

Démonstration. On divise la démonstration en trois étapes.
Etape 1 : On prouve que la suite 7} (u,,) est uniformément bornée dans I'espace H{ (9).

0

Pour n fixé, on choisit 0 < ¢ < 1, et on prend (T1(u,) + £)? — & comme fonction test dans (4.9).

D’une part, en utilisant ’hypothése (4.2) et le fait que T3 (u,) < 1, on obtient

/M(x)Vun V ((T1(un) +2) — &%) = 9/M &)V, - VT (un)(Th (uy) + )71

> 9 |VT1 un
o) 420 (@18

29a7/|VT1(un)\2
1-0
(1+¢) 2

(T (un)+e)° )

D’autre part, en utilisant le fait que ¢ < % qui donne ot D)?

< 1, on obtient

+ /Mn (Ty(un) + ) —2) < Ifller) + (L +2)? | pallrr @)
_|_
Q Q (4.19)

<C(1+(1+¢)

En combinant (4.18) et (4.19), et en utilisant le fait que Ty (u,) < 1, on obtient

mlg)lo/IVTl(WlZ <C(1+(1+e)) (4.20)

Faisant tendre e vers 0 dans U'inégalité (4.20), on en déduit que la bornitude de la suite T (u,,) dans
I'espace Hi ().

Etape 2 : On prouve que la suite v, = G1(u,) est uniformément bornée dans I'espace VVO1 1(Q) pour
tout 1 < ¢ < % 11 suffit d’utiliser la méme technique que dans la preuve du lemme 2.2, En prenant
ty(vy,) comme fonction test avec v, a la place de u,,.

Etape 3 : Comme u,, = Gy (u,)+T1(uy) et les suites G (u,) et T (u,) sont uniformément bornées dans
Wy %(2) pour tout 1 < ¢ < -, alors la suite u, est également bornées dans W () pour tout
1<qg< %

[

4.4 Passage a la limite

En faisant tendre n vers 400 dans le probléme approché (4.9). Grace au lemme 4.3, la suite u,, est bornée

dans W,9(Q) qui est réflexif, donc il existe u € Wy'?(2) tel que u,, — u dans Wy*(2), & une sous-suite
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prés.

D’une part, Soit ¢ € C(Q2), comme u, — u dans W, (), alors

n——4oo

lim M(z)Vu, -V = /M(x)Vu - V. (4.21)
Q Q

D’autre part, comme Wy'?(€2) s’injecte de facon compacte dans L9(2), alors u, — u dans L9(Q), la
réciproque partielle de Lebesgue dominée implique que u, — u p.p. dans ).

De plus, Pour tout ¢ € C}(Q), la suite u,, satisfait la condition (4.16), alors

Jnp
(t + 1)

n

Cuw

Donc, en appliquent le théoréme de convergence dominée pour déduire que

n

lim f”ffl)g_ / Te  veeqyo) (4.22)
Q

n——+oo (un
Q
En utilisant le fait que la suite p,, converge faiblement vers p au sens des mesures, alors

lim pduy, = /god,u Y € C3(Q) (4.23)

n—-4oo
Q Q

En combinant (4.21), (4.23) et (4.22) , on obtient

/M(x)Vu'ch: {Ter/cpdu Vo € C3(9).
) %) )
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Conclusion

Dans ce mémoire de Master on a étudié 'existence et régularité de solutions pour quelques problémes
elliptiques semi-linéaires avec un terme d’ordre zéro ayant un comportement singulier. Une extension naturelle
de ce travail, est d’étudier ces problémes en remplacant 'opérateur linéaire Au = —div(M (z)Vu) par un
opérateur non linéaire de type Leray-lions, c’est a dire Au = —div(M (z,Vu)) od M : @ x R® — R"™ est

une fonction de Carathéodory satisfaisant pour presque partout = € €2, et pour tout &, £ € RV, avec & # ¢/,

M(z,€)¢ > alé|P, (4.24)
|M (2, )| < B [j(x) +£P71] (4.25)
[M(2,8) — M(2,8)] - [ — €] >0, (4.26)

avec j est une fonction positive appartient a LPI(Q), a > 0, et B > 0. Pour un exposé plus détaillé sur ce

sujet, voir [17] et [7].
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