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Résumé 

 

 
La convection est le processus de transfert thermique le plus rencontré dans les 

applications industrielles et ingénieries. Dans ce manuscrit, on a considéré le problème 

théorique d’écoulement en couche limite laminaire en régime permanant le long d’une 

aiguille fine verticale immergé dans un fluide visqueux avec présence de la MHD. Les 

équations différentielles partielles gouvernant l’écoulement ont été transformé en 

équations adimensionnelles. Ces équations sont transformées en équations différentielles 

ordinaires à l’aide des transformations de similarités, ensuite résolu sous des conditions 

aux limites bien définit en utilisant la routine BVP-4C de Matlab, qui, entre outre été 

reconnue pour être une technique très pratique pour la résolution de ce genre de 

problème. Des résultats ont été obtenus pour une très large gamme des paramètres 

gouvernants les différents phénomènes de cette étude, en l’occurrence, le nombre de 

Prandtl Pr, le paramètre de la convection mixte λ, le paramètre représentant l’épaisseur 

de l’aiguille a, le paramètre du champ magnétique M, le nombre d’Eckert Ec, le nombre de 

Schmidt Sc, le paramètre de sustentation N, le paramètre du mouvement Brownien Nb, le 

paramètre thermophoretique Nt, le nombre de Lewis Le, … 

Les résultats présentés dans cette étude sont de forme graphique et tabulaire 

représentant le comportement du coefficient de frottement mécanique, le taux de 

transfert thermique représenté par le nombre de Nusselt, le taux de transfert de masse 

représenté par le nombre de Sherwood, et bien évidement, le profil de vitesse, de 

température et de concentration.  Les résultats obtenus montrent que les caractéristiques 

de transferts thermique sont influencées d’une façon très significative par les paramètres 

cités précédemment.        

 

Mots clés : 

Transfert thermique ; transfert de masse ; Magnétohydrodynamique ; couche limite ; 

aiguille fine. 



Abstract 
 

 

 

 

Convection is the heat transfer process which is frequently encountered in 

environmental and engineering applications. In this study, the problems of steady laminar 

convection boundary layer flows over a thin vertical needle immersed in an 

incompressible and viscous fluid with presence of MHD, are theoretically considered. The 

dimensional partial differential equations governing the boundary layer flows are first 

transformed into nondimensional equations. These equations are transformed into 

ordinary differential equations using similarity transformations. Then, these transformed 

nonlinear systems of equations are solved using the bvp4c routine in Matlab, which has 

been found to be very suitable in dealing with this kind of problems. Numerical 

computations were carried out for various values of the dimensionless parameters of the 

problems, which include the Prandtl number Pr, the mixed convection parameter λ, the 

parameter a representing the needle size, the magnetic parameter M, the Eckert number 

Ec, the Schmidt number Sc, the sustentation parameter N, the Brownian motion 

parameter Nb, the thermophoresis parameter Nt, the Lewis number Le….  

The numerical results presented in this study are graphical and tabular, representing 

the behavior of the mechanical friction coefficient, the heat transfer rate represented by 

the Nusselt number, the mass transfer rate represented by the Sherwood number, and of 

course, the profile of speed, temperature and concentration profiles. The obtained results 

show that the flow and the thermal characteristics are significantly influenced by these 

parameters. 

 

 

Keywords: 

Heat transfer; Masse transfer; Magnetohydrodynamics; Boundary layer; Thin needle; 

Convection. 



Nomenclature 

 

Lettres latines : 

B Intensité d’un champ magnétique   

C Concentration moléculaire  [Sans dimension] 

Cw Concentration à la paroi  [Sans dimension] 

C∞ Concentration à l’infini  [Sans dimension] 

Cp Capacité calorifique d’un fluide   

D Coefficient de diffusion massique   

Ec Nombre d’Eckert [Sans dimension] 

F Forces externes  [N] 

f Fonction de courant relative à la vitesse [Sans dimension] 

Fp Force de pesanteur  [N] 

g Accélération de la pesanteur  [m.s-2] 

Gr Nombre de Grashof  

GrT Nombre de Grashof thermique   

GrC Nombre de Grashof massique   

h Enthalpie spécifique du fluide  

k Conductivité thermique  [W. (m.K)-1] 

Keff Conductivité thermique effective  [W. (m.K)-1] 

L Longueur caractéristique  [m] 

Le Nombre de Lewis  [Sans dimension] 

m Masse caractéristique  [kg] 

M Paramètre du champ magnétique  [Sans dimension] 

N Paramètre de sustentation  [Sans dimension] 



Nr Ratio de flottabilité nanofluide [Sans dimension] 

Nb Paramètre du mouvement Brownien  [Sans dimension] 

Nt Paramètre thermophorèse  [Sans dimension] 

Nu Nombre de Nusselt [Sans dimension] 

P Pression  [N.m-2] 

Pr Nombre de Prandtl (ν/α) [Sans dimension] 

q Densité de flux de chaleur  [W.m-2] 

Q Therme Source    

Re Nombre de Reynolds (UL/ν) [Sans dimension] 

S Volume spécifique du fluide  

Sh Therme source d’enthalpie  

Sc Nombre de Schmidt (ν/D) [Sans dimension] 

Sh Nombre de Sherwood [Sans dimension] 

t Temps  [s] 

T Température  [K] 

Tw Composante de la température à la paroi  [K] 

T∞ Composante de la température à l’infini  [K] 

U, V Vitesse caractéristique  [m.s-1] 

u Composante de vitesse selon x  [m.s-1] 

u∞ Composante de la vitesse à l’infini  [m.s-1] 

v Composante de vitesse selon r  [m.s-1] 

 

SYMBOLES GRECQUES : 

α Diffusivité thermique d’un fluide 

β Coefficient d’expansion thermique  



β * Coefficient d’expansion thermique due à la concentration   

δ Epaisseur de la couche limite dynamique 

δT Epaisseur de la couche limite thermique  

λ Nombre de Richardson (paramètre de convection mixte) 

θ Température adimensionnelle 

Ψ Fonction de courant 

η Cordonnée adimensionnel   

μ Viscosité dynamique  

ν Viscosité cinématique  

ρ La masse volumique [kg.m-3] 

ρ∞ Masse volumique du fluide à l’infini [kg/m3] 

σ Conductivité électrique  

τ Tenseur de contraintes  

ϕ Concentration adimensionnelle 

 

 

INDICES ET SYMBOLES INFERIEURS : 

∞ Désigne les grandeurs à l’infini   

w Désigne les grandeurs à la parois 

eff Désigne des grandeurs effectifs  

 
INDICES ET SYMBOLES SUPERIEURS : 

* Désigne les grandeurs spécifique    

‘ Désigne le degré de la dérivée   
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Chapitre	I		

Introduction	Générale		

I.1. Le transfert thermique  

Le	transfert	thermique	est	une	branche	de	la	physique	relative	à	l’une	des	formes	les	

plus	 usuelles	 de	 l’énergie	:	 la	 chaleur.	 Elle	 traite	 de	 tous	 les	 phénomènes	 liés	 à	 son	

transfert,	 entre	 milieux	 matériels	 ou	 en	 leur	 sein,	 sous	 l’action	 de	 différences	 de	

température1.	

‘’Une définition proposée en 1980 dans un document édité par le GUT’’.  

C’est	 une	 science	 qui	 intègre	 naturellement	 les	 interactions	 et	 les	 couplages	 entre	

mécanismes	 de	 transfert	 de	 chaleur	 d’une	 part	 et	 phénomènes	 étudiés	 dans	 d’autres	

champs	disciplinaires	d’autre	part.	On	peut	citer	notamment	la	mécanique	des	fluides	et	

des	solides,	le	génie	des	procédés	et	la	chimie1.		

I.2. Les modes de transfert thermique  

I.2.1. La conduction  

Le	 transport	 de	 chaleur	 dans	 des	 corps	 solides	 est	 limité	 à	 un	 mécanisme	 :	 la	

conduction,	 également	 appelée	 diffusion	 de	 chaleur.	 Dans	 un	 solide,	 il	 n'y	 a	 pas	 de	

mouvement	 en	 vrac	 de	 matière	 et	 la	 chaleur	 est	 transférée	 par	 un	 mouvement	

                                                           
1 Pour rédiger cette partie, nous nous somme servis de la référence [1].   
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moléculaire	aléatoire.	La	loi	de	Fourier	le	décrit.	Dans	un	système	unidimensionnel	avec	

flux	de	chaleur	dans	la	direction	x,	il	prend	la	forme2	:	

 
�� = −�

��

��
 

	

(I.1)	

 

qx	est	 la	densité	de	 flux	de	chaleur	[W/m2],	k	 la	conductivité	 thermique	[W/m.K]	du	

solide	et	∂T/∂x	le	gradient	de	température	[K/m].	Le	signe	moins	apparaît	parce	que	le	

flux	de	chaleur	est	défini	comme	positif	lorsqu'il	se	produit	d'une	région	de	température	

plus	élevée	à	une	température	inférieure2.		

I.2.2. La convection  

La	conduction	est	également	présente	dans	les	fluides,	mais	ici,	il	existe	un	transfert	

de	 chaleur	 supplémentaire	 en	 raison	 du	 mouvement	 massique	 ou	 macroscopique	 du	

fluide,	appelé	convection.	Le	transfert	de	chaleur	entre	un	corps	solide	et	un	 fluide	est	

très	complexe	pour	le	décrire	exactement	de	façon	théorique.	Pour	les	calculs	pratiques,	

on	 utilise	 un	 coefficient	 de	 transfert	 de	 chaleur	 convectif,	 hc.	 La	 densité	 du	 flux	 de	

chaleur	est	ensuite	écrite	comme2 :	

 � = −ℎ
(�� − �
) (I.2)	

 

Ts	est	 la	température	de	surface	locale	du	solide	et	T∞	 la	température	dans	le	fluide	

"loin	de	la	surface"	(c'est-à-dire	à	l'extérieur	de	la	couche	limite),	également	appelée	la	

température	globale	du	fluide².	Le	coefficient	de	transfert	de	chaleur	par	convection	est	

une	 quantité	 complexe	 et	 variable,	 en	 fonction	 de	 la	 géométrie	 de	 surface,	 des	

caractéristiques	du	flux	et	des	propriétés	physiques	du	fluide.	Ce	n'est	pas	une	propriété	

matérielle	comme	par	 exemple	 la	conductivité	 thermique.	Les	études	théoriques	et	 les	

expériences	pratiques	déterminent	sa	valeur.	

I.2.3. Le rayonnement  

Toute	matière	à	des	températures	supérieures	à	0°K	émet	de	l'énergie	thermique	par	

des	 ondes	 électromagnétiques,	 appelées	 rayonnements.	 Il	 s'agit	 d'un	 mécanisme	

fortement	dépendant	de	la	température,	comme	prescrit	par	la	loi	Stefan-Boltzmann3	:	

 ���� = ���

� (I.3)	

 

Ts	est	la	température	de	surface	du	matériau	et	σ	la	constante	de	Stefan-Boltzmann	(=	

5.67⋅10-8	W/m2K4).	ε	est	l'émissivité	totale,	une	propriété	radiative	de	la	surface	avec	des	

valeurs	 comprises	 entre	 0	 ≤ε	 ≤1.	 Cela	 dépend	 du	 matériel	 et	 finition	 de	 la	 surface.	

Souvent,	 il	 y	 a	 le	 problème	 de	 l'échange	 radiatif	 entre	 deux	 ou	 plusieurs	 surfaces.	 Un	

                                                           
2 Pour rédiger cette partie, nous nous somme inspirer de la référence [2].   
3 Pour rédiger cette partie, nous nous somme inspirer de la référence [1].   
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corps	concave,	par	exemple,	peut	échanger	des	rayonnements	avec	lui-même.	De	telles	

caractéristiques	géométriques	sont	prises	en	compte	par	l'utilisation	de	facteurs	de	vue	

(également	appelés	facteurs	de	configuration	ou	de	forme).	Le	calcul	de	ceux-ci	peut	être	

assez	complexe.	Lorsque	le	rayonnement	et	la	convection	se	produisent	simultanément	

à	une	surface,	il	peut	être	commode	d'exprimer	le	rayonnement	en	termes	de	coefficient	

de	transfert	de	chaleur	radiatif.	En	ignorant	les	facteurs	de	vue	possibles,	cela	est	décrit	

comme4 :	

 ℎ� = ��(�� + ��)(��
� + ��

�) (I.4)	

 

I.2.4. Le transfert thermique conjugué  

Le	 transfert	 thermique	 conjugué	 est	 la	 combinaison	 de	 deux	 ou	 trois	 modes	 de	

transferts	 de	 chaleur	 se	 déroulant	 simultanément.	 Il	 s'agit	 d'un	 champ	 complexe	 dans	

l'assemblage	transfert	thermique	solide	à	solide,	fluide	à	fluide,	solide	à	fluide	et	fluide	à	

solide5.	La	convection	mixte	n’entre	pas	dans	cette	catégorie	car	le	transfert	se	déroule	

dans	un	seul	et	même	mode	en	l’occurrence,	la	convection.		

I.3. Transferts convectifs  

I.3.1. Convection naturelle 

On	 appelle	 convection	 les	 mouvements	 de	 circulation	 présents	 au	 sein	 des	 fluides	

(liquides	 ou	 gaz).	 Lorsque	 ces	 mouvements	 sont	 occasionnés	par	 des	 forces	 agissant	à	

l’intérieur	des	fluides,	on	parle	de	convection	naturelle.	Ces	forces	sont	le	plus	souvent	

les	 forces	 de	 pression	 (poussée	 d’Archimède)	 et	 de	 gravité,	 mais	 parfois,	 la	 source	

dominante	 des	 mouvements	 convectifs	 peut	 être	 la	 tension	 superficielle	 ou	 un	 champ	

électromagnétique.	 La	 présence	 de	 ces	 mouvements	 améliore	 le	 transfert	 de	 chaleur	

entre	une	surface	solide	et	le	fluide.	La	convection	est	généralement	la	forme	dominante	

du	transfert	thermique	dans	les	liquides	et	les	gaz	[3].		

La	situation	où	la	couche	fluide	est	sans	mouvement	et	stratifiée	horizontalement	en	

température	 correspond	 à	 un	 état	 d'équilibre	 dynamique	 :	 on	 parle	 de	 stratification	

stable.	 Il	 y	 a	 apparition	 de	 la	 convection	 quand	 il	 y	 a	 rupture	 de	 cet	 équilibre	 :	 la	

stratification	devient	instable	et	des	déplacements	spontanés	de	matière	apparaissent	à	

l'échelle	macroscopique. Une	perturbation	de	 l'état	stable	peut	être	représentée	par	 le	

déplacement	d'un	volume	élémentaire	de	fluide	chaud	vers	les	couches	les	plus	froides.	

La	 particule	 chaude,	 en	 pénétrant	 dans	 cette	 région,	 se	 retrouve	 dans	 un	 milieu	 de	

densité	 moyenne	 supérieure	 ;	 elle	 est	 donc	 soumise	 à	 la	 résultante	 de	 la	 poussée	

d’Archimède,	dirigée	vers	le	haut,	et	du	poids.	Cependant,	en	même	temps,	deux	facteurs	

s'opposent	à	l'ascension	de	la	particule	:	tout	d'abord,	la	force	de	traînée	visqueuse	qui	

                                                           
4 Pour rédiger cette partie, nous nous somme inspirer des références [2] et [3].   
5 Pour rédiger cette partie, nous nous somme inspirer de la référence [1].   



Chapitre I : Introduction Générale  
 

4 

 

freine	 le	 déplacement	 et,	 d'autre	 part,	 la	 diffusion	 de	 la	 chaleur	 de	 la	 particule	 chaude	

vers	le	milieu	environnant,	qui	tend	à	annuler	tout	gradient	de	température.	Donc,	si	la	

poussée	d'Archimède	arrive	à	vaincre	les	effets	dissipatifs	de	la	traînée	visqueuse	et	de	

la	diffusion	de	la	chaleur,	la	convection	naturelle	apparaît	[3].	

I.3.2. Convection forcée  

Le	 transfert	 de	 chaleur	 par	 convection	 est	 divisé	 en	 deux	 catégories	 :	 convection	

naturel	 (ou	 Libre)	 et	 convection	 forcée.	 Cette	 dernière	 est	 un	 mécanisme,	 ou	 bien	 un	

type	 de	 transfert	 thermique,	 en	 quel,	 le	 mouvement	 du	 fluide	 est	 généré	 par	 une	

différence	de	pression	imposée	de	l'extérieur	par	exemple	:	une	pompe,	un	ventilateur,	

un	dispositif	d'aspiration…etc.	

I.3.3. Convection mixte  

Dans	le	cas	de	la	convection	forcée,	le	mouvement	est	induit	par	une	source	externe	:	

une	 pompe,	 ou	 le	 déplacement	 d’un	 objet	 dans	 le	 fluide	 par	 exemple.	 Quand	 les	

mouvements	 convectifs	 ont	 pour	 origine	 à	 la	 fois	 des	 sources	 internes	 et	 externes,	 on	

parle	de	convection mixte [2].	Celle-ci	se	produit	lorsque	les	forces	de	flottabilité,	inertiel	

et	à	proximité	de	 la	paroi	ont	de	 forts	effets	sur	 le	 transfert	de	chaleur	par	convection	

forcée.	 Les	 effets	 de	 flottabilité	 deviennent	 fondamentalement	 importants	 dans	 la	

convection	 forcée	 lorsque	 la	 vitesse	 du	 fluide	 est	 relativement	 faible	 ou	 lorsque	 la	

différence	 de	 température	 entre	 la	 paroi	 et	 le	 flux	 libre	 est	 importante.	 Dans	 ces	

conditions,	 le	gradient	de	densité	généré	par	la	différence	de	température	responsable	

des	effets	de	convection	de	la	flottabilité	doit	être	pris	en	considération.	Il	est	également	

important	 d'analyser	 le	 cas	 de	 la	 convection	 mixte,	 lorsque	 l'ordre	 de	 grandeur	 de	 la	

convection	forcée	et	la	convection	naturelle	sont	égaux	[1].	Le	flux	de	convection	mixte	

se	produit	dans	de	nombreuses	applications	industrielles	et	technologiques	qui	incluent	

les	 réacteurs	 nucléaires	 refroidis	 lors	 d'un	 arrêt	 d'urgence,	 des	 récepteurs	 centrales	

solaires	 exposés	 aux	 courants	 de	 vent	 et	 des	 échangeurs	 de	 chaleur	 placés	 dans	 des	

environnements	à	faible	vitesse.	

I.4. Aiguilles fines  

C’est	 la	partie	solide	du	domaine	physique	de	cette	étude.	Par	définition	ce	sont	des	

corps	 de	 révolution	 dont	 le	 diamètre	 est	 du	 même	 ordre	 que	 la	 couche	 limite	 qui	 se	

développe	 lors	 d’un	 écoulement	 de	 fluides	 [4].	 On	 peut	 distinguer	 deux	 sortes	

d’aiguilles,	aiguilles	pleines	et	aiguilles	creuses.	Dans	ce	manuscrit,	l’étude	va	se	limiter	

sur	 l’aspect	 externe	 du	 domaine	 d’étude	 autrement	 dit,	 le	 contact	 extérieur	 aiguilles-

fluide,	 entre-autre,	 les	 phénomènes	 de	 transport	 convectif	 lié	 à	 différentes	 conditions	

externes	seront	abordés.		
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L’étude	 des	 aiguilles	 fines	 font	 très	 peu	 d’apparition	 dans	 la	 littérature	 en	

comparaison	avec	les	cylindres	circulaire.	On	peut	l’attribuer	à	la	simplicité	géométrique	

des	cylindres	par	rapports	aux	aiguilles.	

Les	phénomènes	de	transports	 liés	aux	aiguilles	 fines	et	cylindres	sont	 très	souvent	

utilisées	dans	diverses	domaines	et	procédés	industrielle.		

I.5. Applications des aiguilles fines  

I.5.a. Domaine médical et pharmaceutique  

Les	aiguilles	fines	ont	une	large	utilisation	dans	ces	domaines,	à	titre	d’exemple	:	 les	

aiguilles	 thermiquement	 isolées	 pour	 application	 dermatologique,	 en	 vue	 de	 l'isolation	

thermique	active	d'une	Cryo-aiguilles	ou	d'une	aiguille	d'hyperthermie,	de	préférence,	le	

dispositif	comporte	une	aiguille	pour	transmettre	de	la	chaleur	ou	du	froid,	entourée	par	

une	 gaine	 qui	 fournit	 une	 température	 opposée	 et	 protéger	 la	 peau	 environnante.	

Aiguilles	hypodermiques,	des	aiguilles	de	biopsie	utilisées	pour	extraire	le	tissu. 

Acupuncture chinoise  

Originaire	 de	 la	 Chine	 ancienne,	 l'acupuncture	 à	 l'aide	 d'aiguilles	 a	 été	 développée	

pendant	des	milliers	d'années	et	a	attiré	l'attention	pour	ses	remèdes	médicaux,	tels	que	

le	 soulagement	 des	 douleurs	 et	 le	 traitement	 des	 maladies	 chroniques.	 Le	 transfert	 de	

chaleur	 à	 travers	 les	 aiguilles	 pourrait	 avoir	 des	 effets	 sur	 le	 biomécanisme	 de	

l'acupuncture.	Le	transfert	de	chaleur	par	une	telle	aiguille	est	significatif	par	rapport	à	

la	 consommation	 naturelle	 d'énergie	 corporelle	 sur	 une	 gamme	 de	 températures	

ambiantes.	Le	mécanisme	par	lequel	la	chaleur	s'écoule	dans	ou	hors	du	corps	à	travers	

les	aiguilles	peut	être	crucial	dans	l'efficacité	corrective	de	l'acupuncture	[5].	

Médecine modèrne  

On	 constate	 l’utilisation	 des	 aiguille	 fines	 dans	 diverses	 procédées	 médicals	

modèrnes,	 parmi	 ces	 procédées,	 la	 robotique	 médicale,	 cette	 dérnière	 a	 gagné	 en	

popularité	au	cours	de	la	dernière	décennie.	En	effet,	les	chirurgiens	du	monde	utilisent	

des	manipulateurs	pour	effectuer	des	interventions	chirurgicales.	Le	développement	de	

ces	procédures	est	motivé	et	amélioré	en	raison	de	l'avancement	rapide	des	procédures	

peu	invasives.	Les	systèmes	automatisés	et	télé-opérés	peuvent	améliorer	la	sécurité	et	

l'efficacité	 des	 interventions	 chirurgicales	 en	 améliorant	 la	 visualisation,	 en	 diminuant	

les	saignements	et	les	taux	de	transfusion	et	en	accélérant	la	récupération	[6]	.		

De	nombreuses	pratiques	cliniques	impliquent	des	insertions	d'aiguilles	percutanées.	

Les	 procédures	 percutanées	 minimalement	 invasives	 incluent	 des	 biopsies	 et	 la	

brachythérapie,	 mais	 l'insertion	 d'aiguille	 est	 également	 utilisée	 pour	 des	 procédures	

telles	que	l'échantillonnage	sanguin,	la	neurochirurgie	et	d'autres.	Dans	ces	procédures,	
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une	 ou	 plusieurs	 aiguilles	 pénètrent	 dans	 le	 corps	 du	 patient	 pour	 atteindre	 la	 cible	

prévue	[6].	

	

Les robots chirurgicaux  

Les	chirurgiens	qui	traitent	le	cancer	du	cerveau	sont	confrontés	à	un	dilème	:	soit	ils	

capturent	 des	 images	 ultra-haute	 résolution	 de	 la	 tumeur	 en	 utilisant	 l'imagerie	 par	

résonance	 magnétique	 (IRM)	 ou	 ils	 utilisent	 des	 outils	 chirurgicaux	 ultra	 précis	 pour	

éliminer	 la	 tumeur.	 Aujourd'hui,	 tout	 ça	 est	 possible	 à	 l’aide	 de	 robots	 chirurgicaux	

conçu	pour	être	utilisé	à	l'intérieur	d'une	machine	à	imagerie	magnétique	[7]		

 

 

Figure I.1. Piezo Motors Power MRI Robot [7] 



Chapitre I : Introduction Générale  
 

7 

 

 

Figure I.2. Configuration expérimentale d’une insertion sur un foie [7] 

I.5.b. Domaines industrielles et ingénierie  

On	trouve	les	aiguilles	fines	dans	les	process	industrielles	tell	que,	le	refroidissement	

des	machines	rotatives,	désignes	des	composants	des	échangeurs	thermiques,	les	sondes	

thermiques,	 forage	 pétroliers…etc.	 La	 combinaison	 de	 la	 convection	 libre	 et	 forcée	

(convection	 mixte)	 se	 rencontre	 dans	 de	 nombreuses	 applications	 industrielles	 et	

technologiques	telles	que	les	réacteurs	nucléaires	refroidi	pendant	 l'arrêt	d'urgence,	 le	

récepteur	 central	 solaire	 exposé	 au	 courant	 du	 vent	 et	 échangeurs	 de	 chaleur	 placés	

dans	des	environnements	à	faible	vitesse	etc.	Par	la	suite,	nous	allons	aborder	quelques	

exemples	d’application	des	aiguilles	fines.	

Les	 flux	convectifs	sur	 les	corps	en	 forme	cylindrique	sont	souvent	rencontrés	dans	

de	 nombreuses	 applications	 d'ingénierie	 thermique	 telles	 que	 le	 refroidissement	 des	

machines	 tournantes,	 la	 conception	 des	 échangeurs	 de	 chaleur	 rotatif,	 le	 séchage	 du	

papier,	 etc.	 Afin	 de	 bien	 encadré	 le	 sujet,	 nous	 allons	 aborder	 ici	 quelques	 exemples	

d’applications.	

Sonde à aiguille thermique  

La	 sonde	 des	 appareils	 de	 mesure,	 comme	 un	 anémomètre	 à	 fil	 chaud	 ou	 un	

thermocouple	blindé,	est	souvent	un	fil	ou	une	aiguille	très	mince	
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Figure I.3. Sonde TP02 [8]. 

La	 sonde	 à	 aiguille	 fine	 est	 couramment	 utilisée	 pour	 déterminer	 la	 conductivité	

thermique	de	matériaux	à	distance	tels	que	 fluides,	grains,	sols…etc.	La	technologie	de	

sonde	à	aiguille	simple	réduit	l'erreur	de	l'utilisateur.	C'est	un	appareil	portatif	qui	peut	

être	utilisé	dans	des	environnements	entretenus	à	différentes	températures	ambiantes.	

Les	effets	sur	la	mesure	de	la	conductivité	thermique	à	l'aide	d’une	sonde	peuvent	être	

négligeables	si	l'instrument	et	la	procédure	de	mesure	sont	correctement	conçus.	

L’aiguille	 schématisée	 sur	 la	 figure	 I.3	 représente	 une	 sonde	 de	 type	 TP02	 produite	

par	Hukseflux	Thermal	Sensors	en	2003.	Ces	dimensions	sont	comme	suit	:	150	mm	de	

longueur	et	1.5	mm	de	diamètre,	et	enferme	un	fil	de	chauffage	de	100	mm	de	long	avec	

un	thermocouple	situé	à	mi-chemin	le	long	de	ce	réchauffeur	mesurant	la	température.	

Le	dispositive	est	utiliser	pour	mesurer	les	caractéristiques	thermiques	du	sol	[8].				

Aiguilles et cylindres dans les opérations de forage pétrolier  

a. Diagraphie  

Une	diagraphie	(anciennement	dénommée	un	carottage	électrique,	et	en	anglais	well	

log)	 consiste	 à	 mesurer,	 à	 l'aide	 de	 différentes	 sondes,	 les	 caractéristiques	 des	 roches	

traversées	 lors	 d'un	 forage.	 D'une	 manière	 générale,	 on	 appelle	 diagraphie	 tout	

enregistrement,	 en	 fonction	 de	 la	 profondeur,	 d'une	 caractéristique	 d'une	 formation	

géologique	traversée	par	un	sondage	[9].	
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Figure 4. Outil de diagraphie de font [10] 

Une	diagraphie	instantanée	enregistre	les	caractéristiques	de	la	formation	pendant	le	

forage	(logging	while	drilling	soit	LWD)	tandis	qu'une	diagraphie	différée	détermine	les	

caractéristiques	de	la	formation	après	le	forage,	la	garniture	de	forage	ayant	été	retirée	

du	 puits.	 Les	 outils	 de	 mesures	 sont	 alors	 connectés	 à	 un	 câble	 électrique	 (Wire	 line	

logging)	 et	 descendus	 dans	 le	 sondage	 (avant	 tubage),	 la	 stabilité	 étant	 assurée	 par	 le	

fluide	de	forage	[9].	

La	 profondeur	 mesurée	 du	 câble	 peut	 être	 dérivée	 à	 partir	 d'un	 certain	 nombre	 de	

mesures	 différentes,	 mais	 généralement	 soit	enregistrée	 en	 fonction	d'un	 compteur	 de	

roue	 calibré,	 soit	 (plus	 précisément)	 en	 utilisant	 des	 marques	 magnétiques	 qui	

fournissent	 des	 incréments	 calibrés	 de	 longueur	 de	 câble.	 Les	 mesures	 effectuées	

doivent	ensuite	être	corrigées	pour	l'élasticité	élastique	et	la	température.	[11] 

b. Garniture de forage  

La	 garniture	 de	 forage	 (drill	 stem	 ou	 drill	 string),	 appelée	 aussi	 train	 de	 sonde	 ou	

assemblage	 de	 fond,	 est	 un	 arbre	 reliant	 l’outil	 travaillant	 au	 fond	 du	 puits	 avec	

l’équipement	 de	 surface,	 c’est	 donc	 le	 moyen	 de	 liaison	 entre	 le	 fond	 et	 la	 surface.	

Fonctions	 de	 la	 garniture	 de	 forage	 :	 Transmettre	 à	 l’outil	 le	 mouvement	 de	 rotation	

fournit	par	 la	table	de	rotation.	Transmettre	le	poids	sur	l’outil	essentiellement	par	 les	

masse-tiges.	Transmettre	l’énergie	hydraulique	dans	un	turboforage	(quand	on	travaille	

avec	un	moteur	de	fond)	[10].	
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Figure I.5. Outil de nettoyage de font [10] 

I.5.c. Avancées technologique  

Des éléctrodes pour analyser le cerveau humain  

Les	ingénieurs	ont	développé	des	électrodes	à	aiguille	extrêmement	petites	capables	

de	 sonder	 les	 circuits	 complexes	 du	 cerveau.	 Les	 électrodes	 à	 aiguille	 de	 5	 μm	

permettent	 l'enregistrement	 in	 vivo	 des	 signaux	 cérébraux	 ;	 et	 la	 technologie	 pourrait	

aider	à	accélérer	le	développement	d'une	interface	cerveau-machine	[12].	

Les	réseaux	complexes	de	neurones	dans	le	cerveau	humain	nécessitent	une	certaine	

finesse.	C'est	pourquoi	la	technologie	des	aiguilles	avec	des	diamètres	inférieurs	à	10	μm	

est	 nécessaire,	 car	 des	aiguilles	 plus	 grandes	 risquent	 d'endommager	 le	 tissu	 cérébral.	

Le	 substrat	 du	 dispositif	 devrait	 également	 être	 minimisé,	 à	 la	 fois	 pour	 réduire	 les	

dommages	ainsi	que	pour	améliorer	l'accessibilité	de	l'électrode	dans	le	cerveau	[12].	

 

Figure I.6. L'électrode à aiguille de 5 μm est montée sur un connecteur. L'aiguille a une longueur de 160 um. (Image 

provenance de l'Université de Technologie de Toyohashi) [12]. 

I.5.d. Autres domaines d’applications  

On	 trouve	 aussi	 l’application	 des	 aiguilles	 fines	 dans	 le	 démarrage	 d’un	 réacteur	

chimique	 et	 refroidissement	 d’urgence	 d’un	 élément	 de	 combustible	 nucléaire,	 aussi	

dans	 les	 échangeurs	 de	 chaleurs,	 les	 centraux	 solaires,	 dans	 l’industrie	 textiles,	
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l’industrie	 des	 fibres	 et	 polymères,	 les	 filaments	 chauds,	 le	 refroidissement	 des	

équipements	électriques…etc.				

I.6. Magnétohydrodynamique   

La	 magnétohydrodynamique	 (MHD)	 est	 une	 branche	 de	 la	 physique	 consacrée	 à	

l'étude	des	mouvements	des	fluides	conducteurs	de	l'électricité	en	présence	de	champs	

magnétiques.	Elle	s'applique	aux	métaux	liquides	(mercure,	métaux	alcalins	fondus),	aux	

gaz	faiblement	ionisés	et	aux	plasmas	[13].	

Lorsqu'un	 fluide	 conducteur	 se	 déplace	 dans	 un	 champ	 magnétique,	 il	 est	 le	 siège	

d'un	 champ	 électrique	 qui	 y	 produit	 des	 courants	 électriques	 ;	 ceux-ci	 modifient	 le	

champ	magnétique	initial	;	d'autre	part,	les	forces	de	Laplace	appliquées	à	la	matière	le	

long	 des	 lignes	 de	 courant	 modifient	 le	 mouvement	 du	 fluide.	 Ainsi	 apparaît	 une	

interaction	des	effets	électromagnétiques	et	hydrodynamiques	qui	constitue	le	domaine	

d'étude	de	la	M.H.D.	L'importance	de	l'interaction	est	caractérisée	par	un	nombre	sans	

dimension	 RM	 appelé	 nombre	 de	 Reynolds	 magnétique	 ;	 RM	 est	 proportionnel	 à	 la	

conductivité	 électrique	 du	 fluide,	 à	 sa	 vitesse	 et	 aux	 dimensions	 de	 l'écoulement.	

L'interaction	 est	 généralement	 faible	 (RM	 <	 1)	 dans	 les	 métaux	 liquides	 et	 les	 gaz	

faiblement	ionisés	et	forte	(RM	>	1)	dans	les	plasmas	[13].	

I.7. Notion générale la nanotechnologie  

La	nanotechnologie	a	été	largement	utilisé	dans	l'industrie	à	partir	de	matériaux	avec	

des	 tailles	 de	 l’ordre	 nanométrique	 possèdent	 des	 propriétés	 physiques	 et	 chimiques	

uniques.	Elle	vise	à	la	manipulation	de	la	structure	de	la	matière	au	niveau	moléculaire	

dans	 le	 but	 de	 l'innovation	 dans	 tous	 les	 secteurs	 et	 de	 l'effort	 public,	 y	 compris	 les	

sciences	 physiques,	 l'électronique	 de	 refroidissement,	 la	 biologie,	 les	 transports,	

l'environnement	et	la	sécurité	nationale	[14].	

I.7.1. Les nanofluides  

Le	transfert	de	chaleur	classique	des	fluides	à	faible	conductivité	thermique	tels	que	

l'eau,	 l'huile	 et	 le	 mélange	 d'éthylène	 glycol	 est	 une	 limitation	 importante	 dans	

l'amélioration	 de	 la	 performance	 et	 de	 la	 compacité	 de	 ces	 équipements	 d'ingénierie.	

Pour	 remédier	 à	 cet	 inconvénient,	 il	 existe	 une	 forte	 motivation	 pour	 développer	 des	

avancées	de	transferts	thermiques	de	fluides	ayant	une	conductivité	sensiblement	plus	

élevée,	 de	 façon	 à	 ajouter	 de	 petites	 particules	 solides	 dans	 le	 fluide.	 Les	 particules	

micrométriques	 ou	 même	 millimétrique	 sont	 utilisées.	 Ces	 particules	 ont	 causé	

plusieurs	 problèmes	 tels	 que	 l'abrasion,	 le	 colmatage	 et	 la	 chute	 de	 pression.	 En	

améliorant	 la	 technologie	pour	 fabriquer	des	 particules	de	dimensions	nanométriques,	

une	 nouvelle	 génération	 de	 mélanges	 solides	 -	 liquides	 appelé	 nano	 fluide,	 est	 apparu	

[14].	
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I.7.2. Applications des nanofluides  

Les	nanofluides	ont	suscité	un	énorme	intérêt	pour	les	chercheurs	en	raison	de	leur	

potentiel	d'échange	de	chaleur	élevé,	entraînant	peu	ou	pas	de	pénalité	dans	la	chute	de	

pression.	

Les	 nanofluide	 de	 Casson	 dans	 des	 géométries	 cylindriques	 ont	 une	 application	

importante	 dans	 le	 flux	 sanguin.	 Les	 mathématiciens	 ainsi	 que	 le	 chercheur	 médical	

travaillent	largement	sur	le	modèle	de	nanofluides	de	Casson	[14].	
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Chapitre	II		

Etude	Bibliographique	

II.1. Introduction  

Ce	chapitre	de	thèse	s’attardera	sur	l’état	de	l’art	non	exhaustif	des	recherches	menées	
sur	 le	 thème	 des	 phénomènes	 de	 transports	 convectifs	 en	 couche	 limite	 dans	 des	 cas	
similaires	au	cas	présent,	ainsi	que	des	résumés	sélectifs	de	quelques	modèles	étudié	avec	
résultats.	 Ceci	 permettra	 d’obtenir	 une	 plateforme	 de	 départ,	 un	 socle,	 ainsi	 de	 voir,	
analyser	et	tracer	 les	différents	axes	et	perspectives	de	recherches	qui	s’ouvre	dans	ce	
domaine.				

De	nombreuses	études	sur	les	phénomènes	de	transports	convectifs	autour	des	corps	
de	 révolution	 tell	 que	 les	 cylindres	 et	 les	 aiguilles	 fines	 ont	 été	menées	 ces	 dernières	
années.	La	plupart	d’entre	elles,	sont	des	études	théoriques.	Pour	une	vue	générale,	on	
peut	se	reporter	utilement	sur	 la	 littérature	abondante	sur	ce	sujet	et	spécialement	les	
publications	de	revues.	

II.2. Histoire du transfert de chaleur  

Les	anciens	voyaient	la	chaleur	comme	étant	un	rapport	direct	au	feu.	Heraclitus1	vers	
500	av.	J-C.	a	conclu	que	le	feu,	la	terre	et	l'eau	étaient	les	trois	composantes	principales	
de	la	nature.	Parmi	ces	éléments,	le	feu	était	le	composant	clé	qui	contrôlait	et	modifiait	
les	autres.	Heraclitus1	a	conclu	que	tout	était	un	‘’échange de feu’’.	Au	11ème	siècle	après	

                                                           
1 Philosophe grec de la fin du 6ème siècle av. J-C, natif de la cité d’Ephèse [154].  
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JC,	Abu	Rayhan	Biruni2	a	expliqué	que	le	mouvement	et	la	friction	étaient	les	causes	de	la	
chaleur.	 Au	 13ème	 siècle,	 Abd	 Allah	 Baydawi3	 a	 décrit	 deux	 causes	 possibles	 de	 la	
génération	de	chaleur.	Il	a	aussi	dit	que	la	chaleur	naturelle	était	la	chaleur	d'un	atome	
brisé	et	que	la	chaleur	pourrait	résulter	d'un	changement	de	mouvement	[15].	

Vers	1600,	Francis	Bacon4	conclut	que	la	chaleur	elle-même	était	un	mouvement	et	rien	
d'autre.	Au	milieu	du	17ème	siècle,	Robert	Hooke5	a	déclaré	que	la	chaleur	n'était	qu'une	
agitation	vivante	et	violente	des	éléments	d'un	corps.	En	1761,	Joseph	Black6	a	formulé	
une	théorie	de	 la	chaleur	 latente	et	a	démontré	que	différents	corps	ont	 leurs	propres	
chaleurs	spécifiques.	En	1797,	Sir	Benjamin	Thompson7	a	utilisé	la	friction	pour	convertir	
le	travail	en	chaleur.	En	1783,	Lavoisier8	a	montré	le	rôle	de	l'oxygène	dans	la	combustion	
et	a	proposé	la	théorie	calorique.	En	1824,	Sadi	Carnot9	a	déclaré	que	la	production	de	la	
force	motrice	était	due	au	transfert	d’un	corps	chaud	à	un	corps	froid.	En	1738,	Daniel	
Bernoulli10	a	développé	l'énergie	cinétique	des	gaz	et	a	proposé	que	les	gaz	contenant	des	
molécules	 se	 déplacent	 dans	 toutes	 les	 directions	 et,	 par	 conséquent,	 la	 pression	 se	
développe.	L'énergie	interne	d'une	substance	était	la	somme	arithmétique	de	la	cinétique	
de	chaque	molécule,	et	le	transfert	de	chaleur	s'effectue	de	régions	plus	énergétiques	à	
moins	énergétiques	[15].	

Joule11	 et	Mayer12	 ont	 déclaré	 que	 la	 chaleur	 et	 le	 travail	 étaient	 les	mêmes	 types	
d'énergie	 conduisant	 au	 principe	 de	 la	 conservation	 de	 l'énergie	 mentionné	 par	 H.	
Helmholtz	en	1847.	En	1850,	Clausius13	a	déclaré	que	la	théorie	calorique	pourrait	être	
incorporée	 à	 la	 théorie	 cinétique	 avec	 la	 condition	 que	 l'énergie	 la	 conservation	 a	 été	
utilisée	et	a	énoncé	la	première	loi	de	la	thermodynamique.	En	1851,	William	Thomson14	
a	déclaré	que	la	chaleur	n'était	pas	une	substance,	mais	un	effet	mécanique	actif.	Le	travail	
mécanique	et	 la	chaleur	doivent	avoir	une	équivalence.	Dans	 la	 recherche	moderne,	 la	
chaleur	 est	 un	 type	 d'énergie	 qui	 est	 transféré	 d'un	 corps	 à	 l'autre	 en	 raison	 de	 la	
différence	de	température	ou	généré	par	frottement,	etc.	En	1701,	Newton15	a	présenté	

                                                           
2 Un érudit musulman, khorezmien, né en l’an 973. Mathématicien, astronome, physicien, encyclopédiste, 

philosophe, astrologue, voyageur, historien, pharmacologue et précepteur, il contribua grandement aux 

domaines des mathématiques, philosophie, médecine et des sciences. Il est connu pour avoir étudié la thèse de 

la rotation de la Terre autour de son axe et sa révolution autour du Soleil [155]. 
3 Un théologien musulman, né à Fars [156]. 
4 Un scientifique et philosophe anglais, né en 1561 à Londres [157].  
5 Un scientifique pluridisciplinaire anglais, né en 1635 à Freshwater [158]. 
6 Un médecin et chimiste écossais, né en 1728 à Bordeau [159]. 
7 Un physicien Américain, né en 1753 à Woburn [160]. 
8 Un chimiste, philosophe et économiste français, né en 1743 à Paris [161]. 
9 Un physicien et ingénieur français, né en 1796 à Paris [162]. 
10 Un médecin, physicien et mathématicien suisse, né en 1700 à Groningue [163]. 
11 Un physicien anglais, né en 1818 à Salford [164]. 
12 Un médecin et physicien allemand, né en 1814 à Heilbornn [165]. 
13 Un physicien allemand, né en 1822 à Koslin [166]. 
14 Un physicien britannique, né en 1824 à Belfast [167]. 
15 Newton (le père de la physique) un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste, astronome et 

théologien anglais, puis britannique. Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour avoir fondé 

la mécanique classique, né en 1643 [168]. 
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une	loi	de	refroidissement	connue	sous	le	nom	de	la	 loi	de	refroidissement	de	Newton	
pour	 définir	 le	 transfert	 thermique	 convectif.	 En	 1822,	 Fourier16	 a	 exprimé	 la	 loi	 de	
Fourier	sur	la	conduction	de	chaleur.	Ludwig	Boltzmann17	a	vérifié	théoriquement	la	loi	
du	rayonnement	émis	par	les	corps	noirs	appelés	loi	Stefan-Boltzmann	[15].	

Les	études	de	recherches	menées	sur	les	phénomènes	de	transferts	convectifs	par	des	
cylindres	verticaux	ont	vu	le	jour	en	1948	avec	une	première	prédiction	du	coefficient	de	
transfert	 thermique	 donnée	 par	Elenbaas [16]	 	 qui	 a	 traité	 le	 cas	 d’une	 distribution	
uniforme	de	la	température	à	la	paroi,	il	a	aussi	utilisé	le	modèle	Langmuir	stagnant	film	
pour	convertir	les	problèmes	de	convection	naturelle	par	des	problèmes	de	conduction	
dans	un	 annulaire	 rempli	 d’un	 fluide	 immobile	 autour	d’un	 cylindre.	 Les	équations	de	
couches	limites	laminaire	dans	un	régime	stationnaire	autour	des	cylindres	verticaux	ont	
été	résolues	pour	la	première	fois	en	1956	par Sparrow et Gregg [17]. Les	résultats	ont	
été	 donnés	 pour	 un	 nombre	 de	 Prandtl	 égale	 à	 0.72	 et	 1.	 Un	 critère	 quantitatif	 a	 été	
rapporté	afin	de	déterminer	les	conditions	sur	lesquelles	le	transfert	thermique	par	des	
cylindres	peut	être	calculé	avec	une	précision	suffisante	en	utilisant	les	résultats	obtenus	
dans	 le	 cas	d’une	plaque	plane.	En	1958,	Millsaps et Pohlhausen	 [18],	 ont	 abordé	 le	
problème	 de	 couche	 limite	 stationnaire	 pour	 un	 cylindre	 vertical	 chauffé	 dont	 la	
distribution	du	flux	thermique	sur	la	surface	externe	varie	linéairement	avec	la	distance	
à	 partir	 du	 bord	 d’attaque.	 La	 solution	 exacte	 a	 été	 obtenue	 en	 utilisant	 la	 méthode	
Karman-Momentum.	Il	a	été	trouvé	que	ce	type	de	problème	peut	être	résolu	en	utilisant	
des	transformations	de	similarité.	Yang	[19]	a	publié	un	article	en	1960,	sur	la	convection	
naturelle	 laminaire	 en	 régime	 instationnaire	 sur	 des	 plaques	 planes	 et	 cylindres,	 afin	
d’établir	des	conditions	nécessaire	et	suffisante	pour	lesquelles	des	solutions	de	similarité	
sont	possible.	Sur	la	base	de	ces	conditions,	tous	les	cas	possibles	ont	été	tirés	incluant	
ceux	du	régime	 instationnaire.	Dans	 la	 fin	des	années	60	et	débuts	des	années	70,	des	
chercheurs	tell	que	: Cebeci	et al. [20]	(1968)	et	Narain	et al. [4, 21, 22, 23]	ont	établi	
les	premiers	modèle	concernant	le	cas	des	aiguilles	fines	et	depuis,	plusieurs	chercheurs	
ont	continué	dans	la	lancé	avec	des	modèles	plus	ou	moins	différents.	Dans	ce	chapitre,	
nous	en	proposons	une	revue	générale.	Elle	donne	une	vue	d'ensemble	des	principaux	
axes	de	recherches	sur	le	sujet,	les	auteurs	qui	ont	contribué	aux	travaux,	des	méthodes	
utilisées	et	des	résultats	obtenus.	Cette	approche	a	un	caractère	historique	dans	le	sens	
où	elle	présente	l'évolution	des	connaissances	sur	 le	sujet	depuis	 les	premières	études	
jusqu'à	aujourd’hui.									

Notant	bien	que	dans	ce	manuscrit,	on	ne	peut	négliger	le	cas	des	cylindres	minces,	par	
ailleurs	nous	n’allons	pas	trop	nous	attarder	là-dessus.			

                                                           
16 Un mathématicien et physicien français, né en 1768 à Auxerre [169]. 
17 Un physicien et philosophe autrichien, né en 1844 à Vienne [170]. 



Chapitre II : Etude Bibliographique  

16 

 

II.3. Convection naturelle  

L’étude	 des	 phénomènes	 régis	 par	 la	 convection	 naturelle	 est	 primordiale	 pour	 la	
compréhension	des	 interactions	 fluide-énergie.	De	nombreuses	études	 sur	 les	 couches	
limites	 externes	 en	 convection	 naturelle	 ont	 été	 effectuées.	 Une	 synthèse	 des	 travaux	
concernant	les	phénomènes	de	transport	en	convection	naturelle	par	des	aiguilles	fine	a	
été	établie	dans	cette	partie	du	chapitre.						

Les	 travaux	 de	 recherches	 effectués	 dans	 cette	 section	 sont	 donnés	 ici	 par	 ordre	
chronologique.	Sparrow et Gregg [17] (1956)	 ont	 fourni	 une	 solution	 approximative	
pour	l’écoulement	en	convection	naturelle	laminaire	de	l’aire	sur	un	cylindre	vertical	avec	
température	uniforme	à	la	surface	en	appliquant	la	méthode	de	similarité.	Nagendra et 

al. [24] ont	étudié	la	convection	naturelle	par	des	cylindres	verticaux	en	régime	laminaire	
avec	flux	de	chaleur	uniforme.	Minkowycz et al. [25] (1974)	ont	utilisé	la	méthode	des	
solutions	non	similaires	local	pour	examiner	le	cas	du	cylindre	vertical	isotherme	et	ils	
ont	 obtenu	 des	 résultats	 numériques	 pour	 une	 valeur	 donnée	 du	 nombre	 de	 Prandtl	
(Pr=0733),	 pour	une	 gamme	élargie	du	paramètre	de	 courbure.	Cebeci [26] (1974)	 a	
étudié	numériquement	la	convection	naturelle	par	des	cylindres	verticaux	minces	avec	un	
flux	de	chaleur	uniforme	à	la	paroi	pour	différents	nombres	de	Prandtl	allant	de	0.01	à	
100	 en	 utilisant	 la	 technique	 des	 différences	 finis.	 Les	 équations	 de	 corrélations	 pour	
déterminer	 le	 taux	 de	 transfert	 thermique	 par	 des	 cylindres	 ont	 été	 abordées	 par	
Churchill et Chu [27] (1975),	Yang [28] (1987)	et	Munoz-Cobo et al. [29] (2003).	Gori 

et al. [30] (2006)	ont	étudié	la	solution	non	similaire	 locale	avec	un	premier	degré	de	
compression	pour	un	écoulement	en	convection	naturelle	autour	d’une	aiguille	immergée	
dans	un	liquide	avec	chauffage	uniforme	à	 la	surface.	Les	équations	gouvernantes	sont	
similaires	à	celle	obtenues	par	Minkowycz et al. [25].	Il	a	été	trouvé	que	leurs	résultats	
analytiques	 ont	 été	 de	 bon	 accord	 avec	 l’expérience.	 Fujii et al.	 [31]	 ont	 utilisé	 une	
méthode	intitulée	power	series	expansion	dans	leurs	études	sur	la	convection	naturelle	
le	long	d’un	cylindre	vertical	avec	variation	axiale	de	la	température	à	la	surface	et	flux	de	
chaleur	 pariétal,	 cependant,	 due	 à	 la	 convergence	 incertaine	 caractérisant	 la	méthode	
power	series,	leurs	résultats	sont	supposés	être	valide	que	pour	des	valeurs	réduites	du	
paramètre	de	courbure.	Chen	[32]	a	examiné	le	problème	de	convection	 libre	par	une	
aiguille	vertical	avec	flux	de	chaleur	variant	en	loi	de	puissance	axiale.	Il	a	été	trouvé	qu’il	
y	a	une	 influence	significative	de	 la	 forme	de	 l’aiguille,	son	épaisseur	et	 la	variation	de	
température	à	la	surface	sur	l’écoulement	et	le	transfert	thermique.	Lee et al.	[33]	ont	
analysé	le	cas	limite	de	la	convection	naturelle	sur	des	cylindres	minces	verticaux	avec	
température	uniforme	à	 la	 surface.	 Ils	ont	employé	 la	 technique	d’interpolation	 spline	
cubique	associé	à	de	grandes	surfaces	de	courbures	pour	résoudre	le	système	d’équations	
transformés.	Ils	ont	aussi	présenté	le	nombre	de	Nusselt	pour	une	gamme	du	nombre	de	
Prandtl	allant	de	0.1	à	100.	Il	a	été	trouvé	que	le	nombre	de	Nusselt	devient	indépendant	
du	nombre	de	Prandtl	quand	le	paramètre	de	courbure	devient	très	grand.	Heckel et al.	
[34]	ont	présenté	des	solutions	pour	la	convection	naturelle	le	long	des	cylindres	minces	
verticaux	avec	 flux	de	 chaleur	variable	à	 la	 surface.	 Ils	ont	 considéré	une	variation	du	
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nombre	de	Prandtl	entre	0.1	et	100.	Aussi,	les	résultats	du	nombre	de	Nusselt	pour	une	
variation	en	loi	de	puissance	du	flux	thermique	ont	été	donné	en	détaille.	Hossain et al. 

[35],	 ont	 étudié	 l’interaction	 entre	 la	 convection	 naturelle	 et	 la	 radiation	 sur	 un	
écoulement	en	couche	limite	le	long	d’un	cylindre	mince	vertical.	

Pour	des	écoulements	 isothermes,	 les	gradients	de	masse	volumique	 induits	par	 les	
gradients	 de	 température	 peuvent	 mettre	 en	 mouvement	 le	 fluide	 en	 présence	 d’un	
champ	de	gravité	:	il	s’agit	de	convection	naturelle.	Les	études	de	recherche	menées	dans	
cette	 section	 sont	 basées	 sur	 des	modèles	 simples.	 Des	 solutions	 numériques	 ont	 été	
adoptées	pour	ce	genre	de	problème	qu’on	peut	trouver	dans	la	littérature.	Une	première	
investigation	 a	 été	 menée	 par	 Cebeci et Tsung [20]	 consiste	 en	 l’étude	 du	 transfert	
thermique	en	convection	naturelle	par	une	aiguille	isotherme.	L’aiguille	est	maintenue	à	
une	température	uniforme	Tw	supérieur	à	celle	du	fluide	(Tw	>T∞).	

L’adimensionnement	des	équations	de	transports	pour	un	écoulement	de	type	couche	
limite	fait	apparaître	le	nombre	de	Grashof	[20]	:	

 �� = ��(�� − �
)�


�²  
(II.1)	

 

Qui	 caractérise	 le	 rapport	 des	 effets	 thermiques	 de	 convection	 naturelle	 aux	 effets	
visqueux.		

 

Figure II.1: Développement temporel d’une couche limite en convection libre à grand nombre de Grashof 

(planche extraite de Van Dyke 1982 [36]). 

L’expression	de	la	contrainte	de	cisaillement	obtenue	[20]	:	

 ���
1
2 ����

. ���
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L’expression	du	coefficient	de	transfert	thermique	obtenue	[20]	:	
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Ces	résultats	ont	démontré	que	 la	contrainte	de	cisaillement	 le	 long	de	 l’aiguille	est	
inversement	proportionnelle	à	son	épaisseur	ainsi	qu’à	la	valeur	du	nombre	de	Prandtl.	

 

Figure II.2 : T. Cebeci and Y. N. Tsung [20] : a) contrainte de cisaillement, b) transfert thermique pour 

différentes épaisseurs d’aiguilles et nombre de Prandtl.    

Ce	modèle	présente	des	erreurs	mineures	aux	niveaux	des	expressions	du	coefficient	
de	 transfert	 thermique	 et	 contrainte	 de	 cisaillement.	 Suivant	 le	 même	 chemin	 de	
raisonnement, Narain et al. [21]	ont	proposé	une	solution	au	problème	dans	:	‘’laminar	
free-convection	from	vertical	thin	needle	with	uniform	heat	flux’’.	Le	système	d’équations	
adimensionnels	est	le	même	que	celui	obtenu	par	Cebeci	et al. [20].	Pour	la	résolution	
numérique	du	problème,	on	a	utilisé	un	algorithme	consiste	en	une	méthode	basée	sur	
des	itérations	à	partir	de	valeurs	initiales	connu	sous	le	nom	de	Newton-Ralphson.	Pour	
une	épaisseur	bien	définie	de	l’aiguille,	le	flux	de	chaleur	uniforme	appliqué	sur	la	paroi	
implique	 que	 le	 taux	 de	 transfert	 thermique	 ne	 varie	 pas	 en	 fonction	 du	 nombre	 de	
Prandtl,	 cependant,	 pour	 une	 valeur	 donnée	 du	 nombre	 de	 Prandtl,	 une	 réduction	
progressive	dans	l’épaisseur	de	l’aiguille	conduit	à	une	augmentation	du	taux	de	transfert	
thermique	 et	 une	 diminution	 de	 la	 convection	 mais	 les	 couches	 limites	 thermique	 et	
dynamique	 diminue	 très	 lentement.	 Cette	 réduction	 dans	 la	 convection	 avec	
l’augmentation	du	taux	de	transfert	thermique	va	diminuer	la	température	à	la	paroi	ainsi	
maintenir	une	condition	de	flux	uniforme.	Pour	une	épaisseur	donnée,	une	augmentation	
dans	le	nombre	de	Prandtl	conduit	à	une	augmentation	du	taux	de	transfert	thermique	et	
réduit	la	convection,	en	conséquence,	des	températures	faibles	à	la	paroi	et	une	réduction	
significative	des	couches	limites	thermique	et	dynamique.		
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Figure II.3 : Profile de (a) Vitesses et (b) Températures adimensionnels, pour différentes épaisseurs de 

l’aiguille, avec Pr=1 (continue), Pr=5 (discontinue) [20] 

Les	expressions	de	la	contrainte	de	cisaillement	ainsi	que	du	coefficient	de	transfert	
thermique	obtenu	par Cebeci et al. [20],	ont	été	corrigé	par	Narain et al. [21] et	sont	
présentés	comme	suit	:	

La	contrainte	de	cisaillement	[21]	:	

 ���
1
2 ����

. ���/�

�� = 8√). �**()). +#/, 
	

(II.4)	

 

Le	coefficient	de	transfert	thermique	[21]	:	

 !�"""" = − 8
3 √). �*()). ��#/, 

(II.5)	

 

Récemment,	Darioush et al.	 [37],	 ont	 fait	 une	 simulation	 d’un	 tourbillon	 large	 en	
convection	naturelle	sur	un	cylindre	vertical.	Le	cylindre	est	maintenu	à	une	température	
constante.	 Les	 résultats	 obtenus	 ont	 été	 comparé	 avec	 l’expérimentation,	 le	
comportement	du	frottement	pariétal	turbulent	et	le	frottement	pariétal	simple	ont	été	
examinés.	L’existence	d’une	 région	de	 frottement	pariétal	négatif	pré	de	 la	paroi	 a	 été	
confirmée	et	son	influence	sur	le	frottement	normal	à	l’écoulement	a	été	démontrée.								

II.4. Convection forcée  

L’article	de	Sparrow et al. (1978)	[38]	ont	fournis	la	première	étude	numérique	de	la	
convection	 forcée	 laminaire	 entièrement	 développée	 sur	 une	 matrice	 d’ailerons	 non-
isotherme	verticale	enveloppée.	Dans	 le	calcul,	deux	conditions	thermiques	différentes	
sont	 imposées	 à	 la	 base	 :	 (i)	 base	 isotherme	 et	 (ii)	 condition	 de	 flux	 de	 chaleur.	
L’enveloppe	 été	 considéré	 comme	 adiabatique.	 Le	 transfert	 de	 chaleur	 maximum	 se	
produit	 à	 la	 pointe	 de	 l'extrémité	 en	 présence	 d'un	 dégagement,	 tandis	 que	 le	même	
phénomène	se	produit	à	la	zone	intermédiaire	entre	la	base	de	l'aileron	et	la	pointe	de	
l'extrémité	sans	dégagement.	Au-dessus	de	la	hauteur	de	l'aileron,	il	existe	une	variation	
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significative	 du	 nombre	 local	 de	 Nusselt,	 ce	 qui	 est	 vraisemblablement	 différent	 du	
coefficient	 de	 transfert	 de	 chaleur	 convectif	 constant	 souvent	 utilisé	 dans	 l'étude	
analytique	de	l’aileron.	Avec	un	dégagement	nul,	le	nombre	local	de	Nusselt	assume	une	
valeur	zéro	à	la	base,	augmente	le	long	de	la	hauteur,	atteint	un	maximum,	puis	commence	
à	diminuer	vers	le	bout	de	l'extrémité.	Pour	le	cas	d'une	très	faible	conductance	avec	un	
dégagement	zéro	ou	inférieur,	La	variation	le	long	de	l'aileron	montre	une	augmentation	
initiale	et,	ensuite,	elle	montre	un	passage	croisé	de	la	valeur	positive	à	la	valeur	négative.	
À	 cet	 égard,	 les	 auteurs	 font	 valoir	 la	 non-applicabilité	 de	 la	 définition	 classique	 du	

coefficient	 de	 transfert	 de	 chaleur	 de	 l'aileron,	 ℎ� = .�//�� − ��0	 puisque	 T0	 est	 trop	

éloigné	pour	servir	de	participant	approprié	dans	ΔT,	ce	qui	entraîne	le	flux.	

Le	modèle	de	couches	limites	d’un	écoulement	de	fluide	visqueux	incompressible	par	
des	aiguilles	fines	a	été	considéré	par	Mark [39],	Lee et al. [40],	Miller et al. [41],	Narain 

et al. [21].	 Jafe et Okamura [42]	 ont	 étudié	 l’effet	 de	 courbure	 transversal	 sur	 un	
écoulement	en	couche	limite	laminaire,	incompressible	le	long	d’un	cylindre.	Cebeci et 

Mosinskis [43],	ont	étendu	les	résultats	de	Mark [39]	vers	l’étude	du	transfert	thermique	
par	 convection	 forcée	 sur	 un	 écoulement	 compressible.	 Cette	 analyse	 a	 été	 conçue	
principalement	 afin	 de	 présenter	 un	 ensemble	 de	 solutions	 numérique	 pour	 des	
équations	 de	 similarités	 simplifiées	 et	 encore	 plus	 loin,	 couvrir	 les	 problèmes	 de	
transferts	thermiques	par	convection	forcée	sur	les	aiguilles	fines.		

II.5. Convection mixte  

La	convection	mixte	décrit	les	écoulements	en	présence	des	deux	modes	qu’on	a	définis	
précédemment.	Selon	que	les	écoulements	de	convection	forcée	et	naturelle	vont	dans	le	
même	 sens	 (écoulement	montant	 en	 chauffage	 ou	 descendant	 en	 refroidissement),	 ou	
dans	 des	 sens	 opposés	 (écoulement	 descendant	 en	 chauffage	 ou	 montant	 en	
refroidissement),	 on	 parle	 respectivement	 de	 convection	mixte	 aidée	 (ou	 aidante)	 ou	
opposée.	 En	 outre,	 les	 phénomènes	 de	 convection	 mixte	 deviennent	 très	 importants	
lorsque	la	vitesse	forcée	induite	par	un	dispositif	mécanique	comme	un	ventilateur	a	un	
effet	égal	à	la	vitesse	du	courant	libre	induite	par	la	force	de	poussée	qui	semble	due	à	la	
variation	de	la	densité	(approximation	de	Boussinesq).	Aicher	[44]	rappelle	que	chaque	
régime	(aidé	ou	opposé)	peut	être	obtenu	en	chauffage	ou	en	refroidissement,	et	précise	
que	si	la	littérature	ne	fait	pas	de	différence	entre	ces	deux	configurations,	aucune	étude	
systématique	n’a	été	publiée	à	ce	sujet.	Les	phénomènes	de	transport	liés	à	la	convection	
mixte	autour	des	aiguilles	fines	et/ou	des	cylindres	minces	ont	reçu	beaucoup	d’attentions	
ces	dernières	années	en	raison	de	ses	nombreuses	applications	pratiques	importantes.	Ce	
modèle	 présente	 aujourd’hui	 un	 sujet	 de	 recherche	 ouvert	 pour	 les	 thermiciens	 et	
physiciens.		 							

Lee et al. [45] ont	étudié	le	problème	de	convection	mixte	le	long	de	cylindres	vertical	
et	 aiguilles	 sujet	 à	 un	 flux	 de	 chaleur	 pariétale	 uniforme.	 Le	 paramètre	 de	 convection	
mixte	vari	du	zéro	pour	la	convection	naturelle	pure	à	un	(1)	pour	la	convection	forcée	
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pure.	 Les	 résultats	 numériques	 ont	 été	 obtenus	 en	 utilisant	 un	 schéma	 de	 fonction	
pondéré	avec	la	technique	d’approximation	spline	cubique.	Ils	ont	montré	que	le	nombre	
de	Nusselt	local	était	indépendant	du	paramètre	de	flottabilité.	Ahmad et Qureshi [46]	
ont	 étudié	 numériquement	 la	 convection	 mixte	 laminaire	 de	 l’air	 par	 un	 cylindre	
horizontal	 chauffé	 uniformément	 en	 utilisant	 la	 méthode	 des	 différences	 finis.	 Les	
résultats	ont	été	présentés	pour	une	large	gamme	du	nombre	de	Grashof	et	Reynolds.	Un	
autre	problème	du	même	genre	pour	un	fluide	Newtonien	a	été	traité	par	Nazar et al. [47 

et 48].	Aussi,	pour	un	fluide	micropolaire	[49].	Ils	ont	traité	les	effets	du	paramètre	de	la	
convection	mixte	et	du	nombre	de	Prandtl	sur	les	caractéristiques	de	l’écoulement	et	du	
transfert	thermique	ainsi	que	la	position	du	point	de	séparation	de	la	couche	limite.	Ishak 

[50]	a	étudié	la	convection	mixte	sur	un	écoulement	de	couche	limite	stationnaire	le	long	
d’un	cylindre	vertical	avec	un	chauffage	imposé	à	la	paroi.	La	vitesse	de	l’écoulement	libre	
et	le	flux	de	chaleur	à	la	surface	sont	supposés	varié	linéairement	avec	l’abscisse	des	x	à	
partir	du	bord	d’attaque.	Le	développement	de	la	couche	limite	a	été	considéré	pour	les	
deux	cas,	aidé	et	opposé.	Les	résultats	obtenus	dépendaient	du	paramètre	de	convection	
mixte,	du	paramètre	de	courbure	et	du	nombre	de	Prandtl.	On	a	trouvé	que	la	séparation	
de	 la	couche	 limite	été	retardé	pour	un	cylindre	en	comparant	avec	une	plaque	plane.	
Mahmoud et al. [51]	ont	examiné	le	cas	d’un	écoulement	de	couche	limite	par	convection	
mixte	 le	 long	 d’un	 cylindre	 vertical	 isotherme	 dans	 les	 deux	 cas,	 aidé	 et	 opposé.	 Une	
solution	approximative	avec	une	bonne	estimation	du	transfert	thermique	a	été	tirée	près	
du	bord	d’attaque.	Dans	le	cas	opposé,	on	a	observé	que	la	séparation	de	couche	limite	été	
à	une	distance	 finie	en	aval.	Bassam et Abu-Hijleh [52]	ont	résolu	numériquement	 le	
problème	de	convection	mixte	laminaire	par	un	cylindre	isotherme.	Le	nombre	de	Nusselt	
moyen	a	été	calculé	pour	différents	valeurs	du	nombre	de	Reynolds,	Grashof	et	 l’angle	
d’attaque	 de	 l’écoulement	 libre.	 Différentes	 corrélations	 ont	 été	 présentées	 pour	 une	
gamme	spécifique	du	nombre	de	Reynolds,	le	paramètre	de	flottabilité	et	l’angle	d’attaque.	
Chen et al. [53]	ont	étudié	les	effets	de	flottabilité	sur	la	convection	forcée	le	long	d’un	
cylindre	vertical	pour	une	température	uniforme	à	 la	paroi,	en	utilisant	 la	méthode	de	
non-similarité.	Narain [22]	 a	 étudié	 la	 convection	mixte	et	 l’écoulement	 fluide	par	un	
cylindre	 mince	 vertical	 dans	 un	 écoulement	 uniforme	 avec	 parois	 isothermes.	
Oosthuizen et al. [54]	ont	étudié	numériquement	le	transfert	de	chaleur	par	convection	
mixte	par	des	cylindres	vertical	dans	un	écoulement	horizontal.	Gorla [55-57]	a	étudié	
numériquement	le	transfert	thermique	par	convection	combiné	en	considérant	les	deux	
cas,	aidé	et	opposé,	dans	un	écoulement	axisymétrique	par	un	cylindre	mince	vertical.	Les	
résultats	présentés	avec	température	isotherme	ainsi	que	linéairement	croissante	pour	
différentes	valeurs	du	nombre	de	Prandtl.	Semenov [58] ont	étudié	numériquement	la	
convection	mixte	 laminaire	 le	 long	 d’un	 cylindre	 vertical	 avec	 température	 de	 surface	
constante	en	utilisant	une	approche	proposée	par	Patankar et al. [59].	Un	algorithme	
basé	 sur	 la	méthode	 des	 intégrations	 progressives	 a	 été	 implémenté	 dans	 un	 logiciel	
connu	 sous	 le	 nom	 Fortran.	 Les	 compilations	 ont	 été	 présentées	 pour	 un	 nombre	 de	
Prandtl	égal	à	0.7.	Bui et al. [60],	Wang et al. [61]	ont	traité	numériquement	en	utilisant	
la	 méthode	 des	 différences	 finis,	 le	 problème	 de	 convection	 mixte	 stationnaire	 et	
laminaire	par	des	cylindres	minces	verticaux	pour	le	cas	de	température	uniforme	à	 la	
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paroi.	Dans	 leurs	 travaux,	 l’effet	de	 forces	de	 flottabilité	 sur	 la	 convection	 forcée	a	été	
considéré.	Les	résultats	obtenus	par	Bui et al. [60] pour	deux	cas	de	transferts	thermique,	
positif	et	négatif	par	la	paroi	en	fonction	du	paramètre	de	courbure	transversal.	Ils	ont	
aussi	montré	que	l’effet	de	flottabilité	augmente	en	fonction	de	la	distance	pour	le	cas	du	
chauffage	pariétal.	Une	augmentation	du	paramètre	de	courbure	a	pour	conséquence	un	
changement	rapide	dans	la	forme	du	profile	de	vitesse,	par	contre	un	changement	mineur	
au	 niveau	 du	 profile	 de	 température.	Heckel et al. [34] ont	 exploré	 l’écoulement	 en	
convection	mixte	 d’un	 fluide	 visqueux	 le	 long	 d’un	 cylindre	 vertical	 avec	 température	
variable	en	surface.	Ils	ont	considéré	la	situation	en	laquelle	la	température	à	la	surface	
varie	 arbitrairement	 avec	 la	 coordonné	 axiale.	 Le	 système	d’équations	 a	 été	 résolu	 en	
utilisant	une	méthode	pondérée	des	différences	finis.	Il	a	été	montré	qu’en	augmentant	la	
courbure,	une	relation	linéaire	est	apparue	entre	le	nombre	de	Nusselt	et	le	paramètre	de	
la	 convection	mixte.	Gorla	 [56]	 a	 considéré	 les	 effets	 de	 la	 convection	mixte	 dans	 un	
écoulement	 de	 couche	 limite	 d’un	 fluide	 micropolaire	 sur	 un	 cylindre	 vertical	 en	
mouvement.	Guo et Zhang	[62]	ont	examiné	la	convection	mixte	sur	un	cylindre	vertical	
en	rotation.	Buchlin	[63]	a	étudié	 les	transferts	thermiques	en	convection	naturelle	et	
forcée	 le	 long	d’un	cylindre	mince	vertical	ainsi	 le	cas	de	deux	cylindres.	Les	résultats	
obtenus	indiquent	que	le	transfert	convectif	est	fortement	dépendant	de	la	courbure	des	
cylindres	et	de	leurs	inclinaisons	par	rapport	à	l’écoulement.	Takhar et al.	[64]	ont	étudié	
numériquement	 le	 transfert	 thermique	 et	massique	 par	 convection	mixte	 le	 long	 d’un	
cylindre	 vertical	 isotherme	 en	 mouvement	 avec	 comme	 conditions,	 deux	 cas	 ont	 été	
considéré,	 température	 uniforme	 et	 flux	 de	 chaleur	 uniformes	 à	 la	 surface.	
Pantokratoras	 [65]	 a	 étudié	 la	 convection	 mixte	 laminaire	 par	 un	 cylindre	 vertical	
isotherme.	L’eau	a	été	utilisée	comme	fluide	avec	des	propriétés	physiques	variables.	Avec	
une	gamme	de	température	variant	de	0°C	à	20	°C.	Il	a	été	conclu	que	la	variation	de	la	
viscosité,	 la	conductivité	thermique	et	 la	densité	avec	la	température	avaient	une	forte 

influence	sur	les	caractéristiques	de	la	convection	mixte.	Kumari et al. [36]	ont	fait	une	
simulation	numérique	utilisant	un	schéma	implicite	des	différences	finis,	sur	les	effets	du	
chauffage/refroidissement	et	injection/aspiration	sur	l’écoulement	en	convection	mixte	
autour	d’un	 cylindre	 vertical	mince.	Une	distribution	 aléatoire	de	 la	 température	 et	 la	
masse	 à	 la	 surface	 ont	 été	 considéré	 à	 certaines	 sections	 du	 cylindre.	 Les	 effets	 du	
chauffage/	 refroidissement	 et/ou	 injection/aspiration	 sur	 le	 transfert	 thermique	 était	
considéré	 comme	 significatif	 mais	 les	 effets	 du	 chauffage/refroidissement	 sur	 le	
frottement	 étaient	 relativement	 mineurs.	 Il	 a	 été	 conclu,	 que	 la	 force	 de	 flottabilité	
positive	 aidant	 l’écoulement	 et	 le	 paramètre	 de	 courbure	 augmentent	 le	 transfert	
thermique	ainsi	que	 le	 frottement.	Pantokratoras [66]	a	examiné	 la	convection	mixte	
laminaire	en	contre-courant	 le	 long	des	plaques	et	cylindres	 isothermes	verticaux.	Les	
corps	sont	en	mouvement	ascendant	lorsque	leurs	températures	sont	inférieures	à	celle	
ambiante.	 Les	 résultats	 ont	 été	 obtenus	 avec	 une	 solution	 numérique	 directe	 des	
équations	de	couche	limite.	Il	a	été	observé	que	le	profil	de	vitesse	prend	quelques	formes	
intéressantes	dont	 on	n’a	pas	 vu	 auparavant.	Une	 investigation	numérique	menée	par	
Kumar et al. [67]	utilisant	la	méthode	des	éléments	finis,	sur	la	convection	mixte	par	un	
cylindre	vertical	en	mouvement	avec	aspiration	dans	un	fluide	micropolaire	moyen.	Les	
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effets	du	paramètre	micropolaire,	le	paramètre	d’aspiration	et	le	paramètre	de	coefficient	
de	vitesse	sur	la	micro-rotation,	le	profil	de	vitesse	et	la	température,	ont	été	examinés,	
lorsque	la	vitesse	du	cylindre	été	supérieur	à	celle	de	courant	libre.	Il	a	été	trouvé	que	la	
distribution	de	température	été	modérément	affectée	par	le	mouvement	du	cylindre	et	le	
paramètre	de	flottabilité.	Singh et al. [68]	ont	étudié	les	caractéristiques	d’un	écoulement	
fluide	et	du	transfert	thermique	en	convection	mixte	le	long	d’un	cylindre	mince	vertical	
en	mouvement	de	rotation.	Les	effets	de	la	rotation,	la	flottabilité	ainsi	que	le	paramètre	
d’injection/aspiration,	ont	été	examiné.	 Il	a	été	 trouvé	que	 les	 forces	de	 flottabilité	ont	
causé	 des	 dépassements	 considérables	 dans	 les	 profils	 de	 vitesses	 pour	 des	 valeurs	
réduites	du	nombre	de	Prandtl.	Revnic et al. [69]	ont	examiné	la	convection	mixte	près	
du	point	 de	 stagnation	 sur	un	 cylindre	 vertical.	 Les	 équations	du	mouvement	 et	 de	 la	
température	 réduites	 aux	 équations	 de	 similarités.	 Les	 limites	 pour	 des	 nombres	 de	
Reynolds	élevé	et	bas	ont	été	traitées	et	de	la	solution	dans	la	limite	asymptotique	avec	
un	nombre	de	Prandtl	élevé	a	été	brièvement	abordé.	Lok et al. [70]	ont	considéré	 la	
convection	 mixte	 près	 du	 point	 de	 stagnation	 axisymétrique	 sur	 un	 cylindre	 vertical	
rallongé	ou	rétréci.	Les	équations	résultantes	ont	été	résolues	numériquement	dans	les	
deux	cas,	écoulement	aidé	et	opposé	pour	des	valeurs	 représentatives	des	paramètres	
considérés.	 Wang [71]	 a	 étudié	 la	 convection	 naturelle	 par	 un	 cylindre	 vertical	 en	
mouvement.	 Les	 analyses	 asymptotiques	 pour	 des	 valeurs	 élevées	 du	 nombre	 de	
Reynolds	 ont	 montré	 la	 relation	 entre	 l’écoulement	 axisymétrique	 et	 l’écoulement	
bidimensionnel.	La	vitesse	axiale	formée	par	la	convection	forcée	est	due	à	la	translation	
du	 cylindre	 et	 la	 convection	 naturelle	 par	 le	 cylindre	 chauffé.	 Il	 a	 été	 conclu,	 que	 le	
transfert	thermique	augment	avec	le	nombre	de	Reynolds	ainsi	que	le	nombre	de	Prandtl.	
Semenov [58]	 a	 étudié	 numériquement	 la	 convection	mixte	 sur	 un	 cylindre	 vertical,	
utilisant	l’approche	proposée	par	Patankar et al.	[59 et 72].	

L’étude	de	la	convection	mixte	le	long	d’une	aiguille	fine	verticale,	en	écoulement	aidé	
et	opposé,	menée	par	Ahmad et al. [73]	en	2007,	a	démontré	que	les	caractéristiques	du	
transfert	 thermique	ainsi	que	 celles	de	 l’écoulement	 sont	 fortement	 influencées	par	 le	
paramètre	de	la	convection	mixte	et	l’épaisseur	de	l’aiguille.																			

II.6. Magnétohydrodynamique  

Plusieurs	phénomènes	naturels	et	d’ingénieries	sont	susceptibles	aux	analyses	de	 la	
MHD.	Les	géophysiciens	rencontrent	les	phénomènes	de	la	MHD	dans	l’interaction	entre	
fluides	conductifs	et	un	champ	magnétique	qui	apparait	dans	et	autour	des	corps	solides.	
Les	 ingénieurs	 emploient	 les	 principes	 de	 la	 MHD	 dans	 le	 design	 des	 échangeurs	
thermiques,	les	pompes,	propulsion	des	véhicules	spatiaux,	le	chauffage	des	générateurs	
électriques	nouvelle	génération	et	le	développement	des	schémas	de	confinement	pour	la	
fusion	contrôlé.	Pour	cette	catégorie	et	vu	 la	nature	du	problème,	on	va	citer	quelques	
travaux	relatifs	à	la	MHD	peut	import	l’aspect	géométrique	du	problème.				
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Plusieurs	 auteurs	 ont	 étudié	 la	 convection	 naturelle	 de	 couches	 limites	 d’un	 fluide	
électriquement	 conducteur	 en	 présence	 d’un	 champ	 magnétique.	 L’écoulement	 de	
couches	 limites	 en	 convection	naturelle	 d’un	 fluide	 électriquement	 conducteur	 le	 long	
d’une	paroi	verticale	chauffé	initialement	en	présence	d’un	champ	magnétique	intense	a	
été	étudié	par	Sparrow et al. [74],	Riley [75] et Kuiken [76]	à	cause	de	ses	applications	
dans	 l’ingénierie	 nucléaire	 relative	 au	 refroidissement	 des	 réacteurs.	 Emerly [77]	 a	
étudié	 l’effet	du	champ	magnétique	sur	 la	convection	naturelle	d’un	 fluide	conducteur.	
Une	analyse	menée	par	Goldstein et al. [78],	pour	la	convection	naturelle	transitoire	par	
un	cylindre	vertical	dans	un	fluide	initialement	au	repos.	La	transition	est	initiée	par	le	
changement	 de	 température	 sur	 la	 paroi	 du	 cylindre.	 Une	 solution	 exacte	 pour	 un	
écoulement	soumis	à	un	champ	magnétique	radial	entre	deux	cylindres	en	mouvement	de	
rotation	 a	 été	 obtenue	 par	 Arora et al. [79].	 Soundalgekar et al.	 [80]	 ont	 étudié	
l’écoulement	d’un	fluide	visqueux	incompressible	et	électriquement	conducteur	sur	une	
plaque	isotherme	verticale	utilisant	la	technique	des	différences	finis.	Hossain et al. [81]	
ont	analysé	 l’effet	combiné	de	 la	convection	 forcée	et	naturelle	avec	un	 flux	thermique	
uniforme	en	présence	d’un	champ	magnétique.	Le	 transfert	de	 chaleur	et	de	mass	par	
convection	 naturelle	 sur	 des	 électrodes	 cylindriques	 horizontaux	 a	 été	 étudié	
expérimentalement	par	Sarac et al. [82].	Les	résultats	inclurent	l’utilisation	du	nombre	
de	Grashof	combiné	pour	l’énergie	et	la	concentration	sur	les	effets	de	flottabilité.	Murty 

[83]	a	examiné	 la	couche	 limite	 thermique	sur	une	plaque	semi	 infinie	en	mouvement	
continu	 en	 présence	 d’un	 champ	 magnétique	 transversal	 avec	 flux	 thermique.	 Cette	
investigation	 a	 indiqué	une	 chute	de	 température	de	 la	 couche	 limite	 thermique,	 avec	
l’augmentation	du	paramètre	magnétique.	Hossain [84],	a	présenté	l’effet	du	chauffage	
sur	l’écoulement	d’un	fluide	conducteur,	visqueux	et	incompressible,	par	une	plaque	semi	
infini	en	laquelle	la	température	varie	linéairement	avec	la	distance,	et	en	présence	d’un	
champ	magnétique	transversal	uniforme.	Josserand et al. [85]	ont	présenté	des	solutions	
numériques	pour	de	 faibles	 valeurs	du	nombre	de	Prandtl	 correspondants	 à	 un	métal	
liquide de	refroidissement,	en	présence	d’un	champ	magnétique	large.	La	distribution	de	
pression	 autour	 d’un	 cylindre	 placé	 dans	 l’écoulement	 du	 fluide	 métal	 liquide	 a	 été	
considérée.	 Il	a	été	 trouvé	que	 le	 frottement	due	à	 la	pression	est	réduit	par	 les	 forces	
électromagnétiques.	 Aussi,	 il	 a	 été	 montré	 que	 pour	 une	 valeur	 donnée	 du	 champ	
magnétique,	la	région	de	Von	Karman	sera	supprimée.	Pop et al. [86]	ont	présenté	une	
solution	 numérique	 du	 problème	 de	 convection	 forcée	 d’un	 fluide	 incompressible	
conducteur	 par	 une	 plaque	 semi	 infinie	 en	 présence	 d’un	 champ	magnétique	 externe.	
Shankar et al. [87]	ont	présenté	l’effet	de	transfert	de	mass	sur	un	écoulement	MHD	le	
long	 d’une	 plaque	 vertical	 infini	 soumise	 à	 des	 températures	 variables	 et	 un	 flux	 de	
chaleur	constant.	Le	problème	a	été	résolu	par	une	méthode	de	différences	finis	explicite.	
Il	a	été	trouvé	qu’en	augmentant	le	nombre	de	Schmidt,	le	frottement	augment.  
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II.7. Transfert de chaleur et de masse  

Gebhart et Pera [88]	ont	étudié	le	problème	des	flux	de	convection	naturelle	laminaire	
en	 régime	 stationnaire	 résultant	 des	 effets	 combinés	 de	 la	 flottabilité	 de	 la	 diffusion	
thermique	 et	 de	 la	masse	 sur	 les	 surfaces	 verticales	 avec	 conditions	 de	 surface	�′� −
�*
 = )+1	et	�′� − �′
 = 2+3.	Ils	ont	indiqué	que	la	solution	de	similarité	n'existait	que	
lorsque	les	exposants	n	et	m	étaient	égaux.	Des	solutions	de	similarité	ont	été	obtenues	
avec	 température	 et	 concentration	 uniformes	 pour	 les	 écoulements	 de	 plume	 qui	
augmentent	librement.	Les	résultats	ont	été	présentés	pour	l'air	et	l'eau	pour	différentes	
valeurs	du	nombre	de	Schmidt	et	pour	de	multiples	effets	de	 flottabilité,	avec	des	 flux	
aidés	et	opposés.	Ils	comprenaient	un	excellent	état	de	l’art,	qui	couvrait	tout	le	travail	
effectué	 dans	 ce	 domaine	 jusqu'en	 1971.	 Bottemanne [89]	 a	 présenté	 une	 solution	
expérimentale	pour	le	transfert	simultané	de	la	chaleur	et	de	la	masse	dans	une	couche	
limite	laminaire,	stationnaire,	en	convection	naturel	sur	un	cylindre	vertical.	Les	résultats	
ont	été	donnés	pour	le	cas	de	Pr	=	0,71	et	Sc	=	0,63.	Les	résultats	se	sont	avérés	être	en	
accord	 étroit	 avec	 la	 théorie	 de	 la	 couche	 limite	 convective	 classique	 sur	 une	 plaque	
verticale.	Chen et Yuh [90]	ont	étudié	les	caractéristiques	de	transfert	de	chaleur	et	de	
masse	en	convection	naturel	 le	 long	d'un	cylindre	vertical.	La	surface	du	cylindre	a	été	
maintenue	 à	 une	 température/concentration	 uniforme	 ou	 soumise	 à	 un	 flux	 de	
chaleur/masse	uniforme.	Leur	étude	couvre	un	large	éventail	de	nombres	Prandtl.	Des	
résultats	numériques	ont	été	obtenus	pour	la	diffusion	des	espèces	dans	l'air	et	l'eau.	Ils	
ont	conclu	que	la	force	combinée	de	la	flottabilité	de	la	diffusion	thermique	des	espèces	
fournissait	des	valeurs	plus	importantes	des	nombres	de	Nusselt	et	Sherwood	pour	un	
flux	 de	 chaleur/masse	 uniforme	 en	 surface	 que	 pour	 une	 température/concentration	
uniforme.		Yucel [91]	a	étudié	le	transfert	combiné	de	chaleur	et	de	masse	en	convection	
naturelle	le	long	d'un	cylindre	vertical	dans	un	milieu	poreux	saturé.	Les	caractéristiques	
du	champ	d'écoulement	ont	été	analysées	en	détail	pour	les	deux	cas	où	les	gradients	de	
concentration	pourraient	aider	ou	s'opposer	aux	forces	de	flottabilité	thermique.	L'effet	
de	la	courbure,	le	paramètre	de	flottabilité	et	le	nombre	de	Lewis	sur	la	température,	la	
concentration	et	 les	champs	d'écoulement	et	 sur	 les	 taux	de	transfert	de	chaleur	et	de	
masse	ont	également	été	discutés.	

Le	flux	de	convection	mixte	MHD	autour	d'un	cylindre	vertical	immergé	dans	un	milieu	
poreux	a	été	considéré	par	Aldoss [92],	en	utilisant	un	modèle	non-Darcien.	On	a	constaté	
que	le	champ	magnétique	avait	un	comportement	différent	dans	le	régime	dominé	par	la	
convection	forcée	que	dans	le	régime	dominé	par	la	convection	naturelle.	

Le	 transfert	 de	 chaleur	 et	 de	 masse	 le	 long	 d'une	 plaque	 verticale	 sous	 les	 effets	
combinés	de	la	force	de	flottabilité	de	la	diffusion	thermique	et	des	espèces	en	présence	
d'un	champ	magnétique	ont	été	étudiés	par	Elbashbeshy [93].	On	a	noté	que	la	contrainte	
locale	de	cisaillement	à	la	paroi	diminue	avec	l’augmentation	du	paramètre	magnétique	
et	augmente	avec	un	nombre	croissant	de	Prandtl.	
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II.8. Etudes expérimentales  

Bien	que	beaucoup	de	 travaux	 classiques	 sur	 le	 transfert	 thermique	par	 convection	
naturelle	le	long	des	cylindres	verticaux	isothermes	aient	été	signalés,	il	y	a	eu	un	intérêt	
récent	sur	 le	sujet	décrit	un	article	de	critique	contemporain	en	2008	Popiel [94].	En	
2003,	Muñoz-Cobo et al. [29]	ont	étudié	 les	 répartitions	de	température	par	 la	 loi	de	
puissance	 suivie	 par	 le	 travail	 de	 Lee et al. [40].	 En	 outre,	 plusieurs	 chercheurs	 ont	
récemment	 utilisé	 soit	 des	 moyens	 expérimentaux	 [95, 90],	 soit	 des	 techniques	
analytiques	et	numériques	[32]	pour	étudier	le	transfert	convectif	à	partir	d'un	cylindre	
vertical.		

Popiel et al. [96] ont	mené	 une	 étude	 expérimentale	 sur	 la	 convection	 naturelle	 à	
partir	 d'un	 cylindre	 vertical	 isotherme.	 Les	 auteurs [30],	 en	 utilisant	 les	 données	
rapportées	dans	[26],	proposent	une	nouvelle	 limite	pour	laquelle	 la	solution	à	plaque	
plate	peut	être	utilisée	pour	approximation	des	nombres	de	Nusselt	avec	une	erreur	de	
3%	[97] : 

 ��4�.�� 5
� ≤ ) + 2

8��.� + �
8�� 

(II.6)	

 

Où	:	a=	11.474,	b=48.92,	et	c	=-0.0006085.	En	outre,	des	expériences	ont	été	menées	
sur	un	cylindre	vertical	isotherme	avec	une	surface	supérieur	isolé	situé	sur	une	surface	
isolée	pour	Pr	=	0,71,	1,5x108	<	RaL	<1,1x109	et	0	<L/D	<60.	Les	résultats	de	cette	étude	
ont	été	corrélés	dans	l’équation	suivante	[97]	:		

 !�4 ≤ 9�)41 (II.7)	
Où	[97]	:	
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Et	[97]	:	

 B = 0.25 − 0.00253 �
5 + 1.152	. 10A� >�

5?
�
 

(II.9)	

 

Leurs	résultats	concordent	assez	bien	avec	Cebeci [26]	pour	les	valeurs	supérieures	
du	nombre	de	Rayleigh	qui	ont	été	étudiés.	

Oosthuizen et Barnes [98]	ont	réalisé	une	étude	expérimentale	des	taux	moyens	de	
transfert	 de	 chaleur	 par	 convection	 combinés	 des	 cylindres	 oblongs	 à	 l'air.	 Fand et 

Keswani [99]	 ont	 expérimentalement	 étudié	 le	 taux	 de	 transfert	 de	 chaleur	 dans	 le	
transfert	combiné	de	chaleur	à	convection	naturelle	et	forcée	d'un	cylindre	horizontal	à	
l'eau	 dans	 la	 configuration	 à	 écoulement	 transversal.	 Selon	 la	 valeur	 du	 nombre	 de	
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Richardson	(Ri),	ils	ont	identifié	quatre	régimes	de	transfert	de	chaleur.	Ils	ont	conclu	que	
lorsque	(Ri	≤1),	l'effet	de	flottabilité	était	insignifiant	dans	le	flux	tandis	que,	pour	(Ri	≥1),	
il	est	devenu	plus	important.	Oosthuizen et Bishop [100]	ont	étudié	expérimentalement	
le	transfert	de	chaleur	par	convection	mixte	à	partir	de	cylindres	carrés.	Oosthuizen et 

Henderson [101]	 ont	 effectué	 une	 étude	 expérimentale	 du	 transfert	 de	 chaleur	 par	
convection	mixte	à	partir	de	cylindres	en	tandem	dans	un	flux	d'air	horizontal.	Hu et al. 

[102]	 ont	 étudié	 expérimentalement	 le	 comportement	 de	 réveil	 derrière	 un	 cylindre	
circulaire	 chauffé	 dans	 des	 régimes	 de	 convection	 forcée	 et	mixte.	 L'expérience	 a	 été	
menée	 dans	 un	 canal	 d'eau	 avec	 la	 température	 et	 le	 nombre	 de	 Reynolds	 du	 flux	
d'approche	était	considéré	comme	constant.	En	augmentant	le	nombre	de	Richardson,	des	
modifications	 importantes	 de	 l'instabilité	 du	 sillage	 ont	 été	 révélées	 à	 la	 fois	 à	 partir	
d'images	de	 visualisation	de	 flux	qualitatif	 et	 de	 champs	de	 vitesse	 et	 de	 température	
simultanés	quantitatifs.	L'effet	de	flottabilité	sur	l'instabilité	du	sillage	du	cylindre	chauffé	
a	été	discuté	en	termes	de	diagramme	et	de	fréquence	de	déversement	du	vortex,	de	la	
distribution	de	 flux	de	chaleur	turbulente,	de	 la	 longueur	de	 fermeture	du	réveil	et	du	
nombre	 de	 Nusselt	 moyen	 du	 cylindre	 chauffé.	 Champigny et al. [103]	 ont	 étudié	
expérimentalement	 les	 flux	 de	 convection	mixte	 et	 les	 transferts	 de	 chaleur	 associés,	
autour	 d'un	 grand	 cylindre	 vertical.	 L'expérience	 comprenait	 un	 cylindre	 chauffé	 fini	
refroidi	 par	 un	 flux	 d'air	 transversal,	 à	 l'intérieur	 d'un	 tunnel	 isolé	 où	 le	 nombre	 de	
Reynolds	 était	 de	 43000.	 Les	 profils	 et	 températures	 de	 l'air	 et	 les	 températures	 des	
parois	des	cylindres	émis	à	partir	des	calculs	numériques	ont	été	analysés	et	les	résultats	
moyens	ont	été	 comparés	aux	expérimentaux	 ceux.	Mohammed et Salman [104]	 ont	
effectué	 des	 expériences	 pour	 étudier	 le	 transfert	 de	 chaleur	 local	 et	 moyen	 par	
convection	mixte	pour	un	flux	d'air	laminaire	entièrement	développé,	hydrodynamique	
et	 thermiquement	développé	dans	un	 cylindre	 circulaire	 incliné.	 L'enquête	 couvrait	 le	
nombre	de	Reynolds	de	400	à	1600,	le	flux	de	chaleur	variait	de	70	W/m²	à	400	W/m²	et	
les	angles	d'inclinaison	du	cylindre	incluent	30°,	45°	et	60°.	Les	résultats	ont	présenté	la	
répartition	de	la	température	de	surface	le	long	de	la	longueur	du	cylindre,	distribution	
locale	et	moyenne	du	nombre	de	Nusselt	 avec	 la	distance	axiale	 sans	dimension.	Pour	
toutes	 les	sections	d'entrée,	 les	 résultats	ont	montré	une	augmentation	des	valeurs	de	
nombre	 de	 Nusselt	 à	 mesure	 que	 le	 flux	 de	 chaleur	 augmentait	 et	 que	 l'angle	 de	
l'inclinaison	du	cylindre	est	passé	de	(θ	=	60°)	cylindre	incliné	au	cylindre	horizontal	(θ=	
0°).	 En	 outre,	 les	 nombres	 moyens	 de	 Nusselt	 ont	 été	 corrélés	 avec	 les	 nombres	 de	
Rayleigh	/	Reynolds	dans	les	corrélations	empiriques.	Mohammed et Salman [105]	ont	
expérimentalement	 étudié	 le	 transfert	 combiné	 de	 chaleur	 par	 convection	 dans	 un	
cylindre	circulaire	vertical	pour	l'assistance,	le	développement	thermique	et	l'écoulement	
d'air	laminaire	thermiquement	entièrement	développé	dans	des	conditions	aux	limites	de	
flux	de	chaleur	à	paroi	constante.	Ils	ont	examiné	l'effet	d'angle	d'inclinaison	du	cylindre	
sur	 le	 processus	 de	 transfert	 de	 chaleur	 par	 convection	 mixte.	 La	 configuration	
expérimentale	 consistait	 en	 un	 cylindre	 en	 aluminium	 avec	 un	 diamètre	 intérieur	 (30	
mm)	et	une	longueur	chauffée	de	900	mm	(L/D=30).	Ils	ont	conclu	que	pour	le	même	flux	
de	chaleur	et	le	faible	nombre	de	Reynolds,	le	nombre	local	de	Nusselt	augmentait	comme	
cylindre	angle	d'inclinaison	déplacé	vers	le	cylindre	horizontal.	On	a	également	constaté	
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que	la	valeur	inférieure	du	nombre	local	de	Nusselt	se	produisait	à	un	cylindre	vertical	(θ	
=90°)	 et	 la	 valeur	 supérieure	 se	 produisait	 à	 un	 cylindre	 horizontal	 (θ=0°)	 lorsque	 la	
convection	libre	était	le	facteur	dominant	du	processus	de	transfert	de	chaleur	[106]. 

II.9. Les Nanofluides en transfert thermique  

Depuis	 la	 découverte	 initiale	 des	 augmentations	 anormales	 de	 la	 conductivité	
thermique	 des	 suspensions	 de	 particules	 fluides	 (nanofluides),	 elles	 sont	 devenues	 le	
sujet	de	nombreuses	recherches	[107].	

Afin	d’apprécier	les	concepts	impliqués,	une	bonne	compréhension	des	fondements	du	
mécanisme	de	base	qui	régit	le	comportement	de	la	conductivité	thermique	efficace	des	
suspensions	de	nanoparticules	est	nécessaire.	L'amélioration	efficace	de	la	conductivité	
thermique	réalisable	par	les	suspensions	de	nanoparticules	est	due	à	deux	mécanismes	
différents.	La	première	est	 la	contribution	résultant	de	 la	conductivité	 thermique	de	 la	
nanoparticule,	qui	peut	être	plus	grande	ou	dans	certaines	situations,	inférieure	à	celle	du	
fluide	de	base,	 et	 la	 deuxième	 contribution	 est	 due	 au	mouvement	des	nanoparticules	
elles-mêmes,	ce	qui	produit	un	transport	thermique	amélioré	[107].	

D'autres	propriétés	potentiellement	utiles	des	nanofluides	ont	également	été	étudiées	
de	manière	approfondie,	mais	notre	compréhension	fondamentale	des	mécanismes	qui	
créent	 ces	 propriétés	 passionnantes	 et	 prometteuses	 est	 limitée.	 Ce	 manque	 de	
compréhension	limite	les	possibilités	d'utilisation	des	nanofluides	et	notre	capacité	à	les	
modéliser	 avec	 précision.	 En	 conséquence,	 d'autres	 recherches	 expérimentales	 et	
numériques	sont	nécessaires	qui	aideront	à	mieux	comprendre	les	flux	de	nanofluides	et	
leurs	 propriétés	 de	 transfert	 de	 chaleur.	 L'une	 des	 premières	 recherches	 théoriques	
concernant	la	conductivité	thermique	efficace	des	suspensions	de	particules	fluides	a	été	
menée	par	Maxwell en 1873 [107].	

Maxwell [108]	aurait	été	le	premier	à	expliquer	que	l'addition	de	particules	à	un	fluide	
de	 base	 créait	 un	 mélange	 en	 suspension	 qui	 pourrait	 entraîner	 une	 conductivité	
thermique	 efficace	 améliorée	 en	 raison	 de	 la	 modification	 de	 la	 propriété	 en	 vrac	
combinée	 de	 la	 base	 liquide	 et	 les	 particules.	 À	 l'aide	 de	 cette	 approche,	 Maxwell	 a	
développé	 une	 expression	 analytique	 qui	 a	 servi	 de	 base	 à	 de	 nombreuses	 études	
théoriques	sur	la	conductivité	thermique	efficace.	Son	modèle,	lorsqu'il	est	combiné	avec	
des	 travaux	 d'autres	 auteurs	 nombreux,	 a	 été	 observé	 pour	 prédire	 avec	 précision	 la	
conductivité	thermique	efficace	des	suspensions	de	particules	lorsque	les	particules	sont	
relativement	grandes,	mais	semblent	ne	pas	être	aussi	précises	pour	les	suspensions	où	
les	particules	sont	très	petites,	tout	comme	les	cas	pour	les	suspensions	de	nanoparticules.	
L’expression	empirique	résultante	est	[108]	:	

 CD��
CE

= 2C4 + CF + 2GF(CF − C4)
2C4 + CF − GF(CF − C4)  

(II.10)	
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Où	keff,	kS	et	kL	 sont	 les	conductivités	 thermiques	total,	de	suspension	et	de	 liquides	
respectivement,	et	φs	donne	la	fraction	volumique	des	nanoparticules	;	

Malheureusement,	cette	expression	empirique	a	une	capacité	prédictive	limitée,	mais	
depuis	lors,	plusieurs	autres	recherches	se	sont	développées	sur	ce	travail	original	avec	
un	certain	succès	[109, 110, 111, 112].	Alors	que	l'expérimentation	initiale	[113, 114, 

115, 116, 117]	sur	la	conductivité	thermique	efficace	de	la	suspension	de	nanoparticules	
n'a	 été	 réalisée	 que	 jusqu'à	 la	 fin	 du	 siècle	 dernier,	 d'autres	 équations	 empiriques	
approximatives	ont	été	développées	[118].	En	2004,	les	enquêtes	systématiques	sur	des	
tests	 expérimentaux	 et	 de	modélisation	 [119]	 ont	 révélé	 que	 la	 plupart	 des	modèles	
étaient	de	nature	phénoménologique	et	qu'ils	abordaient	en	partie	les	problèmes.	

En	2008,	Emily Pfautsch [120]	a	étudié	la	convection	forcée	dans	les	nanofluides	sur	
une	plaque	plate.	Son	travail	a	analysé	les	caractéristiques,	le	développement	du	flux	et	le	
coefficient	de	transfert	de	chaleur	des	nanofluides	en	convection	forcée	laminaire	sur	une	
plaque	 plate.	 Dans	 ses	 études,	 un	 système	 d'équations	 d'impulsion,	 d'énergie	 et	 de	
continuité	 a	 été	 développé	 et	 résolu	 en	 utilisant	 les	 techniques	 disponibles	 dans	
Mathematica.	Elle	a	conclu	que	la	variation	de	la	distribution	de	la	fraction	de	volume	des	
nanoparticules	a	montré	qu'il	est	important	que	les	nanoparticules	restent	uniformément	
suspendues	tout	au	long	du	flux	pour	qu'il	y	ait	des	améliorations	appréciables	dans	le	
coefficient	de	transfert	de	chaleur.	Ce	travail	a	en	outre	révélé	que,	à	mesure	que	la	taille	
des	 nanoparticules	 diminuait	 au-dessous	 d'un	 seuil,	 une	 augmentation	 appréciable	 (c.	
16%)	a	été	observée	dans	le	coefficient	de	transfert	de	chaleur	pour	le	nanofluide	à	base	
d'eau	 et	 une	 augmentation	 significative	 (c.	 100%)	 observé	 pour	 le	 nanofluide	 à	 base	
d'éthylène	glycol.	On	peut	conclure	que	son	travail	a	montré	que	la	diminution	de	la	taille	
des	 nanoparticules	 produit	 une	 dispersion	 appréciable	 de	 la	 fraction	 de	 volume	 de	
nanoparticules	plus	loin	des	limites	solides,	ce	qui	réduit	la	température	dans	la	région	de	
la	couche	limite	[119].	

La	densité	effective	du	nanofluide	est	également	donnée	comme	suit	[120]	:	

 � = (1 − GF)�4 + GF�F (II.11)	
	

La	diffusivité	thermique	du	nanofluide	est	donnée	comme	suit	[120]	:	

 HD�� = CD��
(��I)D��

 
(II.12)	

	

Où	la	capacité	thermique	du	nanofluide	est	donnée	par	[120]	:	

 (��I)D�� = (1 − GF)(��I)4 + GF(��I)F (II.13)	
	

Où	le	coefficient	de	dilatation	thermique	du	nanofluide	peut	être	déterminé	à	partir	de	
[120]	:		
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 (��′)D�� = (1 − GF)(��′)4 + GF(��′)F (II.14)	
	

La	viscosité	dynamique	efficace	des	nanofluides	donné	par	Brinkman [121]	est	:	

 JD�� = J4
(1 − GF)�.� (II.15)	

	

Ce	 travail	 a	 également	 démontré	 que	 l'efficacité	 des	 nanofluides	 dépendait	 non	
seulement	de	la	conductivité	thermique	améliorée,	mais	aussi	d'autres	propriétés	telles	
que	la	viscosité	et	la	chaleur	spécifique.	La	pensée	actuelle	est	que	nous	devrons	peut-être	
appliquer	 les	 équations	 de	 Navier	 Stokes,	 d'énergie	 et	 de	 continuité	 afin	 d'aider	 à	
expliquer	 les	 variations	 de	 la	 propriété	 des	 flux	 dans	 le	 flux	 de	 microfluides,	 avec	 le	
transfert	de	chaleur.	

D'autres	études	sur	les	suspensions	de	particules	solides	(millimètres	et	micromètres)	
dans	des	liquides	pour	le	transfert	de	chaleur	et	d'autres	applications	ont	été	rapportées.	
Lee et al.	[122]	ont	produit	des	nanofluides	d'oxyde	de	cuivre	et	d'oxyde	d'aluminium	et	
ont	mesuré	leurs	conductivités	thermiques	à	l'aide	de	la	méthode	transitoire	de	fil	chaud.	
Les	 résultats	 ont	 montré	 que	 les	 nanofluides	 contenant	 une	 petite	 quantité	 de	
nanoparticules	ont	démontré	des	conductivités	thermiques	plus	élevées	que	les	mêmes	
liquides	sans	nanoparticules.	Les	études	menées	par	Eastman et al.	[123]	utilisant	des	
particules	de	 cuivre	 et	 des	particules	d'oxyde	 dans	 l'éthylène	 glycol	 indiquent	que	 les	
nanofluides	présentent	des	propriétés	de	 transfert	de	chaleur	supérieures	par	rapport	
aux	 fluides	de	 transfert	de	 chaleur	 classiques.	D'autres	études	expérimentales,	qui	ont	
montré	 que	 les	 nanofluides	 présentent	 une	meilleure	 chaleur,	 les	 caractéristiques	 de	
transfert	que	les	fluides	de	transfert	de	chaleur	traditionnels	incluent	[115, et 124-130].	

Des	études	ont	été	réalisées	pour	expliquer	les	raisons	de	la	performance	thermique	
améliorée	 des	 nanofluides.	 Ces	 raisons	 incluent	 le	 transport	 thermique	 dans	 les	
nanoparticules,	 l'agrégation	 des	 nanoparticules,	 la	 dynamique	 brownienne	 et	 la	
thermophorèse.	 Les	 premières	 tentatives	 de	 prédiction	 des	 valeurs	 mesurées	
expérimentalement	de	la	conductivité	thermique	des	nanofluides	ont	été	faites	avec	des	
théories	existantes	telles	que	Maxwell [108]	et	Hamilton-Crosser [118].	Cependant,	ces	
théories	prédisent	des	valeurs	inférieures	par	rapport	aux	mesures	expérimentales.	Des	
théories	telles	que la	théorie	du	nano	layer,	Yu et Choi [129],	la	théorie	de	polarisation	
moyenne,	Xue [131]	et	 la	nano-convection	 induite	par	 le	mouvement	Brownien	[132-

134]	 ont	 également	 été	 rapportées.	 L'étude	 de	Yu et Choi [129]	 a	 déterminé	 que	 la	
couche	 interfaciale	 solide-liquide	 dans	 le	 nanofluide	 joue	 un	 rôle	 important	 dans	 la	
conductivité	thermique	améliorée.	Yu et Choi	[129]	ont	modifié	le	modèle	par	Maxwell 

[108]	pour	inclure	l'effet	du	nano	layer.	L'étude	a	proposé	que	le	nano-couche	de	type	
solide	se	comporte	comme	un	pont	thermique	entre	une	particule	solide	et	un	liquide	en	
vrac.	En	utilisant	une	théorie	moyenne	efficace,	la	conductivité	thermique	équivalente	de	
la	 particule	 équivalente	 a	 été	 calculée	 et	 utilisée	pour	modifier	 l'équation	de	Maxwell.	
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Timofeeva et al. [135]	 ont	 indiqué	 que	 l'état	 d'agglomération,	 la	 géométrie	 et	 la	
résistance	 de	 surface	 des	 nanoparticules	 sont	 les	 principales	 variables	 qui	 contrôlent	
l'amélioration	 de	 la	 conductivité	 thermique	 des	 nanofluides.	 D'autres	 études	 sur	 le	
comportement	 sous-jacent	 du	 transfert	 d'énergie	 thermique	 dans	 les	 nanofluides	
comprennent	[173 et 136-143].	

II.10. Objective de cette thèse  

Cette	partie	de	thèse	est	dédié	à	la	compréhension	et	connaissance	d’une	importante	
quantité	de	travaux	et	publications	sur	les	phénomènes	de	transport	convectives.	Après	
avoir	 parcouru	 les	 documents	 publiés	 lié	 à	 cette	 bibliographie,	 on	 a	 constaté	 que	 les	
études	 thermiques	 sur	 les	 aiguilles	 fines	 font	 très	peu	d’apparition	dans	 la	 littérature,	
donc	nous	pensons	que	d'autres	recherches	analytiques,	numériques	et	expérimentales	
sont	nécessaires	pour	étudier	le	flux	et	les	caractéristiques	thermiques	convectifs	le	long	
des	aiguilles	fines	afin	d’observer	le	comportement	de	différents	paramètres	intervenant	
dans	les	phénomènes.			
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Chapitre III  

Formulation Mathématique 

III.1. Introduction  

D'une manière générale, la formulation mathématique d'un tel problème s'obtient en 

écrivant les théorèmes généraux de la mécanique des fluides et de la thermodynamique. 

Ces théorèmes traduisent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement, de 

l'énergie et la conservation des espèces au sein du fluide. Dans ce chapitre, nous allons 

établir les équations qui nous permettrons de modéliser le problème, en se servant de la 

formulation intégrale des lois de conservations et en introduisant des hypothèses 

simplificatrices qui seront justifiées. Tout d'abord, nous allons introduire quelques 

notations et rappeler brièvement les outils nécessaires à l'établissement des équations. 

III.1.1. Hypothèse de Prandtl (1904)  

Dans un écoulement suffisamment rapide ou suffisamment étendu, les forces de 

viscosité ne jouent que dans un très petit domaine au voisinage des surfaces fixes qui 

limitent l’écoulement. Sur ces surfaces fixes, la vitesse du fluide est nulle. A l’extérieur du 

domaine appelé couche limite, les vitesses du fluide sont celles de l’écoulement en fluide 

parfait qui ne tient pas compte des forces de viscosité. 

III.2. Le concept de couche limite laminaire  

La définition même de la couche limite réside dans le fait qu'elle représente la région 

de l'écoulement où les effets visqueux sont au moins aussi importants que les effets 

inertiels (en termes d'ordre de grandeur). Ce n'est en effet pas le cas loin de la paroi, où 

l'écoulement est alors dit « d'Euler », et où les effets visqueux ne se font pratiquement pas 

ressentir [1].  
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De façon classique, on distingue dans les fluides en mouvement des écoulements libres, 

des écoulements internes et des écoulements externes. Dans ce manuscrit, on va 

exclusivement considérer les écoulements externes.  Cette classification structurelle est 

dictée par la géométrie des domaines fluides. Les écoulements externes occupent une 

position intermédiaire, à l’opposé des écoulements libre et interne, avec à la fois des 

conditions à l’infini et des conditions de paroi1. 

L’exemple le plus simple d’écoulement externe est celui d’un fluide qui arrive à une 

vitesse uniforme U∞ parallèlement à la paroi de l’aiguille. Au voisinage de la surface, il 

s’établit un gradient de vitesse, dû au phénomène de viscosité : plus on se rapproche de la 

paroi, plus le fluide est freiné, la vitesse étant nulle à la surface (condition d’adhérence à 

la paroi). Ceci conduit à une structure de "couche limite", où une redistribution dans le 

champ de vitesse s’accompagne d’une diffusion de quantité de mouvement, soit par un 

mécanisme visqueux (couche limite laminaire), soit par un mécanisme tourbillonnaire 

(couche limite turbulente). Par commodité on définit de façon conventionnelle une 

"épaisseur de couche limite dynamique δ" correspondant en gros à la zone dans laquelle 

la variation de vitesse est la plus marquée2. 

On considère que l’écoulement incident soit à une température uniforme T∞, et que la 

surface soit maintenue à une température Tw également uniforme mais différente de T∞. 

En explorant le champ de température T perpendiculairement à la surface de l’aiguille, 

selon l’ordonnée r, on observera une variation progressive de Tw à T∞, d’abord rapide puis 

de plus en plus lente à mesure qu’on pénètre dans l’écoulement. La figure. IV.1 illustre le 

cas où Tw est supérieure à T∞. [2] La région dans laquelle T varie de façon significative est 

appelée "couche limite thermique". 

Il saute aux yeux que la définition précédente a un caractère bien vague. Le problème 

était d’ailleurs le même avec la couche limite dynamique, et il sera abordé dans le même 

esprit, à savoir une définition conventionnelle de "l’épaisseur de couche limite δ". La 

définition de cette grandeur est très importante dans notre cas, rappelant que par 

définition, une aiguille fine est un corps de révolution dont le diamètre est du même ordre 

que la couche limite qui se développe.    

Tout d’abord, pour situer la température T relativement aux conditions aux limites Tw 

et T∞, on introduit la grandeur adimensionnée ɵ* [2, 145] : 

 

 ɵ∗ = � − ���� − �� 
(III.1) 

 

                                                        
1 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [1], [144] et [145].  
2 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [2], [144] et [145]. 
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Qui est positive et inférieure à 1 ; Nous déciderons alors que, à l’abscisse L (selon la 

coordonnée parallèle à l’écoulement), la couche limite thermique possède une épaisseur 

δT(L) telle que [2, 145] : 

 

 ��δ
� − ���� − �� = ɵ∗�δ
� = 0.99 
(III.2) 

 

 

Figure III.1. Couche limite thermique. (a) : répartition transversale de température T-Tw à une distance L de 
l’origine (Tw>T∞) et évolution de l’épaisseur de couche limite thermique δT. (b) : caractérisation de δT [2] 

Autrement dit, à l’ordonnée δT, l’écart de température par rapport à la surface est égal 

à 99% de l’écart total T∞ − Tw (fig. III.1.b). Cette condition normative est tout à fait 

générale, et ne fait pas forcément référence aux caractéristiques de la couche limite de 

notre étude3. 

L’expérience montre que δT évolue le long de la paroi, et que la couche limite thermique 

s’épaissit quand on s’éloigne du bord d’attaque (fig. III.1.a). En cela, son comportement 

est parallèle à celui de la couche limite dynamique, du moins dans ce cas particulier. A 

l’origine, le profil de température est uniforme ; puis l’influence de Tw se fait sentir 

progressivement dans le fluide, ce qui se traduit par l’apparition d’un gradient de 

température, accompagné d’un flux de chaleur dirigé de la paroi vers le fluide. Ainsi, de 

même que la couche limite dynamique est l’expression d’une diffusion de quantité de 

                                                        
3 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [1], [2] et [106]. 
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mouvement, la couche limite thermique résulte de la diffusion thermique dans le fluide 

en mouvement4. 

Les épaisseurs de couche limite δ et δT dépendront donc des propriétés thermo-

physiques du fluide : viscosité cinématique ν pour δ, diffusivité thermique α pour δT, et, 

sauf cas particulier, δT sera différente de δ. Enfin, bien évidemment, si fluide et paroi sont 

à la même température, il n’y a plus de couche limite thermique5. 

Sur la base de cette interprétation physique, on se doute a priori que dans la couche 

limite laminaire la condition α << ν se traduira par une couche limite thermique moins 

épaisse que la couche limite dynamique, et vice-versa. C’est donc en fait le rapport ν/α, 

c’est-à-dire le nombre de Prandtl Pr, qui va gouverner le rapport δ/δT. Les calculs qui vont 

suivre, ainsi que l’expérience, confirmeront la validité de ce raisonnement [2, 145].  

Des théories spéciales pour ces régions (couches limites) ont été développées. En 

résolvant la plupart des problèmes convectifs de transfert de chaleur et de masse, le 

problème dynamique de fluide correspondant doit d'abord être résolu, à condition qu'il 

ne soit pas complètement couplé aux problèmes de transfert de chaleur et de masse. Pour 

nous aider dans ce travail, trois paramètres sans dimension sont définis. Ceux-ci ont des 

interprétations physiques qui se rapportent aux conditions dans l’écoulement [1]. 

Le premier d'entre eux est le nombre de Reynolds, Re, qui peut être interprété comme 

le rapport des forces d’inertie aux forces visqueuses [4] ; 

 �� = ���  
(III.3) 

Où : U est la vitesse (m.s-1), ν est la viscosité cinématique du fluide (m2.s-1), et L la 

longueur caractéristique dépendante de la géométrie de l’écoulement (m).   

Deuxièmement, le nombre de Prandtl, Pr, qui fournit une mesure de l'efficacité relative 

du mouvement et de l'énergie par diffusion dans la vitesse et la couche limite thermique, 

respectivement [2] : 

 �� = ���� = �� 
(III.4) 

Où : α est la diffusivité thermique du fluide. Pr peut varier de 10-3 pour les métaux 

liquides à 4 000 pour les huiles très visqueuses. La valeur de Pr influence fortement la 

croissance relative de la vitesse et des couches limites thermiques. Si Pr << 1, le taux de 

diffusion d'énergie dépasse grandement le taux de diffusion de mouvement, c'est-à-dire 

que la couche limite thermique se développe beaucoup plus rapidement que la couche 

limite dynamique. Dans de tels problèmes, une petite erreur est introduite si la vitesse 

dans la couche limite thermique est supposée être la vitesse globale U∞. D'autre part, 

lorsque le nombre de Prandtl est très élevé, la couche de limite dynamique se développe 

plus rapidement et sera beaucoup plus épaisse que son homologue thermique. Dans de 

                                                        
4 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [1], [2], [4] et [145]. 
5 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [2], [4] et [145]. 
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tels cas, des solutions simples peuvent être obtenues en supposant un profil de vitesse 

approximativement linéaire à l'intérieur de la couche limite thermique. Pour les gaz, Pr 

est proche de l'unité, indiquant que le transfert d'énergie et de mouvement par diffusion 

est de proportions comparables6. 

Enfin, il existe le nombre de Schmidt, Sc, qui est une mesure de l'efficacité relative du 

transfert de mouvement et de masse par diffusion dans les couches limites dynamique et 

de concentration, respectivement [146]. 

 �� = �� (III.5) 

 

Où : D est le coefficient de diffusivité moléculaire (m2.s-1). 

III.3. Equations gouvernantes  

La solution numérique du transfert de chaleur, d’écoulement de fluides et d'autres 

processus connexes repose sur la résolution de certaines équations de conservation, qui 

régissent les processus. Ces les équations de masse, de mouvement, de l'énergie et 

d’espèces contenu dans un volume de contrôle lorsqu’on le suit dans son mouvement. 

Cette approche qui consiste à faire un bilan des quantités transportées et produites au 

cours du temps, dans un volume élémentaire de contrôle sont dérivées et expliquées dans 

une variété de manuels scolaires. Dans la suite de ce chapitre, ils sont exprimés en 

coordonnées cylindriques (r, θ, x) avec les composants de vitesse u, v et w. Notre système 

est supposé axisymétrique, donc il n'y a pas de variations ou de gradients dans la direction 

azimutale (θ)7. 

III.3.1. Equation de continuité  

Cette équation est l’équation locale de bilan de masse, dite équation de continuité, qui 

traduit la conservation de la masse au cours du temps dans le volume de contrôle en 

l’absence de source ou de puits de matière. En partant du principe que [1, 149] : 

 

 ��� = ���!"�# 
(III.6) 

 

On peut encore développer et ensuite simplifier cette équation en considère que le 

volume ne varie pas au cours du temps, ce qui signifie que la variation de matière dans un 

volume donné est uniquement produite par la matière qui entre ou qui sort de ce volume 

                                                        
6 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [2], [144] et [145]. 
7 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [2], [144], [145] et 

[148]. 
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de contrôle. Et par conséquent, l’équation de continuité s’écrit de la façon suivante [1, 

149] : 

 $"$� + �&#	�"	()*� = 0 
(III.7) 

 

L’équation de conservation de masse (ou de continuité) en régime permanant 

s’exprime donc par [149] : 

 �&#	"	()* = 0 (III.8) 

 

 $�"+�$, + 1� $��"#�$� = 0 
(III.9) 

 

Pour un fluide incompressible [149] :  

 

 �&#		()* = 0 (III.10) 

 

 $�+�$, + 1� $��#�$� = 0 
(III.11) 

Et enfin : 

 $$, ��+� + $$� ��#� = 0 
 

(III.12) 

III.3.2. Equation de conservation de la quantité de mouvement  

L’équation de conservation de quantités de mouvement stipule que la somme 

algébrique de toutes les forces agissant sur un petit volume de fluide est égale à zéro. C'est 

une équation vectorielle et, dans un cadre de référence inertiel, la forme différentielle de 

l'équation du mouvement est donnée comme suit [149] :  

$."()))))*/$� + ∇. �"((� = "1� − ∇	� + ∇. �2� + "1 
 

(III.13) 

 

Où : P, τ, Fp et F, sont la pression statique, tenseur de contraintes, la force 

gravitationnelle et les forces externes, respectivement.  

Le tenseur de contraintes τ est donné par [149] : 

 2 = 	�	 3�∇( + ∇(
� − 23∇. �(6�7 (III.14) 
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Où : μ est la viscosité dynamique, I est le tenseur unitaire. Le second terme dans la 

partie droite de l’Eq. (III.11) représente l’effet de la dilatation volumique. 

Dans le bilan de quantité de mouvement, nous allons a priori partir par l’hypothèse 

d’un écoulement laminaire bidimensionnel (x, r), (u, v) en régime permanent et en 

négligeant les contraintes externes de dilatations et la variation de pression dans la 

direction radiale, ce qui nous conduit à [2, 149] : 

 1� $$, ��"++� + 1� $$� ��"#+� = −$8$, + 1� $$� 3�� 9$+$� + $#$,:7 + 1� + 1 
 

(III.15) 

Et 

 ;�;< = 0    
 

(III.16) 

 

On sait que Fp représente ici le champ de pesanteur, F, les forces externes ; Le premier 

terme de l’équation représente le taux d’augmentation de quantité de mouvement par 

unité de volume dans le volume de contrôle. Le deuxième terme correspond au taux de 

quantité de mouvement perdu par convection (par unité de volume) à travers la surface 

de contrôle. Pour le cas d’un écoulement incompressible : ∇.()* = 0, on obtient ainsi 

l’équation8 : 

 + $$, �+� + # $$� �+� = −1" $8$, + �� $$� 9� $+$�: + 1� + 1 
 

(III.17) 

Où : ν est la viscosité cinématique (m2.s-1).  

L’approximation de Boussinesq  

Cette approximation est essentielle lorsqu’on parle de convection naturelle ou mixte, 

où on considère des fluctuations de densité exclusivement dues à des variations de 

température, et suffisamment faibles pour ne pas remettre en question l’hypothèse 

d’incompressibilité et modifier la conservation de l’énergie. La température est donc 

considérée comme un scalaire dans l’équation de l’énergie. 

L’approximation de Boussinesq consiste donc à introduire l’hypothèse 

d’incompressibilité pour les écoulements à faible variation de masse volumique. Le 

postulat fondamental est que les variations de masse volumique par rapport à une masse 

volumique de référence ne sont importantes que dans le terme d’Archimède de l’équation 

du mouvement. Ce postulat implique d’autres conséquences tell que les différentes 

propriétés thermodynamiques et de transport du fluide sont indépendantes de la 

température et de la pression. Et considère que la masse volumique dépond linéairement 

de la température et de la concentration lorsqu’il s’agira du transfert de chaleur et de 

masse [147, 148].   

                                                        
8 Pour la rédaction de cette partie, nous nous sommes inspiré des références : [1], [2] et [149].  



 

Transferts convectifs avec MHD dans des aiguilles fines  

38 

 

On considère maintenant un fluide newtonien et on admet donc selon le contexte : 

 "� = ���	 (III.18) 

 

Où : " = "	���   Indépendant de p. 

En raison des variations de température et de concentration, la variation de densité 

peut être exprimées par l'équation : 

 �" = $"$�′ ��′ + $"$�′ ��′ (III.19) 

 

Ici les effets de forces de flottabilités vont être exprimé en therme de coefficient 

volumétrique d’expansion thermique β, et d’expansion due à la concentration β*. 

Le coefficient volumétrique d’expansion thermique pour un fluide est défini par [149] :  

 > = 1� 9$�$�′:�,@A (III.20) 

 

Où : S est le volume spécifique du fluide, il est représenté ici par ρ tel que [149] : 

    

 > = 1" 9$"$�′:�,@A (III.21) 

 

De même, le coefficient de dilatation volumétrique due à la concentration peut être 

défini par l'équation [149] : 

 >∗ = 1" 9$"$�′:�,
A (III.22) 

 

Au final, compte tenu des Eq. (III.19, III.21 et III.22), on peut écrire cette équation [2, 

149] : 

 "� − " = "�B>�� − ��� + "�B>∗�� − ��� (III.23) 

 

Plaçons-nous à présent dans un cadre un peu moins général : on considère toujours 

une aiguille verticale, et un fluide immobile et isotherme au loin ; mais nous n’imposerons 

pas de restrictions particulières à la température de paroi Tw, qui pourra donc dépendre 

de x. Voyons alors ce que deviennent les équations générales (III.14), en nous limitant ici 

à la zone d’écoulement laminaire. Les caractéristiques observées de l’écoulement à 
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proximité de la paroi autorisent à conserver les approximations de la couche limite 

dynamique à savoir selon l’hypothèse de Prandtl : 

 # ≪ +			��			 $D+$,D ≪ $$� 9� $+$�: 
 

(III.24) 

 

En ce qui concerne la pression, vu la lenteur de l’écoulement on admettra toujours que 

les gradients de pression induits par le champ de vitesse dans la direction r sont faibles. 

Autrement dit,  

 EFE< ≈ 0    (2ème hypothèse de Prandtl) (III.25) 

L’équation de quantité de mouvement (III.17) devient alors9 : 

 	+ $+$, + # $+$� = B>�� − �∞� + B>∗�� − ��� − 1" $8$, + �� $$� 9� $+$�: + 1 
 

(III.26) 

 

III.3.3. Equation de conservation de l’énergie  

Afin d'incorporer l'effet de différents modes de transfert de chaleur, l'équation 

d'énergie dans le processus de transfert de chaleur doit être modifiée. La forme 

différentielle générale de l'équation de conservation d'énergie est donnée comme suit [2]: 

 $$� �"ℎ� + $$, �"+ℎ� + 1� $$� ��"#ℎ�
= $$, J�KLL�� $ℎ$,M + 1� $$� J� �KLL�� $ℎ$�M + �N 

 

 

(III.27) 

 

Il est maintenant possible de simplifier cette équation. On peut notamment utiliser les 

hypothèses générales dans notre étude. Avec h est l’enthalpie spécifique du fluide et keff 

est la conductivité thermique effective défini de manière analogue à la viscosité, Cp est la 

capacité calorifique spécifique du fluide, et Sh est le terme source, Qui peut contenir le 

transfert de chaleur par rayonnement et génération de chaleur par effets de la dissipation 

visqueuse (frottement interne dans le fluide). On va considérer dans notre étude le cas de 

la dissipation thermique due au champ magnétique. En utilisant la relation �� = ENE
, on 

obtient alors, l’équation de conservation de l’énergie sous la forme Cartésienne : 

 " $�(O��$PO = $$PO 9� $�$PO: + � 
 

(III.28) 

 

 

                                                        
9 Cette équation a été rédiger en appuient sur les formulations mathématiques des références : [1], [2], 

[148] et [149].   
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III.3.4. Equation de conservation des espèces  

Par analogie avec L’équation de l’énergie, tout en considérant les hypothèses primaires, 

l’équation de conservation des espèces (concentration) peut être écrite sous la forme 

cartésienne comme suit [2] : 

 " $�(O��$PO = $$PO 9� $�$PO: 
 

(III.29) 

 

Cette loi traduit la conservation de la masse de l’espèce en l’absence de réaction 

chimique. 

III.4. Effets de flottabilité vs effets d’inertie  

Le nombre de Richardson Ri représente le rapport des forces d’Archimède aux forces 

d’inertie et est donc une expression de l’intensité de la convection mixte. Cette 

représentation n’est toutefois pas universelle, comme le sont respectivement les nombres 

de Reynolds et de Grashof pour les convections forcée et naturelle, dans la mesure où le 

nombre de Richardson n’intègre pas les effets de viscosité. Pour corréler les résultats 

expérimentaux, des nombres sans dimension caractérisant la convection mixte ont été 

définis. Ils s’écrivent de façon générale sous la forme [150] : 

 Q���R/T��U 
(III.30) 

 

Et traduisent l’influence relative des écoulements de convection naturelle et de 

convection forcée dans les régimes de convection mixte. Les exposants m et n dépendent 

de nombreux paramètres dont la géométrie, les conditions aux limites de paroi (Flux de 

paroi uniforme ou température de paroi uniforme), le régime d’écoulements, par exemple 

si l’écoulement est laminaire, m=0 si non m≠0…etc. Ces types de convection mixte (aidée 

ou opposée) n’interviennent pas dans cette définition [150]. 

Lorsqu'un objet est partiellement ou totalement immergé dans un fluide, la force vers 

le haut exercée sur l'objet est appelée force de flottabilité. La valeur de cette force de 

flottabilité est égale au poids du fluide déplacé par l'objet10. 

La densité d’un fluide varie avec la température en ajoutant de la chaleur à ce fluide et 

le flux est induit par la force gravitationnelle agissant sur les variations de densité 

appelées flux de convection naturelle. Il s'agit simplement du thermo-siphonnement qui 

fait circuler le liquide sans pompe mécanique soit dans un circuit en boucle ouverte, soit 

en circuit fermé. En chauffant le fluide dans la boucle, il se dilate et devient moins dense 

et plus flottant que le fluide refroidisseur au bas de la boucle. En raison de la convection, 

                                                        
10 Principe de la poussée d’Archimède. 
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le fluide chaud se déplace vers le haut dans le système remplacé par le fluide refroidisseur 

par la force gravitationnelle. Dans les flux de convection mixtes, les forces de flottabilité 

peuvent être désignées par le rapport des nombres de Grashof et Reynolds comme 

indiqué ci-dessous [150] ; 

 V = Q���R/T 
(III.31) 

III.5. Hydromagnétique  

Les équations générales de la magnétohydrodynamique sont des équations ordinaires 

d'hydrodynamique et d’électromagnétique, modifiées pour tenir compte de l'interaction 

entre la notion de fluide et le champ magnétique. En supposant que le fluide est 

électriquement conducteur.  

III.5.1. Equations de Maxwell  

Les équations classiques de Maxwell avec quelques approximations caractéristiques 

fournissent la partie électromagnétique des équations, c’est à dire que ses équations 

permettent de décrire les évolutions spatio-temporelles du champ électrique et du champ 

magnétique [151, 152],  

 a.         �&#	W)* = XYZ ⇒ �&#	�))* = " 

b.         �&#	\)* = 0 

c.         �]�))))))*W)* = ^;_)*;`  

d.         �]�))))))*\)* = �a bc*+ d ^;e)*;` f 

 

 

 

(III.32) 

 

Soit l0, t0 et V0= l0/t0, la longueur, le temp, et la vitesse caractéristique du plasma. 

L’analyse dimensionnelle de l’équation (c) de Maxwell montre que [151, 152] : 

 Wga~ i�a 
(III.33) 

Compte tenu de cette dernière relation et du fait que V0<<c (c’est à dire que les vitesses 

des électrons et ions sont non relativistes, où la force de Lorentz est plus petite que la 

force électrique), le second terme de l’équation (d) d ^;e)*;`  de Maxwell est négligeable 

devant le terme �]�))))))*\)* et devant la distribution de courant c’est-à-dire [151, 152] : 

 �]�))))))*\)* = �ac* (III.34) 
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III.5.2. Forces de Lorentz  

La force de Lorentz s’écrit [152] : 

 1* = −j.W)* + #*	⋀	\)*/ (III.35) 

Et puisque 

 c* = lj#* (III.36) 

Alors la force de Lorentz pour les électrons, par unité de volume est [152] : 

 1*mn<KT`o = "KW)* + c*	⋀	\)* (III.37) 

 

III.5.3. Equation de la magnétohydrodynamique  

Les équations de la MHD que nous utiliserons par la suite sont constituées des 

équations de Maxwell et des équations de conservation de quantité de mouvement pour 

un fluide Newtonien. Compte tenu des équations (III.31-III36), et les hypothèses énoncées 

précédemment, l’expression de l’équation de la magnétohydrodynamique est : 

 	+ $+$, + # $+$� = 1� − 1" $8$, + �� $$� 9� $+$�: + c*	⋀	\)*  

(III.38) 

 

III.5.4. Nombre de Reynolds magnétique  

Le nombre de Reynolds magnétique est un paramètre important qui détermine si le 

champ magnétique évolue dans le temps par convection ou par diffusion, ou bien par 

concurrence relative des deux. Il est nécessaire de noter que dans notre cas, le nombre de 

Reynolds magnétique est supposé être très petit, et donc, le champ magnétique induit sera 

négligeable tout au long de cette étude.  

III.6. Dissipation thermique  

Ici, la dissipation en question utilisé dans ce manuscrit est la dissipation thermique 

par effet Joule, que l’on peut déterminer son expression à partir de l’équation de 

conservation d’énergie : 

 

 "�� 3$�$� + #∇�7 = ∇. �V∇�� + 1p cD + q + r 
(III.39) 

 

 

Lorsqu’il s’agit d’un champ magnétique, l’expression du terme Joule devient : 

Convection 

Diffusion 

Dissipation 

par effet 

Joule 

Dissipation 

visqueuse 

Source 

thermique 
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 c = p\a+ (III.40) 

 

III.7. Model physique   

Le modèle physique schématisé sur la figure III.2 est considéré comme stationnaire, 

bidimensionnel et axisymétrique. Il s’agit d’une aiguille fine de longueur L disposé 

verticalement (parallèle au vecteur du champ gravitationnel) dans un milieu fluide 

visqueux, incompressible. Aussi, on considère deux cas de figures, aiguille isotherme et 

flux de chaleur uniforme à la paroi. L’aiguille commence à (x, r) = (0, 0), la couche limite 

donc commençant aussi par ces coordonnées est supposée laminaire les propriétés 

physiques du fluide sont supposées être constantes appart la variation de la densité qui 

est régit par l’approximation de Boussinesq (cas fluide newtonien) et l’approximation 

d’Oberbeck-Boussinesq (cas des nanofluides).   

 

Figure III.2. Modèle physique 

III.8. Adimensionnement  

Rappelons simplement son essence, qui est de mettre en évidence des classes de 

phénomènes semblables, c’est-à-dire décrits par la même équation ou par le même 

système d’équations. Ceci peut être réalisé en adimensionnant les équations de bilans et 

en faisant apparaître des groupements sans dimension qui sont des critères de similitude 

associés à chaque terme de source (source de masse, de quantité de mouvement, 

d’énergie…). De la sorte, les solutions adimensionnées sont invariantes dans toute 

transformation du système physique qui garde constants les critères de similitude. 
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Plus modestement, un avantage majeur des formulations adimensionnelles est de 

diminuer le nombre de paramètres à manipuler, en les groupant au sein de "nombres sans 

dimension" [2]. Mais nous aurons l’occasion de rappeler plus loin qu’un nombre sans 

dimension n’est pas forcément un critère de similitude. 

Au point de vue opérationnel, on procède ainsi [2] : 

a. Choix de grandeurs de référence, conventionnelles mais significatives du problème 

physique examiné : L0, U0, ΔT, …etc.   

b. Définition de variables adimensionnées : , = s̅mZ , � = <̅mZ , + = uvwZ, …etc.  

c. Introduction de ces variables dans les équations de bilans et réarrangement des 

facteurs pour que le terme de transport lié au mouvement du fluide soit affecté du 

coefficient 1 (ce qui signifie que la similitude est automatiquement réalisée à 

l’échelle 1 pour ce transport). Les coefficients sans dimension qui se trouvent alors 

devant les termes de sources sont les critères de similitude relatifs à chacune 

d’elles, que nous notons d’une manière générique. 

Dans ce manuscrit, l’adimensionnement des équations de conservation sera en même 

temp que la transformation de similarité, en choisissant les variables de transformations 

adéquates. Cela sera minutieusement détaillé par la suite.      

III.9. Solution de similarité des équations de transports  

III.9.1. Existence d’une similitude des profils de vitesse et de température  

Les données expérimentales montrent qu’à des abscisses différentes, les profils de 

vitesse u manifestent un certain air de famille, ainsi que les courbes de température.  

Considérons deux points de coordonnées (x1, y1 =η x1) et (x2, y2 =η x2). Ils sont donc tels 

que 11 :    

 xR,R = xD,D = y (III.41) 

 

Il y aurait similitude au sens classique du terme si l’on avait, par exemple pour la vitesse 

: 

 +�,R, y,R� = +�,D, y,D� (III.42) 

 

Ce qui revient à dire que :  

                                                        
11 Cette partie ainsi que les équations qui s’en suivent ont été rédigés en suivant les démarches 

existantes dans la référence [2]. 
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 + = +�y = x,� (III.43) 

 

Mais l’expérience montre que ceci n’est pas vrai, et le calcul confirme l’absence de 

solutions de cette forme [2]. 

Bien que les équations de couche limite aboutissent à des simplifications considérables 

de l'ensemble complet des équations de conservation, des solutions analytiques exactes 

n'ont malheureusement été trouvées que pour quelques cas simples, et pour les obtenir, 

cela requière souvent beaucoup de travail. On distingue par exemple le cas d’un 

écoulement sur une plaque plate avec un flux libre uniforme, qui a été étudiée par Prandtl, 

Blasius et Pohlhausen [2]. 

Une extension de la démarche initiale de Blasius, la technique des solutions affines 

possède une certaine élégance, en plus de quelques avantages spécifiques, et nous allons 

la détailler maintenant. A cette occasion, il n’est pas sans intérêt de revenir sur sa logique 

interne, pour mieux la dégager et l’approfondir. 

III.9.2. Solution de Blasius  

Considérons une couche limite laminaire, incompressible et bidimensionnel en régime 

permanant le long d'une plaque plane avec un flux libre à vitesse constante, U∞ et une 

température de flux libre, T∞. La génération d'énergie thermique due à une dissipation 

visqueuse est considérée comme négligeable. Les propriétés sont supposées être 

constantes, excepté la variation de la masse volumique qui obéit à l’approximation de 

Boussinesq [153]. 

Nous sommes alors conduits à conjecturer l’existence d’une similitude moins 

rudimentaire, qui serait vérifiée non pas dans l’espace physique {x, y}, mais dans un 

espace affiné {g (x), η}. Blasius a introduit la variable de similarité suivante [153] : 

La fonction de courant Ψ est telle que : 

 + = $z$x 			 ; 		# = −$z$, 			 (III.44) 

  

Avec : #* = +�*< + #�*s (III.45) 

Dans ce sens, l’équation de continuité est satisfaite et l’équation de quantité de 

mouvement est réduite à [153] : 

 $z$x $
Dz$,$x − $z$, $

Dz$xD = � $
|z$x|  

(III.46) 

 

La fonction de courant est simplement un moyen de remplacer les composante u et v 

ou x et y par une seule fonction [153] : 
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 y = x}���,  

(III.47) 

Et ça été montré que la solution à l’équation (III.43) nous mène à [153] : 

 z = B�y�~���, (III.48) 

 

Où : g(η) est une fonction à déterminer. Après manipulation, l’équation (III.43) peut 

être transformé en [153] : 

 $|B$y| + 12B $
DB$yD = 0 

(III.49) 

 

Il s’agit d’une équation sans dimension linéaire et peut être résolu de manière 

générique une fois pour toutes. Cependant, aucune solution analytique ne peut être 

obtenue, mais le problème peut être résolu numériquement sur un ordinateur ou sous la 

forme d'une extension de série de puissance. Des tableaux présentant des valeurs pour η, 

g, g' et g'' peuvent être trouvés dans la plupart des manuels de mécanique des fluides. Les 

vitesses peuvent maintenant être exprimées comme [153] : 

 + = ��BA�y�	
# = }���4, �y	BA�y� − B�y�� 

 

(III.50) 

 

III.9.3. Adaptation  

Pour la résolution du problème nous avons adapté la méthode de Blasius pour 

résoudre le système d’équations obtenu en coordonnées cylindrique afin d’obtenir à la fin 

un système d’équations différentiels ordinaire (ODE) qu’on peut par la suite le résoudre 

à l’aide d’un programme nommé BVP-4C qui est sur MATLAB (voir chapitre _ Modélisation 

numérique). 

La stratégie suivie repose sur deux conjectures, la première consiste à considérer le cas 

d’une aiguille isotherme et la deuxième, un flux de chaleur uniforme sera imposé à la paroi 

de l’aiguille. 

Pour les écoulements bidimensionnels cylindrique, il s’avère commode de remplacer 

les variables primitives pression et vitesse par la composante Ψ de la fonction de courant 

et la fonction Ω du vecteur rotationnel de la vitesse. Cette dernière est n’est pas prise en 

considération en raison de l’aspect axisymétrique du problème.   

Ce qui a pour effet de nous débarrasser de l’équation de continuité qui se trouve 

identiquement vérifiée, et de remplacer les deux fonctions inconnues u et v par une seule. 
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Ce qui nous mène à notre cas particulier en l’occurrence, en coordonnées cylindrique : 

 + = 1r $z$� 			 ; 		# = −1r $z$,			 (III.51) 

Et : 

 y = �B�,� (III.52) 

 

Afin de déterminer l’expression de g(x), nous allons adopter pour notre étude la 

formulation utilisée par Narain et al [4] on a donc l’expression de z et y : 

 z = ,	���y�	, ��,� = +�. ,^T�R + = R< ;�;< 			et				v = − R< ����  , y = �u�� � <²s� 

 

(III.53) 

Les vitesses sont donc : 

 + = 2,^T�R	+��A�y�					# = l. ,^T	+��A�y�� − 1� ���y�	
  

 

(III.54) 

En considérant l’équation de conservation de quantité de mouvement suivante : 

 + $+$, + # $+$� = −1" $8$, + �� $$� 9� $+$�: + B>�� − �∞�  

(III.55) 

 

Et en remplaçant (III.52) dans (III.53) : 

4+�D ,^DT�R��AA − 4�−l + 1�,^DT�R+�D �AD
= �−l + 1�+�D ,^DT�R + 8�,^DT�R J+�D� M �y�AAA + �AA�+ B>�� − ��� 

 

 

(III.56) 

 

Admettant maintenant que : n=1/2 pour une aiguille isotherme et n=2/5 pour une 

aiguille soumise à un flux de chaleur uniforme. 

En divisant (III.54) par le terme �,^DT�R+�D �, on aboutit à l’équation ordinaire 

différentielle suivante : 

 8y�AAA + 8�AA + 4��AA − 4�−l + 1��AD + �−l + 1� + B>�� − ���,^DT�R+�D = 0 
(III.57) 

 

En partant du principe que l’expression générale du nombre de Richardson est donnée 

par l’expression (III.30) comme suit : 
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 V = Q�s��sR/T 
 

 

1. Cas d’une aiguille isotherme (n=1/2)  

Dans ce cas, on définit la fonction de température adimensionnelle, tout en considérant 

que la direction du flux thermique d’être à partir de l’aiguille vers le fluide environnant 

c.à.d. Tw>T∞, on définit θ comme suit : 

 � = � − ���� − �� 
(III.58) 

 

De la même manière, on définit la fonction de concentration adimensionnelle ϕ, comme 

suit : 

 ∅ = � − ���� − �� 
(III.59) 

 

Etant donné les équations (III.55) et (III.56), l’expression du nombre de Richardson 

sera donc donnée par : 

 V = B>��� − ���+�D = Q�s��sD 
(III.60) 

 

Le paramètre λ est une mesure importante du rapport de la convection naturelle sur la 

convection forcée appelé aussi nombre de Richardson, qui correspond au paramètre de 

convection mixte définit par le rapport entre le nombre de Grashof local Grx, qui 

représente la convection naturelle, et le nombre de Reynolds local Rex qui représente la 

convection forcée.  

On définit l’expression du nombre de Reynolds par : 

 �� = ��,�,�  
 

(III.61) 

 

Avec :  ��,� = +�. ,R/D (III.62) 

 

Le nombre de Grashof sera donc : 

 Q� = B>��� − ���,|�D  
(III.63) 
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Ce qui mène à l’expression de l’équation de conservation de quantité de mouvement 

suivante : 

 8y�AAA + 8�AA + 4��AA − 2�AD + 12 + V� = 0 
(III.64) 

 

En partant du fait que l’équation différentielle de conservation d’énergie a la forme 

suivante : 

 + $�$, + # $�$� = �� $$� 9� $�$�: 
(III.65) 

 

En introduisant les composantes de vitesses obtenues dans la section précédente, et la 

variable de température adimensionnelle θ dans l’équation de l’énergie (III. 65), on 

obtient l’expression de l’équation ordinaire différentielle de l’énergie : 

 y�AA + 12�����A�+�A = 0 
(III.66) 

    

En remplaçant les mêmes démarches, en aboutit à l’expression suivante : 

 y�AA + �A + 12����′ = 0 
(III.67) 

 

1. Cas d’un flux thermique uniforme (n=2/5)  

Dans ce cas, on définit la fonction de température adimensionnelle, θ comme suit : 

 ��y� = � − ��j�� � �+� ,R�
 

 

(III.68) 

 

Etant donné les équations (III.68) et (III.60), l’expression du nombre de Richardson 

sera donc donnée par : 

 V = Q�s��s�/D =
B>j��. +�D } �+� 

 

(III.69) 

 

On a l’expression du nombre de Reynolds donnée par (III.61), mais la vitesse du flux 

externe est : 

 ��,� = +�. ,|/� (III.70) 
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Le nombre de Grashof sera donc : 

 Q� = B>j�,��. �D  
(III.71) 

 

Ce qui mène à l’expression de l’équation de conservation de quantité de mouvement 

suivante : 

 8y�AAA + 8�AA + 4��AA − 125 �AD + 35 + V� = 0 
(III.72) 

 

En partant du fait que l’équation différentielle de conservation d’énergie a la même 

forme que (III.65). En introduisant les composantes de vitesses obtenues dans la section 

précédente, et la variable de température adimensionnelle θ dans l’équation de l’énergie 

(III. 65), on obtient l’expression de l’équation ordinaire différentielle de l’énergie : 

 y�AA + �A + 12����A − 110���′� = 0 
(III.73) 

 

III.10. Paramètres gouvernants  

Afin de bien étudier les caractéristiques du transfert thermique le long des aiguilles 

fine, il est primordial de connaître les acteurs intervenant dans ces phénomènes, et ainsi, 

cela nous permet de faire des interprétations logiques et concrètes.   

III.10.1. Nombre de Nusselt  

Le nombre de Nusselt caractérise le transport de chaleur au niveau des parois, il est 

défini en un point M pris sur un élément de surface ds comme suit [1] : 

 �+� = r`r�nTE 
(III.74) 

Or [152] : 

 r` = "a���� − �a�#*l)*�� − � $�$, �� = "a���� − �a�#�� − � $�$, �� (III.75) 

Et [152] : 

 r` = −� $�$, �� (III.76) 

 

Pour une aiguille isotherme [4] : 
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�+s = −3, b
$�$�f7<��∆� = −2√¡. �′�¡���sR/D 

 

(III.77) 

 

Pour un flux de chaleur uniforme à la paroi [4] : 

 �+s = − j�∝ ∆� = ��s
R/D

��¡�  
(III.78) 

  

III.10.2. Nombre de Sherwood  

Le nombre de Sherwood est considéré comme le pendant du nombre de Nusselt pour 

le taux de transfert de masse, on peut le déterminer de la même façon que le nombre de 

Nusselt : 

Pour une aiguille isotherme [59] : 

 

�ℎs = − 3, b
$�$�f7<��∆� = −2√¡. ∅′�¡���sR/D 

 

(III.79) 

 

Pour un flux de chaleur uniforme [59] : 

 �ℎs = −  �∝ ∆� = ��s
R/D

q�¡�  
(III.80) 

 

III.10.3. Coefficient de frottement local  

D’après ce qu’on a vu précédemment dans la formulation de l’équation de conservation 

de quantité de mouvement, la contrainte pariétale a deux composantes : une composante 

normale égale à la pression et une composante tangentielle appelée force ou contrainte 

de frottement et noté classiquement : 

 2� = � 9$+$�:<�� 
(III.81) 

 

Cette contrainte peut être normalisée par la pression dynamique 
RD"+�D , on obtient ainsi 

un coefficient sans dimension dit coefficient de frottement local : 

 �Lm = 2�12"+�D  (III.82) 
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III.10.3. Nombre de Prandtl  

Le nombre de Prandtl Pr est un nombre sans dimension, ainsi nommé en hommage au 

physicien allemand Ludwig Prandtl. C'est le rapport entre la diffusivité de la quantité de 

mouvement (viscosité cinématique) et celle de la chaleur (diffusivité thermique) [2] : 

 �� = ���V = �V��
=
�"V"��
= �� 

(III.83) 

 

III.10.4. Nombre de Schmidt  

Le nombre de Schmidt est considéré comme le pendant du nombre de Prandtl pour 

diffusion massique, il est défini comme suit [59] : 

 �� = �"� (III.84) 

 

Où : D est la diffusivité massique [m²/s]. 

III.10.5. Paramètre de sustentation  

C’est la mesure des effets relative entre les forces de flottabilités émanant de la 

diffusion massique Q�@  avec celles émanant de la diffusion thermique Q�
	 [64] : 

 � = Q�@Q�
 
(III.85) 

 

III.10.6. Nombre de Lewis  

Le nombre de Lewis Le est un nombre sans dimension comparant la diffusivité de 

masse avec la diffusivité thermique [64] : 

 �� = ���� = �� 
(III.86) 

 

III.11. Conditions aux limites  

III.11.1. Surface de l’aiguille  

Afin de lier l'expression de conservation de mouvement à la surface du l’aiguille, on 

utilise une condition de vitesse. Cette condition limite spécifique de Dirichlet, qui spécifie 

que la vitesse du fluide à la surface du cylindre solide doit être nulle dans toutes les 

directions, peut être exprimée symboliquement par : 
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 #s = #< = 0 (III.87) 

 

Pour le traitement de l'équation de conservation d'énergie à la surface de l’aiguille, la 

condition limite appliquée au modèle numérique dépend du type de problème analysé. 

Dans les modèles de aiguilles isothermes, une condition aux limites de Dirichlet est 

fournie pour imposer une température constante le long de la surface du cylindre : 

 � = �� (III.88) 

 

Dans la formulation alternative, dans laquelle le flux de chaleur est supposé constant, 

une condition de limite de Neumann est imposée à tous les nœuds de calcul le long de 

l’aiguille : 

 $�$l = − j′′�<éL 
(III.89) 

 

Où l se réfère à la direction normale à la surface et q’’ est le flux de chaleur uniforme. 

III.11.2. Fluide à l’infini  

Conformément aux simulations numériques conventionnelles de transferts 

thermiques convectifs où la vitesse du fluide est explicitement définie à l'entrée, la nature 

des problèmes de convection naturelle empêche la définition de la vitesse aux limites 

ouvertes a priori. Nous allons donc imposer une condition qui régit le mouvement du 

fluide le long d’une aiguille vertical. Cette condition aux limites, qui spécifient un 

différentiel de pression normal à la surface de l’aiguille, peut être exprimée 

symboliquement par [4] : 

 −1" $8$, = ��,� ���,��,  
(III.90) 

 

 $8$� = 0 
(III.91) 

 

On peut aussi, définir une vitesse du fluide +� très loin de la paroi qui sera ensuite 

considérer comme vitesse de référence valable pour les trois modes de convection 

considérer dans ce manuscrit. Et encore la température du fluide très loin de la paroi T∞, 

tel que :   

 � → ∞; 				+ = +�, � = �� (III.92) 

 

 



 

Transferts convectifs avec MHD dans des aiguilles fines  

54 

 

III.11.3. Axisymétrie  

Dans le but de réduire les ressources informatiques requises pour évaluer chaque 

modèle numérique créé tout au long de cette étude, une condition de symétrie est 

appliquée à l'axe vertical de la géométrie du problème comme le montre la figure III.2. En 

spécifiant un plan de symétrie sur la longueur de l’aiguille suivant l’axe des x, la quantité 

des cellules de calcul nécessaires pour évaluer chaque problème est efficacement réduit 

en deux. Mathématiquement, les équations de conservations peuvent être délimitées le 

long du plan de symétrie en supposant que la couche limite est similaire sur tous les plans 

(xi, ri). Ce qui nous ramène à considérer un plan unique (x, r), selon lequel le domaine 

d’étude sera délimité. 

III.12. Formulation des équations de transport pour un nanofluide  

Considérons maintenant le cas d’un écoulement de couche limite en convection mixte 

bidimensionnelle, stationnaire, laminaire et incompressible d’un nanofluide le long d’une 

aiguille fine verticale de longueur L et du rayon r, avec une température de paroi uniforme 

Tw> T∞ et un flux externe variable U(x) dans la direction axiale. L’écoulement est considéré 

comme axisymétrique. L'accélération gravitationnelle g agit vers le bas. La température, 

la vitesse et la concentration à une distance éloignée de l'aiguille sont données par T∞, u∞, 

C∞, respectivement. De plus, en supposant que toutes les propriétés de fluide sont des 

constantes, à l'exception de la variation de densité qui à la fois de la température et de la 

nanoparticule. 

III.12.1. Equations gouvernantes  

a. Equation de continuité  

 $$, ��+� + $$� ��#� = 0 
(III.93) 

 

b. Equation de quantité de mouvement  

 + $+$, + # $+$� = − 1"L� $8$, + �� $$� 9� $+$�:
+ ¥�1 − ���B>�� − ��� − ."� − "L�/ 1"L� B�� − ���¦ 

 

(III.94) 

 

c. Equation de conservation d’énergie  

 + $�$, + # $�$� = � J$
D�$�² + 1� $�$�M + 2 ¥�_ 9$�$� + $�$�: + �
�� 9$�$�:

D¦ (III.95) 
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d. Equation de conservation des espèces  

 + $�$, + # $�$� = �_ J$
D�$�² + 1� $�$�M + �
�� J$

D�$�² + 1� $�$�M 
(III.96) 

 

Où u et v sont les composantes de vitesses le long des axes x et r, respectivement, T est 

la température locale du fluide, C est la fraction solide locale du nanofluide, ν est la 

viscosité cinématique, "L� est la masse volumique du fluide de base, "�est la masse 

volumique des particules solides, β est le coefficient d’expansion thermique. 

τ est le ratio de la capacité calorifique des nanoparticules sur la capacité calorifique de 

la base fluide, il a l’expression suivante [59] : 

 2 = �"����"��L 
 

(III.97) 

 

DB est le coefficient de diffusion Brownien, DT est le coefficient de diffusion 

thermophoretique, � = �/�"��L est la diffusivité thermique de la base fluide. 

On considère que la variation de densité dans l'équation (III.94) est prise en compte 

par l'approximation d'Oberbeck-Boussinesq.  
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Chapitre	IV		

Cas	d’études	

IV. Introduction  

Dans	 ce	 chapitre,	 nous	 allons	 présenter	 quelques	 études	 relatives	 au	 sujet	 de	 cette	
thèse	dont	la	formulation	mathématique	des	équations	de	transport	a	été	établie	dans	les	
chapitres	précédents.	Mais	dans	un	premier	lieu,	nous	allons	présenter	des	comparaisons	
avec	des	résultats	publiées	en	utilisant	un	code	de	calcule	bien	connue	pour	la	résolution	
des	problèmes	de	ce	genre.	Ensuite,	à	l’aide	des	hypothèses	et	des	suggestions,	nous	allons	
formuler	 des	 équations	 gouvernantes	 spécifiques	 à	 chaque	 problème,	 les	 résoudre	
numériquement	et	enfin	présenté	 les	résultats	sous	 forme	graphique	et	 tabulaire	pour	
ensuite	découvrir	le	comportement	et	les	caractéristiques	du	transfert	thermique	sous	les	
effets	de	diverses	conditions	et	phénomènes.			
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Validation du code de 
calcule 

Article de référence : [4] ‘’convection 

mixte par des aiguilles fines’’ 
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IV.0.1 Introduction  

Le	problème	du	transfert	de	chaleur	par	convection	mixte	en	régime	laminaire	par	une	
aiguille	fine	vertical	dans	un	écoulement	externe	variable	a	été	considéré.	Ce	modèle	a	été	
pris	comme	référence	pour	cette	thèse.	Il	a	été	proposé	par	Narain et Uberoi [4]	dans	un	
article	publié	en	1973.	Les	solutions	de	similarité	pour	les	aiguilles	isothermes	et	aiguilles	
avec	flux	de	chaleur	uniforme	à	la	paroi	ont	été	obtenues.	Pour	des	valeurs	données	de	
l’épaisseur	de	l’aiguille,	les	procédés	d’écoulement	ainsi	que	le	transfert	thermique	sont	
similaires	à	ceux	rencontré	avec	une	plaque	plane.	Le	nombre	de	Nusselt	et	le	coefficient	
du	frottement	local	sont	inversement	proportionnels	à	l’épaisseur	de	l’aiguille	pour	une	
valeur	donnée	du	nombre	de	Prandtl,	le	nombre	de	Reynolds	local	et	enfin	le	nombre	de	
Grashof	local.	

Le	transfert	thermique	par	une	plaque	plane	dans	un	écoulement	variable	et	sous	la	
force	 gravitationnelle	 a	 été	 étudié	 numériquement	 par	 Sparrow et al. [171]	 et	 par	
Brindley [172]	en	utilisant	la	méthode	analytique	‘’Meskyn’’.	Le	problème	du	transfert	
thermique	par	convection	forcée	le	long	d’une	aiguille	fine	horizontal	dans	un	écoulement	
uniforme	a	été	considéré	par	Mark [173],	Tam [174]	et	par	Narain [23].	La	convection	
naturelle	par	une	aiguille	isothermique	verticale	avec	flux	de	chaleur	uniforme	à	la	paroi	
et	sous	l’influence	de	la	gravité	a	été	analysée	par	Cebeci et Na [20]	et	par	Narain [23]	
respectivement.	 Ces	 problèmes	 sont	 très	 liés	 à	 ceux	 du	 transfert	 thermique	 par	 des	
cylindres	verticaux.	Sparrow et Gregg [17],	Nagendra et al. [24]	et	Fujii et Uehara [31]	
ont	 considéré	 le	 transfert	 thermique	 par	 des	 cylindres	 verticaux	 sous	 différents	
conditions.	 Dans	 cet	 article,	 on	 a	 étudié	 le	 transfert	 thermique	 par	 une	 aiguille	 fine	
verticale	quand	un	écoulement	variable	est	imposé	sur	la	convection	naturelle	sous	deux	
conditions	aux	limites	distinctes	en	l’occurrence	:	(a)	aiguille	isothermique	et	(b)	aiguille	
sous	 flux	 de	 chaleur	 uniforme.	 Les	 solutions	 de	 similarités	 ont	 été	 obtenues	 sous	
différents	restrictions	sur	la	forme	de	l’aiguille	et	sur	la	variation	axiale	de	l’écoulement	
libre	dans	les	deux	cas	considérés.	Les	approximations	de	couches	limites	sont	supposées	
être	valides	[17, 20, 21, 23 et 24]	pour	l’écoulement	le	long	de	ces	aiguilles	pourvu	que	
l’épaisseur	 de	 l’aiguille	 n’excède	 pas	 celle	 de	 la	 couche	 limite	 qui	 se	 développe.	 Cette	
approximation	 ne	 s’applique	 pas	 à	 la	 région	 près	 du	 bord	 d’attaque	 de	 l’aiguille	 par	
conséquent	elle	est	valide	dans	la	région	loin	du	bord	d’attaque.	L’écoulement	autour	de	
ces	 aiguilles	 à	 une	 importance	 considérable	 comme	 elles	 peuvent	 être	 définit	 comme	
étant	des	cylindres	avec	des	très	petits	diamètres	par	exemples	des	fils	ou	bien	capteurs	
tell	qu’un	anémomètre	à	fil	chaud.	

IV.0.2. Analyse mathématique  

Il	a	été	montré	[17, 20, 21, 23, et 24]	que	l’effet	de	courbure	transversale	ne	peut	pas	
être	 négligé	 dans	 ce	 genre	 d’écoulement.	 Due	 à	 l’écoulement	 libre	 axial	 variable,	 un	
gradient	de	pression	axial	est	 imposé	à	 l’intérieur	de	 la	couche	 limite.	En	retenant	ces	
effets,	 les	 équations	 régissant	 l’écoulement	 permanant	 laminaire	 en	 approximation	 de	
Boussinesq	sont	:	
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 ��� ���� + ��� ���� = 0 
(IV.1)	

 

 � ���� + � ���� = −1
 ���� + � ��
����� + 1� ����� + ����� − ��� 	

(IV.2)	

 

 ���� = 0 
(IV.3)	

 

 � ���� + � ���� = � ��
����� + 1� ����� 

(IV.4)	

                                   

(i) Aiguille à paroi isotherme  

En	 introduisant	 la	 définition	de	 la	 fonction	de	 courant	 axisymétrique,	 les	 équations	
(IV.1)	-	(IV.4)	peuvent	être	transformées	en	utilisant	les	transformations	suivantes	:		

 � = �	�����	, T−�� = ��� − �������	,  ��� = ���!" , � = �#$% � &²(!" (IV.5)	

  

La	surface	de	constante	η=a	correspond	à	la	surface	de	révolution	et	on	peut	désormais	
la	 mentionné	 comme	 paroi	 de	 l’aiguille.	 A	 l’aide	 des	 transformations	 (IV.5),	 on	 peut	
transformer	les	équations	(IV.1)	-	(IV.4)	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + -� + 12 = 0 
(IV.6)	

 

 ��** + �1 + 12�����* = 0 
(IV.7)	

 

Le	paramètre	λ	est	une	mesure	importante	du	rapport	de	la	convection	naturelle	sur	la	
convection	forcée.	Il	est	exprimé	par	[4]	:	

 - = ����.� − .����� = /�(01(� 
(IV.8)	

 

Les	conditions	aux	limites	appropriées	sont	[4]	:		

 ��2� = �*�2� = 0	; 		�*�∞� = 12			��2� = 1	; 	��∞� = 0 

	
(IV.9)	
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Quand	 la	 valeur	 de	 λ	 est	 grande,	 la	 convection	 naturelle	 devient	 dominante	 sur	 la	
convection	forcée.	Dans	ce	cas,	on	utilise	les	transformations	suivantes	[4] :	

 �5 = �	��5��5�	,   . − .� = �.� − .���5��5�	
�5 = 6 &²(!" ,  6 = 789:�;<=;$�%² >!" 

	
(IV.10)	

 

Les	transformations	de	similarité	correspondantes	[4] :		

 8�5�5*** + 8�5** + 4�5�5** − 2�5*� + �5 + 12- = 0 
(IV.11)	

 

 ��5** + �1 + 12���5��5* = 0 
(IV.12)	

 

Les	conditions	aux	limites	de	ces	transformations	sont	[4] :	

 �5�25� = �′5�25� = 0	; 		�*5�∞� = 12-			�5�25� = 1	; 	�5�∞� = 0 

 

	
(IV.13)	

 

Quand	 λ�	∞,	 les	 équations	 (IV.11)	 et	 (IV.12)	 sont	 similaire	 à	 celles	 obtenues	 par	
Cebeci et Na [20].	

(ii) Flux de chaleur uniforme à la paroi  

Considérons	qw	le	flux	de	chaleur	uniforme	émis	par	les	parois	d’une	aiguille	chauffée,	
et	 φ	 la	 fonction	 de	 courant	 axisymétrique	 dans	 le	 cas	 présent.	 En	 utilisant	 les	
transformations	de	similarités	suivantes	[4] :	

 @ = �	���A�	,   . − .� = B<C D %#$ �!E	ℎ�A�		 ��� = ���GE ,  A = �#$% � &²("E 
	
(IV.14)	

 

Les	équations	de	similarité	sont	[4] :	

 8A�*** + 8�** + 4��** − 125 �*� + Iℎ + 35 = 0 
(IV.15)	

 

 Aℎ** + K1 + 12���L ℎ* − 110��ℎ�′ = 0 
(IV.16)	
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Le	paramètre	M	mesure	le	rapport	entre	la	convection	naturelle	et	la	convection	forcée	
et	son	expression	[4] :	

 I = N�∝ ������ P ��� = /�(Q01(R�
 

(IV.17)	

 

Les	conditions	aux	limites	[4] :	

 ��S� = �′�S� = 0	; 		�′�∞� = 12			ℎ′�S� = − 12√S	; ℎ�∞� = 0 

 

	
(IV.18)	

 

Pour	un	écoulement	dominé	par	 la	 convection	naturelle	 à	de	 grandes	valeurs	de	M,	
suivant	l’approximation	donnée	par	Brindley [172],	on	utilise	les	transformations	[4] :	

 @5 = �	��5�A5�	,   . − .� = B<C D %#$ �!E	ℎ5�A5�		
A5 = � &²

("E  ,  � = UB<∝ 89:%² D %#$	V
!"
 

	
	
(IV.19)	

 

Les	équations	de	similarité	correspondantes	[4] :		

 8A5�5*** + 8�5** + 4�5�5** − 125 �5*� + ℎ5 + 35I = 0 
(IV.20)	

 

  Aℎ5** + K1 + 12���5L ℎ5* − 110��ℎ5�5′ = 0 
(IV.21)	

                                   

Les	conditions	aux	limites	correspondantes	[4] :	

 �5�S5� = �′5�S5� = 0	;		�′5�∞� = 12√Γ			ℎ′5�S5� = − 12XS5 	 ; ℎ5�∞� = 0 

 

	
	
(IV.22)	

Quand	M�∞,	les	équations	(IV.20)	et	(IV.21)	et	les	conditions	aux	limites	(IV.22)	sont	
similaires	à	ceux	obtenues	par	Nagendra et al. [24].	La	forme	différente	des	équations	
(5a)	-	(5c)	dans	l’article	de	Nagendra et al. [24]	est	due	à	l’utilisation	des	variables	de	
transformations	légèrement	différentes.	
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(iii) Coefficients de transfert thermique et de frottement  

Pour	 une	 aiguille	 à	 parois	 isotherme,	 on	 définit	 le	 nombre	 de	 Nusselt	 local	Nux	 et	 le	
coefficient	de	frottement	local	Cfx	par	[4] :	

a. Nombre de Nusselt local 	

 

Y�( = −U� Z
����[V&\�∆� = −2√2. �′�2�01(5/� 

	
(IV.23)	

 

b. Coefficient de frottement local 																																																																																																																													

 

à( = 2 U
� Z
����[Vb\�12
 ���² = 8√2. �′′�2�01(=5� 

	
(IV.24)	

 

Pour	un	flux	de	chaleur	uniforme	à	la	paroi	de	l’aiguille	[4]	:	
  

a. Nombre de Nusselt local 	

 Y�( = − N�∝ ∆� = 01(
5/�

ℎ�S�  
(IV.25)	

 

b. Coefficient de frottement local  

 à( = 8√S. �′′�2�01(=5� 
(IV.26)	

                                                                                                                                       

IV.0.3. Résultats et discussion  

(i) Aiguille à paroi isotherme  

Les	profils	de	vitesses	adimensionnels	axiales	f’=u/2U(x)	sont	montré	en	fig.IV.	1	pour	
un	nombre	de	Prandtl	Pr=0.733,	l’épaisseur	de	l’aiguille,	a=10-1,	et	pour	différentes	valeurs	
de	λ.	Pour	λ=0	la	convection	naturelle	est	absente	et	l’écoulement	sur	l’aiguille	est	donc	
convection	 forcée	 dans	 un	 courant	 libre	 axial.	 La	 convection	 induite	 augmente	 avec	
l’augmentation	de	λ	comme	on	peut	l’observer	dans	l’augmentation	rapide	du	profile	de	
vitesse.	Pour	λ=20,	 la	convection	naturelle	devient	dominante	sur	 la	convection	 forcée.	
Cependant,	une	limite	a	été	imposée	pour	le	régime	d’écoulement	quand	[4]	:	

/�( ≥ 20�01(�² 
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Figure IV.1. Vitesses axiale et températures adimensionnelles, f'(η) et θ(η) pour différentes valeurs de λ, 

Pr=0.733, a=0.1 [4] 

La	 partie	 inférieure	 de	 la	 fig.IV.1	 montre	 la	 variation	 de	 la	 température	 ɵ(η).	 En	
augmentant	la	valeur	de	λ,	le	taux	de	transfert	par	l’aiguille	augmente,	et	donc	l’épaisseur	
de	la	couche	limite	thermique	diminue	rapidement.		
Pour	une	valeur	donnée	de	λ	et	a,	la	courbe	en	discontinue	dans	la	fig.IV.2	montre	que	

les	 effets	 convectifs	 disparaissent	 tandis	 que	 le	 taux	de	 transfert	 thermique	 augmente	
rapidement	en	augmentant	la	valeur	du	nombre	de	Prandtl.	Cela	est	dû	à	l’augmentation	
de	 la	 diffusion	 visqueuse	 sur	 la	 diffusion	 thermique	 avec	 la	 croissance	 du	 nombre	 de	
Prandtl.	La	fig.IV.2	montre	la	variation	de	f’(η) et	ɵ(η)	(courbe	solide)	pour	des	valeurs	
données	 de	 Pr=0.733	 et	 λ=1	 pour	 deux	 épaisseurs	 de	 l’aiguille.	 En	 diminuant	
progressivement	la	taille	de	l’aiguille,	 la	croissance	convective	dans le mouvement	sera	

légèrement	lente,	et	donc	l’épaisseur	de	la	couche	limite	diminue	très	lentement.		
 

 

Figure IV. 1. Vitesse axial adimensionnelle f'(η), pour (i) différentes valeurs de Pr, a=0.1, λ=10 (courbes 

discontinues) et (ii) pour différentes épaisseurs de l’aiguille, Pr=0.733, λ=10 (courbes en continues) [4] 
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Figure IV.2. Température axial adimensionnelle θ(η), pour (i) différentes valeurs de Pr, a=0.1, λ=10 (courbes 

discontinues) et (ii) pour différentes épaisseurs de l’aiguille, Pr=0.733, λ=10 (courbes en continues) [4] 

Epaisseur de 

l’aiguille 

a=0.1 a=0.01 

λ F1 F2 F1  F2 

1 1 1 0.5 0.687 

10 1.18 1.02 0.695 0.710 

20 1.08 0.970 0.628 0.675 

50 0.905 0.905 0.533 0.615 

100 0.754 0.862 0.450 0.578 

Tableau IV.1. Valeurs de F1 et F2 pour Pr=0.733 [4] 

Le	nombre	de	Nusselt	et	le	coefficient	de	frottement	pariétale	peuvent	être	exprimés	
ainsi	[4]	:	

 Y�(�Y�(�d\e = 1 + 0.30�-�e.fg�h5�2, ��, -� (IV.27)	

 

 

 à(j à(kd\e = 1 + 0.335�λ�e.gmnh��2, ��, -� 
(IV.28)	

 

On	a	tabulé	la	fonction	F1(a,	Pr,	λ)	et	log10	(1/a)	F2(a,	Pr,	λ)	pour	Pr=0.733,	épaisseur	de	
l’aiguille,	a=0.1,	0.01et	pour	différentes	valeurs	de	λ	dans	Table	IV.1.	Il	a	été	trouvé	que	le	
nombre	de	Nusselt	augmente	avec	:	
1. L’augmentation	des	valeurs	de	λ	pour	une	valeur	donnée	de	Prandtl	et	épaisseur	de	
l’aiguille.		
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2. En	augmentant	les	valeurs	de	Pr,	pour	une	valeur	donnée	de	λ	et	a.		
3. En	diminuant	la	taille	de	l’aiguille	pour	une	valeur	donnée	de	λ	et	Pr.			

Le	coefficient	de	frottement	pariétal	à	une	valeur	donnée	du	nombre	de	Reynolds	local	
augmente	:	

1. En	augmentant	 les	valeurs	de	λ	 à	une	épaisseur	donnée	de	 l’aiguille	 et	une	valeur	
donnée	de	Pr.	

2. Avec	une	diminution	des	valeurs	de	Prandtl	pour	des	valeurs	données	de	λ	et	a.	
3. En	réduisant	la	taille	de	l’aiguille	à	des	valeurs	données	de	λ	et	Pr.			
	

(i) Flux de chaleur uniforme à la paroi  

Les	 caractéristiques	 d’écoulement	 et	 de	 transfert	 thermique	 sont	 similaires	 à	 celle	
d’une	aiguille	isotherme.	La	seule	différence	majeure	est	dans	la	valeur	de	la	température	
pariétale	 qui	 varie	 en	 fonction	 de	 l’intensité	 de	 la	 convection	 afin	 de	 préserver	 la	
constance	du	flux.	La	fig.IV.3	montre	la	vitesse	axiale	g’=u/2U(x)	et	la	température	h(z)	
pour	un	nombre	de	Prandtl	Pr=0.733,	taille	d’aiguille	b=0.1,	et	pour	différentes	valeurs	de	M.		
 

 

Figure IV.3. Vitesse axiale adimensionnelle, g’(η) pour différentes valeurs de Γ, Pr=0.733, b=0.1 [4] 

 



Chapitre IV : Modèles d’étude  
 

66 

 

 

Figure IV.4. Température adimensionnelle, g’(η) pour différentes valeurs de Γ, Pr=0.733, b=0.1 [4] 

La	 température	 pariétale	 est	 inversement	 proportionnelle	 au	 taux	 de	 transfert	
convectif	alors	que	la	condition	de	flux	thermique	uniforme	est	maintenue.	La	courbe	en	
discontinue	sur	la	fig.IV.4	montre	que	l’influence	du	nombre	de	Prandtl	sur	la	convection	
et	 le	 transfert	 thermique	 est	 similaire	 à	 celle	 obtenue	 dans	 le	 cas	 d’une	 aiguille	
isothermique.	La	courbe	en	continue	dans	la	fig.IV.4	montre	l’influence	de	la	variation	de	
la	taille	de	l’aiguille	sur	la	vitesse	et	la	température,	à	des	valeurs	fixées	du	nombre	de	
Prandtl	Pr=0.733	 et	 du	 paramètre	 convectif	M=1,	 sur	 la	 fonction	 de	 vitesse	g’(z)	 et	 de	
température	h(z).		
 

 

 

Figure IV.5. Vitesse axial adimensionnelle g'(η), pour (i) différentes valeurs de Pr, b=0.1, Γ=10 (courbes 

discontinues) et (ii) pour différentes épaisseurs de l’aiguille, Pr=0.733, Γ=10 (courbes en continues) [4] 
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Figure IV.6. Température axial adimensionnelle h(η), pour (i) différentes valeurs de Pr, b=0.1, Γ=10 (courbes 

discontinues) et (ii) pour différentes épaisseurs de l’aiguille, Pr=0.733, Γ=10 (courbes en continues) [4] 

A	 l’exception	 du	 changement	 dans	 la	 température	 pariétale,	 la	 nature	 basique	 de	
l’écoulement	 ainsi	 que	 le	 transfert	 thermique	 sont	 similaires	 à	 ceux	 d’une	 aiguille	
isotherme.	Les	relations	approximatives	pour	 le	nombre	de	Nusselt	et	 le	coefficient	de	
frottement	peuvent	être	obtenu	comme	suite	[4]	:	

 Y�(�Y�(�o\e = 1 + 0.02�Γ�e.fg�hp�S, ��, Γ� (IV.29)	

 

 

 à(j à(ko\e = 1 + 0.17�Γ�e.gmnhn�S, ��, Γ� 
(IV.30)	

 

Epaisseur de 

l’aiguille 

b=0.1 b=0.01 

Γ F3 F4 F3  F4 

1 1 1 0.17 0.353 

10 1.145 1.065 0.364 0.412 

20 1.10 1.005 0.390 0.406 

50 0.940 0.892 0.382 0.319 

100 0.795 0.825 0.348 0.370 

Tableau IV.2. Valeurs de F3 et F4 pour Pr=0.733 [4] 

Avec	:	 F3	 et	 F4	 sont	montrés	 dans	 le	 tableau	 IV.2.	 Les	 équations	 IV.28	 et	 IV.30	 ont	
montré	 que	 le	 ratio	 du	 nombre	 de	 Nusselt	 diminue	 dans	 le	 cas	 d’un	 flux	 de	 chaleur	
uniforme.	Le	nombre	de	Nusselt	et	le	coefficient	de	frottement	ont	une	variation	similaire	
avec	différents	paramètre	impliquées,	comme	a	été	décrit	pour	une	aiguille	isotherme.			
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IV. Validation du code de calcule  

Afin	de	poursuivre	notre	investigation,	on	doit	valider	le	code	de	calcule	et	s’assurer	
que	 notre	 démarche	 est	 bien	 fondée,	 et	 afin	 de	 vérifier	 la	 validité	 et	 l'exactitude	 de	
l'analyse	 numérique	 actuelle,	 nous	 avons	 fait	 une	 comparaison	 dans	 les	 figures	 IV.8	 à	
IV.11	des	profils	de	vitesses	et	température	avec	les	résultats	de	Narain et Uberoi [4]	à	
différent	valeurs	de	λ	et	en	prenant	Pr=0.733,	en	utilisant	des	équations	différentielles	
ordinaire	modélisées	 et	 résolue	 numériquement	 à	 l’aide	 d’un	 programme	 basé	 sur	 la	
résolution	de	problèmes	utilisant	des	valeurs	aux	 limites,	nommé	BVP-4C	dans	Matlab	
(voir	Chapitre	[III]	modélisations	numérique).	Les	valeurs	des	profils	de	vitesses	et	de	
températures	propre	à	Nairain et Uberoi [4],	ont	été	prélevé	manuellement	à	l’aide	d’un	
logiciel	libre	d’utilisation	nommé	Windig.	Il	ressort	de	ces	figures	qu'il	existe	un	excellent	
accord	 entre	 les	 résultats.	 Cette	 comparaison	 favorable	 donne	 confiance	 aux	 résultats	
graphiques	à	rapporter	dans	la	section	suivante	
 

 

0 2 4 6 8 10 12 14

0,0

0,6

1,2

1,8

V
it

e
s

s
e

 a
d

im
e

n
s

io
n

n
e

ll
e

 f
'( η

)

Abscisse adimensionnelle , η

 λ=0
 λ=1
 λ=10
 λ=20
 λ=50

Continue: résultats présents Discontinue: Narain & uberoi [4]

 

Figure IV.7. Comparatifs des résultats _ profils de vitesses_ aiguille isotherme 

Les	 figures	de	IV.8	à	 IV.11	représentent	une	comparaison	des	résultats	obtenues	en	
utilisant	le	code	de	calcule	propre	de	cette	étude	avec	les	résultats	obtenues	par	Narain 

et Uberoi [4].	Ces	figures	montrent	clairement	que	nos	résultats	sont	identiques	à	ceux	
dans	[4],	en	utilisant	les	mêmes	valeurs	des	paramètres	gouvernantes	et	des	conditions	
aux	limites	identiques.	
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Les	figures	IV.8	et	IV.9	illustrent	la	comparaison	des	résultats	obtenus	avec	celle	dans	
[4]	dans	le	cas	d’une	aiguille	isotherme,	en	prenant	λ=0,	1,	10,	50	pour	le	profil	de	vitesse	
et	λ=0,	10,	50	pour	la	température,	avec	Pr=0.733.		
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Figure IV.8. Comparatifs des résultats _ Profils de températures _ aiguille isotherme 
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Figure IV.9. Comparatifs des résultats _ profils de vitesses_ flux thermique uniforme à la paroi 

Les	figures	IV.10	et	IV.11	illustrent	la	comparaison	des	résultats	obtenus	avec	celle	de	
Narain et Uberoi [4]	dans	le	cas	d’un	flux	de	chaleur	uniforme	à	la	paroi	de	l’aiguille,	en	
prenant	λ=0,	10,	50,	100	pour	le	profil	de	vitesse	et	λ=0,	10,	100	pour	la	température,	avec	
Pr=0.733.		
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Figure IV.10. Comparatifs des résultats _ profils de température_ flux thermique uniforme à la paroi 
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Cas n° 01 

Effets du nombre de Richardson ‘’λ’’ sur 

le transfert thermique convectif le long 

d’une aiguille fine. 
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IV.1.1. Introduction   

Le	paramètre	λ	est	une	mesure	importante	du	rapport	de	la	convection	naturelle	sur	la	
convection	 forcée.	 Il	 représente	 le	 nombre	de	Richardson,	 un	nombre	 sans	dimension	
utilisé	en	thermodynamique.	Ce	nombre	est	en	fait	le	rapport	entre	l’énergie	potentielle	
gravitationnelle	d’une	parcelle	du	fluide	et	son	énergie	cinétique.		

IV.1.2. Formulation mathématique  

L’équation du mouvement  

 � ���� + � ���� = −1
 ���� + �� ��� K� ����L + ���� − �∞� 	
(IV.31)	

 

Approximation de Boussinesq  

 
� − 
 = 
����� − �∞� (IV.32)	
 

Le	 gradient	 de	 pression	 axial	 dû	 à	 l’écoulement	 variable	 externe	 induit	 par	 le	

mouvement	du	fluide	est	exprimé	comme	suit	:	

 −1
 ���� =  ��� r ���r�  
(IV.33)	

 

La	fonction	de	courant	est	exprimée	comme	suit	:	

 � = �	�����	,  � = 5& sts& 			et				v = − 5& xyxz  , � = �#$% � &²({	
  

	
(IV.34)	

Les	vitesses	sont	donc	:	

 � = 2�=|}5	���*���			1.				� = ~. �=|	���*���� − 1� �����	
  

	
(IV.35)	

En	remplaçant	(IV.35)	dans	(IV.31)	:	

 4��� �=�|}5��** − 4�−~ + 1��=�|}5��� �*�
= �−~ + 1���� �=�|}5 + 8��=�|}5 ����� � [��*** + �**]+ ���� − ��� 

	
	
(IV.36)	
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Avec	:  ��� = ��. �=|}5, on	pose	n=1/2	pour	une	aiguille	isotherme	et	n=2/5	pour	une	

aiguille	soumise	à	un	flux	de	chaleur	uniforme.		

En	 divisant	 (IV.36)	 par	 le	 terme ��=�|}5��� �, on	 aboutit	 à	 l’équation	 ordinaire	
différentielle	suivante	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 4�−~ + 1��*� + �−~ + 1� + `�=�|}5��� = 0 
(IV.37)	

 

De	même	pour	l’équation	de	l’énergie,	en	suivant	les	mêmes	démarches,	en	aboutit	à	

l’expression	suivante	:	

 ��** + �* + 12����* − K12 − ~LPr ��′ = 0 
(IV.38)	

 

On	définit	l’expression	générale	du	nombre	de	Richardson	comme	suit	:	

 - = /�(01(5/| 
(IV.39)	

 

On	a	considéré	deux	cas	pour	la	formule	de	λ	:	

1. Cas	 d’une	 aiguille	 isotherme	 (n=1/2)	:	 dans	 ce	 cas,	 la	 fonction	 de	 température	

adimensionnelle	 est	 ���� = �=�$�<=�$,	 donc	 le	 nombre	 de	 Grashof	 est	:	 /� =8:��<=�$�(G%" ,	et	` = ����� − ���,	ce	qui	mène	à	l’expression	suivante	:		
 - = /�(01(� = ��

��� − ������  
	

(IV.40)	
 

2. Cas	d’un	flux	thermique	uniforme	à	 la	paroi	(n=2/5):	dans	ce	cas,	 la	fonction	de	

température	 adimensionnelle	 est	� − �� = B<C D %#$ �!E	����	, donc	 le	 nombre	 de	
Grashof	est : /� = 8:B<(�C.%" , et ̀ = 8:B<(!/EC D %#$ ce	qui	mène	à	l’expression	suivante	: 

 - = /�(01(R/� =
��N��. ��� P ��� 

	
(IV.41)	
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Avec	les	conditions	aux	limites	:	

1. Aiguille isotherme  

 � = 2	 ∶ 									� = 0	; 					� = 0	1.	� = ��			� → ∞ ∶ 									� = ��	; 		� = 0	1.	� = �� 

 

	
(IV.42)	

2. Flux de chaleur uniforme  

 � = 2	 ∶ 									� = 0	; 					� = 0	1.	 ���� = N�� D��2� 			
� → ∞ ∶ 									� = ��	; 		� = 0	1.	� = �� 

 

	
(IV.43)	

 

Où	u	et	v	sont	les	composantes	de	vitesses	le	long	de	l’axe	des	x	et	de	r.	Respectivement,	

T	 est	 le	 scalaire	 de	 température,	 β	 est	 le	 coefficient	 d’expansion	 thermique,	 ν	 est	 la	

viscosité	cinématique,	α	diffusivité	thermique	du	fluide,	ρ	la	masse	volumique	du	fluide,	

qw	est	la	source	de	chaleur	à	la	paroi.					

Les	conditions	aux	limites	similaires	:	

1. Aiguille isotherme  

 ��2� = �′�2� = 0	; 		�′�∞� = 12			��2� = 1	; 		��∞� = 0 

 

	
(IV.44)	

2. Flux de chaleur uniforme  

 ��S� = �′�S� = 0	; 		�′�∞� = 12			�′�S� = − 12√S	; ��∞� = 0 

 

	
	

(IV.45)	

IV.1.3. Résultats et discussions  

Dans	ce	manuscrit,	on	considère	que	quand	il	s’agit	de	la	convection	mixte,	le	nombre	
de	 Richardson	 |-| ≫ 1,	 ce	 qui	 signifie	 que	 l’atmosphère	 est	 stable,	 autrement	 dit	 que	
l’écoulement	 considéré	 est	 laminaire.	 On	 admettra	 aussi	 que	 Pour	λ≥20,	 la	 convection	
naturelle	devient	dominante	sur	la	convection	forcée,	cependant,	une	limite	similaire	à	
celle	qui	a	été	imposée	par	Narain et Uberoi [4]	pour	le	régime	d’écoulement	quand	:	/�( ≥ 20�01(�²	dans	le	cas	d’une	aiguille	isotherme	et	/�( ≥ 20�01(�R/�pour	le	cas	d’un	
flux	thermique	uniforme.	Donc	pour	résumé,	λ<20, correspond	à	la	limite	supérieure	de	la	
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dominance	 de	 la	 convection	 forcée,	 et	 λ>20,	 correspond	 à	 la	 limite	 inférieure	 de	 la	
dominance	des	forces	de	flottabilité	(convection	naturelle)		
 

Les	 figures	 IV.12	 à	 IV.15	 représentent	 la	 variation	 des	 vitesses	 et	 températures	
adimensionnelles	en	fonction	de	l’abscise	adimensionnelle	η.		
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Figure IV.11. Effets du nombre de Richardson sur la distribution de vitesse avec : Pr=0.733_aiguille isotherme 
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Figure IV.12. Effets du nombre de Richardson sur la distribution de température avec : Pr=0.733_aiguille 

isotherme 
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La	 figure	 IV.12	 montre	 clairement	 que	 lorsqu’il	 s’agit	 d’une	 aiguille	 isotherme,	 la	
vitesse	est	fortement	affecté	par	λ,	et	on	notera	le	point	maximum	atteint	à	f’(0.5964)=1.69,	
avec	λ=50.		
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Figure IV.13. Effets du nombre de Richardson sur la distribution de vitesse avec : Pr=0.733_flux de chaleur 

uniforme 

On	 remarque	 d’après	 les	 figure	 IV.14	 et	 IV.15,	 que	 les	 profils	 de	 vitesses	 et	 de	
températures	ont	un	comportement	similaire	à	celui	du	cas	d’une	aiguille	isotherme.	Par	
contre,	quelques	détails	de	divergences	doivent	être	mentionnés.		
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Figure IV.14. Effets du nombre de Richardson sur la distribution de température avec : Pr=0.733_flux de 

chaleur uniforme 
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La	figure	IV.14	nous	montre	que	quand	il	s’agit	du	cas	d’un	flux	de	chaleur	uniforme	à	
la	paroi,	la	vitesse	atteint	le	point	max	à	f’(0.5964)=1.48,	avec	λ=100.	De	façon	générale,	on	
remarque	que	les	vitesses	dans	le	cas	d’un	flux	de	chaleur	uniforme	sont	nettement	plus	
faibles	en	comparaison	avec	celles	d’une	aiguille	isotherme.	

Quant	 à	 la	 température,	 on	notera	bien	que	dans	 le	 cas	d’une	 aiguille	 isotherme,	 la	
température	pariétale	est	la	même	et	ça	quelques	soit	λ.	Par	contre,	dans	le	cas	d’un	flux	
thermique	uniforme,	plus	λ	est	grand	et	plus	la	température	pariétale	est	réduite	(voir	
figure	IV.15).			

On	voie	clairement	que	lorsqu’en	augmente	la	valeur	de	λ,	la	vitesse	augmente,	ce	qui	
signifie	que	l’écoulement	axiale	libre	est	assisté	par	les	forces	de	flottabilités.	Aussi	plus	
la	valeur	de	λ	est	grande	et	plus	la	température	autour	de	l’aiguille	diminue,	ce	qui	peut	
être	traduit	par	un	fort	échange	thermique	entre	le	fluide	et	la	paroi	de	l’aiguille,	et	cela	
dans	les	deux	cas	considérés.		
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Cas n° 02 

Hypothèse d’un écoulement à courant 

aidant et à courant opposant en 

convection mixte le long d’une aiguille 

fine verticale. 
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IV.2.1. Introduction  

Une	 première	 investigation	 dans	 ce	 sens	 a	 été	menée	 par	Chen [53],	 qui	 a	 étudié	
l’écoulement	de	couches	limites	en	convection	mixte	le	long	d’une	aiguille	fine	seulement	
pour	le	cas	courant	aidant.	S. Ahmed et al. [73]	ont	considéré	le	cas	de	couches	limite	en	
convection	mixte	 le	 long	d’une	aiguille	 fine	verticale	pour	 les	deux	cas	en	 l’occurrence	
courant	 aidant	 et	 courant	 opposant.	 Ce	 dernier,	 et	 d’après	 [73],	 n’a	 pas	 été	 considéré	
auparavant.	 Les	 équations	 différentielles	 partielles	 ont	 été	 tranformées	 en	 équations	
différentielles	ordinaire	et	résolues	à	l’aide	d’une	méthode	nomée	Keller-Box.	Nous	allons	
maintenant	 étudier	 ce	 cas	 en	 utilisant	 le	 système	 d’équations	 considérés	 dans	 ce	
manuscrit	et	les	résoudre	à	l’aide	du	schéma	itératif	basé	sur	la	fonction	BVP-4c	de	Matlab.	

IV.2.2. Analyse mathématique  

On	considère	une	aiguille	fine	vertical	isotherme	d’épaisseur	a	et	de	longueur	L	posé	
dans	un	fluide	visqueux,	newtonien,	en	mouvement.	L’écoulement	est	considéré	comme	
laminaire,	incompressible,	permanant.	Un	courant	axial	variable	est	appliqué	le	long	de	
l’aiguille.			

Supposant	maintenant	deux	cas	de	figures,	T>T∞	correspond	au	cas	courant	aidant	et	
T<T∞	correnspond	au	cas	courant	opposant.	Compte	tenue	des	approximations	de	couche	
limite	et	de	Boussinsq,	l’équation	de	quantité	de	mouvement	correspondante	sera	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + -� + 12 = 0 
(IV.46)	

	

Avec	:	 λ>0	 correspond	 à	 un	 écoulement	 aidé	 par	 les	 forces	 de	 flottabilité	 et	 λ<0	
correspond	à	l’écoulement	opposé	par	les	effets	de	flottabilité.		

IV.2.3. Résultats et discussion  

Le	 système	 d’équations	 différentielles	 ordinaires	 Eq	 (IV.46)	 et	 (IV.38)	 sous	 les	
conditions	aux	limites	(IV.44)	ont	été	résolues	numériquement	pour	différentes	valeurs	
de	λ	et	a,	les	résultats	ont	été	obtenus	à	l’aide	du	programme	BVP-4c	dans	MATLAB.	Afin	
de	réaliser	le	critère	de	convergence,	η,	ainsi	que	Δη	seront	ajusté.		

La	figure	IV.16	représente	la	variation	de	la	vitesse	adimensionnelle	en	fonction	de	η	
pour	différentes	valeurs	de	λ.	Les	courbes	en	rouge	représentent	 le	cas	courant	aidant	
quand	λ>0,	et	les	figure	en	noire	représente	le	cas	courant	opposant	quand	λ<0.		
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Figure IV.15. Comparaison des effets de λ (i)courant aidant et (ii) courant opposant sur la distribution de 

vitesse avec : Pr=0.733_aiguille isotherme 

D’après	la	figure	IV.16,	on	remarque	que	dans	le	cas	où	λ>0,	les	profils	de	vitesses	sont	
nettement	supérieurs	à	celles	du	cas	où	λ<0.	Aussi,	on	voie	bien	que	dans	le	cas	courant	
aidant,	plus	la	valeur	de	λ	est	grande	et	plus	la	vitesse	devient	grande.	Par	contre	dans	le	
cas	courant	opposant	(λ<0),	en	augmentant	λ,	la	vitesse	diminue. 

 

0,0 1,5 3,0 4,5 6,0 7,5 9,0 10,5 12,0

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

λ=1, 1.5, 2

T
e

m
p

é
ra

tu
re

 a
d

im
e

n
s

io
n

n
e

ll
e

 f
' (η

)

Abscisse adimensionnelle η

λ=−1, −1.5, −2

Courant aidant

Courant opposant

 

Figure IV.16. Comparaison des effets de λ (i)courant aidant et (ii) courant opposant sur la distribution de 

température avec : Pr=0.733_aiguille isotherme 

La	figure	IV.17	représente	la	variation	de	la	température	adimensionnelle	en	fonction	
de	η,	avec	différentes	valeurs	de	λ.	En	remarque	que	le	profil	de	température	diminue	avec	
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des	valeur	positive	de	λ,	et	donc	le	transfert	thermique	est	favorable	dans	ces	conditions.	
Par	contre,	en	voie	bien	que	la	température	augmente	avec	des	valeurs	négatives	de	λ,	cela	
est	un	résultat	direct	du	ralentissement	de	l’écoulement	quand	les	forces	de	flottabilités	
oppose	au	courant	axiale	ce	qui	diminue	le	transfert	thermique	et	augmente	l’épaisseur	
de	la	couche	limite	thermique.			
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Cas n° 03 

Effets de la MHD sur la convection 

forcée le long d’une aiguille fine 

isotherme.	
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IV.3.1. Introduction  

L'influence	 du	 champ	 magnétique	 sur	 le	 transfert	 de	 chaleur	 convectif	 est	 d'une	
importance	 primordiale	 pour	 l'ingénierie.	 Plusieurs	 méthodes	 numériques	 et	
expérimentales	 ont	 été	 développées	 pour	 étudier	 les	 caractéristiques	 d'écoulement	 le	
long	 des	 cylindres	 verticaux	 et	 des	 aiguilles,	 car	 ces	 géométries	 ont	 des	 applications	
industrielles	pratiques,	telles	que	la	conception	de	collecteurs	solaires,	la	climatisation,	le	
refroidissement	des	appareils	électroniques,	Les	fours,	les	technologies	de	lubrification,	
les	équipements	de	traitement	chimique,	les	technologies	de	séchage,	etc.		

Plusieurs	chercheurs	ont	exploré	les	effets	du	champ	magnétique	sur	les	écoulements	
convectifs	en	couche	limite	le	long	d'aiguilles	minces	et/ou	de	cylindres,	Aydin et Kaya 

[175]	ont	étudié	la	convection	mixte	MHD	à	partir	d'un	cylindre	mince	vertical	utilisant	
le	des	équations	de	couche	limites	non	similaires	et	résolues	avec	la	méthode	de	Keller-
Box,	 ils	ont	constaté	que	 le	 transfert	de	chaleur	et	 le	 frottement	pariétal	augmentaient	
tout	en	augmentant	l'intensité	magnétique.	Plus	récemment,	Uddin et al. [176]	ont	étudié	
l'effet	de	rayonnement	et	de	 transpiration	sur	 le	 flux	de	couche	de	 frontière	 laminaire	
convective	forcée	MHD	à	partir	d'une	plaque	verticale	mobile,	ils	ont	constaté	que	le	taux	
de	transfert	de	chaleur	s'élève	avec	:	la	vitesse	de	transfert	de	masse,	transfert	thermique	
convectif,	le	nombre	de	Prandtl,	taux	de	vitesse	et	paramètres	du	champ	magnétique.	

Dans	le	problème	présent,	une	étude	théorique	du	transfert	de	chaleur	en	convection	
forcée	 laminaire	 bidimensionnel	 en	 régime	 permanant	 d'un	 fluide	 incompressible	
visqueux	avec	magnétohydrodynamique	le	long	d'une	aiguille	fine	verticale	a	été	étudié.	
Les	 équations	 différentielles	 ordinaires	 de	 similarité	 ont	 été	 obtenues	 et	 résolues	 en	
utilisant	le	programme	BVP-4C	de	Matlab,	basé	sur	la	méthode	des	différences	finies.	Les	
profils	de	vitesse	et	de	température	sont	représentés	graphiquement	et	les	résultats	sont	
discutés	en	termes	de	paramètre	de	champ	magnétique	M	et	de	la	taille	d'aiguille	a.	

IV.3.2. Analyse mathématique  

Considérons	 le	 cas	 de	 couches	 limites	 bidimensionnelle,	 laminaire,	 en	 convection	
forcée,	en	régime	permanant,	d’un	fluide	incompressible	et	conducteur	d’électricité	avec	
présence	de	MHD	le	long	d’une	aiguille	fine	verticale	de	longueur	L	avec	une	température	
de	paroi	uniforme	Tw> T∞	dans	un	courant	externe	variable	U(x)	dans	la	direction	axiale.	
L’épaisseur	 de	 l'aiguille	 est	 du	même	 ordre	 que	 l'épaisseur	 de	 la	 couche	 limite	 qui	 se	
développe.	 Par	 conséquent,	 le	 flux	 est	 considéré	 comme	 axisymétrique.	 Un	 champ	
magnétique	de	force	variable	B(x)	est	appliqué	dans	la	direction	radiale,	perpendiculaire	
à	 l’écoulement	 et	 dans	 la	 direction	 opposée	 de	 l’axe	 des	 r.	 Le	 nombre	 de	 Reynolds	
magnétique	 est	 supposé	 être	 très	 petit,	 et	 donc,	 le	 champ	 magnétique	 induit	 est	
négligeable.	 On	 suppose	 aussi	 qu’il	 n’y	 a	 pas	 existence	 de	 champ	 électrique	 et	 la	
dissipation	magnétique	est	négligeable,	ainsi	que	l’effet	Hall,	la	dissipation	visqueuse	et	
l’effet	Joule	sont	négligeables.		
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Les	équations	de	continuité,	de	conservation	de	quantité	de	mouvement	et	d’énergie	
sont	comme	suit	:		

 ��� ���� + ��� ���� = 0 
(IV.47)	

 

 � ���� + � ���� = −1
 ���� + �� ��� K� ����L + h��������
  
(IV.48)	

 

 ���� = 0 
(IV.49)	

 

 � ���� + � ���� = �� ��� K� ����L 
(IV.50)	

 

Dans	l’équation	(IV.48)	:	Fm	est	la	force	magnétohydrodynamique,	elle	est	calculée	comme	

suit	:	

 h������ = ����� × �������������� = � Z��� × ��������������[ × ��������������	
= � K��	��+ �	��� × �����	��� × ��������������L = −���e�5/n 

	
(IV.51)	

	

Ici	on	a	introduit	le	terme	déduit	des	équations	de	Maxwell	pour	l’hydromagnétique	à	
l’équation	de	conservation	de	quantité	de	mouvement	ce	terme	peut	s’écrire	dans	notre	

cas		
�	�"�(�� �	qui	représente	l’application	d’un	champ	magnétique	variable	transversal	à	la	

direction	de	l’écoulement.	Avec	B(x)= B0x1/4.	

En	 introduisant	 la	 propriété	 sur	 le	 gradient	 de	 pression	 axial	 P	 dû	 à	 l’écoulement	
variable	externe	induit	par	le	mouvement	du	fluide.	Et	donc,	ce	gradient	de	pression	peut	
être	exprimé	comme	suit	:	

 −1
 ���� =  ��� r ���r� = �∞. �1/2 
(IV.52)	

 

En	utilisant	les	mêmes	conditions	aux	limites	que	(IV.42),	le	système	d’Eq.	(IV.47-IV50),	
va	 être	 transformé	 du	 système	 de	 coordonnées	 (x,r)	 vers	 le	 système	 de	 coordonnées	
adimensionnels	η(x, r),	en	introduisant	les	transformations	:	

 ���� = t�(,&�(.� 	, ���� = �=�$�<=�$ 	,  ��� = ���!" , � = �#$% � &²(!" 	
(IV.53)	
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Où	:	Ψ	 est	 la	 fonction	 de	 courant	 qui	 satisfait	 l’équation	 de	 continuité	 et	 reliée	 aux	
composants	de	vitesse	par	:	u =1/r ∂ψ/∂r et v = -1/r ∂ψ/∂x.	la	surface	de	constante	η=a,	
correspond	à	la	surface	de	révolution.	Alors,	les	équations	suivantes	sont	obtenues	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + 12 −��′ = 0 
(IV.54)	

 ��** + 12�����*�+�* = 0 
(IV.55)	

 

Les	nombres	adimensionnels	apparaissant	dans	les	équations	(IV.54)	et	(IV.55)	sont	
exprimés	comme	suit	:	

 � = 2	��e�	�
. �� 	 (IV.56)	

 

 �� = �∝ 
(IV.57)	

 

Avec	:	M	correspond	au	paramètre	magnétique,	Pr	le	nombre	de	Prandtl.		

Le	nombre	de	Nusselt	local	et	le	coefficient	de	frottement	local	dans	la	direction	des	x	
sont	données	par	:	

a. Nombre de Nusselt local  

 

Y�( = −U� Z
����[V&\�∆�  Y�(01(5/� = −2√2. �′�2� 

	
	

(IV.58)	

 

                             

b. Coefficient de frottement local 						 

 

à( = 2 U� Z
����[V&\�
���  

à(. 01(5/� = 8√2. �′′�2� 
	
	

(IV.59)	

                                                                                                                                         

IV.3.3. Résultats et discussions  

L’étude	 menée	 ici	 nous	 permettra	 de	 découvrir	 l’aspect	 des	 couches	 limites	 en	
convection	forcée	le	long	d’une	aiguille	fine	vertical	isotherme,	en	présence	d’un	champ	
magnétique	perpendiculaire	d’intensité	variable,	illustrée	dans	les	profils	de	vitesse,	de	
température,	ainsi	que	sur	le	frottement	pariétal	et	le	taux	de	transfert	thermique.	Pour	
cela,	on	a	utilisé	le	modèle	d’équation	de	couche	limite	bidimensionnel	Eq	(IV.47)	à	(IV.50)	
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avec	conditions	aux	limites	Eq	(IV.42),	réduit	à	un	système	d'équations	différentielles	de	
premier	 ordre	 Eq	 (IV.54	 et	 IV.55).	 Lesquels	 vont	 être	 exprimées	 sous	 une	 forme	 de	
différences	finis	ensuite	résolues	avec	leurs	conditions	aux	limites	par	un	schéma	itératif.	
En	supposant	que	l’écoulement	est	stationnaire,	laminaire	et	les	conditions	à	l’infini	sont	
supposées	être	constantes.	
Les	effets	du	champ	magnétique	sont	examinés.	Le	système	d’équations	différentielles	

ordinaires,	(IV.54)	et	(IV.55)	sous	Les	conditions	aux	limites	(IV.44)	ont	été	résolues	en	
utilisant	 la	 fonction	 BVP-4C	 [177]	 dans	 Matlab.	 Des	 calculs	 ont	 été	 effectués	 pour	
différentes	gammes	des	paramètres	principaux,	à	savoir	:	le	paramètre	magnétique	M=0,	
0.5,	1,	2	;	le	nombre	de	Prandtl	Pr=0.733,	5,	10	et	l’épaisseur	de	l’aiguille	a=0.01,	0.05,	0.1.		

	

Figure IV.17. Effets du champ magnétique sur le profil de vitesse en convection forcée, pour a=0.1, et 

différentes valeurs du nombre de Prandtl 

Les	 figures	 IV.18	 et	 IV.19,	 représentent	 la	 variation	 des	 profils	 de	 vitesse	 et	 de	
température	respectivement,	tous,	avec	le	nombre	de	Prandtl	et	le	paramètre	magnétique.	
On	remarque	d’après	ces	figures	qu’il	n’y	a	pas	de	changement	dans	le	profil	de	vitesse	
avec	des	valeurs	différentes	du	nombre	de	Prandtl.	Par	contre,	en	augmentant	les	valeurs	
de	 ce	 dernier,	 cela	 réduira	 significativement	 la	 température	 du	 fluide.	 Le	 champs	
magnétique	M	réduit	la	vitesse	de	l’écoulement	comme	on	le	voit	clairement	sur	la	figure	
IV.18.	En	revange,	son	application	mène	à	une	augmentation	de	température	(voir	figure	
IV.19).	

La	 figure	 IV.20	 représente	 la	 variation	 du	 profil	 de	 vitesse	 adimensionnelle	 avec	 le	
champs	magnétique	M	ainsi	que	l’épaisseur	de	l'aiguille	a.	on	constate	à	partir	de	la	figure	
que	la	vitesse	diminue	avec	l'augmentation	de	M	et/ou	a.	
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Figure IV.18. Effets du champ magnétique sur le profil de température en convection forcée, pour a=0.1, et 

différentes valeurs du nombre de Prandtl 

 

Figure IV.19. Effets du champ magnétique sur le profil de vitesse en convection forcée, pour des épaisseurs 

données de l’aiguille a=0.01, 0.05 et 0.1. 

La	figure	IV.21	représente	la	variation	du	profil	de	température	adimensionnel	avec	le	
champ	magnétique	 ainsi	 que	 la	 taille	 de	 l'aiguille.	 Il	 a	 été	montré	 que	 la	 température	
s’élève	avec	l’augmentation	des	valeurs	de	M	et	a.	
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Figure IV.20. Effets du champ magnétique sur le profil de température en convection forcée pour des 

épaisseurs données de l’aiguille a=0.01, 0.05 et 0.1 

Le	tableau	IV.3,	ci-dessous	montre	la	variation	du	coefficient	de	frottement	local	et	le	
nombre	 de	 Nusselt,	 tous	 avec	 le	 paramètre	 du	 champ	 magnétique	 et	 l’épaisseur	 de	
l’aiguille.		

a 

 

Cfx/Rex
1/2 Nux/Rex

1/2 

M=0 

0.01   8.28208    3.32026 

0.05   5.18964    1.96335 

0.1   4.35711    1.60042 

 M=1 

0.01   5.71232    3.18966 

0.05   3.63244    1.87480 

0.1   3.07879    1.52491 

 M=2 

0.01   4.10056    3.09130 

0.05   2.65215    1.80906 

0.1   2.27026    1.46925 

Tableau IV.3. Effets de M sur le nombre de Nusselt et le coefficient de frottement locaux en convection forcée, 

pour des épaisseurs données de l'aiguille 
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D’une	 façon	 générale,	 augmenter	 l’intensité	 du	 champ	 magnétique	 réduira	 le	
frottement	ainsi	que	le	taux	de	transfert	thermique.	De	même	pour	l’épaisseur	de	l’aiguille	
a,	plus	la	taille	de	l’aiguille	est	grande	et	plus	le	frottement	diminue.	Un	comportement	
similaire	est	aperçu	avec	le	taux	de	transfert	thermique.	

IV.3.4. Conclusion 

L'étude	a	révélé	les	effets	de	l’application	d’un	champ	magnétique	non	uniforme	sur	le	
transfert	 thermique	 en	 convection	 forcée	 d'un	 fluide	 visqueux	 incompressible	 le	 long	
d’une	aiguille	fine	verticale	isotherme.	À	partir	de	cette	étude,	on	peut	tirer	les	conclusions	
suivantes	:	

D'après	 les	 figures,	 nous	 avons	 vu	 qu’en	 augmentant	 les	 valeurs	 du	 paramètre	
magnétique	ainsi	que	 la	 taille	de	 l'aiguille,	 la	vitesse	diminue	et	ainsi,	 l'épaisseur	de	 la	
couche	 limite	 dynamique	 diminue.	 En	 revanche,	 on	 a	 observé	 que	 la	 température	
augmente	avec	l'augmentation	du	paramètre	magnétique	ainsi	que	la	taille	de	l'aiguille.	
Ceci	est	dû	au	fait	que	le	champ	de	magnétisme	appliqué	agit	comme	une	force	de	traînée	
qui	 réduit	 la	 vitesse	 et	 augmente	 la	 température	 du	 fluide,	 car	 les	 forces	 de	 Lorentz	
s'oppose	à	l'écoulement	ce	qui	augmente	le	frottement	entre	les	couches	de	fluide	et	donc	
diminue	le	transfert	de	chaleur	(voir	Tableau	IV.3).	Cependant,	le	nombre	de	Prandtl	n’a	
montré	aucun	effet	sur	le	profil	de	vitesse.	En	revanche,	pour	une	taille	d'aiguille	donnée,	
en	diminuant	les	valeurs	de	Prandtl,	la	température	baisse	et	donc	le	transfert	thermique	
est	favorable.	

De	 façon	 plus	 généralisée,	 la	 vitesse	 diminue	 avec	 l'augmentation	 de	 l'intensité	
magnétique.	 Cependant,	 l'application	 de	 ce	 champ	magnétique	 semble	 réduire	 le	 taux	
d'échange	de	chaleur.	
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Cas n° 04 

Effets de la MHD sur le transfert 

thermique en convection mixte le long 

d’une aiguille fine isotherme.	
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IV.4.1. Introduction 

Dans	cette	partie	d’étude,	le	problème	du	transfert	thermique	par	convection	mixte	en	
régime	 laminaire	 par	 une	 aiguille	 fine	 vertical	 isotherme	dans	 un	 écoulement	 externe	
variable	 et	 en	 présence	 d’un	 champ	 magnétique	 non	 uniforme	 a	 été	 considéré.	 Les	
solutions	 de	 similarité	 pour	 les	 aiguilles	 isothermes	 ont	 été	 obtenues.	 Le	 système	
d’équations	 transformées	 composée	 d’équations	 différentielles	 ordinaires	 couplées	 de	
second	degré	ont	été	résolues	numériquement	utilisant	la	fonction	BVP 4-C	dans	Matlab.	
Les	profils	de	vitesse	et	température	ainsi	que	le	nombre	de	Nusselt	et	le	coefficient	de	
frottement	local	ont	été	illustrées	pour	différents	valeurs	des	paramètres	gouvernants.		

Quelques	 études	 ont	 été	menées	 sur	 la	 convection	mixte	 le	 long	 des	 aiguilles	 fines, 
Narain et Uberoi [4]	ont	été	les	premiers	à	considérer	ce	genre	de	problème	en	élaborant	
un	système	d’équations	menant	à	une	solution	de	similarité.	Depuis,	différents	chercheurs	
ont	 montré	 un	 grand	 intérêt	 pour	 ce	 genre	 de	 problème	 tel	 que	Heckel et al. [34], 

Khouaja et al. [178], Kafoussias [179].	 Récemment,	 de	 nombreux	 chercheurs	 ont	
conduit	des	études	de	recherches	sur	les	effets	de	l’application	d’un	champ	magnétique	
sur	la	convection	mixte	le	long	des	aiguilles	fines	et	cylindres.	Aydin et Kaya [175]	ont	
étudié	la	convection	mixte	avec	MHD	le	long	d’un	cylindre	vertical	mince	en	utilisant	des	
équations	de	couche	limite	avec	effets	de	courbure,	le	système	d’équations	a	été	résolue	
avec	 une	 méthode	 nommé	 ‘’Keller-Box’’,	 ils	 ont	 trouvé	 que	 l’application	 du	 champ	
magnétique	favorise	le	transfert	thermique	et	que	l’augmentation	de	l’intensité	du	champ	
magnétique	augmente	le	frottement	local.	Plus	récemment,	Uddin et al. [176],	ont	étudié	
les	effets	de	transpiration	et	radiation	sur	la	convection	forcée	avec	MHD	par	une	plaque	
plane	verticale	en	mouvement,	ils	ont	trouvé	que	le	taux	de	transfert	thermique	augmente	
parallèlement	avec	la	vitesse,	le	nombre	de	Prandtl	et	le	champ	magnétique.	L’intérêt	de	
cette	étude	est	de	démontrer	les	effets	d’un	champ	magnétique	variable	sur	la	convection	
mixte	le	long	d’une	aiguille	fine	verticale.	

IV.4.2. Analyse mathématique  

On	 considère	 le	 cas	 de	 la	 convection	 mixte	 bidimensionnel,	 en	 régime	 laminaire	
incompressible	 sur	 une	 aiguille	 fine	 vertical	 de	
longueur	nominale	L	disposé	dans	un	écoulement	
externe	U(x)	dans	la	direction	axiale.	L’aiguille	est	
maintenue	 à	 une	 température	 uniforme	 Tw	 tel	
que	:	 Tw >T∞.	 Le	 diamètre	 de	 l’aiguille	 est	 du	
même	ordre	que	 l’épaisseur	de	 la	 couche	 limite	
qu’elle	 développe.	 L’écoulement	 est	 considéré	
comme	 axisymétrique.	 Mis	 à	 part	 la	 masse	
volumique	du	 fluide,	 Les	 autres	propriétés	 sont	
supposées	 constantes.	 Le	 modèle	 physique	 est	
présenté	sur	la	fig.	IV.22.    Figure IV.21 Model physique des transferts 

convectifs avec MHD le long d’une aiguille 

fine (cas d’un fluide magnétique). 
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La	température	et	la	vitesse	à	une	distance	de	l’aiguille	sont	représentés	par	:	T∞	et	U∞	
respectivement.	Un	champ	magnétique	variable	B(x)=(0, -B0.x1/4, 0),	est	appliqué	dans	la	
direction	r	négative	 (Ahmet Kaya [180]),	 cette	 force	est	appelé	 ‘’la	 force	de	Lorentz’’.	
Cependant,	 le	 nombre	 de	 Reynolds	 magnétique	 est	 supposé	 très	 petit	 de	 tel	 façon	 à	
négliger	le	champ	magnétique	induit.	Le	champ	électrique	est	supposé	négligeable.				

Les équations gouvernantes  

 ��� ���� + ��� ���� = 0 
(IV.60)	

 

 � ���� + � ���� = −1
 ���� + �� ��� K� ����L + ���� − �∞� ± �	�2���
 � 
	

(IV.61)	

 

 ���� = 0 
(IV.62)	

 

 � ���� + � ���� = �� ��� K� ����L 
(IV.63)	

	

La	 propriété	 sur	 le	 gradient	 de	 pression	 axial	P	 dû	 à	 l’écoulement	 variable	 externe	
induit	par	le	mouvement	du	fluide	reste	la	même	que	dans	(IV.33).	

Dans	l’équation	de	conservation	de	quantité	de	mouvement	(IV.61),	on	voit	apparaitre	
le	terme	���� − ���	qui	représente	les	forces	de	flottabilité	due	à	la	variation	de	la	masse	
volumique	 et	 qui	 obéi	 à	 l’approximation	de	Boussinesq	 (voir	 chapitre	 III.	 Formulation	
mathématique).						

Les	conditions	aux	limites	sont	identiques	à	celle	dans	(IV.42).	Le	système	d’Eq.	(IV.60-
IV.63)	et	(IV.42)	va	être	transformé	du	système	de	coordonnées	(x, r)	vers	le	système	de	
coordonnées	 adimensionnels	 η(x, r),	 en	 introduisant	 les	 même	 transformations	 que	
(IV.53),	on	obtiendra		les	équations	suivantes	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + -� + 12 −��′ = 0 
(IV.64)	

 

 ��** + 12�����*�+�* = 0 
(IV.65)	

 

Les	 conditions	 aux	 limites	 correspondantes	 sont	 identiques	 à	 (IV.44).	 Les	 nombres	
adimensionnels	 apparaissant	 dans	 les	 équations	 (IV.64)	 et	 (IV.65)	 sont	 le	 paramètre	
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magnétique	M,	le	paramètre	de	convection	mixte	λ	et	le	nombre	de	Prandtl	Pr,	qu’on	a	vu	
précédemment	leurs	expressions	respectives.				

Le	nombre	de	Nusselt	local	et	le	coefficient	de	frottement	local	dans	la	direction	des	x	
sont	données	par	les	expressions	(IV.58)	et	(IV.59)	respectivement.	

IV.4.3. Résultats et discussions 

Dans	 cette	 partie,	 on	 a	 étudié	 les	 effets	 de	 l’application	 d’un	 champ	 magnétique	
perpendiculaire	d’intensité	variable	sur	un	écoulement	convectif	le	long	d’une	aiguille	fine	
vertical.	Pour	cela,	on	a	utilisé	le	modèle	d’équation	de	couche	limite	bidimensionnel	Eq	
(IV.60)	à	(IV.63)	avec	conditions	aux	limites	Eq	(IV.42).	On	a	réduit	ces	équations	à	un	
système	d’équations	différentielles	de	premier	ordre	Eq	(IV.64)	et	(IV.65)	lesquels	vont	
être	exprimées	sous	une	forme	de	différences	finis	ensuite	résolues	avec	leurs	conditions	
aux	 limites	 par	 un	 schéma	 itératif.	 En	 supposant	 que	 l’écoulement	 est	 stationnaire,	
laminaire	et	les	conditions	à	l’infini	sont	supposées	être	constantes.	Après	compilations,	
on	 a	 abouti	 à	 des	 résultats	 pour	 différents	 gammes	 des	 paramètres	 gouvernantes,	 en	
l’occurrence	le	paramètre	de	la	convection	mixte	λ,	avec	:	λ=0	correspond	à	un	écoulement	
purement	régit	par	la	convection	forcée,	et	λ=50,	correspond	à	un	écoulement	régit	par	
les	forces	de	flottabilité	(convection	naturelle).	Le	paramètre	magnétique	M	et	l’épaisseur	
de	l’aiguille	a.	le	nombre	de	Prandtl	sera	fixé	à	0.733.	

 

Figure IV.22. Effets du champ magnétique sur le profil de vitesse en convection mixte, pour des épaisseurs 

données de l’aiguille a=0.01, 0.05 et 0.1, λ=0, Pr=0.733 
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Figure IV.23. Effets du champ magnétique sur le profil de température en convection mixte, pour des 

épaisseurs données de l’aiguille a=0.01, 0.05, 0.1, λ=0, Pr=0.733. 

 

Figure IV.24. Effets du champ magnétique sur le profil de vitesse en convection mixte, pour des épaisseurs 

données de l’aiguille a=0.01, 0.05 et 0.1, λ=10, Pr=0.733 

Les	figures	IV.23	et	IV.24	représentent	la	variation	de	la	vitesse	et	de	la	température	en	
présence	 d’un	 champ	 magnétique	 non	 uniforme	M,	 dans	 le	 cas	 où	 λ=0,	 ce	 cas	 a	 été		
largement	discuté	précedement,	qui	entre	outre,	représente	le	cas	déjà	considéré	de	la	
convection	forcée.		
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Figure IV.25. Effets du champ magnétique sur le profil de température en convection mixte, pour des 

épaisseurs données de l’aiguille a=0.01, 0.05, 0.1, λ=10, Pr=0.733 

Les	figures	IV.25	et	IV.26	montrent	les	effets	du	champ	magnétique	sur	la	vitesse	et	la	
température	poue	λ=10,	et	pour	différents	épaisseurs	de	l’aiguille,	le	nombre	de	prandtl	
est	pris	ici	pour	représenté	l’air,	Pr=0.733.	d’après	la	figure	IV.25,	on	s’aperçoi	qu’il	y	a	
deux	 région	 bien	 distincte,	 la	 première	 région	 η=[0,	 1.2],	 là	 où	 la	 vitesse	 diminu	 en	
augmentant	la	taille	de	l’aiguille	et	η=[1.2,	∞],	la	vitesse	s’améliore	avec	des	tailles	plus	
grande	de	l’aiguille.		

 

Figure IV.26. Effets du champ magnétique sur le profil de vitesse en convection mixte, pour des épaisseurs 

données de l’aiguille a=0.01, 0.05, 0.1, λ=50, Pr=0.733 
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L’influence	du	champ	magnétique	est	similaire	au	cas	précèdent	à	savoir	λ=0,	par	contre	
les	effets	de	ce	champ	sont	nettement	moins	prononcés	que	dans	le	cas	précèdant. 

 

Figure IV.27. Effets du champ magnétique sur le profil de température en convection mixte, pour des 

épaisseurs données de l’aiguille a=0.01, 0.05, 0.1, λ=50, Pr=0.733 

Les	figures	IV.27	et	IV.28	représente	le	comportement	de	la	vitesse	et	de	la	température	
en	présence	d’un	champ	magnétique	quand	λ=50,	Pr=0.733,	et	différentes	valeurs	de	a.	on	
remarque	 d’après	 ces	 figures	 que	 les	 effets	 du	 champ	magnétique	 sur	 la	 vitesse	 et	 la	
température	sont	de	plus	en	plus	faibles	avec	des	valeurs	élevées	de	λ.	

 

 

 

	



Chapitre IV : Modèles d’étude  
 

97 

 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	

Cas n°05 

Hypothèse d’un champ magnétique 

assistant l’écoulement. 

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

 



Chapitre IV : Modèles d’étude  
 

98 

 

IV.5.1. Enoncé du problème  

Dans	 le	 cas	 précédant,	 on	 a	 supposé	 un	 champ	 magnétique	 transversal	 normal	 à	
l’écoulement	du	fluide	et	dans	la	direction	opposée	des	axes	des	r,	à	présent,	on	va	changer	
la	polarité	du	champ	magnétique	et	supposer	qu’il	est	appliqué	vers	l’aiguille	de	façon	à	
être	dans	la	direction	de	l’axe	des	r,	tel	que	B(x)=(0, B0.x1/4, 0),	est	appliqué	en	inversant	le	
sens	 des	 vecteurs	 des	 forces	 magnétiques,	 comme	 représenté	 sur	 la	 figure	 IV.29.	 En	

procédant	 de	 la	 même	 façon	 que	 (IV.51)	 afin	 de	 déterminé	 l’expression	 de	 h������	 dans	
l’équation	(IV.48),	on	trouve	:	

 h������ = ����� × �������������� = ���e�5/n (IV.66)	

 

 

Figure IV.28. Model physique des transferts convectifs avec MHD le long d’une aiguille fine (MHD Co-courant). 

IV.5.2. Résultats et discussion 

Dans	cette	partie,	on	a	fait	une	comparaison	entre	un	champ	magnétique	co-courant	et	
un	champ	magnétique	contre-courant.	Pour	cela,	on	a	étudié	les	effets	de	l’application	d’un	
champ	magnétique	perpendiculaire	d’intensité	variable	sur	un	écoulement	convectif	 le	
long	d’une	aiguille	fine	vertical.	On	a	donc	considéré	deux	cas,	le	premier	a	été	déjà	étudié	
dans	la	partie	précédente,	à	présent,	on	suppose	que	le	vecteur	champ	magnétique	est	
dans	la	direction	de	l’axe	des	r.	Pour	cela,	on	a	utilisé	le	modèle	d’équation	de	couche	limite	
bidimensionnel	 Eq	 (IV.60)	 à	 (IV.63)	 avec	 leurs	 conditions	 aux	 limites	 Eq	 (IV.42).	 En	
supposant	 que	 l’écoulement	 est	 stationnaire,	 laminaire	 et	 les	 conditions	 à	 l’infini	 sont	
supposées	être	constantes.	
Dans	ce	qui	va	suivre	de	cette	partie,	les	effets	du	champ	magnétique	seront	examinés.	

En	prenant	 les	équations	 (IV.64)	et	 (IV.65),	et	en	supposant	que	M>0	 correspond	à	un	
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champ	magnétique	 opposant	 et	M<0	 correspond	 à	 un	 champ	magnétique	 aidant.	 Les	
résultats	sont	représentés	comme	suit	:	
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Figure IV.29. Profil de vitesse dans un champ magnétique (i) co-courant et (ii) contre-courant, avec : a= 0.1, 

λ=0, Pr=0.733 
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Figure IV.30. Profil de vitesse dans un champ magnétique (i) co-courant et (ii) contre-courant, avec : a= 0.1, 

λ=10, Pr=0.733 
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Figure IV.31. Profil de vitesse dans un champ magnétique (i) co-courant et (ii) contre-courant, avec : a= 0.1, 

λ=50, Pr=0.733 

Les	 figure	 de	 IV.30	 à	 IV.32	montrent	 une	 comparaison	 entre	 les	 effets	 d’un	 champ	
magnétique	co-courant	et	un	champ	magnétique	contre-courant,	avec	différentes	valeurs	
de	 λ.	 On	 remarque	 d’après	 ces	 figures	 qu’à	 l’opposé	 d’un	 champ	 magnétique	 contre-
courant	 M>0,	 le	 champ	 magnétique	 co-courant	 M<0	 est	 favorable	 à	 la	 vitesse	 de	
l’écoulement.		
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Figure IV.32. Profil de température dans un champ magnétique (i) co-courant et (ii) contre-courant, avec : a= 

0.1, λ=0, Pr=0.733 
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Cette	constatation	est	très	observée	lorsque	la	convection	forcée	est	dominante	λ=0.	
Cependant,	 elle	 est	 nettement	moins	 prononcée	 lorsqu’il	 s’agit	 de	 la	 dominance	 de	 la	
convection	naturelle	λ=50. 
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Figure IV.33. Profil de température dans un champ magnétique (i) co-courant et (ii) contre-courant, avec : a= 

0.1, λ=10, Pr=0.733 
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Figure IV.34. Profil de température dans un champ magnétique (i) co-courant et (ii) contre-courant, avec : a= 

0.1, λ=50, Pr=0.733 
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Les	profils	de	température	en	présence	d’un	champ	magnétique	co-courant	et	contre-
courant	 sont	 représentés	 dans	 les	 figures	 IV.33	 à	 IV.35,	 ces	 figures	 montrent	 une	
comparaison	entre	ces	deux	cas.	En	remarque	que	l’application	d’un	champ	magnétique	
co-courant	 améliore	 le	 transfert	 thermique	 ce	 qui	 réduit	 la	 température	 autour	 de	
l’aiguille	dans	 les	 trois	cas	 considérés	de	λ.	 En	 remarque	aussi,	 que	 la	 température	du	
fluide	est	réduite	de	façon	très	significative	dans	le	cas	de	la	convection	forcée.	Par	contre,	
en	augmentant	λ,	cet	effet	s’estompe	de	plus	en	plus.		

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre IV : Modèles d’étude  
 

103 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cas n° 06 

Dissipation thermique en convection 

naturelle avec MHD le long d’une 

aiguille fine vertical isotherme. 
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IV.6.1. Introduction 

Le	 problème	 théorique	 des	 effets	 de	 la	 MHD	 et	 de	 la	 dissipation	 thermique	 sur	 le	
transfert	de	chaleur	en	convection	naturelle	d'un	fluide	visqueux	incompressible	le	long	
d’une	aiguille	verticale	isothermique	a	été	étudié.	Les	profils	de	vitesse	et	de	température	
sont	représentés	graphiquement	et	les	résultats	sont	discutés	en	termes	de	paramètre	de	
champ	magnétique	M,	nombre	d’Eckert	Ec,	nombre	de	Prandtl	et	l’épaisseur	de	l'aiguille	
a.	

IV.6.2. Analyse mathématique 

Considérons	le	cas	bidimensionnel	de	la	convection	naturelle,	en	régime	permanant,	
laminaire,	d’un	fluide	incompressible	et	conducteur	d’électricité	avec	MHD,	le	long	d'une	
fine	isotherme	d’épaisseur	a	et	de	longueur	verticale	L.	le	fluide	est	initialement	au	repos.	
La	température	du	fluide	à	une	distance	loin	de	l’aiguille	est	T∞	et	la	paroi	est	maintenue	
à	 une	 température	 uniforme	 Tw> T∞.	 Le	 rayon	 de	 l'aiguille	 est	 du	 même	 ordre	 que	
l'épaisseur	 de	 la	 couche	 limite.	 Par	 conséquent,	 le	 flux	 est	 considéré	 comme	
axisymétrique.	 L'accélération	 gravitationnelle	 g	 est	 en	 dirigé	 vers	 le	 bas	 et	 un	 champ	
magnétique	d’intensité	variable	B(x)	défini	par	:	B(x)=B0.x1/4	est	appliqué	dans	la	direction	
radiale	qui	est	normale	à	l’écoulement.	

Les équations gouvernantes  

 ��� ���� + ��� ���� = 0 
(IV.67)	

 

 � ���� + � ���� = �� ��� K� ����L + ���� − �∞� − �	�2���
 � 
(IV.68)	

 

 ���� = 0 
(IV.69)	

 

 � ���� + � ���� = �� ��� K� ����L + �	�2���
`� �� 
(IV.70)	

 

Les	conditions	aux	limites	sont	identiques	à	celle	dans	(IV.42).	Le	système	d’Eq.	(IV.67-

IV.70)	 va	 être	 transformé	 du	 système	 de	 coordonnées	 (x,r)	 vers	 le	 système	 de	

coordonnées	 adimensionnels	 η(x, r),	 en	 introduisant	 les	 transformations	 (IV.53),	 on	

obtiendra		les	équations	suivantes	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + -� + 12 −��′ = 0 
(IV.71)	
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 ��** + 12�����* +�. 6�′²�+�* = 0 
(IV.72)	

 

On	voie	apparaitre	dans	l’équation	de	l’énergie	(IV.72),	le	terme	Ec,	c’est	le	nombre	sans	
dimension	 d’Eckert,	 et	 qui	 représente	 la	 dissipation	 thermique	 due	 à	 l’application	 du	
champ	magnétique.	Il	est	exprimé	comme	suit	:	

		  6 = ��� �`���� − ��� (IV.73)	

	

Les	 conditions	 aux	 limites	 correspondantes	 sont	 identiques	 à	 (IV.44).	 Les	 nombres	
adimensionnels	 apparaissant	 dans	 les	 équations	 (IV.71)	 et	 (IV.72)	 sont	 le	 paramètre	
magnétique	M,	 le	 paramètre	 de	 flottabilité	 λ	 et	 le	 nombre	 de	 Prandtl	 Pr,	 qu’on	 a	 vu	
précédemment	leurs	expressions	respectives.				

IV.6.3. Résultats et discussions  

Le	système	d’équations	ordinaire	différentielles	(IV.71)	et	(IV.72)	sous	les	conditions	
aux	limites	(IV.44)	ont	été	résolues	numériquement	en	utilisant	la	fonction	BVP-4C	dans	
Matlab.	Les	résultats	sont	présentés	graphiquement	sous	formes	des	courbes	de	fonctions	
de	vitesses	et	de	températures.	En	supposant	que	le	nombre	d’Eckert	varie	entre	0	et	0.2	
avec	0.1	d’incrément.	Le	nombre	de	Prandtl	Pr=0.733,	5,	10,	le	paramètre	magnétique	est	
considéré	toujours	positive,	M=0,	1,	2,	la	taille	de	l’aiguille	a=0.01,	0.05,	0.1,	le	paramètre	
des	forces	de	flottabilité	est	maintenu	à	λ=50.					
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Figure IV.35. Effet de Ec et Pr sur le Profil de vitesse, avec : a= 0.1, λ=50 



Chapitre IV : Modèles d’étude  
 

106 

 

La	figure	IV.36	montre	l’influence	du	nombre	d’Eckert	et	du	nombre	de	Prandtl,	tous	
sur	les	profils	de	vitesse	avec	M=1	et	a=0.1.	Il	a	été	observé	que	la	vitesse	diminue	avec	
des	valeurs	grandes	de	Pr.	Par	contre,	le	nombre	d’Eckert	est	favorable	à	la	vitesse.		
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Figure IV.36. Effet de M et a sur le Profil de vitesse, avec : Pr=0.733, λ=50 

Les	 figure	 IV.37	 et	 IV.39	 représentent	 la	 variation	 de	 la	 vitesse	 et	 la	 température	
adimensionnelles,	tous	avec	M	et	a,	en	prenant	une	valeur	fixe	du	nombre	d’Eckert	Ec=0.1.	
En	 augmentant	M,	 cela	 améliorera	 la	 vitesse	 et	 diminuera	 la	 température	 autour	 de	
l’aiguille.	Même	constat	observé	concernant	la	taille	de	l’aiguille	a.	
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Figure IV.37. Effet de Ec et Pr sur le Profil de température, avec : a= 0.1, λ=50 
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La	figure	IV.38	montre	l’influence	du	nombre	d’Eckert	et	du	nombre	de	Prandtl,	tous	
sur	 le	 profil	 de	 température	 avec	M=1	 et	 a=0.1.	 Il	 a	 été	 observé	 que	 la	 température	
diminue	avec	des	valeurs	grandes	de	Pr.	Par	contre,	en	augmentant	les	valeurs	du	nombre	
d’Eckert,	 cela	 augmentera	 la	 température	 et	 diminuera	 considérablement	 le	 transfert	
thermique.		
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Figure IV.38. Effet de M et a sur le Profil de vitesse, avec : Pr=0.733, λ=50 

Les	figures	IV.40	et	IV.41	représentent	les	effets	de	la	dissipation	thermique	Ec	sur	les	
profils	de	vitesses	et	 températures,	avec	une	valeur	donnée	du	paramètre	magnétique	
M=1,	et	différentes	épaisseurs	de	l’aiguille.		
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Figure IV.39. Effet de Ec et a sur le Profil de vitesse, avec : Pr= 0.733, λ=50 
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Il	 a	 été	 observé	 que	 la	 vitesse	 et	 la	 température	 augmente	 lorsqu’on	 augmente	 les	
valeurs	de	Ec. 
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Figure IV.40. Effet de Ec et a sur le Profil de température, avec : Pr= 0.733, λ=50 

IV.6.4. Conclusion  

L’étude	présente	est	portée	sur	une	approche	numérique	afin	de	révéler	l'influence	de	
la	dissipation	thermique	due	au	champ	magnétique	d’intensité	variable	sur	la	convection	
naturelle	 le	 long	 d’une	 aiguille	 mince	 verticale	 isotherme.	 Il	 a	 été	 démontré	 que	
l'application	 du	 champ	 magnétique	 prenant	 en	 compte	 la	 dissipation	 thermique	
résultante,	 réduisait	 le	 taux	 de	 transfert	 de	 chaleur	 de	 manière	 générale	 et	 donc	
augmentait	 la	 couche	 limite	 thermique.	 Cela	 peut	 être	 le	 résultat	 combiné	 de	
l’augmentation	du	frottement	en	raison	de	l'incrément	de	contrainte	de	cisaillement	sur	
les	couches	fluides	résultant	de	l’augmentation	de	la	vitesse	par	les	effets	de	flottabilité	
assistantes	à	l’écoulement	et	de	la	génération	de	chaleur	par	effet	Joule.	Comme	dans	le	
cas	 classique	 de	 la	 MHD	 en	 couches	 limites,	 physiquement,	 ceci	 est	 dû	 au	 fait	 que	
l'application	du	champ	magnétique	qui	 se	déplace	avec	 le	 flux	 libre	dont	 les	 forces	de	
flottabilités	 assiste	 l’écoulement	 a	 tendance	 à	 induire	 les	 forces	motrices	 qui	 induit	 le	
mouvement	 du	 fluide	 et	 diminue	 l'épaisseur	 de	 la	 couche	 limite.	 Outre	 les	 valeurs	
croissantes	 du	 nombre	 d'Eckert,	 fait	 augmenter	 la	 vitesse,	 et	 plus	 encore,	 la	 vitesse	
atteignant	la	valeur	maximale	rapidement	près	de	la	paroi.	Cependant,	il	a	été	démontré	
que	le	nombre	croissant	de	Prandtl	réduirait	la	température	et	la	vitesse	du	fluide.	
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Cas n° 07 

Effets combinés de la MHD et de la 

dissipation thermique sur le transfert 

thermique en convection mixte le long 

d’une aiguille fine vertical isotherme. 
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IV.7.1. Introduction 

Le	problème	théorique	des	effets	de	la	magnétohydrodynamique	et	de	la	dissipation	
thermique	 résultante,	 sur	 un	 écoulement	 convectif	 en	 couche	 limite	 d’un	 fluide	
incompressible,	 visqueux,	 le	 long	 d’une	 aiguille	 fine	 verticale,	 isotherme,	 dans	 un	
écoulement	externe	variable,	a	été	étudié	numériquement.	Un	champ	magnétique	d’une	
intensité	variable	est	appliqué	perpendiculairement	aux	parois	de	l’aiguille.	Les	solutions	
de	 similarité	 pour	 une	 aiguille	 isotherme	 ont	 été	 obtenues.	 Le	 système	 d’équations	
transformées	composée	d’équations	différentielles	ordinaires	couplées	de	second	degré	
ont	été	résolues	numériquement	en	utilisant	la	fonction	BVP	4-C	dans	Matlab.	Les	profils	
de	vitesse	et	température	ainsi	que	le	nombre	de	Nusselt	et	le	coefficient	de	frottement	
local	ont	été	illustrées	pour	différents	valeurs	des	paramètres	gouvernants.	La	discussion	
porte	sur	l’interprétation	physique	des	résultats.	Il	a	été	montré	que	la	combinaison	d’un	
champ	magnétique	et	les	effets	de	la	dissipation	thermique	affect	fortement	la	vitesse	et	
la	température	du	fluide,	le	taux	de	l’échange	thermique	ainsi	que	le	frottement	local.	En	
augmentant	 l’intensité	 du	 champ	 magnétique	 et	 la	 dissipation	 thermique,	 le	 taux	 de	
transfert	 thermique	 sera	 réduit	 et	 cela	 augmentera	 l’épaisseur	 de	 la	 couche	 limite	
thermique	quand	la	convection	est	forcée	ainsi	que	mixte.	Cependant,	dans	le	cas	de	la	
convection	naturelle,	on	a	observé	que	le	champ	magnétique	améliore	le	mouvement	du	
fluide,	 augmente	 ainsi	 le	 frottement	 pariétal	 et	 déminue	 considérablement	 le	 taux	 de	
transfert	thermique.	Les	résultats	sont	présentés	sous	la	forme	graphique	ainsi	que	tabulé	
et	discuté	en	détails	dans	ce	qui	va	suivre.						

Il	 y	 a	 eu	 quelques	 travaux	 sur	 la	 convection	 mixte	 autour	 des	 aiguilles	 fines	;	 la	
première	 investigation	 a	 été	 réalisé	 par	 Narain et Uberoi [4],	 et	 depuis,	 plusieurs	
chercheurs	 ont	 exprimé	 un	 grand	 intérêt	 pour	 ce	 sujet,	 comme	 Heckel et al. [34], 

Khouaja et al. [178], Kafoussias [179]	 et	 encore	 beaucoup	 d’autres.	 Récemment,	
Ahmad et al. [73]	 ont	 considéré	 l’aspect	 de	 flottabilité	 aidante	 et	 opposante	 à	
l’écoulement	dans	la	convection	mixte	le	long	d’une	aiguille	verticale.	Plus	récemment,	un	
nouveau	 genre	 d’investigations	 basé	 sur	 l’application	 d’un	 champ	 électrique	 ou	
magnétique	 sur	 les	 écoulements	 en	 couches	 limite	 a	 été	 considéré,	 Impliqué	 dans	 la	
combinaison	des	équations	classiques	de	couches	limites	avec	les	équations	de	Maxwell,	
plus	connues	sous	le	nom	de	magnétohydrodynamique	ou	MHD.	Ce	dernier	a	suscité	tant	
d'intérêt	en	raison	de	ses	vastes	champs	d'application,	par	exemple,	 le	refroidissement	
des	réacteurs	à	fission	nucléaire,	la	production	d'énergie	solaire	par	fusion	qui	nécessite	
une	 température	 élevée	 au	 travail,	 des	 applications	 astronautiques,	 etc.	 En	 ce	 qui	
concerne	la	combinaison	du	transfert	de	chaleur	magnétohydrodynamique	et	convectif,	
des	études	ont	été	menées	Par	plusieurs	auteurs,	tels	que	Aydin et Kaya [175],	qui	ont	
étudié	la	convection	mixte	avec	MHD	à	partir	d'un	cylindre	mince	vertical	utilisant	des	
équations	de	couches	limites	non	similaires	et	résolus	en	utilisant	la	méthode	Keller-Box.	
Ils	ont	constaté	que	le	transfert	de	chaleur	et	le	frottement	pariétal	augmentent	tout	en	
augmentant	 l'intensité	 du	 champ	 magnétique.	 Rani et Reddy [181]	 ont	 analysé	 le	
transfert	de	chaleur	conjugué	avec	MHD	pour	un	flux	transitoire	dans	un	cylindre	creux	
mince	 vertical.	 Ils	 ont	 observé	 que	 le	 temps	 nécessaire	 pour	 atteindre	 le	 régime	
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permanent	et	le	maximum	temporel	augmentent	à	mesure	que	le	paramètre	magnétique	
ou	 le	 paramètre	 conjugué	 de	 transfert	 de	 chaleur	 augmente.	Kaya [180]	 a	 étudié	 le	
problème	de	la	convection	forcée	et	du	transfert	de	masse	avec	magnétohydrodynamique	
en	régime	laminaire	permanant	autour	d'un	cylindre	mince	horizontal.	Il	est	déterminé	
que	les	coefficients	de	frottement	local,	transfert	de	chaleur	local	et	transfert	de	masse	
augmentent	avec	l'augmentation	du	paramètre	magnétique	et	du	paramètre	de	courbure	
transversale.	Plus	récemment,	Uddin et al. [176]	ont	étudié	l'effet	de	rayonnement	et	de	
transpiration	sur	l'écoulement	de	la	couche	limite	en	convection	forcée	avec	MHD	à	partir	
d'une	 plaque	 verticale	 mobile	 à	 chauffage	 convectif.	 Ils	 ont	 constaté	 que	 le	 taux	 de	
transfert	de	chaleur	s'élève	avec	la	vitesse	de	transfert	de	masse,	le	transfert	de	chaleur	
par	 convection,	 le	 nombre	 de	 Prandtl,	 le	 taux	 de	 vitesse	 et	 le	 paramètre	 du	 champ	
magnétique.	Kumari et al. [36]	ont	étudié	la	couche	limite	en	convection	mixte	sur	un	
cylindre	vertical	mince	avec	injection/aspiration	et	refroidissement/chauffage	localisés.		

Le	but	de	cet	article	été	de	révéler	l'impact	de	la	dissipation	thermique	résultant	du	
champ	magnétique	 sur	 les	 transferts	 convectifs	 le	 long	 d’une	 aiguille	mince.	 Dans	 cet	
article,	l'aspect	axisymétrique	est	considéré.	Les	résultats	actuels	sont	comparés	à	ceux	
qui	existent	dans	la	littérature	ouverte	et	il	se	révèle	être	en	très	bon	accord. 

IV.7.2. Analyse mathématique 

On	considère	 ici	 le	cas	de	transferts	convectifs	bidimensionnel,	en	régime	 laminaire	
incompressible	avec	magnétohydrodynamique	sur	une	aiguille	fine	vertical	de	longueur	
nominale	L	disposé	dans	un	écoulement	externe	U(x)	dans	la	direction	axiale.	L’aiguille	
est	maintenue	à	une	température	uniforme	Tw	tel	que	:	Tw >T∞.	Le	diamètre	de	l’aiguille	
est	du	même	ordre	que	l’épaisseur	de	la	couche	limite	qu’elle	développe.	L’écoulement	est	
considéré	comme	axisymétrique.	Le	vecteur	gravitationnel	g	est	dirigé	vers	le	bas	et	un	
champ	magnétique	d’amplitude	variable	B(x)	définit	par	:	B(x)= B0x1/4	est	appliqué	dans	
la	direction	radiale	autrement	dit,	normale	à	l’écoulement.	Mis	à	part	la	masse	volumique	
du	fluide,	Les	autres	propriétés	sont	supposées	constantes.	La	température	et	la	vitesse	à	
une	distance	de	l’aiguille	sont	représentés	par	:	T∞	et	U∞	respectivement.	On	suppose	que	
le	champ	électrique	est	négligeable.	Par	contre,	les	effets	de	dissipations	thermiques	par	
effet	Joule	généré	par	le	champ	magnétique	ne	sera	pas	négligé.				

Les équations gouvernantes 

 ��� ���� + ��� ���� = 0 
(IV.74)	

 

 � ���� + � ���� = −1
 ���� + �� ��� K� ����L + ���� − �∞� − �	�
����
 � 

	
(IV.75)	

 

 ���� = 0 
	

(IV.76)	
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 � ���� + � ���� = �� ��� K� ����L + �	�
����
`� �� 

	
(IV.77)	

 

Où	u	et	v	sont	les	composantes	de	vitesses	le	long	de	l’axe	des	x	et	de	r,	respectivement,	
T	 est	 le	 scalaire	 de	 température,	 β	 est	 le	 coefficient	 d’expansion	 thermique,	 σ	 est	 le	
conductivité	électrique,	ν	est	la	viscosité	cinématique,	α	diffusivité	thermique	du	fluide,	ρ	
la	masse	volumique	du	fluide	et	Cp	est	la	capacité	calorifique	spécifique	du	fluide.						

P	 est	 le	 gradient	 de	 pression	 axial	 dû	 à	 l’écoulement	 variable	 externe	 induit	 par	 le	
mouvement	du	fluide	qui	est	exprimé	dans	(IV.52).	On	considère	aussi	que	la	variation	de	
la	masse	volumique	dans	l’équation	(IV.75)	est	régie	par	l’approximation	de	Boussinesq.	

Le	système	d’Eq.	(IV.75	-	IV.77)	avec	leurs	conditions	aux	limites	vont	être	transformé	
du	système	de	coordonnées	(x, r)	vers	le	système	de	coordonnées	adimensionnels	η(x, r),	
en	introduisant	les	transformations	(IV.53),	Aussi,	on	introduit	la	fonction	de	similarité	
réduite	f(η)	et	la	température	adimensionnelle	θ(η).	Alors,	les	équations	suivantes	sont	
obtenues	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + -� + 12 −��′ = 0 
(IV.78)	

 ��** + 12�����* +�. 6. �′²�+�* = 0 
(IV.79)	

 

Les	conditions	aux	limites	transformées	correspondantes	sont	identiques	à	(IV.44).	Les	
nombres	 adimensionnels	 apparaissant	 dans	 les	 équations	 (IV.78)	 et	 (IV.79)	 sont	 le	
paramètre	de	convection	mixte	λ,	le	paramètre	magnétique	M,	le	nombre	de	Prandtl	Pr,	et	
le	nombre	d’Eckert	Ec.	

IV.7.3. Résultats et discussion 

L’objectif	de	cette	parie	de	l’étude	est	de	révéler	l'influence	de	la	dissipation	thermique	
résultat	de	l’application	d’un	champ	magnétique	perpendiculaire	d’intensité	variable	sur	
un	 écoulement	 convectif	 le	 long	d’une	 aiguille	 fine	 vertical	 isotherme,	 illustrée	 sur	 les	
profils	 de	 vitesse	 et	 de	 température,	 ainsi	 que	 sur	 le	 frottement	 pariétal	 et	 le	 taux	 de	
transfert	 convectif.	 Pour	 cela,	 on	 a	 utilisé	 le	 modèle	 d’équation	 de	 couche	 limite	
bidimensionnel	Eq	(IV.74)	à	(IV.77)	avec	conditions	aux	 limites	Eq	(IV.44),	réduit	à	un	
système	d'équations	différentielles	de	premier	ordre	Eq	(IV.78)	et	(IV.79).	Lesquels	vont	
être	exprimées	sous	une	forme	de	différences	finis	ensuite	résolues	avec	leurs	conditions	
aux	 limites	 par	 un	 schéma	 itératif.	 En	 supposant	 que	 l’écoulement	 est	 stationnaire,	
laminaire	et	les	conditions	à	l’infini	sont	supposées	être	constantes.	

Les	effets	du	champ	magnétique	et	la	dissipation	de	chaleur	résultante	sont	examinés.	
Le	système	des	équations	différentielles	ordinaires,	(IV.78)	et	(IV.79)	sous	Les	conditions	
aux	limites	(IV.44)	ont	été	résolues	en	utilisant	la	fonction	BVP-4C	de	Matlab.	Des	calculs	
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ont	 été	 effectués	 pour	 différentes	 gammes	 des	 paramètres	 principaux,	 à	 savoir	 :	 le	
paramètre	 de	 convection	mixte	 λ	 =	 0,	 10,	 50	;	 avec	 λ=0	 correspond	 à	 un	 écoulement	
dominé	par	la	convection	forcée,	et	λ=50,	correspond	à	un	écoulement	gouverné	par	les	
force	de	 flottabilité	(convection	naturelle)	;	 le	paramètre	magnétique	M=0,	0.5,	1,	2	;	 la	
dissipation	thermique	Ec=0,	0.1,	0.2	;	et	l’épaisseur	de	l’aiguille	a=0.01,	0.05,	0.1.	Dans	le	
cas	présent,	on	a	fixé	la	valeur	du	nombre	de	Prandtl	pour	être	égale	à	0.733. 

 

Figure IV.41. Effets du champ magnétique sur la distribution de vitesse avec : λ=0, Ec=0.1 

 

Figure IV.42. Effets du champ magnétique sur la distribution de température avec : λ=0, Ec=0.1 

Les	figures	IV.42	et	IV.43	montrent	la	variation	des	profils	de	vitesse	et	de	température.	
Les	figures	montrent	que	pour	un	nombre	d’Eckert	donné	Ec	=	0.1,	lorsque	la	convection	
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forcée	régit	le	mouvement	du	fluide,	c'est-à-dire	λ	=	0	et	pour	différentes	tailles	d'aiguille	
a	 =	 0,01,	 0,05,	 0,1,	 l’augmentation	 du	 paramètre	magnétique	M,	 diminue	 la	 vitesse	 et	
augmente	 la	 température	 du	 fluide,	 en	 raison	 du	 fait	 que	 les	 forces	 magnétiques	
appliquées	agissent	comme	une	force	de	traînée	qui	réduit	la	vitesse	du	fluide	et	augmente	
la	 température,	 comme	on	 l'a	 vu	 précédemment,	 en	 raison	 de	 la	 force	 de	 Lorentz	 qui	
s'oppose	au	flux	qui	augmente	le	frottement	entre	les	couches	fluides	et	donc	diminue	le	
transfert	thermique	[176].	En	addition,	augmenter	l’épaisseur	de	l'aiguille	a,	diminuera	
encore	la	vitesse	et	augmentera	la	température.	

Le	profil	de	vitesse	adimensionnel	illustré	sur	la	figure	IV.44	montre	que	pour	le	cas	de	
la	convection	mixte	λ	=	10,	le	champ	magnétique	conduit	à	augmenter	la	vitesse	près	de	
la	paroi,	η	=	 [0,	0.6],	cela	devrait	représenter	 la	région	de	convection	libre	du	 flux.	Par	
contre,	pour	la	région	gouvernée	par	la	convection	naturelle	(η>	0.6),	ainsi	que	pour	le	cas	
où	 la	 convection	 est	 purement	 naturelle	 (λ	 =	 50),	 l'augmentation	 du	 paramètre	
magnétique	M	augmentera	la	vitesse	(voir	Figure	IV.46).	Comme	dans	le	cas	classique	de	
la	couche	limite	en	MHD,	physiquement,	cela,	car	l'application	du	champ	magnétique	qui	
se	déplace	avec	le	flux	libre	et	le	flux	assisté	par	flottabilité	a	tendance	à	induire	la	force	
motrice	 qui	 améliorera	 le	mouvement	 du	 fluide	 et	 diminuera	 l'épaisseur	 de	 la	 couche	
limite	dynamique.	

 

Figure IV.43. Effets du champ magnétique sur la distribution de vitesse avec : λ=10, Ec=0.1 
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Figure IV.44. Effets du champ magnétique sur la distribution de température avec : λ=10, Ec=0.1 

 

 

 

Figure IV.45. Effets du champ magnétique sur la distribution de vitesse avec : λ=50, Ec=0.1 
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Figure IV.46. Effets du champ magnétique sur la distribution de température avec : λ=50, Ec=0.1 

Nous	avons	constaté	à	partir	de	la	figure	IV.46	que	la	vitesse	atteint	plus	rapidement	la	
valeur	max	près	de	la	paroi	η	=	[0,	0.6]	pour	des	valeurs	élevées	de	champ	magnétiques	et	
aussi	 pour	des	 épaisseurs	 réduites	d'aiguille.	 Et	 plus	 encore,	 en	 augmentant	 le	 champ	
magnétique	M,	 la	 température	 adimensionnelle	 augmente,	 ce	 qui	 réduira	 le	 taux	 de	
transfert	de	chaleur	et	augmentera	l'épaisseur	de	la	couche	limite	thermique.	

Les	 figures	 IV.48	 et	 IV.49	 représentent	 la	 variation	 des	 profils	 de	 vitesse	 et	 de	
température	adimensionnels	avec	le	nombre	Eckert	dans	le	cas	de	convection	forcée,	pour	
un	paramètre	magnétique	donné	M	=	1,	nous	constatons	que	la	variation	de	la	dissipation	
thermique,	 n'a	 aucune	 influence	 sur	 le	 profil	 de	 vitesse.	 Cependant,	 pour	 les	 cas	 de	
convection	 mixtes	 et	 libres	 selon	 les	 figures	 IV.50	 et	 IV.51,	 respectivement,	
l’augmentation	des	valeurs	du	nombre	Eckert	conduit	à	augmenter	fortement	la	vitesse,	
et	encore	plus,	la	vitesse	atteignant	la	valeur	maximale	rapidement	à	proximité	de	la	paroi.	
Un	autre	fait	démontrable	est	que	la	température	augment	avec	le	nombre	d’Eckert.	
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Figure IV.47. Effets du nombre d’Eckert sur la distribution de vitesse avec : λ=0, M=1 

 

 

 

Figure IV.48. Effets du nombre d’Eckert sur la distribution de température avec : λ=0, M=1 
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Figure IV.49. Effets du nombre d’Eckert sur la distribution de vitesse avec : λ=20, M=1 

 

 

 

Figure IV.50. Effets du nombre d’Eckert sur la distribution de température avec : λ=20, M=1 
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Figure IV.51. Effets du nombre d’Eckert sur la distribution de vitesse avec : λ=50, M=1 

 

Figure IV.52. Effets du nombre d’Eckert sur la distribution de température avec : λ=50, M=1 

Les	tableaux	ci-dessous	montrent	la	variation	du	coefficient	de	frottement	local	et	le	
taux	 de	 transfert	 thermique	 local	 représenté	 par	 le	 nombre	 de	 Nusselt,	 tous	 avec	 le	
nombre	d’Eckert	Ec,	le	paramètre	magnétique	M	et	la	taille	de	l'aiguille	a.	
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On	peut	observer	à	partir	du	tableau	IV.4,	pour	λ	=	10,	a	=	0,1	et	M	=	1.	Accroitre	les	
valeurs	de	Ec,	augmentera	le	frottement	pariétal	et	réduira	significativement	le	taux	de	
transfert	de	chaleur,	et	augmentera	la	température	du	fluide	par	rapport	de	causalité.	

En	 plus,	 augmenter	 les	 valeurs	 de	M,	 réduira	 à	 la	 fois	 le	 frottement	 et	 le	 transfert	
thermique	(voir	le	tableau	IV.5).	

A	 partir	 du	 tableau	 IV.6,	 pour	 une	 valeur	 donnée	 du	 nombre	 Eckert	 Ec	 =	 0.1,	 du	
paramètre	magnétique	M	=	1	et	du	paramètre	de	convection	mixte	λ	=	10,	Accroitre	 la	
taille	de	 l'aiguille	 entraînera	une	 réduction	du	 frottement	pariétal	 ainsi	que	 le	 taux	de	
transfert	thermique.	

Ec Cfx/Rex
-1/2 Nux/Rex

1/2 

0 14.0798       1.79990 

0.1 15.01753 1.64527 

0.2 16.21059 1.43087 

Tableau IV.4. Effets de Ec sur le coefficient de transfert thermique et le coefficient de frottement locaux en 

convection avec : λ=10, a=0.1, M=1 

M Cfx/Rex
-1/2 Nux/Rex

1/2 

0 15.47391 1.85145 

1 15.01753 1.64527 

2 14.51738 1.46989 

Tableau IV.5. Effets de M sur le coefficient de transfert thermique et le coefficient de frottement locaux en 

convection avec : λ=10, a=0.1, Ec=0.1 

a Cfx/Rex
-1/2 Nux/Rex

1/2 

0.01 22.45472 2.90348 

0.05 16.06266 1.76962 

0.1 14.51738 1.46989 

Tableau IV.6. Effets de a sur le coefficient de transfert thermique et le coefficient de frottement locaux en 

convection avec : λ=10, Ec=0.1, M=1 

Le	cas	de	la	gouvernance	de	la	convection	naturelle,	c'est-à-dire	λ	=	50	représenté	dans	
les	tableaux	IV.7	et	IV.8,	nous	voyons	que,	le	frottement	augmente	avec	l'augmentation	de	
M	et	Ec.	Cependant,	le	taux	de	transfert	de	chaleur	diminue.	
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M Cfx/Rex
-1/2 Nux/Rex

1/2 

0 43.88963 2.19936 

1 49.16329 1.67486 

2 56.86104 0.60134 

Tableau IV.7. Effets de M sur le coefficient de transfert thermique et le coefficient de frottement locaux en 

convection avec : λ=50, a=0.1, Ec=0.1 

Ec Cfx/Rex
-1/2 Nux/Rex

1/2 

0 42.25890 2.16560 

0.1 49.16329 1.67486 

0.2 60.93051 0.60134 

Tableau IV.8. Effets de Ec sur le coefficient de transfert thermique et le coefficient de frottement locaux en 

convection avec : λ=50, a=0.1, M=1 

IV.7.3. Conclusion 

L’étude	présente	 implique	une	approche	numérique	pour	démontrer	 les	effets	de	 la	
dissipation	 thermique	 résultant	 d'un	 champ	 magnétique	 d’intensité	 variable	 sur	 un	
écoulement	en	couche	limite	le	long	d'une	aiguille	fine	verticale	isotherme	soumise	à	un	
courant	externe	variable.	 Il	a	été	démontré	que	 l'application	du	champ	magnétique	en	
prenant	en	compte	la	dissipation	thermique	résultante,	réduisait	le	taux	de	transfert	de	
chaleur	de	manière	générale	et	donc	augmentait	 la	couche	 limite	 thermique.	Ceci	peut	
être	le	résultat	de	l’augmentation	du	frottement	en	raison	de	la	croissance	de	contraintes	
de	cisaillements	sur	les	couches	fluides	résultantes	de	l'augmentation	de	la	vitesse	par	des	
effets	 de	 flottabilité	 assistantes	 à	 l’écoulement	 quand	 la	 convection	 est	 purement	
naturelle.	Cependant,	lorsque	la	convection	forcée	régit	le	mouvement	du	fluide,	le	champ	
magnétique	 agira	 comme	 force	 de	 traînée.	 Plus	 explicitement,	 les	 forces	 de	 Lorentz	
s'opposent	 à	 l'écoulement,	 ce	qui	 augmente	 le	 frottement	 entre	 les	 couches	 fluides,	 et	
donc	augmente	la	température	du	fluide	et,	par	conséquent,	produit	plus	de	résistance	
aux	phénomènes	de	transport.	Concernant	 la	convection	naturelle,	nous	avons	observé	
que	le	champ	magnétique	favorise	le	mouvement	du	fluide.	Près	de	la	paroi,	la	vitesse	en	
présence	d'un	champ	magnétique	augmente	rapidement	pour	des	valeurs	magnétiques	
élevées	et	épaisseurs	d'aiguille	réduite.	L'augmentation	de	l'intensité	magnétique,	ainsi	
que	 la	 dissipation	 thermique	 augmentent	 le	 frottement	 à	 la	 paroi	 et	 diminuent	
considérablement	le	taux	de	transfert	de	chaleur.	
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Cas n° 08 

Transfert de chaleur et de masse avec 

MHD en convection mixte le long d’une 

aiguille fine vertical en présence d’un 

flux thermique uniforme. 
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IV.8.1. Introduction  

Le	 transfert	 de	 chaleur	 et	 de	masse	 dans	 la	 convection	 hydromagnétique	mixte	 est	
largement	 utilisé	 dans	 les	 procédés	 industriels	 et	 chimiques.	 Ce	 type	 de	 problème	 est	
souvent	rencontré	dans	le	démarrage	de	réacteurs	chimiques,	production	de	polymères,	
sciences	de	la	terre,	réacteurs	nucléaires	...	etc.	

En	 raison	 des	 progrès	 actuels	 dans	 les	 fluides	 et	 les	 substances	 telles	 que	 les	
électrolytes,	les	ferrofluides	et	les	gaz	ionisés,	l'étude	de	la	magnétohydrodynamique	dans	
le	 transfert	 de	 chaleur	 et	 de	 masse	 est	 devenue	 primordiale.	 Plusieurs	 auteurs	 ont	
exprimé	un	grand	intérêt	pour	ce	domaine.	

Il	y	a	eu	des	travaux	sur	le	transfert	de	chaleur	et	de	masse	tels	que	Erickson et al. 

[182],	qui	ont	étudié	le	transfert	de	chaleur	et	de	masse	sur	une	surface	mobile	continue	
plane	avec	aspiration	et	injection.	Kafoussias [179],	a	pris	le	modèle	proposé	par	Narain 

et al. [4],	l'a	développé	pour	étudier	le	transfert	combiné	de	chaleur	et	de	masse	Le	long	
d'une	 aiguille	 fine	 verticale	 avec	 une	 source	 de	 chaleur	 au	 bout	 de	 l'aiguille.	 Il	 a	 été	
constaté	 que	 le	 champ	 d'écoulement	 était	 fortement	 influencé	 par	 les	 intensités	 de	 la	
source	de	la	chaleur	et	de	la	masse.	Takhar et al. [64]	ont	étudié	le	flux	de	convection	
mixte	sur	un	cylindre	mince	vertical	continu	en	mouvement	sous	les	effets	de	flottabilité	
combinés	de	la	diffusion	thermique	et	de	masse	à	la	fois	avec	une	température	uniforme	
de	 la	 paroi	 et	 flux	de	 chaleur	uniformes.	 Il	 a	 été	 constaté	que	 les	 forces	de	 flottabilité	
provoquent	un	dépassement	considérable	dans	le	profil	de	vitesse,	également,	le	nombre	
de	Prandtl	et	le	nombre	de	Schmidt	affectent	fortement	le	transfert	de	chaleur	en	surface	
et	le	transfert	de	masse,	respectivement.	Hamad et al. [183]	ont	étudié	le	transfert	de	
chaleur	et	de	masse	avec	un	glissement	hydrodynamique	via	la	méthode	de	quatrième	et	
cinquième	 ordre	 de	 Runge-Kutta-Fehlberg	 sur	 une	 plaque	 mobile	 dans	 des	 milieux	
poreux.	Chen [146]	a	étudié	 le	transfert	de	chaleur	et	de	masse	dans	un	flux	convectif	
libre	de	MHD	avec	chauffage	ohmique	et	dissipation	visqueuse.	Sivaiah et al. [184]	ont	
étudié	les	effets	du	transfert	de	chaleur	et	de	masse	sur	l'écoulement	convectif	transitoire	
magnétohydrodynamique	 avec	 courant	 de	 Hall,	 source	 de	 chaleur	 et	 dissipation	
visqueuse.	Rashidi et al. [185]	ont	utilisé	la	méthode	d'analyse	homotopie	pour	examiner	
le	transfert	thermique	convective	naturelle	et	le	transfert	de	masse	dans	un	flux	de	fluide	
MHD	sur	une	surface	verticale	en	mouvement	en	milieu	poreux.	Les	effets	de	transfert	de	
chaleur	 et	 de	 masse	 sur	 le	 flux	 convectif	 naturel	 MHD	 le	 long	 d'une	 plaque	 poreuse	
verticale	infinie	avec	rayonnement	thermique	et	courant	Hall	ont	été	étudiés	par	Ramana 

et al. [186].	

Récemment,	 une	 nouvelle	 tendance	 a	 été	 observée	 dans	 la	 littérature	 concernant	
l'utilisation	de	différents	types	de	fluides,	y	compris	les	nanofluides,	qui	est	actuellement	
un	 domaine	 très	 prometteur	 dans	 le	 transfert	 thermique.	 Plusieurs	 chercheurs	 ont	
exprimé	un	intérêt	particulier	pour	ce	domaine,	tels	que	Chandrasekar et al. [14],	qui	
ont	analysé	le	transfert	de	chaleur	et	de	masse	sur	le	flux	MHD	d'un	nanofluide	le	long	
d’une	 feuille	 en	mouvement.	Ziaul et al. [187]	 ont	 étudié	 le	 comportement	 de	 fluide	
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micropolaire	sur	la	convection	naturelle	et	transfert	de	masse	stationnaire	MHD	avec	flux	
de	 chaleur	 et	 de	 masse	 constants,	 chauffage	 par	 effet	 joule	 et	 dissipation	 visqueuse.	
L'objectif	de	cette	étude	est	d'analyser	le	comportement	de	la	vitesse,	de	la	température	
et	de	la	concentration	sur	le	transfert	de	chaleur	et	de	masse	avec	présence	d'un	champ	
magnétique	non	uniforme	et	d'un	flux	de	chaleur	uniforme.	

IV.8.2. Analyse mathématique  

Le	système	d’équations	de	couche	limite	stationnaire	et	laminaire	d’un	fluide	visqueux,	
incompressible	et	conducteur	d’électricité	le	long	d’une	aiguille	fine	vertical	soumise	à	un	
flux	 de	 chaleur	 uniforme	 à	 la	 paroi	 et	 un	 courant	 axial	 externe	 non	 uniforme	 loin	 de	
l’aiguille	U(x).	L’axe	des	x	est	supposé	être	dans	la	direction	vertical	parallèle	à	l’aiguille	
et	 l’axe	des	r	est	dans	la	direction	radiale	normal	à	 la	surface	verticale	de	l’aiguille.	Un	
champ	 magnétique	 B(x) variable	 en	 fonction	 de	 x	 est	 appliqué	 dans	 la	 direction	
transversale	de	l’écoulement.	Le	nombre	de	Reynolds	magnétique	est	supposé	être	très	
petit	et	donc,	le	champ	magnétique	induit	est	négligeable	en	comparaison	avec	le	champ	
magnétique.	 Le	diamètre	de	 l’aiguille	 est	 du	même	ordre	que	 l’épaisseur	de	 la	 couche	
limite	qu’elle	développe.	L’écoulement	est	considéré	comme	axisymétrique.	Le	vecteur	
gravitationnel	g	est	dirigé	vers	le	bas.		

 

Figure IV.53. Modèle physique et systèmes de coordonnées 

Mis	à	part	la	masse	volumique	du	fluide	qui	varie	en	fonction	de	la	température	et	la	
concentration,	 et	 qui,	 entre	 outre,	 obéit	 à	 l’approximation	 de	 Boussinesq,	 Les	 autres	
propriétés	 sont	 supposées	 constantes.	 Le	 modèle	 physique	 ainsi	 que	 le	 système	 de	
coordonnés	sont	présentés	sur	la	figure	IV.45.	La	température	et	la	vitesse	à	une	distance	
de	 l’aiguille	 sont	 représentés	par	:	T∞	 et	u∞	 respectivement.	On	 suppose	que	 le	 champ	
électrique	est	négligeable.				
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Les équations gouvernantes  

 ��� ���� + ��� ���� = 0 
(IV.80)	

 

 � ���� + � ���� = −1
 ���� + �� ��� K� ����L + ���� − �∞� + ��∗�` − `��
− �	�����
 � 

	
(IV.81)	

 

 ���� = 0 
(IV.82)	

 

 � ���� + � ���� = �� ��� K� ����L 
(IV.83)	

 

 � �`�� + � �`�� = ¢� ��� K� �`��L 
(IV.84)	

 

Où	u	et	v	sont	les	composantes	de	vitesses	le	long	de	l’axe	des	x	et	de	r.	Respectivement,	
T	 et	C	 sont	 les	 scalaires	de	 température	et	de	 concentration,	β	 et	β*	 sont	 le	 coefficient	
d’expansion	 thermique	 et	 de	 la	 concentration,	σ	 est	 le	 conductivité	 électrique,	ν	 est	 la	
viscosité	cinématique,	α	diffusivité	thermique	du	fluide,	ρ	la	masse	volumique	du	fluide	et	
D	est	le	coefficient	de	diffusivité	chimique	moléculaire.	

Rappel       

Rappelons	que	l’exposant	n	que	l’on	a	utilisé	dans	les	variables	de	transformations	afin	
de	définir	les	deux	cas	considérés,	à	savoir,	le	cas	d’une	aiguille	isotherme	avec	n=1/2	et	
le	cas	d’un	flux	de	chaleur	uniforme	avec	n=2/5.		

Il	en	sort	de	même	pour	l’expression	du	vecteur	champ	magnétique	B(x),	qui	a	comme	
expression	générale	:	

 ���� = �eX�=|}5 (IV.85)	

	

Et	donc	:	

Pour	une	aiguille	isotherme	:	 ���� = �eX�5/�	 (IV.86)	
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Pour	un	flux	de	chaleur	
uniforme	:	

���� = �eX�p/R	 (IV.87)	

	

Approximation de Boussinesq  

 
� − 
 = 
����� − �∞� + 
���∗�` − `�� (IV.88)	
 

Le	 gradient	 de	 pression	 axial	 dû	 à	 l’écoulement	 variable	 externe	 induit	 par	 le	
mouvement	du	fluide	est	exprimé	comme	suit	:	

 −1
 ���� =  ��� r ���r�  
(IV.89)	

 

Avec :   ��� = ��. �p/R 

On	considère	aussi,	que	les	effets	de	flottabilité	sont	aidante	à	l’écoulement,	par	contre,	
le	champ	magnétique	appliqué	ici	est	opposant	à	l’écoulement.		

Le	système	d’Eq.	(IV.80)	à	(IV.84)	va	être	transformé	du	système	de	coordonnées	(x,r)	
vers	 le	 système	 de	 coordonnées	 adimensionnels	 η(x, r),	 en	 introduisant	 les	
transformations	suivantes	:	

 � = �	�����	,   � − �� = B<C D %#$ �!E	����		
 ��� = ���GE ,  � = �#$% � &²("E  , ` − `� = �<�£ D %#$ �!E	@���,  

� = 1� ���� 			et				v = −1� ∂ψ∂x 	
  

	
	
	
	

(IV.90)	

 

Aussi,	 on	 introduit	 la	 fonction	 de	 similarité	 réduite	 f(η),	 la	 température	
adimensionnelle	 θ(η)	 et	 la	 concentration	 φ(η).	 Alors,	 les	 équations	 suivantes	 sont	
obtenues	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 125 �*� + -�� + Y@� + 35 −��′ = 0 
	

(IV.91)	
 

 ��** + 12�� K��* + 15�′�L+�* = 0 
	

(IV.92)	
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 �∅** + 12¨6 K�∅* + 15�′∅L+∅* = 0 
	

(IV.93)	
 

Les	conditions	aux	limites	correspondantes	:	

 ��S� = �′�S� = 0	; 		�′�∞� = 12			�′�S� = − 12√S	; ��∞� = 0 

@′�S� = − 12√S	; 	@�∞� = 0 

 

	
	
	
	

(IV.94)	

Les	nombres	adimensionnels	apparaissant	dans	 les	équations	 (IV.91)	à	 (IV.93)	sont	
exprimés	comme	suit	:	

 - = ��N��. ��� P ��� = /��(01(R/� 

	
(IV.95)	

 

 � = 2	��e�	�
. ��  
(IV.96)	

                                     

 �� = �∝ (IV.97)	

                                

 Y = /�©/�� 
(IV.98)	

               

 ¨6 = �¢ 
(IV.99)	

 

Avec	:	 λ	 correspondent	 au	 nombre	 de	 Richardson	 qui	 exprime	 le	 rapport	 entre	 la	

convection	naturelle	représenté	par	le	nombre	de	Grashof	thermique	/�� = 8:B<(�C.%" 	et	la	
convection	 forcée	 représenté	 par	 le	 nombre	 de	 Reynolds	 01( = ª�(�.(% 	.	 M	 le	 champ	
magnétique.	Pr,	le	nombre	de	Prandtl,	N	est	le	paramètre	de	sustentation,	c’est	la	mesure	
des	effets	relative	entre	les	forces	de	flottabilités	émanant	de	la	diffusion	massique	/�© =8:∗�<(��.£.%" 		,	avec	celles	émanant	de	la	diffusion	thermique.	Cela	veut	dire	que,	quand	N>0,	
les	forces	de	flottabilités	résultantes	de	la	diffusion	massique	assiste	celle	résultantes	de	
la	diffusion	thermique,	et	vis-versa.	Sc,	est	le	nombre	de	Schmidt.							
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 IV.8.3. Résultats et discussion  

Le	système	d’équations	transformé	Eq	(IV.91)	à	(IV.93)	sous	les	conditions	aux	limites	
Eq	 (IV.94),	 sont	 exprimées	 sous	 une	 forme	 de	 différences	 finis	 ensuite	 résolues	
numériquement	avec	 leurs	conditions	aux	 limites	par	un	schéma	itératif	en	utilisant	 la	
fonction	BVP-4C	de	Matlab.	Des	 calculs	ont	été	effectués	pour	différentes	gammes	des	
paramètres	principaux,	à	savoir	:	le	paramètre	de	convection	mixte	λ	=	0,	20,	50	;	avec	λ=0	
correspond	à	un	écoulement	dominé	par	la	convection	forcée,	et	λ=50,	correspond	à	un	
écoulement	gouverné	par	les	force	de	flottabilité	(convection	naturelle)	;	les	valeurs	du	
nombre	 de	 Prandtl,	 paramètre	 magnétique	 et	 paramètre	 de	 sustentation	 sont	 prise	
arbitrairement	pour	des	fins	comparatifs	comme	suite	:		le	paramètre	magnétique	M=0,	
0.5,	1,	2	;	le	paramètre	de	sustentation	N=0.5,	1,	1.5,	2	;	le	nombre	de	Pr=0.02,	0.733,	5,	et	
afin	de	concrétisé	cette	étude,	on	a	choisi	des	valeurs	plus	réalistes	pour	le	nombre	de	
Schmidt	Sc=0.22,	0.6,	0.78,	qui	caractérisent	en	réalité	l’hydrogène,	l’eau	et	l’ammoniaque,	
respectivement.	 Dans	 cette	 étude,	 on	 admettra	 que	 le	 cas	 standard	 stipule	 qu’il	 y	 a	
présence	d’hydrogène	dans	le	fluide	c.à.d.	Sc=0.22.	L’objective	de	cette	étude	est	de	faire	
une	investigation	sur	les	caractéristiques	du	transfert	combiné	de	chaleur	et	de	masse	en	
convection	mixte	 avec	MHD	 le	 long	 d’une	 aiguille	 fine	 verticale	 soumise	 à	 un	 flux	 de	
chaleur	uniforme	à	la	paroi.	En	supposant	que	l’écoulement	est	stationnaire,	laminaire	et	
les	conditions	à	l’infini	sont	supposées	être	constantes.				
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Figure IV.54. Effets du paramètre λ sur la distribution de vitesse  
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Figure IV.55. Effets du paramètre λ sur la distribution de température 
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Figure IV.56. Effets du paramètre λ sur la distribution de concentration 

Les	 figures	 IV.55,	 IV.56	 et	 IV.57	 montrent	 la	 variation	 des	 profils	 de	 vitesse,	 de	
température	 et	 de	 concentration,	 tous	 en	 fonction	de	η.	 La	 figure	 IV.55	montre	que	 la	
vitesse	augmente	avec	le	paramètre	de	convection	mixte	λ.	Par	contre,	l’augmentation	de	
λ	fait	diminuer	la	température	et	la	concentration.	
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Figure IV.57. Effets du champ magnétique M sur la distribution de vitesse avec : λ=0 
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Figure IV.58. Effets du champ magnétique M sur la distribution de température avec : λ=0 
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Figure IV.59. Effets du champ magnétique M sur la distribution de concentration avec : λ=0 

Lorsque	la	convection	forcée	régit	le	mouvement	du	fluide,	c'est-à-dire	λ	=	0,	le	champ	
magnétique	M,	 diminue	 la	 vitesse	 et	 augmente	 la	 température	 du	 fluide	 ainsi	 que	 la	
concentration,	en	raison	du	fait	que	les	forces	magnétiques	appliquées	agissent	comme	
une	force	de	traînée	qui	réduit	la	vitesse	du	fluide	et	augmente	la	température,	comme	on	
l'a	vu	précédemment.	
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Figure IV.60. Effets du champ magnétique M sur la distribution de vitesse avec : λ=20 
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Figure IV.61. Effets du champ magnétique M sur la distribution de température avec : λ=20 
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Figure IV.62. Effets du champ magnétique M sur la distribution de concentration avec : λ=20 

Les	figures	IV.62,	IV.63	et	IV.65,	IV.66	montrent	que	plus	la	valeur	de	λ	est	grande	et	
plus	les	effets	du	champ	magnétique	sur	la	température	et	la	concentration	sont	réduite,	
cela	 est	 due	 au	 caractère	 aidant	 des	 forces	 de	 flottabilité	 généré	 par	 la	 dilatation	
thermique	qui	assiste	le	courant	libre	externe.		
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Figure IV.63. Effets du champ magnétique M sur la distribution de vitesse avec : λ=50 
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Figure IV.64. Effets du champ magnétique M sur la distribution de température avec : λ=50 
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Figure IV.65. Effets du champ magnétique M sur la distribution de concentration avec : λ=50 

Les	figures	IV.67	à	IV.71	illustrent	le	comportement	de	la	vitesse,	la	température	ainsi	
que	sur	la	concentration	avec	différents	nombres	de	Schmidt,	tout	en	considérant,	λ=20	
et	λ=50,	et	en	maintenant	les	paramètres	suivants	à	des	valeurs	bien	donnée	:	Pr=0.733,	
ce	qui	nous	ramène	à	considérer	trois	type	de	mélanges,	(air	conducteur	et	hydrogène)	
pour	 Sc=0.22,	 (air	 conducteur	 et	 vapeur	 d’eau)	 pour	 Sc=0.6,	 (air	 conducteur	 et	
ammoniaque)	quand	Sc=0.78,	on	pose	N=1,	qui	décrit	un	rapport	équilibré	entre	les	forces	
de	flottabilités	due	à	la	dilatation	thermique	et	les	forces	de	flottabilités	due	à	la	diffusion	
massique,	et	enfin,	on	suppose	un	faible	champ	magnétique	M=0.5.		
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Figure IV.66. Effets du nombre de Sc sur la distribution de vitesse avec : λ=20 et λ=50 
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Figure IV.67. Effets du nombre de Sc sur la distribution de température avec : λ=20 et λ=50 

D’après	 les	 figures,	 on	 voie	 bien	que	 les	profils	 de	 vitesse	 et	 de	 concentration	 sont	
réduits	de	façon	uniforme	avec	des	valeurs	élevés	du	nombre	de	Schmidt	dans	les	deux	
cas	de	convection	mixte	λ=20	et	λ=50.	Par	contre	la	température	augmente	légèrement.	
Comme	le	nombre	de	Schmidt	est	la	mesure	relative	des	forces	visqueuses	sur	diffusivité	
moléculaire	 du	 fluide,	 en	 augmentant	 ce	 dernier,	 Sc	 déminue	 et	 donc,	 la	 diffusion	
moléculaire	 tend	 à	 réduire	 le	 transfert	 de	 masse	 ce	 qui	 mènera	 à	 augmenter	 la	
température	du	fluide.				
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Figure IV.68. Effets du nombre de Sc sur la distribution de concentration avec : λ=0 
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Figure IV.69. Effets du nombre de Sc sur la distribution de concentration avec : λ=20 
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Figure IV.70. Effets du nombre de Sc sur la distribution de concentration avec : λ=50 

Les	 figures	 IV.72,	 IV.73	et	 IV.74	montrent	 les	effets	du	paramètre	N	 sur	 les	profiles	
adimensionnelles	de	vitesse,	température	et	concentration,	en	prenant	M=0.5,	Sc=0.22,	
Pr=0.733,	 et	 λ=20,	 50.	 On	 constate	 que	 la	 vitesse	 augmente	 avec	 N.	 Par	 contre	 la	
température	et	la	concentration	diminuent	avec	l’augmentation	de	N.	Cela	veut	dire	qu’on	
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augmentant	 la	 valeur	 de	 N,	 le	 transfert	 thermique	 sera	 amélioré	 et	 la	 couche	 limite	
thermique	sera	réduite. 
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Figure IV.71. Effets du ratio N sur la distribution de vitesse avec : λ=20 et λ=50 

Dans	 ce	 cas,	 on	 peut	 dire	 que	 la	 convection	 naturelle	 est	 induite	 par	 les	 forces	 de	
flottabilités	thermique	et	de	concentration.			
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Figure IV.72. Effets du ratio N sur la distribution de température avec : λ=20 et λ=50 
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Figure IV.73. Effets du ratio N sur la distribution de concentration avec : λ=20 et λ=50 
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Les	 figures	 IV.75	à	 IV.79	représentent	 la	variation	en	 fonction	de	η,	de	 la	vitesse,	 la	
température	 et	 la	 concentration,	 tous,	 avec	 le	 nombre	 de	 Prandtl.	 En	 prenant	 N=1,	
Sc=0.22,	M=0.5,	λ=0,	20,	50.	
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Figure IV.74. Effets du nombre de Prandtl sur la distribution de vitesse avec : λ=20  
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Figure IV.75. Effets du nombre de Prandtl sur la distribution de vitesse avec : λ=50 
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Figure IV.76. Effets du nombre de Prandtl sur la distribution de température avec : λ=0 
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Figure IV.77. Effets du nombre de Prandtl sur la distribution de température avec : λ=20 

On	constate	que	 la	vitesse	et	 la	 température	diminuent	en	augmentant	 la	valeur	du	
nombre	 de	 Prandtl.	 En	 revanche,	 la	 concentration	 augmente	 avec	 Pr.	 On	 sait	 que	 les	
nombre	de	Prandtl	élevés	ont	une	conductivité	thermique	plus	faibles	par	conséquent	le	
transfert	 thermique	 se	 fait	 de	 plus	 en	 plus	 difficilement	 avec	 des	 nombres	 de	 Prandtl	
élevés.		
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Figure IV.78. Effets du nombre de Prandtl sur la distribution de température avec : λ=50 
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Figure IV.79. Effets du nombre de Prandtl sur la distribution de concentration avec : λ=20 

D’un	autre	point	de	vue,	en	se	basant	sur	la	définition	du	nombre	de	Prandtl,	c’est	le	
rapport	entre	la	diffusion	dynamique	sur	la	diffusion	thermique,	et	donc,	en	augmentant	
les	valeurs	de	Pr,	cela	signifie	qu’on	déminue	la	diffusion	thermique,	autrement	dit,	qu’un	
fluide	avec	un	nombre	de	Prandtl	élevé,	et	encore	une	capacité	calorifique	élevée	améliore	
le	transfert	thermique.	Donc,	ce	qu’on	voie	ici	confirme	la	seconde	définition,	car,	d’après	
les	figures	V.75	à	V.81,	on	voie	clairement	que	la	vitesse	est	diminuée	et	la	concentration	
augmente	et	cela	améliorera	significativement	le	transfert	thermique	ce	qui	déminue	la	
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température	autour	de	 l’aiguille	et	ainsi	 l’épaisseur	de	 la	couche	 limite	 thermique	sera	
réduite.			 
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Figure IV.80. Effets du nombre de Prandtl sur la distribution de concentration avec : λ=50 

IV.8.4. Conclusion 

Les	 forces	 de	 flottabilité	 provoquent	 une	 amélioration	 considérable	 des	 profils	 de	
vitesse	et	du	transfert	de	chaleur,	indiqués	par	une	diminution	du	profil	de	température.	

L'étude	 a	 montré	 que	 l'application	 d'un	 champ	 magnétique	 était	 défavorable	 au	
transfert	thermique	et	de	masse,	en	raison	de	l'augmentation	des	profils	de	température	
et	de	concentration	résultant	d'une	diminution	de	la	vitesse	du	fluide.	

Lorsque	les	forces	visqueuses	du	fluide	sont	très	importantes	en	comparaison	avec	sa	
diffusivité	 moléculaire,	 les	 profils	 de	 vitesse	 et	 de	 concentration	 sont	 uniformément	
réduits,	mais	la	température	augmente	légèrement.	

Lorsque	les	forces	de	flottabilité	thermique	sont	supérieures	aux	forces	de	flottabilité	
de	 diffusion	 en	 masse,	 la	 vitesse	 augmente.	 D'autre	 part,	 la	 température	 et	 la	
concentration	 diminuent.	 Cela	 signifie	 que	 le	 transfert	 de	 chaleur	 sera	 amélioré	 et	 la	
couche	limite	thermique	sera	réduite.	Dans	ce	cas,	la	convection	naturelle	est	induite	par	
les	forces	de	la	flottabilité	thermique	et	de	la	concentration.	

La	vitesse	augmente	avec	N.	D'autre	part,	la	température	et	la	concentration	diminuent	
avec	l'augmentation	de	N.	Cela	signifie	qu'en	augmentant	la	valeur	de	N,	le	transfert	de	
chaleur	 sera	 amélioré	 et	 la	 couche	 limite	 thermique	 sera	 réduite.	 Dans	 ce	 cas,	 la	
convection	 naturelle	 est	 induite	 par	 les	 forces	 de	 la	 flottabilité	 thermique	 et	 de	 la	
concentration.	
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Cas n° 09 

Effets du nombre de Schmidt et du 

paramètre de sustentation sur le 

transfert de chaleur et de masse en 

convection mixte avec MHD le long 

d’une aiguille fine vertical isotherme. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



Chapitre IV : Modèles d’étude  
 

143 

 

IV.9.1. Introduction 

Le	 transfert	 de	 chaleur	 et	 de	 masse	 en	 convection	 mixte	 d'un	 fluide	 visqueux,	
incompressible	et	conducteur	d’électricité,	le	long	d’une	aiguille	isotherme	en	présence	
d'un	courant	externe	variable,	et	sous	l'influence	d'un	champ	magnétique	non	uniforme,	
est	étudié.	Les	solutions	de	similarité	pour	un	flux	de	chaleur	uniforme	ont	été	obtenues.	
Le	système	transformé	d'équations	couplées	différentielles	ordinaires	de	second	ordre	
est	résolu	numériquement	en	utilisant	la	fonction	BVP-4C	de	Matlab.	Les	profils	de	vitesse,	
de	température	et	de	concentration	sont	illustrés	pour	différentes	valeurs	des	principaux	
paramètres.	La	discussion	se	concentre	sur	l'interprétation	physique	des	résultats.	Il	a	été	
constaté	que	la	vitesse,	le	transfert	thermique	et	le	transfert	de	masse	sont	améliorés	lors	
de	l'augmentation	des	valeurs	du	paramètre	de	sustentation	N.	En	augmentant	les	valeurs	
du	 nombre	 de	 Schmidt,	 on	 a	 constaté	 que	 la	 vitesse	 et	 le	 transfert	 de	 chaleur	 ont	 été	
réduits,	mais	le	transfert	de	masse	a	été	amélioré.	Les	résultats	sont	présentés	sous	forme	
graphique	et	sont	discutés	en	détail.	

IV.9.2. Analyse mathématique 

Le	système	d’équations	de	couche	limite	stationnaire	et	laminaire	d’un	fluide	visqueux,	
incompressible	et	conducteur	d’électricité	le	long	d’une	aiguille	fine	vertical	isotherme	et	
un	courant	axial	externe	non	uniforme	loin	de	l’aiguille	U(x).	L’axe	des	x	est	supposé	être	
dans	la	direction	vertical	parallèle	à	l’aiguille	et	l’axe	des	r	est	dans	la	direction	radiale	
normal	à	la	surface	verticale	de	l’aiguille.	Un	champ	magnétique	B(x)	variable	en	fonction	
de	x	est	appliqué	dans	la	direction	transversale	de	l’écoulement,	et	qui	est	exprimé	dans	
(IV.86).	Le	nombre	de	Reynolds	magnétique	est	supposé	être	très	petit	et	donc,	le	champ	
magnétique	 induit	 est	 négligeable	 en	 comparaison	 avec	 le	 champ	 magnétique.	 Le	
diamètre	 de	 l’aiguille	 est	 du	 même	 ordre	 que	 l’épaisseur	 de	 la	 couche	 limite	 qu’elle	
développe.	L’écoulement	est	considéré	comme	axisymétrique.	Le	vecteur	gravitationnel	g	
est	dirigé	vers	le	bas.	Mis	à	part	la	masse	volumique	du	fluide	qui	varie	en	fonction	de	la	
température	 et	 la	 concentration,	 et	 qui,	 entre	 outre,	 obéit	 à	 l’approximation	 de	
Boussinesq,	Les	autres	propriétés	sont	supposées	constantes.	La	température	et	la	vitesse	
à	une	distance	de	l’aiguille	sont	représentés	par	:	T∞	et	u∞	respectivement.	On	suppose	
que	le	champ	électrique	est	négligeable.	Les	équations	de	couche	limite	sont	identique	à	
celles	qu’on	a	vu	précédemment	(IV.80)	à	(IV.84).				

On	considère	aussi,	que	les	effets	de	flottabilité	sont	aidante	à	l’écoulement,	par	contre,	
le	champ	magnétique	appliqué	ici	est	opposant	à	l’écoulement.		

Le	système	d’Eq.	(IV.80)	à	(IV.84)	va	être	transformé	du	système	de	coordonnées	(x, r)	
vers	 le	 système	 de	 coordonnées	 adimensionnels	 η(x, r),	 en	 introduisant	 les	
transformations	suivantes	:	

 � = �	�����	,   � − �� = ��� − ���	����		 ��� = ���!" ,  � = �#$% � &²(!"  , ` − `� = �`� − `��	@���	 
	
	
	

(IV.100)	
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� = 1� ���� 			et				v = −1� ∂ψ∂x 	
  

 

Aussi,	 on	 introduit	 la	 fonction	 de	 similarité	 réduite	 f(η),	 la	 température	
adimensionnelle	 θ(η)	 et	 la	 concentration	 φ(η).	 Alors,	 les	 équations	 suivantes	 sont	
obtenues	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + -�� + Y@� + 12 −��′ = 0 
(IV.101)	

 

 ��** + �* + 12����′ = 0 
(IV.102)	

 

 �∅** + ∅* + 12�∅′ = 0 
(IV.103)	

 

Les	conditions	aux	limites	correspondantes	:	

 ��6� = �′�6� = 0	; 		�′�∞� = 12			��6� = 1	; 		��∞� = 0 @�S� = 1		; 	@�∞� = 0 

 

	
	
	

(IV.104)	

	Avec	:	 λ	 correspondent	 au	 nombre	 de	 Richardson	 qui	 exprime	 le	 rapport	 entre	 la	

convection	naturelle	représenté	par	le	nombre	de	Grashof	thermique	/�� = 8:��<=�$�(G%" 	

et	la	convection	forcée	représenté	par	le	nombre	de	Reynolds	01( = ª�(�.(% 	.	M	le	champ	
magnétique.	Pr,	le	nombre	de	Prandtl,	N	est	le	paramètre	de	sustentation,	c’est	le	rapport	

entre	/�© = 8:∗�©<=©$�(G%" 	sur	GrT.	Et	enfin	le	nombre	de	Schmidt	Sc.							

IV.9.3. Résultats et discussion 

Le	 système	 d’équations	 transformé	 Eq	 (IV.101)	 à	 (IV.103)	 sous	 les	 conditions	 aux	
limites	Eq	(IV.104),	sont	exprimées	sous	une	forme	de	différences	finis	ensuite	résolues	
numériquement	avec	 leurs	conditions	aux	 limites	par	un	schéma	itératif	en	utilisant	 la	
fonction	BVP-4C	de	Matlab.	Des	 calculs	ont	été	effectués	pour	différentes	gammes	des	
paramètres	principaux,	à	savoir	:	le	paramètre	de	convection	mixte	λ	=	0,	20,	50	;	la	valeur	
du	nombre	de	Prandtl	est	prise	pour	représenter	l’air	Pr=0.733,	le	paramètre	magnétique	
M=0.5.	Les	valeurs	du	paramètre	de	sustentation	sont	prises	arbitrairement	comme	suite	
:	N=0.5,	1,	1.5,	2	;	et	enfin	le	nombre	de	Schmidt	Sc=0.22,	0.6,	0.78,	qui	caractérisent	en	
réalité	l’hydrogène,	la	vapeur	d’eau	et	l’ammoniaque,	respectivement.	L’objective	de	cette	
étude	 est	 de	 faire	 une	 investigation	 sur	 les	 effets	 du	 nombre	 de	 Schmidt	 ainsi	 que	 le	
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rapport	de	sustentation	sur	le	transfert	combiné	de	chaleur	et	de	masse	en	convection	
mixte	 avec	 MHD	 le	 long	 d’une	 aiguille	 fine	 verticale	 isotherme.	 En	 supposant	 que	
l’écoulement	est	 stationnaire,	 laminaire	et	 les	 conditions	à	 l’infini	 sont	 supposées	être	
constantes.				
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Figure IV.81. Effets de Sc et N sur la distribution de vitesse avec λ=20, M=0.5 et Pr=0.733 
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Figure IV.82. Effets de Sc et N sur la distribution de vitesse avec λ=50, M=0.5 et Pr=0.733 

Les	 figures	 IV.82	 et	 IV.83	montrent	 les	 effets	 du	 paramètre	 de	 sustentation	N	 et	 le	
nombre	de	Schmidt	Sc	sur	la	distribution	des	profils	de	vitesse	en	fonction	de	η.	Les	figures	
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montrent	que	 la	vitesse	augmente	avec	 le	paramètre	de	sustentation	N.	Mais,	diminue	
avec	 le	 nombre	 de	 Schmidt	 Sc.	 Par	 contre,	 on	 remarque	 bien	 que	 la	 vitesse	 max	 est	
nettement	plus	supérieure	à	celle	qu’on	a	vu	dans	le	cas	de	flux	de	chaleur	uniforme.				
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Figure IV.83. Effets de N sur la distribution de température avec λ=20, M=0.5, Sc=0.22 et Pr=0.733 
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Figure IV.84. Effets de N sur la distribution de température avec λ=50, M=0.5, Sc=0.22 et Pr=0.733 
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Figure IV.85. Effets de Sc sur la distribution de température avec λ=20, M=0.5, N=1 et Pr=0.733 
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Figure IV.86. Effets de Sc sur la distribution de température avec λ=50, M=0.5, N=1 et Pr=0.733 

La	 température	 augmente	 légèrement	 en	 augmentant	 les	 valeurs	 de	 Sc,	 comme	 le	
montre	 les	 figures	 IV.86	 et	 IV.87.	 Aussi,	 on	 a	 remarqué	 que	 cette	 augmentation	 est	
uniforme	dans	les	deux	cas	considérés,	à	savoir	λ=20	et	λ=50.	 
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Figure IV.87. Effets de N sur la distribution de concentration avec λ=20, M=0.5, Sc=0.22 et Pr=0.733 
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Figure IV.88. Effets de N sur la distribution de concentration avec λ=50, M=0.5, Sc=0.22 et Pr=0.733 
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Figure IV.89. Effets de Sc sur la distribution de concentration avec λ=0, M=0.5, N=1 et Pr=0.733 
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Figure IV.90. Effets de Sc sur la distribution de concentration avec λ=20, M=0.5, N=1 et Pr=0.733 

D’après	les	figures,	on	voie	bien	que	les	profils	de	concentration	sont	réduits	de	façon	
uniforme	avec	des	valeurs	élevés	du	nombre	de	Schmidt	dans	les	deux	cas	de	convection	
mixte	λ=20	et	λ=50.	Alors	que	dans	 le	cas	où	 les	 forces	de	 flottabilités	sont	absents,	 la	
concentration	diminue,	mais	très	légèrement	par	rapport	au	cas	précédent.			 
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Figure IV.91. Effets de Sc sur la distribution de concentration avec λ=50, M=0.5, N=1 et Pr=0.733 
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Cas n° 10 

Effets de la MHD sur le transfert 

thermique convectif d’un nanofluide le 
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IV.10.1. Introduction 

L'objectif	est	d'étudier	le	comportement	des	nanofluides	dans	l’écoulement	de	couche	
limite	en	convection	mixte	le	 long	d'une	aiguille	fine	verticale	en	présence	d'un	champ	
magnétique	d'intensité	variable,	illustré	sur	les	profils	de	température,	de	la	vitesse	et	de	
concentration	des	nanoparticules,	ainsi	que	le	frottement	pariétal	et	Le	nombre	de	Nusselt	
local.	 Pour	 cela,	 nous	 avons	 utilisé	 les	 équations	 bidimensionnelles	 de	 couche	 limite	
soumises	à	des	conditions	aux	limites	et	réduites	à	un	système	d'équations	différentielles	
de	 premier	 ordre	 (voir	 chapitre	 formulations	 mathématiques).	 En	 utilisant	 des	
transformations	de	similarité	bien	définit	qui	sont	ensuite	résolues	avec	leurs	conditions	
aux	limites	transformées	par	un	schéma	itératif	à	l'aide	de	la	fonction	BVP-4C	de	Matlab.	
En	supposant	que	l’écoulement	est	stationnaire,	laminaire	et	les	conditions	à	l'infini	sont	
censés	être	constants.	

IV.10.2. Analyse mathématique 

Afin	 de	 formuler	 les	 équations	 de	 transports	 qui	 interviennent	 dans	 cette	 partie	
d’étude,	 nous	 avons	 pris	 le	modèle	 d’équations	 illustré	 dans	 le	 chapitre	 ‘’formulation	
mathématique’’,	en	considérant	les	conditions	aux	limites	suivantes	:	

 � = 2	 ∶ 									� = 0	; 					� = 0	1.	� = ��		1.		` = 	`�	� → ∞ ∶ 									� = ��	; 		� = 0	1.	� = ��	1.		` = `� 

 

	
(IV.105)	

En	introduisant	les	transformations	(IV.100),	on	obtiendra	les	équations	ordinaires	
différentielles	suivantes	:	

 8��*** + 8�** + 4��** − 2�*� + -�� + Y&@� + 12 −��′ = 0 
(IV.106)	

 

 ��** + �* + 12����* + ��Y;��*� + ��Y«��*∅* = 0 
(IV.107)	

 

 �∅** + ∅* + Y;Y« ���** + �*� + 12 ¬1��* = 0 
(IV.108)	

Les	 groupes	 adimensionnels	 correspondants	 apparaissant	 dans	 les	 équations	 de	
régulation	sont	:	le	paramètre	de	convection	mixte	λ,	le	paramètre	du	champ	magnétique	
M,	 le	 nombre	 de	 Prandtl	 Pr,	 le	 paramètre	 du	mouvement	 Brownien	Nb,	 le	 paramètre	
thermophoretique	Nt,	le	ratio	de	flottabilité	du	nanofluide	Nr,	et	le	nombre	de	Lewis	Le.		

IV.10.3. Résultats et discussion 

Les	effets	de	paramètres	importants	tels	que	le	champ	magnétique	M,	le	paramètre	de	
mouvement	Brownien	Nb,	 le	paramètre	 thermophorèse	Nt,	 le	paramètre	de	rapport	de	
flottabilité	Nr,	le	nombre	de	Lewis	Le,	et	le	paramètre	de	convection	mixte	sont	examinés.	
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Des	calculs	ont	été	effectués	pour	différentes	gammes	des	paramètres	principaux,	à	
savoir:	le	paramètre	de	convection	mixte	λ	=	0,	20,	50;	Le	paramètre	magnétique	M	=	0,	1,	
2;	Le	paramètre	de	mouvement	brownien	Nb	=	0,	0.6,	1,	le	paramètre	thermophoretique	
Nt	=	0,	0.07,	0.12,	le	paramètre	de	rapport	de	flottabilité	Nr	=	0,	0.5,	1	et	le	nombre	de	Lewis	
Le	=	0,	1,	2.	Dans	le	problème	actuel,	La	valeur	du	nombre	de	Prandtl	et	de	la	taille	de	
l'aiguille	sont	fixées,	Pr	=	0.733	et	a	=	0.1,	respectivement.	

M Nr Nb Nt Le Cfx/Rex
-1/2 Nux/ Rex

1/2 Shx/ Rex
1/2 
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1 

 

0.1 

 

0 
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3.0787935 

3.0787935 

3.0787935 

1.47678366 

1.46780279 

1.46280640 

1.2799002 

1.5951161 

1.7989565 
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0 
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2 

 

1 

 

0.1 

 

0 

 

1 

4.3571126 

3.0787935 

2.2700009 

1.54015571 

1.46780279 

1.41448679 

1.6859999 

1.5951161 

1.5264314 

Tableau IV.9. Effets des paramètres gouvernants sur le nombre de Nusselt local, le coefficient de frottement 

pariétal et le nombre de Sherwood. Avec : λ = 0; Pr=0.733 
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Figure IV.92.Effets de Nr sur le profil de vitesse, avec : λ=0 
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Figure IV.93. Effets de Nr sur le profil de vitesse, avec : λ=50 
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Figure IV.94. Effets de Nr sur le profil de température, avec : λ=0 

0 2 4 6 8 10 12 14

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

λ=50
N

b
=0.1

N
t
=0

Le=1

M=1

N
r
=0, 0.5, 1

T
e

m
p

é
ra

tu
re

 a
d

im
e

n
s

io
n

n
e

ll
e

 θ
(η

)

Abscisse adimensionnelle η
 

Figure IV.95. Effets de Nr sur le profil de température, avec : λ=50 

Les	 figures	 IV.93	à	 IV.98	révèlent	que	 le	paramètre	de	rapport	de	 flottabilité	Nr	n’a	
aucun	 effet	 sur	 les	 profils	 de	 vitesse,	 de	 température	 et	 de	 concentration	 lorsque	 la	
convection	 forcée	 régit	 le	mouvement	du	 fluide,	 c'est-à-dire	λ	 =	 0.	 Cependant,	 pour	 la	
convection	 naturelle,	 nous	 avons	 observé	 que	 la	 température	 et	 la	 concentration	 des	
nanoparticules	 augmentent	 avec	 Nr	 sauf	 pour	 le	 profil	 de	 vitesse	 qui	 diminue	 en	
augmentant	Nr.		
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Figure IV.96. Effets de Nr sur le profil de concentration, avec : λ=0 
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Figure IV.97. Effets de Nr sur le profil de concentration, avec : λ=50 

Les	figures	IV.99	à	IV.104	représentent	les	effets	du	champ	magnétique	sur	la	vitesse,	
la	 température	 et	 la	 concentration	 des nanoparticules. Le	 profil	 de	 vitesse	montre	 un	

comportement	décroissant	en	augmentant	les	valeurs	de	M.	Inversement,	l'épaisseur	de	
la	couche	limite	est	réduite	pour	des	valeurs	supérieures	de	M.	Physiquement	cela	arrive	
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parce	que	M	est	normal	au	fluide,	donc	pour	des	valeurs	supérieures	de	M,	la	température	
et	la	fraction	des	nanoparticules	augment,	mais	le	mouvement	du	fluide	ralentis.	D'autre	
part,	l'influence	du	champ	magnétique	devient	très	faible	en	négligeant	l'effet	du	rapport	
de	flottabilité,	c'est-à-dire	Nr	=	0	(voir	les	figures	IV.105	et	IV.106).	

Les	tableaux	IV.9,	IV.10	et	IV.11	présentent	les	effets	des	paramètres	de	régulation,	Nb,	
Nr,	Nt,	M	et	Le	sur	le	coefficient	de	frottement	local,	le	nombre	local	de	Nusselt	et	le	nombre	
de	Sherwood	respectivement,	avec	λ	=	0	(convection	forcée),	λ	=	20	(convection	mixte)	et	
λ	=	50	(gouvernance	de	la	convection	naturelle).	Il	est	bien	montré	à	partir	du	tableau	IV.9	
que	le	nombre	de	Nusselt	local	diminue	de	manière	significative	lors	de	l'augmentation	
de	Nb,	ce	qui	se	produit	également	dans	les	cas	de	convection	mixte	et	naturelle	(tableaux	
IV.10	et	 IV.11),	de	sorte	à	diminuer	 le	 taux	de	 transfert	de	chaleur	et,	par	conséquent,	
augmenter	la	température	près	de	la	paroi	(voir	la	figure	IV.110).		
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Figure IV.98. Effets de M sur le profil de vitesse, avec : λ=0 

Par	ailleurs,	nous	avons	observé	que	le	frottement	local	n'est	affecté	que	par	le	champ	
magnétique	dans	le	cas	de	flux	convectif	forcée.	Cependant,	le	nombre	de	Sherwood	est	
fortement	affecté	par	le	paramètre	thermophoretique	qui	augmente	avec	l'augmentation	
de	ce	dernier,	dans	les	trois	cas	considérés. 
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Figure IV.99. Effets de M sur le profil de vitesse, avec : λ=50 
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Figure IV.100. Effets de M sur le profil de température, avec : λ=0 
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Figure IV.101. Effets de M sur le profil de température, avec : λ=50 
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Figure IV.102. Effets de M sur le profil de concentration, avec : λ=0 
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Figure IV.103. Effets de M sur le profil de concentration, avec : λ=50 

A	partir	de	la	figure	IV.107,	le	mouvement	brownien	n'a	aucune	influence	sur	les	profils	
de	 vitesse	 et	 de	 concentration	 (figure	 IV.111)	 lorsque	 la	 convection	 forcée	 régit	 le	
mouvement	du	fluide,	son	influence	sur	la	température	est	très	faible	dans	le	cas	de	la	
convection	naturel.	Cependant,	selon	la	figure	IV.108,	il	est	très	important	de	dire	que	le	
mouvement	brownien	augmente	la	vitesse	dans	le	cas	de	la	convection	naturelle.	
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Figure IV.104. Effets de M sur le profil de vitesse, avec : λ=50, Nr=0 
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Figure IV.105. Effets de M sur le profil de température, avec : λ=50, Nr=0 

L'augmentation	 des	 valeurs	 du	 mouvement	 brownien	 Nb	 augmentera	 encore	 la	
température	 dans	 le	 flux	 de	 convection	 forcée	 selon	 la	 Figure	 IV.109	 et	 diminue	 la	
concentration	 des	 nanoparticules	 dans	 le	 flux	 de	 convection	 naturelle	 (voir	 Figure	
IV.112).	
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Figure IV.106. Effets de Nb sur le profil de vitesse, avec : λ=0 
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Figure IV.107. Effets de Nb sur le profil de vitesse, avec : λ=50 
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Figure IV.108. Effets de Nb sur le profil de température, avec : λ=0 
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Figure IV.109. Effets de Nb sur le profil de température, avec : λ=50 
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Figure IV.110. Effets de Nb sur le profil de concentration, avec : λ=0 
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Figure IV.111. Effets de Nb sur le profil de concentration, avec : λ=50 
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Tableau IV.10. Effets des paramètres gouvernants sur le nombre de Nusselt local, le coefficient de frottement 

pariétal, et le nombre de Sherwood, avec : λ=20, Pr=0.733  
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Les	figures	IV.113	à	IV.116	illustrent	l'influence	du	mouvement	thermophoretique	Nt	
sur	les	profils	de	vitesse	et	de	température.	Il	montre	que,	pour	λ	=	50,	Nt	augmente	la	
vitesse	et	 réduit	 les	profils	de	 température.	Cependant,	aucun	changement	n'est	prévu	
dans	les	cas	de	convection	forcée.	

Du	tableau	IV.10,	Augmenter	Le	et	Nt	augmentera	le	taux	de	transfert	de	chaleur,	mais	
plus	significativement,	à	la	fois	le	frottement	et	le	nombre	de	Sherwood.	En	revanche,	le	
frottement	 local	 et	 le	 nombre	 de	 Sherwood	 diminuent	 fortement	 avec	 des	 valeurs	
croissantes	 de	 Nr.	 Autrement	 dit,	 le	 nombre	 local	 de	 Sherwood	 diminue	 avec	
l'augmentation	de	M.	

0 2 4 6 8 10 12 14

0,0

0,2

0,4

0,6

λ=0
N

r
=1

N
b
=0,1

Le=1

M=1V
it

e
s

s
e

 a
d

im
e

n
s

io
n

n
e

ll
e

 f
' (η

)

Abscisse adimensionnelle η

N
t
=0, 0.07, 0.12

 

Figure IV.112. Effets de Nt sur le profil de vitesse, avec : λ=0 
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Figure IV.113. Effets de Nt sur le profil de vitesse, avec : λ=50 
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Figure IV.114. Effets de Nt sur le profil de température, avec : λ=0 
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Figure IV.115. Effets de Nt sur le profil de température, avec : λ=50 
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Tableau IV.11. Effets des paramètres gouvernants sur le nombre de Nusselt local, le coefficient de frottement 

pariétal, et le nombre de Sherwood, avec : λ=50, Pr=0.733 

Le	tableau	IV.11	montre	les	effets	des	principaux	paramètres	sur	le	frottement	local,	le	
nombre	de	Nusselt	et	le	nombre	local	de	Sherwood	dans	le	cas	de	convection	naturelle.	Il	
est	montré	que	 le	 frottement	 local	augmente	avec	 l'augmentation	de	Le,	Nt	 et	Nb,	mais	
diminue	avec	M	et	Nr.	Le	taux	de	transfert	de	chaleur	représenté	par	le	nombre	de	Nusselt	
diminue	 en	 augmentant	 tous	 les	 paramètres	 de	 gouvernance,	 à	 l'exception	 de	Nb.	 Le	
nombre	local	de	Sherwood	augmente	avec	l'augmentation	de	Nt	et	Nb	et	diminue	avec	les	
autres	paramètres.	

A	partir	des	figures	IV.117	et	IV.118,	nous	voyons	que	le	nombre	croissant	de	Lewis	Le	
réduira	la	concentration	de	nanoparticules	dans	les	cas	de	convection	forcée	et	libre.	En	
outre,	cette	diminution	est	plus	significative	dans	le	cas	de	convection	naturelle.	
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Figure IV.116. Effets de Le sur le profil de concentration, avec : λ=0 
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Figure IV.117. Effets de Le sur le profil de concentration, avec : λ=50 

IV.10.3. Conclusion :  

Dans	 cet	partie,	une	analyse	de	 la	 couche	 limite	pour	un	écoulement	en	 convection	
mixte	 d'un	 nanofluide	 sur	 une	 aiguille	 fine	 isotherme	 verticale,	 sous	 l'influence	 d'un	
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champ	magnétique	d’intensité	variable,	a	été	présentée.	Le	modèle	considère	les	effets	du	
mouvement	 brownien,	 du	 rapport	 de	 flottabilité,	 du	 paramètre	 thermophorèse,	 du	
nombre	 de	 Lewis,	 du	 paramètre	 de	 convection	 mixte	 et	 du	 paramètre	 de	 champ	
magnétique.	 Le	 système	 d'équations	 différentielles	 partielles	 transformé	 en	 équations	
différentielles	 ordinaires	 avec	 des	 transformations	 de	 similarité	 est	 résolu	
numériquement	en	utilisant	le	package	BVP-4C	de	Matlab.	On	a	constaté	que	l'application	
du	 champ	 magnétique	 réduirait	 la	 vitesse	 et	 augmenterait	 la	 température	 et	 la	
concentration.	 Cependant,	 le	 mouvement	 brownien	 et	 le	 rapport	 de	 flottabilité	 n'ont	
aucune	influence	sur	les	profils	de	vitesse	et	de	concentration	lorsque	la	convection	forcée	
régit	 le	mouvement	du	fluide.	Autres	constats,	à	 l'exception	de	la	vitesse,	 les	profils	de	
température	 et	 de	 concentration	 augmentent	 en	 augmentant	 le	 rapport	 de	 flottabilité	
lorsque	 la	 convection	 libre	 génère	 le	 mouvement	 du	 fluide.	 Dans	 le	 même	 cas	 de	
convection,	il	a	été	observé	que	le	mouvement	brownien	augmente	la	température	près	
de	 la	paroi	 et	 vice-versa.	À	 l'inverse,	dans	 le	 flux	de	 convection	 forcée,	 la	 température	
augmente	 avec	 l'augmentation	 du	 mouvement	 brownien,	 mais	 la	 concentration	 reste	
constante	 avec	 des	 valeurs	 variables	 du	 mouvement	 brownien	 et	 du	 rapport	 de	
flottabilité.	Dans	la	convection	mixte	et	naturelle,	nous	avons	observé	que	le	paramètre	
thermophorèse	augmente	fortement	la	vitesse	et	réduit	la	température.	Pour	les	cas	de	
convection	 forcée,	 naturelle	 et	 mixte,	 la	 concentration	 est	 réduite	 en	 augmentant	 le	
nombre	de	Lewis.	Les	résultats	indiquent	que	le	nombre	local	de	Nusselt	qui	représente	
le	 taux	 de	 transfert	 de	 chaleur	 et	 le	 nombre	 de	 Sherwood	 augmente	 avec	 une	
augmentation	du	paramètre	thermophoretique	et	du	nombre	de	Lewis. 
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Chapitre V  

Conclusions  

V.1. Introduction  

Dans ce chapitre, une vue d’ensemble de ce manuscrit a été exposé. Une synthèse des 
résultats obtenues avec différents cas étudiés. Et enfin, des perspectives de recherches 
future ont été énoncés.    

V.2. Récapitulatif des Résultats obtenus  

Cas d’études Résultats 

Cas n° 01 

Effets du nombre de 
Richardson ‘’λ’’ sur le 
transfert thermique 
convectif le long d’une 
aiguille fine 

- Lorsqu’on augmente la valeur de λ, la vitesse augmente, et 
la température diminue, ce qui peut être traduit par un 
fort échange thermique entre le fluide et la paroi de 
l’aiguille, et cela dans les deux cas considérés. 

- Les vitesses dans le cas d’un flux de chaleur uniforme sont 
nettement plus faibles en comparaison avec celles d’une 
aiguille isotherme. 

Cas n° 02 

Hypothèse d’un 
écoulement à courant 
aidant et à courant 
opposant en convection 
mixte le long d’une aiguille 
fine verticale 

- Dans le cas courant opposant (λ<0), en augmentant λ, la 
vitesse diminue.  

- La température augmente avec des valeurs négatives de 
λ, cela est un résultat direct du ralentissement de 
l’écoulement quand les forces de flottabilités oppose au 
courant axiale ce qui diminue le transfert thermique et 
augmente l’épaisseur de la couche limite thermique. 
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Cas n° 03 

 
 
 
Effets de la MHD sur la 
convection forcée le long 
d’une aiguille fine 
isotherme 

- Nous avons vu qu’en augmentant les valeurs du 
paramètre magnétique ainsi que la taille de l'aiguille, la 
vitesse diminue et ainsi, l'épaisseur de la couche limite 
dynamique diminue. 

- La température augmente avec l'augmentation du 
paramètre magnétique. Ceci est dû au fait que le champ de 
magnétisme appliqué agit comme une force de traînée qui 
réduit la vitesse et augmente la température du fluide, car 
les forces de Lorentz s'oppose à l'écoulement ce qui 
augmente le frottement entre les couches de fluide et 
donc diminue le transfert de chaleur. 

Cas n° 04 

Effets de la MHD sur le 
transfert thermique en 
convection mixte le long 
d’une aiguille fine 
isotherme 

L’influence du champ magnétique est similaire au cas 
précèdent à savoir λ=0, par contre les effets de ce champ 
sont nettement moins prononcés que dans le cas 
précédant. 

Cas n° 05 

 
 
Hypothèse d’un champ 
magnétique assistant 
l’écoulement 

- À l’opposé d’un champ magnétique contre-courant M>0, 
le champ magnétique co-courant M<0 est favorable à la 
vitesse de l’écoulement. Cette constatation est très 
observée lorsque la convection forcée est dominante λ=0. 
Cependant, elle est nettement moins prononcée lorsqu’il 
s’agit de la dominance de la convection naturelle λ=50. 

- L’application d’un champ magnétique co-courant 
améliore le transfert thermique ce qui est traduit par la 
réduction de la température autour de l’aiguille 

 

Cas n° 06 

 
 
Dissipation thermique en 
convection naturelle avec 
MHD le long d’une aiguille 
fine vertical isotherme 

- Il a été observé que le nombre d’Eckert est favorable à la 
vitesse de l’écoulement. 

- En augmentant les valeurs du nombre d’Eckert, cela 
augmentera la température et diminuera 
considérablement le transfert thermique. Cela peut être le 
résultat combiné de l’augmentation du frottement en 
raison de l'incrément de contrainte de cisaillement sur les 
couches fluides résultant de l’augmentation de la vitesse 
par les effets de flottabilité assistantes à l’écoulement et 
de la génération de chaleur par effet Joule 

Cas n° 07 

Effets combinés de la MHD 
et de la dissipation 
thermique sur le transfert 
thermique en convection 
mixte le long d’une aiguille 
fine vertical isotherme 

L’application du champ magnétique en prenant en compte 
la dissipation thermique résultante, réduisait le taux de 
transfert de chaleur et donc augmentait la couche limite 
thermique. Ceci peut être le résultat de l’augmentation du 
frottement en raison de la croissance de contraintes de 
cisaillements sur les couches fluides résultantes de 
l'augmentation de la vitesse par des effets de flottabilité 
assistantes à l’écoulement quand la convection est 
purement naturelle. Cependant, lorsque la convection 
forcée régit le mouvement du fluide, le champ magnétique 
agira comme force de traînée. Plus explicitement, les 
forces de Lorentz s'opposent à l'écoulement, ce qui 
augmente le frottement entre les couches fluides, et donc 
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augmente la température du fluide et, par conséquent, 
produit plus de résistance aux phénomènes de transport. 
Concernant la convection naturelle, nous avons observé 
que le champ magnétique favorise le mouvement du 
fluide. Près de la paroi, la vitesse en présence d'un champ 
magnétique augmente rapidement pour des valeurs 
magnétiques élevées et épaisseurs d'aiguille réduite 

Cas n° 08 et 09 

 
 
 
 
 
 
 
Transfert de chaleur et de 
masse avec MHD en 
convection mixte le long 
d’une aiguille fine vertical 
en présence d’un flux 
thermique uniforme 

- L'étude a montré que l'application d'un champ 
magnétique était défavorable au transfert thermique et 
de masse, en raison de l'augmentation des profils de 
température et de concentration résultant d'une 
diminution de la vitesse du fluide. 

- Lorsque les forces visqueuses du fluide sont très 
importantes en comparaison avec sa diffusivité 
moléculaire, les profils de vitesse et de concentration sont 
uniformément réduits, mais la température augmente 
légèrement. 

- Lorsque les forces de flottabilité thermique sont 
supérieures aux forces de flottabilité de diffusion en 
masse, la vitesse augmente. D'autre part, la température 
et la concentration diminuent. Cela signifie que le 
transfert de chaleur sera amélioré et la couche limite 
thermique sera réduite. Dans ce cas, la convection 
naturelle est induite par les forces de la flottabilité 
thermique et de la concentration. 

- La vitesse augmente avec N. D'autre part, la température 
et la concentration diminuent avec l'augmentation de N. 
Cela signifie qu'en augmentant la valeur de N, le transfert 
de chaleur sera amélioré et la couche limite thermique 
sera réduite. Dans ce cas, la convection naturelle est 
induite par les forces de la flottabilité thermique et de la 
concentration. 

 

 

Cas n° 10 

 
 
 
Effets de la MHD sur le 
transfert thermique 
convectif d’un nanofluide 
le long d’une aiguille fine 
vertical isotherme 

On a constaté que l'application du champ magnétique 
réduirait la vitesse et augmenterait la température et la 
concentration. Cependant, le mouvement brownien et le 
rapport de flottabilité n'ont aucune influence sur les 
profils de vitesse et de concentration lorsque la 
convection forcée régit le mouvement du fluide. Autres 
constats, à l'exception de la vitesse, les profils de 
température et de concentration augmentent en 
augmentant le rapport de flottabilité lorsque la 
convection libre génère le mouvement du fluide. Dans le 
même cas de convection, il a été observé que le 
mouvement brownien augmente la température près de 
la paroi et vice-versa. À l'inverse, dans le flux de 
convection forcée, la température augmente avec 
l'augmentation du mouvement brownien, mais la 
concentration reste constante avec des valeurs variables 
du mouvement brownien et du rapport de flottabilité. 
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Dans la convection mixte et naturelle, nous avons observé 
que le paramètre thermophoretique augmente fortement 
la vitesse et réduit la température. Pour les cas de 
convection forcée, naturelle et mixte, la concentration est 
réduite en augmentant le nombre de Lewis. Les résultats 
indiquent que le nombre local de Nusselt qui représente 
le taux de transfert de chaleur et le nombre de Sherwood 
augmente avec une augmentation du paramètre 
thermophoretique et du nombre de Lewis. 

V.3. Synthèse et perspectives  

Dans ce travail nous nous sommes intéressés au problème lié aux transferts 
convectives avec ou sans MHD le long des aiguilles fines en imposant différents conditions 
et hypothèses. Nous avons en premier lieu étudié le travail effectué par Narain et Uberoi 
[2] qui représente une référence solide pour ce genre de problème, on a donc pris cet 
article comme modèle de base afin de valider le code de calcule utiliser, ensuite nous avant 
élargit cette étude afin d’explorer d’autres perspectives de recherches. Nous avons étudié 
les effets du nombre de Richardson sur le transfert thermique convectif, On a vu que 
lorsqu’en augmente la valeur de λ, la vitesse augmente, ce qui signifie que l’écoulement 
axiale libre est assisté par les forces de flottabilités. Aussi, plus la valeur de λ est grande 
et plus la température autour de l’aiguille diminue, ce qui peut être traduit par un fort 
échange thermique entre le fluide et la paroi de l’aiguille. Aussi, on a considéré la question 
d’un écoulement aidant et un écoulement opposant. On a étudié ensuite, les effets de la 
MHD sur les différents modes de transferts convectives, et on a considéré l’hypothèse d’un 
champ magnétique aidant. Ensuite, on a analysé la dissipation thermique résultante de 
l’application du champ magnétique. Il a été démontré que l'application du champ 
magnétique en prenant en compte la dissipation thermique résultante, réduisait le taux 
de transfert de chaleur de manière générale et donc augmentait la couche limite 
thermique, ceci est du fait que l'augmentation de l'intensité magnétique, ainsi que la 
dissipation thermique augmentent le frottement à la paroi et diminuent 
considérablement le taux de transfert de chaleur.  Le transfert de chaleur et de masse avec 
MHD en convection mixte le long d’une aiguille fine vertical a été étudié pour deux cas de 
figure : (i) une aiguille isotherme et (ii) un flux thermique uniforme appliqué à la paroi de 
l’aiguille. Et enfin, on a étudié les effets de la MHD sur le transfert convectif d’un 
nanofluide le long d’une aiguille fine verticale isotherme. Afin d’éviter les répétitions 
redondantes, les résultats sont expliqués en détails dans les chapitres précédents. 

L’une des perspectives de ce travail consiste à étudier les transferts convectifs pour un 
champ magnétique induit, en utilisant la méthode Keller-box. En perspectives également, 
divers points intéressants : 

- L’étude des effets du paramètre de courbure sur le transfert thermique convective 
le long des aiguilles fines en présence d’un champ magnétique. 

- Explorer et élargir la recherche sur le comportement des nanofluides en utilisant 
divers modèles. 
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- L’étude de l’influence de la rotation de l’aiguille sur les caractéristiques du transfert 
thermique.  
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