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Résumeée

La griffe est un graphe d’ordre 4 et composé d'un sommet de degré trois adjacent a trois
sommets deux a deux non adjacents entre eux. Un graphe sans griffe est un graphe qui ne
contient aucun sous-graphe induit isomorphe a la griffe.Un graphe est dit presque sans
griffe si car ensemble de centres de griffes est un stable (ensemble indépendant) et pour
chaque centre de griffe u il existe deux sommets x et y vérifiant N;(u) € N[x]UN][y].
Un graphe G est quasi sans griffe s'il satisfait la propriété suivante : d(x, y) =2 il existe u €
N(x)NN(y)telque N[u] € N[x]UN[y].A travers ce mémoire, on essaie de donner certains

résultats sur le nombre chromatique y(G) pour certain graphes presque sans griffe.

Mots clés : Griffe, graphe sans griffe, graphe presque sans griffe et graphe quasi sans

griffe.



Abstract

The claw is a graph of order 4 and composed of a vertex of degree three adjacent to three
vertices two to two not adjacent to each other. A claw-free graph is a graph that contains no
induced sub-graphs that are isomorphic to the claw. A graph is said to be almost claw-free
if because the set of claw centers is a stable (independent set) and for each claw center u
there are two vertices x and y verifying N;(u) € N[x]U N[y]. A graph G is almost claw-
free if it satisfies the following property : d(x, y) = 2 there exists u € N(x)N N(y) such that
Nlu] € N[x]UN[y]. Through this memory, we try to give some results of the chromatic
number y(G) for some graphs almost claw-free graphs.

Keywords: Claw, claw-free graph, almost claw-free graph and quasi claw-free graph.
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Introduction

La recherche opérationnelle est la discipline des mathématiques appliquées qui traite
des questions d’utilisation optimale des ressources dans I'industrie et dans le secteur pu-
blic. Depuis une dizaine d’années, le champ d’application de la recherche opérationnelle
s’est élargi a des domaines comme I’économie, la finance, le marketing et la planification
d’entreprise. Plus rfécemment, la recherche opérationnelle a été utilisée pour la gestion des
systemes de santé et d’éducation, pour la résolution de problemes environnementaux et
dans d’autres domaines d’intérét public.

Confronté a un probleme donné et pour en faciliter la compréhension, on recourt sou-
vent au schéma. Ce dernier est composé exclusivement de points et de traits les reliant. Les
points représentent les différents objets du probleme. Quant aux traits, ils représentent les
relations existant entre ces différents objets.

Ce schéma est conventionnellement nommé graphe. Les points et les traits sont appe-
1és respectivement sommets et arétes. Ce type de probleme appartient a un tres vaste do-
maine appelé la théorie des graphes, qui s’est développée dans diverses disciplines telles
que la chimie, la sociologie, I'économiie, ...

Lhistoire de la théorie des graphes débute avec les travaux du mathématicien suisse
Euler au 18° siecle, et trouve son origine dans I’étude de certains problemes, tel que celui
des ponts de Konigsberg, quand il se demandait s’il est possible, en partant d'une ile quel-
conque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par le méme et revenir
a son point de départ.

Des le début du 20° siécle, elle constitue une branche a part entiere des mathématiques,
grace aux travaux de Konig, Menger, Cayley puis de Berge et Erdos.

Parmi les problémes en la théorie des graphes, le probleme de graphes sans griffe et
devenus un champ de recherche pour plusieurs auteurs on théorie des graphes. Ce pro-
bleme s’est évolué al’étude d’autres classes de graphes plus larges comme celui des graphes
presque sans griffe, graphes quasi sans griffe.

Cemémoire est constitué de trois chapitres autre que 'introduction et la conclusion,

e Le premier chapitre est consacré aux définitions et notations des principales notions uti-
lisées dans ce mémoire. Pour chacune d’entre elles, nous essayerons de donner une
définition formelle ainsi qu'une définition intuitive.

e Dans la deuxiéme chapitre, nous donnons les définitions et Quelques résultats concer-
nant des super-classes des graphes sans griffe.

¢ Dansla troisieme chapitre, Nous avons étudié coloration des graphes presque sans griffe.



Chapitre 1

Notions générales sur les graphes

Ce premier chapitre est consacré aux définitions des principales notions utilisées dans
ce mémoire. Pour chacune d’entre elles, nous essayerons de donner une définition formelle
ainsi qu'une définition intuitive.

1.1 Graphe et graphe simple

Définition 1.1.1 Un graphe, noté G = (V,E) ou G = (V(G), E(G)) s'il y a une confusion, est
une paire d'ensembles tels que V est un ensemble fini appelé ensemble des sommet du graphe
G et E =[V|? est une partie des combinaisons de 2 éléments de V appelé ensembles des arétes
du graphe G ; ainsi, les arétes sont des sous-ensembles a 2 éléments de V. Pour une aréte
e = {u, v} qui sera notée e = uv, les sommets u et v sont les extrémités de e et sont dits
adjacents entre eux. Deux arétese et [ sont dites incidentes si elles ont une méme extrémité.
En particulier, Uaréte uu est appelée boucle. Des arétes sont dites multiples si elles ont les
deux mémes extrémités.

Un graphe est dit simple s'il est sans boucles est sans arétes multiples. les graphes consideé-
1és a travers ce mémoire sont simple et finis.

Exemplel G =(V(G),E(G))avecV(G)={a,b,c,d,e,f}etE(G)={ab,bc,bd,be,cf,fe}

FIGURE 1.1: Graphe simple



Notions générales sur les graphes

1.1.1 Voisinages et degrés

e Si uv e E(G), alors u et v sont dits voisins;

e Le voisinage ouvert du sommet v de G, noté N;(v), est’ensemble de tous les voisins de
v. Formellement,

N;(v)={ueV(G):uve E(G)}
e Le voisinage fermé du sommet v, noté N[v] est défini par :
Ngl[v]=Ng(v)u{v}
e Pour un ensemble de sommet S, S C V le voisinage ouvert de S est définie par :
Ng(S)=U, Ns(v)
et 'ensemble,

N[S]=Ng(S)US

est son voisinage fermé.
Le voisinage a distance k d'un sommet x, noté N;(x), est 'ensemble

Ni(x)={y €V, dg(x,y)=k}

En particulier NV,(x)= Ng(x).

S’il n'y a pas confusion, les voisinages ouvert et fermé seront par N(v) et N(S) au lieu de
Ng(v) et Ng(S) respectivement.

Le degré du sommet v de G , noté d;(v), estle nombre d’arétes incidentes a v. Dans un
graphe simple, d;(v)=|Ng(v)|.

e Unsommet de degré nul est dit sommet isolé et un sommet de degré un est dit sommets
pendant et le sommet adjacent a un sommet pendant est dit support.

On note par A(G) et 6(G) le degré maximum et le degré minimum de G respectivement,
qui sont définis par
A(G)=max{ds(v)| v e V(G)}

et
0(G)=min{d;(v)| v € V(G)}.

S’il n'y a pas de confusion, on écrit d(v), A et 0 désignent respectivement d;(v), A(G) et
o(G).

Dans le graphe illustré dans la figure 1.1, le tableau suivant résume des exemples Ng(v),
Nlv]etd;(v)

Le degré minimum de G est 6(G) =1, el le degré maximum est A(G) =4.



Notions générales sur les graphes

sommet:v | Ng(v) N[v] dgs(v)
a {b} {a,b} 1
b {a,c,d} | {a,b,c,d} 4
C {b,f} | {b,c,f} 2
d {b} {b,d} 1
e {b,f} | {b,e f} 2
f {c,e} {c,e, [} 2

FIGURE 1.2: Voisinages et degrés

1.1.2 Graphes isomorphes

Ondit que deux graphes G, =(V;, E;) et G, =(V;, E,) sontisomorphes s’il y a une bijection
f : Vi — V, qui préserve I'adjacence, c’est-a-dire que

Vx,yeW,xy ek < f(x)f(y)eE

G H

FIGURE 1.3: G et H sont isomorphes

1.1.3 Graphes particuliers
Graphe partiel , sous-graphe et graphe induit

Pour un graphe G =(V, E),

e Un graphe partiel de G est un graphe obtenu en enlevant une ou plusieurs arétes de G.
Autrement dit, un graphe partiel de G est un graphe H ayant le méme ensemble des
sommets, et ayant comme ensemble d’arétes, un sous-ensemble de E(G) : E(H) C
E(G).

e On appelle sous-graphe de G, un graphe H =(U, F)telsque U CV et F CE.

(G) (H,) (H,)

FIGURE 1.4: H, graphe partiel et H, un sous-graphe de G



Notions générales sur les graphes

¢ Pour un sous-ensemble de sommets A C V, le sous-graphe induit par A, noté G[A] ou
(A), est le graphe ayant A pour ensemble de sommets et dont les arétes sont celles de E
ayant leurs deux extrémités dans A. Etant donné un graphe H, on dit que G est sans H si
H n’est isomorphe a aucun sous-graphe induit de G.

Le graphe illustré dans la figure 1.4 contient un graphe partiel et un sous-graphe.

1.1.4 Graphes complet

Un graphe complet est un graphe ot chaque sommet est adjacent a tous les autres som-
mets. un graphe complet d’ordre n noté K,,.Dans ce graphe chaque sommet est de degré
n—1 (voir Figure 1.5).

Xo Xy

X1 X3

e oo
(K)  (K) (k) (k)

FIGURE 1.5: Graphe complet K,

1.2 Stable et Clique

1.2.1 Stable

Un stable de G est un sous-ensemble de sommets S deux a deux non adjacents.

Le nombre de stabilité de G, noté a(G), est le cardinal maximal d'un stable de G. C’est-
a-dire :
a(G)=max{|S|; S est un stable de G}

X3

X2 Xy

X1 X5

FIGURE 1.6: Graphe P;

Dans le figurel.6



Notions générales sur les graphes

a(Ps) =1{x;, x3, x5}| =3

1.2.2 Clique

Une clique de G est un sous-ensemble de sommets deux-a-deux adjacents entre eux.
Autrement dit : une clique est un sous-graphe complet de G. Une clique de p sommets est
notée K. La taille d'une clique est égale au nombre de ses sommets. La taille d’'une clique
maximale est appelée nombre de clique, notée w(G).

FIGURE 1.7: Clique

Par le figure 1.7, w(G)=2

1.2.3 Chaine et cycle

Soit un graphe G =(V, E). Une chaine, notée P, de G est une séquence finie de k som-
mets Uy, U,,..., Uy, oupourtout1 <i<k—1,(u;u;.,)€E.

eles sommets u, et u; sont les extrémités de la chaine P, et les sommets u,,..., u;_;
sont les sommets intérieurs de P,.

¢ Une chaine P, est simple si toutes ses arétes sont distinctes.
eUne chaine P, est élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le méme sommet.
e La chaine P, est dite fermée si u, et u; sont confondues.

Toute chaine fermée d'un graphe G = (V, E) est appelée cycle.Le cycle élémentaire sur
un sommets est noté C,,.

e Un cycle d’ordren > 3, noté C,,,est une chaine dont les extrémités sont confondues.Un
cycle élémentaire C, est un cycle qui contient n sommets distincts.

Cs Py

FIGURE 1.8: Le cycle C; et la chaine P;.



Notions générales sur les graphes

1.3 Graphe connexe

Un graphe non orienté G = (V, E) est dit connexe s’il existe une chaine entre chaque
paire de sommets. Autrement dit, pour tous u, v € V, il existe une suite de sommets

U=TUVyV),..., U =1

telle que {v;, v;;,} € E pour tout i =0,...,k—1.
Dans un graphe connexe, tous les sommets sont accessibles les uns des autres.
¢ Une composante connexe d'un graphe G est un sous-graphe maximal connexe.

e Une aréte e est appelée un isthme si sa suppression augmente le nombre de compo-
santes connexes.

Exemple 2 Le graphe G admet l'aréte uv comme isthme, car G — uv est non connexe, uv
est un isthme et wu ne l'est pas. Voir la figure 1.9

w u w u

(G1) (Gy)

FIGURE 1.9: Exemples d'un graphe connexe G,;, d'un graphe non connexe G,

1.4 Graphelocalement connexe

Un graphe G =(V, E) est dit localement connexe si, pour tout sommet v € V, le sous-
graphe induit par 'ensemble des voisins de v, noté N(v), est connexe.

Un graphe G estlocalement connexe si, pour tout sommet v de G, il existe un voisinage
de v, noté U tel que le sous-graphe induit par U est connexe. Un voisinage de v est un
sous-ensemble de sommets contenantv.

FIGURE 1.10: Graphe localement connexe



Notions générales sur les graphes

1.5 Graphe biparti et étoile

e Un graphe G = (V, E) est dit biparti si V peut étre partitionné en deux ensembles
stables V] et V;, tels qu'une aréte e relie un sommet de V; et un sommet de V,.

¢ Un graphe biparti complet est un graphe biparti dans lequel chaque sommet de V;
est relié a tous les sommets de V, et inversement.

¢ Si |Vi| = p et|V;]| = g, le graphe biparti complet est noté K,, .

@\@

Graphe biparti Graphe K, 3

FIGURE 1.11: Graphe biparti et graphe biparti complet

e Plus généralement, un graphe G = (V, E) est dit k-parti (avec k > 2) si V peut étre
partitionné en k ensembles stables V}, V,,..., V.. Il est dit multiparti-complet si, pour tout
i # j, tout sommet de V; est adjacent a tout sommet de V;.

¢ Une étoile est un graphe biparti complet K g, ot le sommet de degré S est le centre de
I'étoile. Cas particulier : si S =3, K 3 est appelé griffe.

() %

@ & ® ® ®®®

étoileK; , griffe K, 5

FIGURE 1.12: Graphe étoile et griffe
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eUne étoile double est le graphe formé par deux étoiles K, , et K| ;, reliées par une aréte
entre leurs deux centre

ORORORORD

double étoile S, ;

FIGURE 1.13: Exemples d'un graphe double étoile



Notions générales sur les graphes

1.6 Graphe complémentaire

° Iia complémentaire du graphe G =(V, E), noté G= (V,E), est un graphe vérifiant V =
VetE={e=uv|e¢ELE}.

SR

FIGURE 1.14: Le cycle C; et son complémentaire G.

¢ Autrement dit, deux sommets sont adjacents dans G si et seulement s’ils ne le sont pas
dans G.

Remarque

Lunion de G et G est un graphe complet. Voir la Figure 1.14 qui illustre un Cs, C5 et K.

(1% 7%

FIGURE 1.15: C;U Cs = K;

1.7 Graphe Roue

Une roue, notée W, est formée d'un cycle C,_, et un sommet supplémentaire, appelé
centre, adjacent a tous les sommets du cycle C,_;.

FIGURE 1.16: W5

10



Notions générales sur les graphes

1.8 Graphe régulier

e Un graphe G est dit k-régulier si tous ses sommets ont le méme degré k.

FIGURE 1.17: Graphe 3-régulier

1.9 Graphe carré

Définition 1.9.1 Le carréd’'un graphe G est un graphe G* ayant les mémes sommets que G,
mais oit deux sommets sont reliés par une aréte dans G? s'il existe un chemin de longueur
inférieure ou égale a 2 entre eux dans G.

Autrement dit, dans G?, deux sommets sont adjacents s'ils sont voisins dans G ou s'ils ont
un voisin commun dans G.

Xy Xy
Xy ® ® X5 Xo

xl xg xl x3
(G) (G?)

FIGURE 1.18: Graphe carré

11



Notions générales sur les graphes

1.9.1 Arbre

¢ Un arbre d’ordre n est un graphe connexe sans cycles. Il contient exactement n —1
arétes.

FIGURE 1.19: Arbre

1.9.2 Distance et excentricité et diametre

Dans un graphe connexe G :

— La distance entre deux sommets u et v, notée d;(u, v), est le nombre d’arétes d'une
plus courte chaine entre u et v.

— excentricité est un distance maximale d’'un sommet a tous les autres sommets du
graphe.

— Le diametre du graphe G, noté Diam(G), est Diam(G)=max,, ,cy(d(u, v)).

Exemple 3 UngraphesimpleG =(V,E)avecV(G)={x,y,z,u,v}etE(G)={xy,yz,2x,2X,z2U, XU, uv}.
T
Y Z A

Pour legraphe G ona:dg(x,v)=2,exc(u)=2etdiam(G)=3.

1.10 Couplage

Etant donné un graphe G = (V, E), on appelle couplage du G un sous-ensemble d’arétes
de E deux a deux non adjacentes. Un couplage maximum est un couplage de taille maxi-
male. on désigne par a(G)lataille d'un couplage maximum dans G. Un sommet d'un graphe
est saturé par un couplage de ce graphe lorsqu’il est extrémité d'une aréte de ce couplage.
Autrement, il est instauré par ce couplage. Un couplage qui sature tous les sommets de G
est dit parfait.
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Notions générales sur les graphes

n
— Le cardinal d'un couplage du graphe d’ordre n est au plus Px ceci est d au fait que
chaque aréte du couplage sature deux sommets.

n
— Un couplage est parfait si et seulement si a(G) = 5

— Toutgraphe d’ordre impair ne contient pas de couplage parfait. Egalement, un graphe
d’ordre pair ne possede pas nécessairement un couplage parfait.

a

f

FIGURE 1.20: couplage

— C,={ac, bf}estun couplage du graphe G.
— GC,={bd,af,ce} estun couplage parfait du graphe G.
— GC;={bd,af,ac} cen’est pas un couplage du graphe G.

1.11 Graphe Hamiltonien

1.11.1 Chaine Hamiltonienne et cycle Hamiltonien

— Une chaine Hamiltonienne est une chaine qui passe par tous les sommets du graphe
une et une seule fois.

— Un cycle passant par tous les sommets une et une seule fois d'un graphe est appelé
cycle Hamiltonien.

1.11.2 Graphe semi-Hamiltonien
Un graphe G est dit semi-Hamiltonien s’il contient une chaine Hamiltonienne.

a b

d c

FIGURE 1.21: Graphe semi-Hamiltonien

Lachaine<a, b, e,d, c > est Hamiltonien, doncle graphe G est semi-Hamiltonien.

13



Notions générales sur les graphes

1.11.3 Graphe Hamiltonien
Un graphe G est dit Hamiltonien s’il contient un cycle Hamiltonien.

a b

d

FIGURE 1.22: Graphe Hamiltonien

Le cycle < a,e, b,d, c,a > est Hamiltonien, donc G est Hamiltonien. le graphe illustré
de la figure 1.21 n’est pas Hamiltonien car il n"admet aucun cycle Hamiltonien.
Remarque

tout graphe Hamiltonien est un graphe semi-Hamiltonien mais I'inverse n’est pas tou-
jours vrai comme le montre les graphes illustrés dans les figures 1.22 et 1.21
1.11.4 Graphe Hamiltonien connexe

Pourun graphe donné G =(V, E), G estdit hamiltonien connexe s’il contient une chaine
hamiltonienne partant de tout sommet x € V vers tout sommets y € V —{x}.

Exemple 4 :

X ¢
~
oQ
Ny

(G1) (Gy)

FIGURE 1.23: Graphe Hamiltonien connexe et Hamiltonien

G, Hamiltonien connexe et Hamiltonien on a la chaine <d,e,f,c,a,b>,chaque de sommets
sont reliés par une chaine Hamiltonien.
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Notions générales sur les graphes

G, Hamiltonien et non Hamiltonien connexe.

1.12 Coloration dans les graphes

La coloration est un theme central en théorie des graphes du fait de ses nombreuses
applications pratiques.

1.12.1 Coloration des sommets

On appelle coloration des sommets d'un graphe toute attribution d'une couleur a chaque
sommet. Une coloration utilisant K couleur est appelée une K -coloration. Une coloration
est propre si chaque deux sommets voisins portent des couleurs différentes. Etant donné
un graphe G = (V, E). Une K -coloration propre des sommets de G peut étre vue comme
une partition de V en K stables. Une coloration triviale de G consiste a attribuer a cha-
cun de ses sommets une couleur différente. Ainsi, tout graphe a n sommets admet une
n-coloration.Donc il est naturel de se demander quel est le nombre minimum de couleurs
nécessaires pour colorer G. D’ot la définition du nombre chromatique de G.

1.12.2 nombre chromatique

Le nombre chromatique d'un graphe G, noté y(G), estle plus petit nombre de couleurs
nécessaires pour une coloration propre de G. Autrement dit : le plus petit entier k d'une k-
coloration de G.

Une classe de couleur i est un ensemble stable de sommets de V' colorés avec la méme
couleur i.

1.13 Domination

Définition 1.13.1 Soit G un graphe simple et soit D un sous-ensemble de V. On dit que D
est un ensemble dominant de G, si tout sommet de V — D est adjacent a au moins un som-
metde D. Le nombre de domination, noté pary(G), est le cardinal d'un ensemble dominant
minimumdeG.

Xo Xy

X1 X3
FIGURE 1.24: Le graphe K.

Le nombre de domination du graphe K, est y(K,)=1.

Définition 1.13.2 Soit G un graphe. Un sous ensemble D de V est un 2-dominant de G si
tout sommetde V —D a au moins 2 voisins dans D.

Définition 1.13.3 G est localement K -dominé si y(Ng(x)) < K pourx €V
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Chapitre 2

Super-classes de graphes sans griffe

2.1 Graphe sans griffe

Les graphes sans griffe ont suscité I'intérét de nombreux auteurs ces dernieres années.
Dans cette section, nous essayons de résumer les résultats connus concernant cette famille
de graphes.

Définition 2.1.1 Un graphe sans griffe ne contient aucun sous graphe induit isomorphe au
graphe K 5

Résultat 2.1.1 x est un centre de griffe si aG[(Ng(x))] <2

Exemple 5
C
b d
as e
7

n | Ng(x) | a(Ng(x))
a | bdef 2
b| acd 2
c b,d 1
d| ab.ce 2
e| adf 2
f a.e 1

Théoreme 2.1.1 (Fouquet, [3])

Soit G un graphe connexe sans griffe avec a(G) > 4. Alors G ne contient aucun cycleimpair
de taille supérieur a 5

Théoréeme 2.1.2 (Shepherd, [7])

Un graphe G connexe sans griffe Seulement si, pour tout ensemble de coupe minimal S et
pour tout v € S,< N(v)\ S> est 'union disjointe de deux graphes complets.
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Super-classes de graphes sans griffe

Théoréeme 2.1.3 (OberlySumner, [5])

Si G est un graphe sans griffe, connexe et localement connexe, avec n > 3 sommets, alors
G est hamiltonien.

Théoreme 2.1.4 Si G est un graphe connexe, localement connexe et sans griffe ayant au
moins trois sommets, alors G est entierement extensible par cycles.

Il existe plusieurs familles bien connues et importantes de graphes qui sont également
sans griffe. comme par exemple les Graphe ligne.

2.2 Graphes ligne

— Si G estun graphe, alors le graphe ligne de G, généralement noté L(G), est obtenu en
associant un sommet a chaque aréte de G, et deux sommets de L(G) sont adjacentes
par une aréte si et seulement si les arétes correspondantes dans G sont incidentes.

— Tout graphe ligne est sans griffe.

2.3 Graphe presque sans griffe

Ryjacek dans [6] a défini la classe de graphes presque sans griffe comme suit :

Définition 2.3.1 Un graphe est dit presque sans griffe si son ensemble de centres de griffes est
un stable (ensemble indépendant) et pour chaque centre de griffe u il existe deux sommets x
et y vérifiant Ng(u) C N[x]UN][y].

Exemple6 — Legraphe G =(V, E) d'ensemble de sommets V ={a,b,c,d,e, f} et E tel
que:

FIGURE 2.1: Graphe G

— Le tableau suivant résume les voisinages fermés des sommets du graphe G :

X a b c d e f
N[x] | a,bef | ab,cd | b,c,def | bc,de | acde | acf

FIGURE 2.2: N[x] quelque soit x € V

— Lensemble des centres de griffes du graphe G = (V,E) est A = {a, c} est bien un en-
semble independent. Reste a vérifier que pour chaque centre de griffe u il existe deux
sommets x,y € v tels que N;(u) C Ng[x]UN][y].
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Super-classes de graphes sans griffe

Cas1 Pouru=a, Ng(a)={b,e, f} = Ns(a)c N[f]UN]|c]
Cas2 Pouru=c,Ng(c)=1{b,d,e, f} = N;(c)Cc N[d]UN[f]
Donc
YueA,dx,y e V,Ng(u)c N[x]UN|[y]
ce qui montre que G est un graphe presque sans griffe.
Exemple 7 Etant donné les graphes suivants :
— Legraphe G’ =(V, E) d’'ensemble de sommets V' ={a,b,c,d,e, f} et E’ tel que:

FIGURE 2.3: Graphe G’

— Le tableau suivant résume les voisinage fermés des sommets du graphe G,

X a b C d e f
N[x] | a,be | a,b,c,d | b,c,e,f | bd,e, | a,c,d,e,f | c,ef

FIGURE 2.4: N[x] quelque soit x € V’

— Lensemble des centres de griffes du graphe G’ = (V', E’) est A= {a, c} qui est bien un
ensemble indépendant. Reste a vérifier que pour chaque centre de griffe u il existe deux
sommets x,y € V' tels que Ng,(u) C N[x]JUN[y].

Cas1 Pouru=>b, Ng(a)={a,c,d} = Ng/(b)C N[a]UN|c]
Cas2 Pouru=e,Ng(c)={a,c,d,f}=Vx,y €Ngl(e); Ng(e)Z N[x]UN[y]
Donc
JueAVx,ye V' Ng(u)c N[ x]JUN[y]
ce qui montre que G’ n'est pas un graphe presque sans griffe.

En 1994, dans [6], Ryjacek a donné le résultat suivant sur la classe de graphes presque
sans griffe :

Théoreme 2.3.1 (Ryjdcek, [6])

Tout graphe connexe d’ordre pair et presque sans griffe admet un couplage parfait.

2.3.1 Propriétés des graphes presque sans griffe

Il est facile de voir que G est sans griffe si, et seulement si,a(N(x, G)) < 2 pour chaque
x € V(G).Ce fait motive la définition suivante.
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Super-classes de graphes sans griffe

On ditqu’'un graphe G est presque sans griffe s’il existe un ensemble indépendant (éven-
tuellement vide), A c V(G) tel que a(N(x,G))<2pour x ¢ Aety(N(x,G)) <2< a(N(x,G))
pour x € A.

De maniere équivalente, G est presque sans griffe si G est localement 2-dominé et si
I'ensemble de tous les centres des griffes induites est indépendant. Puisque y(H) < a(H)
Pour tout graphe H, sans griffe est presque sans griffe. Ryjacek,dans [6], a donné les résul-
tats suivants :

Proposition 1 Tout graphe presque sans griffe est localement sans griffe.
Corollaire 1 Si G est presque sans griffe, alors y(N(x,G)) =2 pour tout x € A.
Corollaire 2 Tout graphe presque sans griffe est sans K 5.

Deux bornes sur le nombre de sommets pour qu'un graphe G presque sans griffe soit
hamiltonien sont donnés. La premiere borne a été donnée par Broersma, Ryjacek effet dans
[2] en 1996 :

Théoreme 2.3.2 Soit G un graphe 2-connexe, presque sans griffe, d’ordre n, n <36 +2, alors
G est hamiltonien. Soit ] L'ensemble des graphes définis comme soit : Un graphe G est dans ]
si G peut-étre décompose en composantes connexes Gy, G,, G; tel que E¢(G;, G;) = u; v, v; u;
pouri#jeti,j=1,2,3(u; € V(G)), u; # v; pouri=1,2,3

La deuxiéme borne a été donnée par Mingchu Li dans [4] et qui améliore la borne pré-
cédente :

Théoreéme 2.3.3 Soit G un graphe 2-connexe, presque sans griffe G # J, d'ordre n, n < 46,
alors G est Hamiltonien.

MingChu Li dans [4] a conjecturé que :
Conjecture 1 Soit G un graphe 5-connexe, presque sans griffe, alors G est Hamiltonien.

Définition 2.3.2 (Ryjdcek, [6]) G est dit localement sans griffe sile voisinage Ng(x) de chaque
x est sans griffe.

Exemple 8 (Ryjdcek, [6])

Les graphes sont des exemples de graphes localement sans griffe qui ne sont pas presque
sans griffe.voir la figure 2.5

FIGURE 2.5: graphe localement sans griffe

Car < Ng(x) > est sans griffe pour tout x € V.

2.4 Graphe quasi sans griffe

En 1998, dans [1], Ainouche a définie la classe de graphes quasi sans griffe par :

Définition 2.4.1 UngrapheG estquasi sans griffes’il satisfait la propriété suivante: d(x,y)=
2ilexisteuc N(x)NN(y) tel que N[u] S N[x]UN][y].
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Exemple 9

y

FIGURE 2.6: Graphe quasi sans griffe

Le graphe G illustré dans la figure 2.1 est un quasi sans griffe, car il vérifie la propriété
suivante :d(x,y)=2ilexisteu e N(x)NN(y) telque N[x]UN[y].

2.4.1 Propriétés dans graphe quasi sans griffe

e Lareconnaissance d'un graphe quasi sans griffe peut étre évidemment réalisée en temps
polynomial.

Ainouche dans [1] a démontré les propriétés suivants :
P, :Un graphe quasi sans griffe n’est pas nécessairement sans K , (i,e. sans étoile).

P, : La classe des graphe sans griffe est différente de la classe des graphes presque sans
griffe.

P; : Un graphe connexe, quasi sans griffe de degré maximum au moins 3, contient un Tri-
angle C;. Soit a et b deux sommets d'un graphe G, tel que d(a, b) =2, au associe aux
sommets a et b 'ensemble J telque: J(a, b)={u € Ng(a)NN;(b)N[u]c N[a]uN[b]}

P, :Un graphe G est quasi sans griffe si pour toute paire de sommets S(x, y) de distance 2,
J(x,y)#2.

Ainouche dans [1] a démontré les deux théoremes suivants :

Théoreme 2.4.1 Tout graphe pair, connexe et quasi-sans-griffe possede un couplage parfait.

20



Chapitre 3

Coloration dans les super-classes de
graphe sans griffe

3.1 Coloration des graphe presque sans griffe

Soit G =(V, E)un graphe presque sans griffe et A son ensemble de centres de griffe.
Exemple 10 Etant donné le graphe suivant :

— G =(V,E) Le graphe d’ensemble de sommets V ={a, b, c,d, e, '} et représenté par :

FIGURE 3.1: Graphe G

— Lensemble des centres de griffes de graphe G est A= {a, c} est bien un ensemble indé-
pendant. On a dé ja vérifie que pour chaque centre de griffe u il existe deux sommets
x,y €v tels que N;(u) c N[x]UN[y] (Voir le graphe illustré dans la figure 2.1). On a

NG(A):{b’d!erf}
et
S=V—(AUN;(A)=0

— Lesous grapheinduit(c, b, d) = K; est une clique maximale du graphe G. Donc y(G) =
3.

Exemple 11 Considérons le graphe suivant :

— G =(V,E) Le graphe d’ensemble de sommets V ={a, b, c,d, e, f} et représenté par :
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Coloration dans les super-classes de graphe sans griffe

FIGURE 3.2: Graphe G

— Lensemble des centres de griffes de graphe G est A= {c} est bien un ensemble indépen-
dant. Reste a vérifier que pour chaque centre de griffe u il existe deux sommets x,y € v
tels que N;(u) C Ng[x]UN[y]. Ona

Ng(A)={b,d,e, f}
et
S=V—(AUNg(A)={a}

— Lesous graphe induit(c, b, d) = K; est une clique maximale du graphe G. Donc y (G) =
3.

Théoreme 3.1.1 Soit G =(V, E) un graphe connexe et presque sans griffe et A son ensembles
de centres de griffe tel que V = (AU Ng(A)). Si Ng(A)) est un ensemble indépendant, alors

— Pour toute paire de sommets u, v € A, |N;(u)N Ng(v)| = 2;

— Ng(u)N Ng(v)n'est pas un couplage de G.
Preuve.

Posons (u,a, b, c) et (v, r,s, t) deux griffes de centres u et v respective-
ment.

— Par absurde, supposons |Ng(u) N Ng(v)| < 2. Alors pour tout sommet
centre de griffe u et pour tout tous sommets x,y € V—{u},

Cas 1 supposons N;(u)NNg(v)=0

{x,u}si xeNg(u)
Nlx]=14{x,v}si x € Ng(v)—Ng(u)
{v,r,s,t}six=v

De méme,

{y,u}si y e Ng(u)
Nlyl=4{y v}siy € Ng(v)—Ng(u)
{y,r,s,t}siy=v
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Donc,

N[x]UN[y]=

%

r{x,y, u}six,y e Ng(u)
{x,y,v}six,yeNg(v)—Ng(u)

{y,u,r,s,t}six=vety e Ng(u)

(
{y,vins, ttsix=vety e Ng(v)— Ng(u)

Par conséquent, Vx,y € V, Ng(u) € N[x]U N[y]etle graphe G ne
serait pas presque sans griffe, contradiction.

Cas 2 supposons Ng(u)NNg(v)={w}

N[x]=

De méme,

Donc,

N[x]JUN[y]=

({x,u}sixeNs(u)— Ng(u)—{w}
{x,v}si xeNg(v)—{w}

{x,u,v}six=w

\{v,r,s,t}six:v

({y, u} si y € No(u)—{w}
{y,v}siyeNg(v)—{w}
{y,u,v}six=w

k{v,r,s,t}siy:v

({x, 7, u} si x,y € No(u)—{w}
{x,y,v}six,yeNg(v)—{w}
{x,y,u,v}six=wety e Ng(u)—{w}
{x,y,u,v}si x=wety e Ng(v)—{w}
{u,v,r,s,t,y}si x=vety e Ng(u)—{w}

\{v, rs, t,y}six=vety e Ng(v)—{w}

Par conséquent, Vx,y € V, Ng(u) € N[x]U N[y]etle graphe G ne
serait pas presque sans griffe, contradiction.

— Ng(u)NNg(v) n’est pas un couplage de G. Par absurde, supposons que
Ng(u)N Ng(v) est un couplage de N, (A).

cas1 Si x € N;(u) et y € Ng(v) (ou inversement)

Ng(u) £ N[x]NN[y]
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Cas2 SixeNg(u)ety=v
Ng(u) ¢ N[x]NnN[y]

Cas3 x,y e Ng(u)
Ng(u) ¢ N[x]NN[y]

Cas3 x,y € Ng(v)
Ng(u) ¢ N[x]NN[y]

Alors pour tous x,y € V, Ng(u) £ N[x]N N[y] et G serait non presque
sans griffe, une contradiction.

O

Corollaire 3 Soit G = (V, E) un graphe connexe et presque sans griffe et A son ensemble de
griffe. SiV =(AUN;(A)) et N;(A)) est indépendant, alors le nombre chromatiqueest y (G) = 2.

Preuve.

D’apres le théoreme précédent, N;(u) N Ng(v) = 2 pour tous deux som-
mets centres de griffe u et v. Donc de A et N;(A) indépendants, y(G) =
2.

|

3.2 Graphe quasi sans griffe

Exemple 12 Soit G =(V(G), E(G)) un graphe tel que :

V(G)={a,b,c,d,e, [}
et
E(G)={ab,bc,bd,cf,fa,ec,cd,ed, fe}

FIGURE 3.3: Graphe quasi sans griffe

Il suffit de vérifier la condition de graphes quasi sans griffe : pour deux sommets x et y
vérifiant d(x,y) =2 il existe u € N(x)NN(y) tel que N[u] € N[x]U N[y]. Dans le graphe
proposé,
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Cas1 Pourx=a, Ns(a)={b,e, f}etN,(a)={c,d}
N[b]={a,b,c,d}
Sous-Cas 1-1 :y =c ,Ng(c)=1{b,d,e, f},Ns(a)NN;(c)={b,e, f} Pouru=>b { Nl[a]={a,b,e, f}
Nicl=1{b,c,d,e, [}
N[u]c N[x]UN[y]
Sous-Cas 1-2 :y =d, Ng(a)=1{b,e, f}, Ng(d)={b,c,e}, Ng(a)NNg;(d)=1{b, e}
N[b]={a,b,c,d}
Pouru=>b { Nla]={a,b,e,f} = N[u]cN[x]UN[y]
N[d]={b,c,d,e}

Cas2 :x=b,onaN,(b)={e, [}
Sous-Cas 2-1 :y =e, Ng(e)={a,c,d, f},Ns;(b)={a,c,d},Ns(b)NN;(e)={a,c,d}
Nlal={a,b,e, f}
Pouru=a { N[e]={a,c,d,e,f} = N[a]c N[e]UN|D]
N[b]l={a,b,c,d,}

Sous-Cas 2-2 :y = f,N;(f)=1{a,c,e},Ng;(b)={a,c,d},Ns;(b)NN;(f)={a,c}
Nla]={a,b,e, [}
Pouru=a { N[b]={a,b,c,d} = N[a]c N[b]UNI[f]
N[fl={a,c,e, f}

Cas3 :x=c,onaN,(c)={a}
Sous-Cas 3-1 :y =a, Ng(a)=1{b,e, f},Ns;(c)=1{b,d,e, f},Ns(a)NNg(c)=1{b,e, [}
Casd :x=d,onaN,(d)={a, f}

Sous-Cas 4-1 :y =a, Ng(a)=1{b,e, f},Ng(d)=1{b,c,e},Ng(a)NNg(c)=1{b, e}
Nle]l={a,c,d,e, [}
Pouru=e <{ N[d]={b,c,d,e} = N[e]C N[a]UN|[d]
Nlal={a,b,e, f}

Cas5 : x=e,onaN,(e)=1{b}

Sous-Cas 5-1 :y =b,Ng(e)={a,c,d, f},N;(b)={a,c,d},Ng(e)NN;(b)={a,c,d}
Cas6 : x=f,onaN,(f)=1{b,d}

Sous-Cas 6-1 :y=b, N;(f)={a,c,e},Ns;(b)={a,c,d},N;(e)NN;(b)={a,c}

25



Conclusion

Dans ce mémoire, nous sommes intéressés a l’étude de la super-classe des graphes sans

griffe.

Note contribution sont des résultat sur certains graphes presque sans griffe. Ces résultat
sont prometteuse qui nous ouvre la porte a d’autres future résultats générale sur toutes les

super-classes des graphes sans griffe.

Nous avons étudié la coloration de certains graphes particulier de la classe des graphes

presque sans griffe.
Comme perspective, on peut citer :

— Donner plus de résultats sur nombre chromatique surla méme classe de graphe presque

sans griffe.
— Caractériser la coloration des graphes quasi sans griffe.

— D’étudier la coloration des graphes partiellement sans griffe la plus large super-classe
de graphe sans griffe et contienne les deux classe de graphes presque sans griffe et

graphes quasi sans griffe.
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