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Résumeé

Dans ce travail, nous utilisons un théoréme de point fixe aléatoire(théoréme de Schau-
der) et théoreme d’Arzela-Ascoli en espaces métrique vectorielle dus a Nieto et al [4] pour
prouver l'existence et 'unicité de la solution de systeme aléatoire d’équations différentielles
fractionnaires via le type Hadamard dérivé. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les
principaux résultats.
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Introduction

Le calcul fractionnaire connait a ’heure actuelle une grande popularité parmi les cher-
cheurs en sciences fondamentales et appliquées. En effet, il est temps les opérations de
dérivation et d’intégration aux ordres non entiers. Au début c’était presque un jeu d’esprit
pour certains mathématiciens de renommer qui voulait généraliser la notion de différence
d’ordre entiers a des ordres fractionnaires, permettant le calcul de la dérivée d’ordre a réel
ou complexe d’une fonction différentiable f() soit :

d® f ()

dt®
Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces origine
remonter a la haine du 17/ siécle, partant de la réponse de G.W. Leibniz concernant
la question de I'Hopital, posée sur la signification de Zi{ si n =3 . Son intérét n'est pas
reconnu que durant les deux derniéres décennies du 20°™¢ siécle ot de nombreuses appli-

(D) (1) =

cations ont été développées utilisant ce concept. Un exposé historique détaillé est donné
en introduction de [8] ;de plus, cet ouvrage est sans doute I'un des premiers a rassembler
des résultats épars.

Le calcul fractionnaire a été intensivement développé depuis la premiere conférence
sur ce domaine en 1974 [9]. Depuis, il a gagné une popularité et une considération impor-
tante du principalement aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences
appliquées et de I'ingénierie, il a été remarqué que le comportement d’'un grand nombre de
systemes physiques peut-étre décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui fournit
un excellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de matériaux et proces-
sus. Dong, il est tres important d’établir une théorie claire et nette pour ’étude et ’analyse
des opérateurs et systemes d’ordres fractionnaires.

Tout d’abord, plusieurs mathématiciens ont apporté des contributions importantes jus-
qu’a la moitié du dernier siecle : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel
(1823-1826), H. Holmgren (1865-1867), A.K. Griinwald (1867-1872), H. Laurent(1884),
P. A. Nekrassov (1888), J.Hadamard (1892), O.Heaviside (1892-1912), S.Pincherle (1902),
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G.H.Hardy and J.E.Littlewood (1917-1928), H.Weyl (1917), P.Lévy (1923), A.Marchaud
(1927), H.T.Davis (1924-1936) , A .Zygmund (1935-1945), E.R.Love (1938-1996), A.Erdél-
yi (1939-1965), H.Kober (1940), D.V.Widder (1941), M.Riesz (1949)

Ces développements mathématiques obtenus ont été tres différents de ceux qui sont
utilisés dans le calcul ordinaire. A cette époque, Il n’y avait presque pas d’applications du
calcul fractionnaire. depuis longtemps, il a été considéré par certains comme un domaine
abstrait ne contenant que des manipulations mathématiques avec peu ou sans d’utilité. Il y
a presque 30 ans, ce paradigme a commencé a se passer des mathématiques pures aux ap-
plications dans différents domaines. Les opérateurs et les systémes d’ordres fractionnaires
ont été appliqués dans presque tous les domaines de la science. Les divers domaines ou le
calcul fractionnaire a fait un impact profond comprend la viscoélasticité et la rhéologie, le
génie électrique, I'électrochimie, la biologie, la biophysique et le génie biologique, le trai-
tement du signal et d’image, la mécanique, la mécatronique, la physique, et la théorie de
la commande.

D’autre part, les équations différentielles fractionnaires avec des parametres aléatoires
ont été étudiées par Lupulescu et al [12], Lupulescu et Ntouyas [11] et Vu et al [10]. Dans
ce travail, nous considérons le systéme d’équations différentielles fractionnaires de type
Hadamard comme suit :

CHDex(t,w) = f(t,x(t,0), y(t,0),0),0< a <1,t€[1,b],
CHDAy(t,w) = g(t, x(t,w), y(t,0),w),0 < B< 1,t€ [1,D], 2.1)
x(0,w) = xp(w),w €2 '

¥(0,w) = yo(w),w € Q

ou f,g:[1,b] xR™ xR™ x Q — R™, (Q,f) est un espace mesurable et xg, yp : Q@ — R sont
des variables aléatoires. ““ D% est la Caputo-modification du dérivé fractionnaire d’Hada-
mard.

Le travail est organisé de la maniére suivante. Dans le 1¢" chapitre, nous introduisons
toutes les notions de base nécessaires dans ce travail, tels que le calcul fractionnaire, les
variables aléatoires et quelques théorémes de points fixes. Dans le 2°™¢ chapitre, nous
donnons I'un de nos principaux résultats d’existence pour les solutions et la compacité des
ensembles de solutions du probléme 2.1, avec la preuve basée sur les récents théoremes de
points fixes aléatoires récents dans I'espace métrique vectoriel. en dernier lieu ,on a réservé
une application pour donner un exemple illustratifs de ce qu’on a présenté ci-dessus.



Notation

I'(z) := la fonction Gamma .

R := ensemble des réel .

1", f :=Tintégrale fractionnaire de Riemann- Liouville de f d’ordre n .
N := ensemble des entiers naturel .

N* := ensemble des entiers naturel non nuls .

J*f :=lintégrale fractionnaire de Hadamard de f d’ordre a.
CD® := la dérivé fractionnaire au sens de Caputo.

Hpa :=]a dérivé fractionnaire au sens de Hadamard .
CHp@ ;= la dérivé fractionnaire de Caputo de Hadamard .
R, := ensemble des réel positifs [0, +oo] .

C := ensemble des nombre complexe.

Q, o), (Q,F) := espaces Mesurables.

X,Y :=espaces Métriques.

B(x) := sous ensemble Borélien.

A :=Matrice singuliere.

C(x,y) :=l'espace des fonctions continus.

Eq p := la fonction Mittage-Leffer deux parametre.

E,F := espaces normés.

(E, N) :=espace de Banach.

(K,d) :=espace métrique compact.

(F,6) :=espace métrique complet.

B := famille équicontinue.



By :=les ensemble relativement compact.
(X,d) := espace métrique généralisé.
B(xp,r) :=la boule ouvert .

B(xo,7) := la boule fermé.

M := matrice carrée de nombre réel.

p(M) := le rayon spectral de la matrice carrée M.
N := opérateur aléatoire.

(Q,Z,u) := espace de probabilité complet.
v,a,a .= des fonctions continus .

Y1,72 :=fonctions mesurables borneés.

P1, P2, P3, P4 - = variables aléatoires.

S(xo, yo) :=I'ensemble de solution.



Chapitre 1

1.1 Calcul fractionnaire

Cette section sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relative au
calcul fractionnaire telle que : I'intégration de Riemann-Liouville, I'intégration fractionnaire
de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sens Caputo et Hadamard, qui sont les plus
utilisées.

1.1.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.1.1. Soit f: [a, b] — R une fonction définie sur [a,b].
Notons par (Iil+ f) la primitive de f qui s’‘annule en a :

Viela,bl;dL. )= ff(s)ds

ou I est la fonction Gamma d’Euler qui est définie par :

+00
['(2) :f t“Lexpldt,(zeC,R(2) >0).
0

avec t*~1 = exp#DInt,

Définition 1.1.2. Soit neN*, L’intégrale a gauche d’ordre n de f que lUon note (I7, f) est
définie par :
I =

D,f (t=D)""1 f(9)d(s).

Grdce a la fonction Gamma d’Euler; C’est la propriété T(n+1) = n!,Vn € N, qui permet de
généraliser la définition 1.1.2 de la manieére suivant :
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Définition 1.1.3. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a > 0 de f

est définie par :
1

Vte[a,b];([mf)(t):%

t
f (-9 f(s)ds.
a

De méme maniere on définit lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre
a > 0 est définie par :

. (Tn _L ! _aa-1
Vte[a,b],(lbf)(t)—r(a)fb(t $)* L f(s)ds.

1.1.2 L’intégrale fractionnaire de Hadamard

Soit [a, b] un intervalle fini ou infinie telle que (0<a< b< +oo) et f:[a,b] — R.

Définition 1.1.4. [1] Soit a > 0, L’intégrale fractionnaire de Hadamard a gauche (resp a
droit) d’'ordre a de f est définie par :

@ _ Lft a1 [
(Ju+f)(t)—r(a) ; In(2) e

a _Lfb a1 f)
U D0 = 5o | Qs

Proposition 1.1.5. [1]sia>0,>0et (0<a<b<+oo),ona:

t r t
1.J%. (In E)ﬁ‘l)(t) = F(a(?-)ﬁ) (lng)ﬁ“"‘l'

b s r'p) b _
a Myp-1 — Y \pra-1.
2.(J-(n t) ) (1) —F(a+,6) (In t)

Proposition 1.1.6. [1] soita>0, >0et 1< p <oo.
Si0<a<b<+oo, et feLP(a,b), Alors

JLI f =00 f e <0).

JEI f=J8Pf e 0).

1.1.3 La dérivation fractionnaire de Caputo

Cette définition se base sur 'interversion des compositions dans la formule de définition
1.1.2 semble aussi raisonnable pour définir une dérivée pour définir une dérivée fraction-
naire appelée dérivée de Caputo .
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Définition 1.1.7. Soit @ >0, n=[a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre
a de f est définie par :

t
Vtelabl,“DY f(1)=I"% %)" f)= f (t—9)"* 1" (9)ds.

I'nh-a) Ja

Définissons aussi son analogue a droite.

Définition 1.1.8. Soit @ >0, n=[a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre a
de f est définie par :

_1N\" b
( 1) f(l’—S)n_a_lf(n)(S)dS.

d
C a _ n—do ____\h =
Vtela,bl,” Dy f(1) =17 o dl‘) F® n-a)J;

Remarque 1.1.9. [1] par contre, de telle définitions ne se recollent pas correctement aux
dérivée classique :
VreN DL f(0) = fP 1) - f™(a).

VreN: Dl f(1) = (D" - " b)).

1.1.4 La dérivation fractionnaire de Hadamard

Soit [a,b] un intervalle de R, et on a la fonction f:[a,b] -~ Ret (6=t dt) le 6-dérivé, et

d
AC!'la, bl = {g: la,b] — C:6" 'g(t) € ACla, b5 = tE}

Définition 1.1.10. [1] Soit a > 0 et n = [a] + 1, les dérivées fractionnaires de Hadamard a
gauche et a droite d'ordre a, def sont définie par :

("D, f) (1) =8"J F)(n)

n ! J n—a+1&
=(t %) F(n—a)fa(lns) S ds, (t>a).

et
(DL fr(5) = -6"( JZ:“ f)(t)

= (-t E) -

f (In )" ar1 /(S )ds, (t < b).
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1.1.5 La dérivé fractionnaire de Caputo de Hadamard

On définie la modification de Caputo des dérivées fractionnaires de Hadamard comme
suite :

Définition 1.1.11. Soit a = O et n=[al +1, si f € ACY, les dérivées fractionnaires de Caputo
de Hadamard a gauche et a droite d’ordre a de f sont définies par :

“HDE, £ () =798 f (1)

_ 1 Pt n—a+1 d n ds (1.1)
_F(n—a)fa (<) (s ) O, (1>a).
et
(“"Dy 0 = D" f (1)
=Dt b s ey, d o, ds (1.2)
= F(n—a)ft (ln;) (SE) f(S)T, (t< D).
respectivement.

Si a €N, alors

CHDY, (1) =8"f(1) et ““DL (1) = (-1)"8" f (1.
Théoreme 1.1.12. [2] Soit a =0 et n=[a]+1,si f € AC], alors

“pe f)="DLf()- Y f,(a) (In—)*1(p).
S a
CH pya H na DR @ b
DY f="DL(f(-) T(ln;) 1(8).
k=0 :

En particuliére, si0<a<1,ona:

“DZ. f(1)="DL(f (1)~ f(@](®).

“DY f()="DLf(1)- FDI(D).

Preuve : Par définition, on a :

Hpe [f(1) = (t4)" 1" f (1), et on intégre par partie, en posant :
u(®) = f() et v'(H) = (In1)" %711

S.ona:

(1) s Ja I D71 f(5) 4

_(sdyn__1
_(tdt) I'n-a)

1 \n—-a ! d\n 1 r tyn—a|d
———(n<) f(S)]a"‘(fE) mfa(lng) [%f(S)]ds

13



:r(nf—(?ﬂ) ()" (n " a]+(t D" e Ja )" if(s)]%
— fla) I'(n—a+l) (In I) a +(t )n—f (In t)n a df(S) das
I'n-a+1) | T(n—-a—-n+1) T(n—a+1) ds S
Alors
(tdt)nr(n a)]‘ (In t)n a— lf(s)ds
= P (In b~ + (1) " sy fan e f(s)]
= r.(};(fzx) (lnzl;)—(x +6Iﬂ—a’+1(6f)(t).
D’oul
"D, [f(t) = an )| =D £

Lemme 1.1.13. [2] Soit « >0, n=[a]+1 et f € Cla,b],
(D) Si a#0ou aeN, alors :

CHDY, J% () = f(1),“"DI-UL (@) = fF(©).

(ii) Si e eNet a #0, alors :

oc+1 n
flay ¢ _
Cpha (ja “yn—-a
D Uge 0 = F(0) === (ln—)" ™.
a+1 n
Cpe g fyp= - IO g Biaa
DUy 0 = f(0) = === )",
Preuve :
Ona: .
—16%(J5 @) ¢t
€D, U2, f)(1) = D% U%, (D) - Y — (k.
k=0 - a
Etona:
DLUL AN =f(t) et 8FUL () =J5Ff(0).
Alors U
a—k c £ a—k — _
J%; f()) T piag Y s k=0l

14



d’ott nous concluons que si a = m+ifs, meN, f#0, alors n=m+1=2, et 6"(J‘;‘+f(t) =
Jkf(0), k=0,1,..,m—1, alors on obtient :

Ifl, t o
ns)y™ k% k=01 m-L.
Ta—blm—tny m

Tk r)| <

Lemme 1.1.14. [2] Soit a >0, et f€ Acg[a, b] ou Cg[a, b, alors :

ARG EIOENIOEDY %an—)’“.
k=0 K a

= -DFSFFw) b
JLCHDE Hw=fBO- ). ()k#(ln?k.
k=0 :

Proposition 1.1.15. [2] Soit a =0, n=[a]+1 et f>0, alors :

cHpa g Lyp-1__LPB) L pa-1
Da+(lna) —F(ﬁ—a)(ln ) > a.

bpgi_ LB by,
CH na p-1_ p-a-1
DY (In—)F 1= ——(n- B> a.
p-(In—) F('B_a)(nt) p>a
et . ,
CHpe (In—)F=0 et “¥DY (In-)*=0,(k=0,1,...,n-1).
a t

Les dérivés fractionnaire de type Caputo-Hadamard peut étre définie sur le demi-axe positif
R, par remplagant a par 0 dans la formule 1.1 et b par oo dans la formule 1.2 a condition que
() € ACY(R,) ou f(1) € ACY, on a

1
I'n—a)

-1 * 4 n-a-1lgn @
F(n—a)ft (lng) 6" f(s) 5

Lot ds
Cna _ ‘yn—a+lgn
("Dy: ))(1) = fo(lns) 0 f(S)—S.

ED*(t) =

1.2 Variable aléatoire

Soit (Q,<f) un espace mesurable, nous équipons lUespace métrique X étre une o- algébre
B(x) des sous-ensembles Boréliens de X, tel que (E,%(X)) un espace mesurable, A: x:Q — X
est appelé une variable aléatoire si

x'B)={weQ:x(w) eBleA.

pour tout les ensembles Boréliens B € B(X).
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Définition 1.2.1. Etant donné deux espaces métrique X et Y,A: Q x X — Y est appelé un
opérateur aléatoire si w — A(w, x) est mesurable pour tous x € X, on note aussi un opérateur
aléatoire A sur X par

Ax)(w) = Alw,x),we,xe X.

Définition 1.2.2. Soient X et Y deux espaces métriques, et A: Q x X — X variable aléatoire.
1) A est un variable aléatoire, A est dit continue sur X si A(w,.) est continu pour chaque
weQ
2) A est dit compact si pour chaque C c X sous-ensemble borné, A(w,C) est sous-ensemble
relativement compact de Y pour chaque w € Q.

soient X,Y deux espaces métriques localement compact et f:Q x X — Y. on note l'espace des
fonctions continues par C(X,Y) de X dans Y avec la topologie ouverte compacte.

1.2.1 Fonction Carathéodory

Lemme 1.2.3. [5] f est une fonction Carathéodory si est seulement si w — r(w)(.) = f(w,.) est
une fonction mesurable de Q — C(X,Y).

Définition 1.2.4. Soit x: [1, b] x Q2 — R™ est dite fonction Caratéodory si t — x(t,w) est conti-
nue pour chaque w € Q et w — x(t,w) est mesurable pour chaque t € [1, b].on rappelons qu’une
fonction Carathéodory est une produit du fonctions mesurables

Proposition 1.2.5. Si x : [1,b] x Q — R™ est une fonction Carathéodory, alors la fonction
(t,w) — J%x(t,w) est aussi une fonction Carathéodory.

Preuve : Clair que J*: C([1, b],R™) — R est un opérateur continu,
soit L:Q — C([1, b],R™) définie par :

L(w)() = x(., w).

L(.) est mesurable, (D’aprés lemme 1.2.3), alors Uopérateur w — (J*o L)(w)(.) est mesurable.
puisque t — I*x(t,w) est fonction continue. Par conséquent (t,w) — J*x(t,w) est une fonction
Carathéodory.

1.2.2 Variable aléatoire sur le calcule fractionnaire

On dit que x(-,-) est Lebesgue intégrable sur [1,b] si x:[1,b] — R™ est Lebesgue intégrable
sur [1,b] pour tous w e Q).
Soit a > 0. si x:[1,b] x Q — R™ est Lebesgue intégrable sur[0, b] alors on considérer l'intégrale
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fractionnaire

a _ 1 ! ta—l
J x(t,w)—r(a)f1 (lns) x(s,w)ds.

qui appelée l'intégrale fractionnaire de x, ot T est la fonction Gamma d’Euler.

Définition 1.2.5. Soit la fonction x:[1,b] x Q — R™ est dite qu’ a une dérivée a t € [1,b] si la
fonction t— x(t,w) a une dérivée a t pour chaque x € Q. on note par %x(t,w) ou par x'(t,w)
la dérivée de x(.,w) a t. On dit que x: [0, b] x Q — R™ est différentiable sur [1,b] si x(.,.) a une
dérivée pour chaque t € [1, b] et posséde d’'un coté une dérivée aux extrémités 1 et b.

Remarque 1.2.6. Si x(.,,w): [1,b] — R est intégrable Lebesgue sur [1,b] pour chaque w € Q,
alors t— J%x(t,w) est aussi Lebesgue intégrable sur [1,b] pour chaque w € Q.

Proposition 1.2.7. Si x:[1,b] x Q — R™ a une dérivée a t € [1,b] est absolument continu
sur [1,b] (c’est-a-dire . t— x(t,w) absolument continu sur [1,b] pour chaque w €Q), puis la
dérivée de x'(t,w) existe pour A pour chaque t € [1,b].

Quelque propriétés de deux fonctions spéciales. on note Eq g la fonction spéciale généralisée
de Mittag-Leffer définie par
o0 2k 1 210-B o
Ea,ﬁ = Z T = . a
icoTka+p) 2miJy A*—z

dA.

\ . . . 1
ol Y est un contour qui commence et se termine a -oo et encercle le disque |A| < |z|= sens
anti-horaire. si 0< A <1, > 0, puis l'expansion asymptotique de E, g comme z — oo est donné

par
1,1-p 3 <1
Eap= 2% exp(za)+eqp(2), pourlargzl<s;am
’ €q,6(2), pourlarg(-2)| < (1-YHan
ot n—1 -k
€q,p(2) = — kgl m +0(z|™™) comme z — oco.
telle que

Eq = Ea,l» €q = Ea,a-
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1.3 Les théoremes des points fixes

Si, x,yeR", x=(X1,.00r Xn), ¥ = (J1,....Yn), Par x < y soit x; < y; pour tous i =1,...,n, aussi
Ix] = (|x1], .0, [ X5 1), max(x, y) = (max(xy, y1),.....,max(xy,, y,)) et R} ={x e R": x; >0}. si ce R,
alors x < ¢ signifier x; < ¢ pour chaque i =1,...., n.

1.3.1 Quelques définition sur les opérateurs

Définition 1.3.1. Soient E et F deux espaces normé, un opérateur linéaire N défini sur un
sous ensemble G c E dans F est dit continu au point xy de G si, on a la propriété suivante :

Pour toute suite xy de G converge vers xo, la suite N(x,) converge vers N(xy) cC’est a dire
lim N(x,) = N(lim x;) = N(xp).
n—o00 n—o0

Définition 1.3.2. Un opérateur linéaire N définie sur E dans F est dit borné s’il existe une
constante positive ¢ > 0 telle que

IN@IF=clxllgVxeE

Définition 1.3.3. Un opérateur N définie sur E dans F est compact s’il transforme toute partie
bornée de E en une partie relativement compact de F, autrement dit, N est compact si est seule-
ment si pour toute suite (x,), bornée dans E la suite (N x,), admet une sous suite convergente.
Un opérateur compact est nécessairement continue car sinon il existerait une suite (x,), bornée
tel que | Nx,ll — oo, ce qui contredit la compacité .

Définition 1.3.4. Un opérateur N définie sur E dans F est contractant (ou contraction) s’il
existe une constante 0 < k < 1 telle que

VX, yEEINX)-NWIr<klx-ylr

Proposition 1.3.5. N un opérateur contractant, alors Uopérateur N admet un point fixe
unique x € E, De plus si xo€ E et x,, = Nxp—1 (n=1) alors :

x = lim x;.
n—oo

1.3.2 Théoreme d’Arzela-Ascoli

Soit (E, Noo) Uespace de Banach des application continues d’'un espace métrique compact a
valeurs dans un espace de Banach, le théoréeme d’Arzela-Ascoli que nous allons démontrer ici
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assure qu’il convient d’ajouter la propriété d’équicontinuité pour qu’un ensemble B c E soit
fermé et borné pour étre compact. on se donne :

- (K,d) un espace métrique compact,

- (F,6) un espace métrique complet,

- E :=C%K,F) muni de D(f, g) :=supexd (f(x), g(x)).

Définition 1.3.6. Une famille B c E est dite (uniformément) équicontinue lorsque pour tout
€>0, il existe a > 0 tel que

VfeBVx,yeK,d(x,y)<a=6(f(x),f(y)<e.

Théoreme 1.3.7. (Arzela -Ascoli)[6]
Une partie B c E est relativement compacte si et seulement si

(i) B est équicontinue;

(ii) Vx € K, By :={f(x)|f € B} est relativement compact dans F
Rappelons qu’une partie B est dite relativement compact si elle est d’adhérence compact .

Corollaire 1.3.8. Soit (K, d) un espace métrique relativement compacts. une partie B < C°(K,R")
est compacte si est seulement si elle est fermée, bornée et équicontinue .

Preuve : Observons que les ensembles relativement compacts de R" sont les ensembles bornés,
les ensembles
By:={f(x),fe Byc F=R"

sont donc ralativement compacts si est seulement si sont bornés .

Or B est borné s’il est compact et, réciproquement, B borné signifie qu’il existe M > 0 tel que
Ny (f) < M pour tout f € B, donc By est inclus dans la boule (centrée a Uorigine) de rayon M,
quelque soit x € K.

Les condition du corollaire, en apparence plus forte, sont donc bien équivalentes a celles du
théoreme.

Démonstration : Nous commencons par Uimplication la plus facile : supposons que B est
relativement compacte et montrons que les conditions (i), (ii) sont bien satisfaites, Si B n’est
pas équicontinue, c’est qu’il existe €9 > 0 et pour tout j€N, xj,y; € K", fj € B tels que

d(xj,yj)<1lj et &(fj(x;), fi(yj)) = e€o.

Comme K et B sont des espace métriques compacts, on peut quitte d extraire et renuméroter
supposer que xj,yj— a€ K et f; — g € E (cette derniére convergence signifie "convergence uni-
forme sur K"). Mais alors
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o(fj(xp), fi(y)) — 6(g(a),g(a)) = 0 contredit U'information 6(f;(x;), f;j(y;))=€o. C’est donc que
B est équicontinue.

Montrons a présent que les ensembles By sont ralativement compacts dans F, soit (y;) = (fj(x)) €
BY, il s’agit de montrer que B, est compact, i.e. qu'on peut extraire une sous-suite fix qui
converge uniformément, celle-ci converge en particulier au point x.

Nous supposons a présent que les conditions (i), (ii) sont satisfaites et nous allons montrer que
B est ralativememt compacte. Etant donnée (f,(;))j qui converge uniformément vers une fonc-
tion g € E. fixons (x;) une suite de point dense dans K. Comme By, est relativement compact,
on peut extraire une sous-suite convergente de ( fi(x0)) € B)’E]. On obtient ainsi une injection
strictement croissante @y :N— N et yo € F tels que

flpo(j)(xo) — Jo lorseque ] — +00.

La suite fy,j(x1) € B]'E admet également une sous-suite convergente car By, est ralativement
compact. On construit ainsi y € F est ¢, :N — N une injection strictement croissante tels que

Jooopr () (x1) — y1 lorsque j — +oo.

Notons que (fipgop,(j)(X0)) est une suite-extraite de (fy,(j)(xo)), elle converge donc encore vers

Yo-
On proceéde ensuite par récurrence pour construire ,V p € N, une injection croissante ¢, :N— N
et y, € F tels que

Jj—+o0
f(p()O...O(pp(j) (x1)"— y,V0<Il<p.

Extraction diagonale. posons a présent

W:jeEN—@go..0o@;(j)EN.

Y est une injection croissante telle que la suite (fy(j)(x1)) est une suite extraite de ( Jipoo...0p,(j) (X1)),
lorsque U'on se restreint aux indices j = I. En particulier

j—+
fW(j) (xp) i ¥, VIeN.

Soit C:= {xj, j €N} c K. On ainsi défini une application g:c— F qui a x; associe y; .il résulte
de Uéquicontinuité de B que g est uniformément continue sur C. En effet soit € >0 et a >0 de
Uéquicontinuité de B,

VfeBVx,yeK,dx,y)<a=06(f(x), f(y) <e.
En appliquant ceci a x,y € C et f = fy(j) et en faisait tendre j vers +oo ,il vient

Vx,yeC,d(x,y)<a=08(gx),g(y) <e.
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ce qui signifie bien que g est uniformément continue sur C .

Un résultat classique stipule qu’une application g : C — F uniformément continue sur un sous-
ensemble C d’'un espace métrique K s’étend de facon unique a Uadhérence C en une application
uniformément continue g : C — F.Notez qu’ici C = K.

Nous allons, pour conclure, montrer que (fyj)) converge uniformément sur K vers g. comme
B est équicontinue, il suffit de montrer que (fy(j)) converge simplement vers f sur K. par
construction ,en tout point de C Si a € K\ C ,on fixe (bj) € CN qui converge vers a et on
décompose

5 (fu ()@, 8(@) < 8y (@, fir(jy (D)) + 6 (fyjy (bi), E(BR)) + 8@ (by), B(@)).

Etant donné ¢ > 0, on commence par fixer k trés grand de sorte que 5(g(by), g(@) < €/3
(continuité de g) et 6(fy(j)(a), fy(j)(bx)) <el3 pour tout j €N (équicontinuité de B). On utilise
enfin la convergence simple de fy, ) vers g au point by pour trouver J € N tel que

j 212 8(fy() (i), Ebr) <€/3= 8(fy(j)(@), T(@) <e,

se qui clot la démonstration.

1.3.3 Espace métrique vectorielle

Définition 1.3.9. soit X un ensemble non vide, par une métrique a valeur vectorielle sur X,
soit d :XxY — R" avec les propriétés suivantes :
(1) d(u,v) =0 pour tous u,ve X;si d(u,v)=0 alors u=v;
(ii) d(u,v)=d(v,u) pour tous u,ve X ;
(iii) d(u,v) <d(u, w)+d(w,v) pour tous u,v,w € X.
di(x,y)
On appelle Uespace (X,d) un espace métrique généralisé avec d(x,y) :=
dn(x, ¥)

notez que d est un espace métrique généralisé sur X si et seulement si d;,
i=1,...,n sont des métriques sur X.
pour r=(ry,...,rp)€ R",0n note par :

B(xo,r) = {xeX : d(xg, x) <r}={xeX :d;(xp,x)<ri,i=1,...., 1}
la boule ouverte centrée en x, de rayon r et

B(xo, r)={xeX : d(xp, x)< r }={xeX :d;(x0, X)< 1j,i =1,....,1n}
la boule fermée centrée en xy de rayon r. on mentionne que pour l'espace métrique généralisé,
la notation des sous ensembles ouverts, ensembles fermés, convergence, la séquence et Uexhaus-
tivité de cauchy sont similaires a celles des espaces métrique habitueles.
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Définition 1.3.10. Une matrice carrée de nombres réels est convergente vers zéro si et seule-
ment si son rayon spectral p(M) est strictement inférieur a 1, autrement dit, cela signifie que
toutes les valeurs propres de M sont dans le disque unitaire ouvert i.e : |A| < 1, pour chaque
AeC avec det(M — AI) =0, ou I est la matrice unitaire de M € M ,x,(R).

un résultat classique en analyse matricielle est que les assertions suivants sont équivalentes :

Théoreme 1.3.11. soit M € 4« (R,), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M est convergent vers z€ro;

(ii) M*—0 ,telle que k — oo ;

(iii) La matrice (I — M) est non singuliére et

I-M)'=T+M+M*+. ..+ M+ ...
(iv) La matrice (I-M) est non singuliére et (I— M)~ a des éléments non négatifs.
Définition 1.3.12. Soit (X,d) un espace métrique généralisé. un opérateur N : X — X est
contractant s’il existe une matrice M convergente vers zéro telle que
d(N(x),N(y)) < Md(x,y) pour tous x,y€ X.
pour n=1 on récupere le résultat du point fixe de la contraction de Banach classique.

Théoreme 1.3.13. [3] Soit (X,d) un espace métrique généralisé complet et N : X — X un
opérateur contractant avec la matrice Lipschitz M. alors N a un point fixe unique x. et pour
chaque xp€ X , on a

d(Nk(xo),x*) < Mk(I—M)_ld(xO,N(xo)), pour tous keN.

Définition 1.3.14. On dit qu'une matrice singuliére A = (a;j)1<i,j<n € Mnxn(R4) a la propriété
de valeur absolue si
AHA| <1,

|Al = (lai,jD1<i,j<n € Mnxn([R4)

Quelques exemples des matrices convergentes vers zéro A€ M ,x,(R), qui satisfait également la
propriété (I- A~ I— Al <Isont :
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1)A=( g Z )oﬂa,b € R, et max(a, b) < 1.

—c
2) A= b )oha,b,ce[Rz+eta+b<l,c<1.
a —-a | .
3) A= b)0ua,b,ceR+et|a—b|<1,a>l,b>0.

Définition 1.3.15. Soit Q € #>42(R) on dit que Uordre est sélectionnée (ou positif) si

P12 po, q1 = qo impliquer
9o 0n

au sens de composants.

Lemme 1.3.16. soit

ot a,b,c,d = 0 et det(Q) > 0. alors Q 'préserve Uordre .

Théoréme 1.3.17. [4] Soit (Q,,u) un espace de probabilité complet, X un espace de Ba-

nach généralisé séparable réel et F:Q x X — X un opérateur aléatoire continu, et soit M(w) €

Mpxn([Ry) une matrice de variable aléatoire telle que M(w) converge vers zéro et
d(F(w,x1), F(w, x2)) < M(w)d(x1,x2) pour chaque x1,x € X,w € Q.

alors il existe une variable aléatoire x:Q — X qui est le point fixe aléatoire unique de F.

Théoreme 1.3.18. [4] Soit (Q,F) un espace mesurable X un espace de Banach généralisé
séparable réel et F:Q x X — X un opérateur aléatoire continu, et soit M(w) € Mnxn(R,) une
matrice de variable aléatoire telle que pour tous w € Q la matrice M(w) converge vers zéro et

d(F(w,x1), F(w, x2)) < M(w)d(x1,x2) pour chaque x1,x2 € X,w € Q.

alors il existe une variable aléatoire x:Q — X qui est le point fixe aléatoire unique de F.
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Théoreme 1.3.19. [4] Soit X un espace de Banach généralisé séparable et soit
F:Qx X — X un opérateur aléatoire complétement continu. alors, soit

(i) L’équation aléatoire F(w, x) = x a une solution aléatoire ,i.e, il existe une fonction me-
surable x:Q — X telle que F(w, x(w)) = x(w) pour tous w € Q ou

(ii) Uensemble M = {x:Q — X est mesurable |A(w)F(w,x) = x} est non lié pour certains
mesurables 1 :Q— X avec 0 < A(w) < 1 sur Q.
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Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous prouvons Uexistense de solution et la compacité des ensembles de
solutions d’un systéeme aléatoire d’équations diférentielles fractionnaires par le dérivé de type
Hadamard. L’existence.

Nous cosidérons le systeme d’equation différentielle fractionaire de type Hadamard :

CHDAx(t,w) = f(t, x(t,w), y(t,0),w),0< a < 1,t€ [0, b],
CHDﬁy(t,a)) =g(t,x(t,w),y(t,w),w),0< f<1,t€]0,b],
x(0,w) = xp(w),w e Q
y(0,w) = yo(w),w € Q2

(2.1)

ou f,g:[1,b] xR xR x Q — R™, (Q,<f) est un espace mesurable et xy,yp: Q — R™ sont
des variables aléatoires. “¥ D est la Caputo-modification du dérivé fractionnaire d’Hadamard.

On dit que x(-,-) : [1, b] x Q — R™ est Lebesgue intégrable sur [1, b] si x(-,-): [1,b] — R est
Lebesgue intégrable sur [1, b] pour chaque w € Q,
Soit @ > 0. si x:[1,b] — R™ est le chemin d’échantillon Lebesgue integrable sur [1, b], alors on
peut considérer Uintégrale fractionnaire

t
]“x(t,w):if (lnf)“_lx(s,w)@. (2.2)
I'(a) 1 S S

qui sera appelée l'intégrale fractionnaire de x, ou I est la fonction Gamma d’Euler.

2.1 Existence et unicité

Dans cette section, nous prouvons quelques résultats d’existences et la compacité de lUen-
semble de solutions. on ne sait pas d’abord que si :x,y:Q — C([1,b],R™) sont des fonctions
satisfaisant le systéme 2.1, alors

1

R ds
x(t,w)—xO(wH@f1 (ln;) f(t,x(t,w),y(tw),w)T,te[l,b].
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et

y(t,w) = J/o(a))+ﬁﬁ)f (In- )/5 La(t, x(1,w), y(tw), a))— tel,bl.

Définition 2.1.1. une fonction f:[1,b] x R x Q — R™ est dite Carathéodory aléatoire si les
condition suivant sont satisfait :

(i) lUapplication (t,w) — f(t, x,w) est mesurable conjointement pour tous x € R,

(ii) Uapplication x — f(t,x,w) est continue pour tout t € [0, b] et w € Q.

Définition 2.1.2. Une fonction Carathéodory f:[0,b] x R™ x Q — R™ est dite Carathéodory-
L! aléatoire si pour chaque nombre réel r > 0 est mesurable et h, € L' ([1, b],R,) fonction borné,
telle que :

| f(t, x,w)ll < h,(t,w), pour chaque te[0,Db].

pour tous w € Q et xeR avec | x| <.

Lemme 2.1.3. On considére le probléme :

(2.3)

D%x(t,w) = f (£, x(t,w), y(t,w),w),0<a <1,
x(0,w) = xp(w),w €2

Si (t,w) — f(t,x(t,w),y(t,w),w) est produit mesurable et t — f(t,x(t,w), y(t,w),w) est Le-
besgue integreble sur [1, b] pour tous w € Q alors, la fonction x: [1,b] x Q — R™ est un solution
de 2.3 si et seulement si :

x(t,w) = xo(w)+mf (In- )“ L, x(t,w), y(t,w), a))—

pour tous t € [1,b] et pour chaque weQ, O0<a<l.

Preuve :
Ona:
CHD®x(t,w) = f(t, x(t,0), y(t,w),w).

Alors
JED%x(t,w) = J*f (¢, x(t,w), y(t,w),w)

26



d’aprés lemme 1.1.14 qui dit

n-1sk
JHpe i =f- Y. 0@ 10 Ly
s a
pour k=0
0
JCH D1 ) = (1) — 2P g L o,
0! x(a,w)

Alors pour a =0, on obtient

JACH D (£, w) = x(t, w) — x(0, w).

Donc

x(t,w) — x(0,w) = J*f(t, x(t,w), y(t,0),w)

En suite, la définition de J* , on a :

(1 _ 1 ! 4 a—lf(s)
u f(”‘r(a)fal“(s) s

Alors

x(t,w)—x00,w) = Lft(lnz)“_lf(t x(t,w), y(t,w) w)é
) ) - F(a) 1 S ) ) ’y ) ) S .

par conséquent

x(t,w) = X, (w)+Lft(1nf)“‘1f(t x(t,w), y(t,w) w)ﬁ
) — A0 r(a) 1 s ’ ) )y ) ) S .

Notre premier résultat principale est Uexistence et l'unicité de solution aléatoire du probléme
2.1
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Théoreme 2.1.4. soient f,g;[1,b] x R™ x R™ x Q — R™ deux fonction Carathéodory, suppo-
sons que les conditions suivantes sont vérifiées :
(Hy) Il existe p1, p2, p3, pa: Q — R, des varaiables aléatoires telle que :

et
lg(t,x, y,w)—g(t, X, 7,0l < ps()|x— Xl + pa@)ly—7I,Vx, 3, X, 7eER™, w e Q

si pour chaque w € Q, M converge vers 0, ol

(Inbh)*p1(w)  (nb)*ps(w)

~ | TT@ T(a+1)
M=\ (abnfps@ (nb)pi()
T(B+1) T(B+1)

alors le probléme 2.1 a une unique solution aléatoire.
Preuve : On considere Uopérateur

N:C([1,b],R™) x C([1, b],R™) x Q — C([1, b],R™) x C([1, b],R™)

Nx(,w),y(,w),w)(t) — (N1 (-(f,w), y(-,w),w), N2 (-(£,w), y (-, w), w))
ou

N (x(t,w), y(t,w),w) = xO(mef (In- )“ Lf(s, x(s,w), y(s,w), w)—

et

No(x(t,w), y(t,w),w) = Ww”ﬁﬁ)[ (In- )‘6 1g(s,JC(s w), y(s,w), w)—

D’abord on montre que N est un opérateur aléatoire sur C([1,b],R™) x C([1,b],R™) . Puisque
f et g sont des fonctions de Carathéodory, ensuite w — f(t,x, y,w) sont des applications me-
surables au vu de la proposition1.2.5 nous conclurons que ,les applications

w— N1 (x(t,w), y(t,w),w),w — No(x(t,w), y(t,w),w)

sont mesurables. Par conséquent, N est un opérateur aléatoire sur C([1, b],R™)xC([1, b],R™)xQ
dans C([1,b],R™) x C([1, b],R™).
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On montre que N satisfait toutes les conditions du théoréeme 1.3.19 sur C([1,b],R™) x
C([ly b]rRm)- SOit (x(',w);J/(',w),w)), (x('rw);j}(';w))w)) € C([l) b]rRm) X C([lyb])IRm) 5 alors

1Ny (2, x(0), y(8), ) = Ny (£, 2(2), §(1), o) |

= i i A H7(f (s, X(5, ), y (s, 0), 0) = f (5, %(5,0), (5, 0) L

< i L D NI(f (5, x(5,0), y(5,0), 0) = f (s, (s, 0), (s, 0)) | £

< 1 L M H*  pr @) x5, 0) — X5, 0) 1L + 155 [ AN HY po (@) 1y (s, 0) = J(s, ) [ £

< BY [FinH)e 7 L x(,w) - Z(,0) oo + 22 [/ (In ) L y(, ) - F(, 0) oo

Remarque : on a calculer lintégrale de cette maniére,

on pose :
N d

lef (Inya—14S

1 S S

On fait un changement de variable telle que

t —dt
u=Iln- = du=——.
S S
s=1 = u=Int
s=t = u=Inl
Alors
0 Int 11
1
le—f u“‘ldu:f u“‘ldu:[u—]i,nt:—[(lnt)“—o].
1 0 a «a

nt
Donc T = % , Alors on obtient :

p1@)(Inp)*®

p2(@)(InnH*
= T +

x(, ) = X, ) lloo + =y 170 0) =, 0) lloo

En conséquence,
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IN1 (x(, ), y (-, 0), w) = N1 (E(, 0), P, 0), 0) oo < [1X(, @) = X(, 0) lloo P1 (w)r(l(';—lf;

(Inb)“

Hly e, w) = 76 0)lopa@)F s

De méme ,
N2 (2, x(2), y (1), w) — N2 (£, X(1), (1), ) |
= I Sl anHP1(g(s, x(s,w), y(s,w), ) — (s, X(s,0), J(s5, ) &
< 157 L I HF (g (s, x(5,0), y (5, 0), ) - g5, X(5,0), J(5, ) | £

< mg JL HP 7 p3(@)1x(s,0) = X5, ) 1L+ gy [ M HP T pa@)lly(s, ) = 75, 0) |1 42

< B [ n D1 LS x(, ) = %, 0) oo + B3 S I DF Ly, 0) = §(, 0) oo

Remarque : on a calculer Uintégrale de cette manieére,

Lt d
Ty = f (In-)f122
1 S S

On fait un changement de variable telle que

on pose :

t —dt
v=In- = dv=——
S S
s=1 = v=Int
s=t = v=Inl

Alors
. fO ﬁ—ld flnt a’—ld [Ua]lnt 1[(1 )ﬁ 0]
= — v V= v V= |— =—|Unt)”-=0].
S 0 g0 "B

Donc T, = (lnﬁ” Alors :

I N2(2, x(2), y(£), w) — N2 (2, X(2), (1), )l
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ps3(@)(Int)P

pa(@)(n )P
= rp+1) +

IxC, @) =%, ) lloo + =y 170 0) = 0, 0) oo

On obtient,

IN2 (), Y0, ), 0) = Na(RC, @), 7, 0), 0) oo < 136, 0) = 56, 0) oo p3 () 1527

(Inb)P
rp+1)’

+ly(, w) = 7, 0)lloo pa(w)

Par conséquence ,
d(N(x(-,w), y(-,w),w), N(Z(, ), 7(-,0),0)) < M@)d(x(, ), y(, o)), (X(,0), F,0)),
ou

lx(-,w) = y(,w)lloo

d o , ) = .
(x(,w), y(-,w)) Ix(, ) = ¥, o) lloo

puis pour chaque w € Q, M(w) € o2 ([Ry) converge vers 0,alors d’aprés theoréme 1.3.18,
il exsiste un point fixe aléatoire unique de N qui est la solution du probléme 2.1

Nous rappelons le lemme de Gronwall pour les noyaux singuliers, dont la preuve peut étre
trouvée dans le lemme 7.1.1 de [7].

Lemme 2.1.5. soit v,a,a: [1,b] — [0,00[ sont des fonctions continues. Pour tout t € [1,b],

t
v(1) sa(t)+f (log Ly 129 4
1 S S

alors, il existe une constante K = k() tel que

e @mr@)t oty ds
v(t) < a(t) + a(r) 1 [,;Ta)aog? a(s)l?

pour chaque t € [1, b].

Ensuite, nous présentons le résultat d’existence sans conditions de Lipschitz. Nous considé-
rons les hypotheses suivantes :
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(H,) Pour chaque w € Q, les fonctions f(-,-,-,w) et g(-,-,-,w) sont continues et
w— f(,,w),0— g, 0) sont mesurables .

(Hs) Il existe des fonctions mesurables et bornées y1,y2: Q — R, tel que

1f(t,x, y, 0l = i@ Uxl + 1y, 18, x, y, )| < ya(@) Ul x + 1)1,

pour tous te[1,bl,weQ et x,yeR™.

Maintenant, nous donnons la preuve du résultat d’existence du probléme 2.1 en utilisant le
type de théoréme de point fixe aléatoire de Leary-Schauder dans Uespace de Banach généralisé

Théoreme 2.1.6. Supposons que les hypotheéses (H,) et (H>) soient vérifiées. Alors le probleme
2.1 a une solution aléatoire dénie sur [1, b]. De plus, 'ensemble de solutions

S(xo0, ¥0) = {(x,) : Q@ — C((1,b],R™) x C([1,b],R™) : (x(-, ), y(,w)),w € Q est la solution de
2.1}

est compact (i.e.pour chaque (xXp,¥n)nen < S(Xo,yo) il existe une sous-suite de (Xp,Yn)nen
convergent d’un élément (x, y) € S(xo, yo))

Preuve : soit N: C([1,b],R™) x C([1, b],R™) xQ — C([1, b],R™) x C([1, b],R™) étre un opérateur
aléatoire

Pour appliquer le théoréme 1.3.19, nous montrons d’abord que N est complétement continu.
La preuve sera donnée en plusieurs étapes

«Etape 1 N(-,-,w) = (N1 (-, w), Na(-,-,w)) est continue.
Soit (xp, yn) étre une suite telle que (x,,y,) — (x,y) € C([1,b],R™) x C([1, b],R™) telle
que n — oo, alors

(Inb)“
TI'la+1)

_f() x(',w),J/(',w);w)”oo-

”Nl (xn(',w),yn(',w),w) - Nl (x(')w)yy('yw))w) ”OO = ||f(';xn(',w),,)/n(',w);w)

Puisque f est une fonction continue, on obtient
N1 (X (, @), Yn (-, 0), @) = N1 (x(, 0), Y (-, w), 0l — O telle que n— oo.

De méme
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(In b)P
rp+1)
- g('; x('yw)) _V(', (l)),(,()) ”OO'

| N2 (x5, (-, ), Y (-, 0), w) = No(x(-, 0), y (-, 0), 0) oo < g, xn(, ), yn(, ), w)

DPuis
| N2 (x,(, ), Y5 (-, @), w) = No(x(-, w), y (-, ), w) loo — O telle que n — oo.

Ainsi N est continu.

-Etape 2 N transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans C([1, b],R™) x
C([1,b],R™). En effet, il suffit de montrer que pour tout g > 0 il existe une constante
positive [ telle que pour chaque

(x,y) € B =1{(x,y) € C([1,b],R™) x C([1,b],R™) : [[Xlloo < g, | Yoo < g}, 0N @

” (x) yyw) ”oo <l= (llr l2)

Alors pour chaque t € [1,b], on obtient

N1 (x(¢,w), y(t,w),w) |l = ||xO(w)+mf (In- )“ Lf (s, x(s,w), y(s,w), w)ds]|

Y1 ()

< llxo (@)l + @

fl I f(s,x(s,w),y(s,w),w)llds
De (H>), nous obtenons

2(nb)%q

IN (-, 0), y(, 0), @)oo < %o (@)l + Fomrs

Yi(w) =1;.
De méme,

I No (x(2, @), (£, ), )| = ||J/o(w)+T'6) f (n’ )ﬁ La(s, x(5,0), y(s, 0), 0)ds|

< IIyo(w)||+er((ﬁ))fl lg(s, x(s,w), y(s,w),w)llds
nous avons
2(nb)Pq
N2 (x(-, ), (-, w), W) oo = Yo (@)l +m¥2(w) =1

-Etape 3 N transforme les ensembles bornés en ensembles équicontinus de C([1, b],R"™) x
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C([1, b],R™). Soit B, un ensemble borné dans C([1, b],R™)x C([1, b],R"™) comme a Iétape
2. Soit r, rp € J, r1 <17 et u€ By. Ainsi nous avons

| N1 (x(r2, w), y(r2,w),w) — Ny (x(r1,w), y(r1,w),w)|

2 r 1
r N S 1 S S S

I'la)
D’ou
| N1 (x(r2, w), y(r2,w),w) — N1 (x(r1,w), y(r1,w),w)|
2qy1(w) _ a 2qy1(w) a_ a
SF(a+1) (Inr,—1Inr) +F(a+1) (Inr)®—Anr)].
et
| N2 (x(r2, w), y(r2,w),w) — Na(x(r1,w), y(r1,w),w)|
22| 21 80 [ 21 - n 2y 0
= r'p) [frl(lns) s " 1 (lns) (lns) s
D’ou

| N2 (x(ro, w), y(r2,w),w) — Na(x(r1,w), y(r1,w),w)|l

N 2qy2(w)

U p_ p
= T+D r TB+D) (Inr))? = (Anr)P|.

Le terme de droite tend vers zéro comme |r, — 1| — 0 . Suite aux étapes 1 a 3
on a montré dans Uétape 1 que N est continu

| N1 (X, (-, ), Y (-, ), ) = Ny (x(-, ), Y (-, ), W) loo — O telle que n — oo.
| N2 (X, (-, ), Y (-, ), 0) = N (x(-, ), y (-, ), w) loo — O telle que n — oo.

et dans Uétape 2 que N est borné

2(Inb)%q

[Ny (x(, ), y (-, 0), W) oo < | X0 ()|l + myl((u) =1.
N2 (x(-, ), y(-,0), W) lloo =< Il Yo )II+M (w)=1
2 y0), Y5, W), W) |lco = | Yol F(ﬁ+1) Yalw) = L.

et dans Uétape 3 que N est équicontinu
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avec Arzela-Ascoli (théoréme 1.3.7), nous concluons que N transforme B, en un en-
semble précompact dans C([0, b],R) x C([0, b],R).

«Etape 4 Il reste @ montrer que

o (W) = {(x(,w) y(,w)) € C([1,b],R™) x C([1, b],R™):
(x(, 0)y(, W) = Mw)N(x(, w), y(,w),w), A(w) € (0, 1)}

est borné.
soit (x,y) € /. alors x = AMw) Ny (x,y) et y = Aw)N2(x, y) pour 0 < A < 1. Ainsi, pour
te[l,b],ona

1 ! t d
Ix(t )1 = @l + o | (ln—)“‘lIlf(s,x(s,w),y(s,w),w)ll—s

< IIxo(w)||+—f Y1(w)(n- )“ Yllx(s, )l + 1y (s, w)ll)—

T(@
Dot ) [t p
t
1x(t, ) < X0 (@) + f (In )% (x(s, ) | + [ y(s, ) ) =
I'la) K S S
et
ly(t,w)ll < IIyo(w)||+mf (In- )ﬁ Yig(s, x(s,w), y(s,w), w)ll—
—||J/0(w)||+Tﬁ)f Ya(@)(In )ﬁ (s, )l + 150, w)n)—
D’ott
Y2 (w)

I ds
Iy, )|l < llyo(w)ll + fl (ln;) (x(s,w) |l + IIy(s,w)II)T

I'(B)

Par conséquent

t t -1 dS
IIx(t,w)II+||y(t,w)llSC+Cf1 (ln;)y (IIx(s,w)||+||y(s,w)||)T

ou _
+Y2( w)

[(@)  T(B)

¢ = |lxo(@)l + ll yo(w)l + ,Y =min(a, f).
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D’apres le lemme 2.1.5, nous avons

L& (cTON*  foyq1ds
t,o)ll + vt w| <c+ 2 (Ino)kr-
lx(z, )+ 1y, W)l <c Cfl [kzl Tk (In ) ]S

—C+C+Z I‘(km) In )*

wmmmmﬁ
_c[1+kZ::l Ty + 1) ]

[1 (wmmmw]
k=1 I“(ky+ 1)

= cE,(cT'(y)(Inb)").

D’ou

IxC, ) lleo + 1Y, 0) oo < By (cT () (In D)) := K,

En conséquence
[Xlloo = Ky €t [ Ylloo = K

Cela montre que </ est borné. Comme conséquence du théoréeme 1.3.19, nous en dé-
duisons que N a un point fixe aléatoire w — (x(-,w), y(-,w)) qui est une solution au
probleme 2.1.

-E'tape 5 Compacité de Uensemble de solutions. Soit {(x;, yn)}nen < S(Xo, Yo) Une suite.
Pour tout n €N et pour fixe w € Q on obtient

Xp(t,w) = xo(w)+mf (In- )“ Lf(s, xn(5,0), yn(s,0),w)ds.
et

Yn(t,w) = yo(w)+ﬁf (In- )'6 Lg(s, xn(5,0), yn(s,w), w)ds.

Comme dans les étapes 3, 4 qu’'on montrer que N est équicontinu et </ est borné, nous
pouvons prouver que la sous-suite {(x,x, Vi) keN de {(xp, ¥Yn)}nen CONverge vers certains
(x(,w), y(,w)) € C([1,b],R™) x C([1, b],R™), tels que

w— x(t,w),w — y(t,w).

36



sont des fonctions mesurables. Puisque f(.,.,.,w) et g(-,-,-,w) sont des fonctions conti-
nues, alors

x(t,w) = xo(w)+mf (In- )“ LE(s, x(s,w), y(s,w),w)ds, t € [0, b]

et

y(t,w) = yo(w)+mf (In- )ﬁ 1g(s x(s,w), y(s,w),w)ds, t € [0, b]

Donc S(xo,y0) = {(x,y) : Q@ — C([1,b],R™) x C([1,b],R™) : (x(-,w), y(-,w)),w € Q est la
solution de 2.1} est compact.
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Application

Soit Q = R muni de la o-algébre usuelle constituée des sous ensembles mesurables de Le-
besgue de (—o00,0).
Considérons le systeme d’équations différentielles aléatoires suivant :

1 _ tw?x%(tw)
D2 x(t,w) = D02 m+2ao)’ L € (0,21,
1 tw?y? (t,w)
D2y(t,w) = : t€0,2]
’ 1+ (1+x2(t,w) + Y2 (t,w)’ T
4 Y (2.4)

x(0,w) = sinw,w € Q2

y(0,w) =cosw,w € Q2

Ou
£t y,0) = tw’x*sinwt
gaad 100+ wd) (A +x2+y2)’
(. x ) tw?y? coswt
’ ’ )w =
& ¥ 101+ w?) (1 + x2+ y?)

Clairement, les applications (t,w) — f(t,x,y,w) et (t,w) — g(t,x,y,w) sont conjointements
continues pour tout t € [0.2] et w € Q.

Et de méme les applications x— f(t,x,y,w) et y— f(t,x,y,w) sont continus pour tout t € [0,2]
etwe(2,

Et de méme pour les applications correspondant a la fonction g, x — g(t,x, y,w) et y — g(t, x, ¥, w)
sont continus pour tout t € [0,2] et w € Q.

Ainsi les fonctions f et g sont Carathéodory sur [0,2] x [1,00) x [1,00) x Q.

Premiérement, nous montrons que f et g sont des fonctions Lipschitz. En effet,

soit x,yeER, et weQ
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Ensuite :

tw’x?sinwt tw?x*sinwt
100 +w?)(1+x2+y2) 101 +w?)(1 + 32 +y2)|
(tw?sinwt(l+ %2 + 7%)x?) — (tw?sinw (1 + x> + y?) X?)
10(1+w2) (1 + x2 + y2) (1 + X2 + 72)
_twfsinot((1+ %2+ 72)x* — (1 + 1% + y*) 32)
=| 101 +w?) (1 +x2+y) (A + %2+ 72) |

1f(t,x,y,0) - f(1,%,7,0)| =|

5> .
w? w?
< mlx—fel +m|y—j/|
Alors
w? w?
lf(t,x,y,w)— f(t,X,7,0)| < mlx—fel + mly—j/l
De la méme maniere pour la fonction g, on obtient

tw?y? coswt tw?j? coswt
101+ w?) (1 + x2 + y2) 100+ w1 + 2 +J72)|
(tw?coswt(l+ X2 + 72)y?) — (tw? coswt(1 + x* + y2) 7?)
10(1+w?) (1 + x2 + y2)(1 + 2 + 72) |
tw?coswt((1+ X2+ 79 y* — 1+ x% + y2) 7%
101+ w1+ x2+ y2) (1 + X2 + 72) |

18(t,%,y,0) — (1, %, J, )| = |
=|
=|

2
" 1001 +w2)(1“+0 xgcf%u + 72+ 2 %%+ 7%~ 3~ y* 7%, 1 €0,2]
w? w2
< mlx—chmU;_ﬂ
Alors
w? w2
100000 =610 530l = S = Sty =

si pour chaque w € Q, M(w) converge vers 0, ol

(Inb)*p1(w) (Inb)*p2(w)
T(a+1) T'(a+1)

M(w) =
(nb)Pps@)  (nbPps(w)
rp+1) r'p+1)

Et pour a = f=1/2 et t€0,2], on obtient
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(In2)"2pi(w) (n2)Y2p,(w)

— I'(1/2+1) T'(1/2+1)
M(w) =
(In2)!2ps(w)  (In2)!2py(w)
I'(1/2+1) T'(1/2+1)
On prend
2
(w) = p2(w) = p3(w) = ps(W) = ——~
p1 p2 ps3 Pa 5(1 + w?)
Alors

V) = w? 11
YT sared | 1 1

On remarque que

M =<1
lo((M)(w))] 50100 <
Donc d’aprés théoréme 1.3.11, M(w) converge vers 0 si (M(w))* converge vers 0, telle que

k— oo

k
2
M@)”= (57703 (1 1) keN

OTlpOSG.'
11 1 1\(1 1 2 2 2 2\(1 1 4 4
11 1 1)1 1 2 2 2 2111 1 4 4
m3_44 1 1) (8 8 m4_88 1 1) (16 16
{4 4a)l1 1) (s8] |8 s8fl11] (16 16/

k k
(m(w)* =( zk 2k
2% 2

,keN

pour tous w € Q, la matrice

2 k k
(M) = (—— )"(2 2

HTE) ok ok ) converge vers 0, k — +oo

Alors M(w) converge vers 0. Donc, toutes les conditions du théoréme 1.3.17 sont satisfaites.
D’ot1 le probléme 2.4 a une unique solution aléatoire.
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Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est de prouver Uexistence et l'unicité de solution de
systéme aléatoire d’équations différentielles d’ordre fractionnaire.
Nous présentons certains travaux sur le calcul fractionnaire. et ces résultats ont été obtenus
par lutilisation du théoréme de point fixe de Schauder en espace métrique vectorielle.
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