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Résumé

Ce travail présente un traitement analytique du potentiel de type exponentiel dans le cadre
du formalisme des intégrales de chemin de Feynman. L’idée de base consiste a utiliser une
généralisation de I'approximation du terme centrifuge adapté aux potentiels déformés. Afin
d’obtenir des solutions du propagateur radial pour un nombre angulaire arbitraire, nous ef-
fectuons le changement de variable accompagné d’une transformation spatio-temporelle. En
utilisant les angles d’Euler et I'isomorphisme entre S* et SU (2), nous convertissons I'intégrale
de chemin radial en une intégrale maniable. Les expressions analytiques du spectre d’énergie
et les fonctions d’onde normalisées, relatifs aux états “¢” sont dérivées de la fonction de Green.
Plusieurs potentiels sont obtenus comme cas particuliers du potentiel général de type exponen-
tiel. Ainsi, leurs valeurs propres et fonctions propres sont déduites directement. Les résultats
numériques montrent que notre technique améliore I’état de I’art.

Nous avons, en outre, déterminé la fonction de partition vibrationnelle en utilisant le spectre
d’énergie amélioré obtenu précédemment. Nous avons donné ensuite des expressions analytiques
pour les grandeurs thermodynamiques des molécules Oy et Hs, tels que : I’énergie interne, la
chaleur spécifique, I’énergie libre et ’entropie du systéme pour ce potentiel. Les propriétés de
ces fonctions thermodynamiques pour I'état X 12; du H, et I'état X 32; de la molécule O,

sont discutées en détail.

Mots clés :
Propagateur de Feynman, états ”¢”, potentiel de type exponentiel, propriétés thermodyna-

miques.



Abstract

This work is concerned with the use of the Feynman path integral formalism of an exponential-
type potential.

The basic idea consists of using an approximation scheme to the centrifugal term adapted
to deformed potentials. To obtain solutions of the radial Feynman Kernel for arbitrary angular
number, we perform a nontrivial change of variable accompanied by a local time rescaling. Using
Euler angles and the isomorphism between S* and SU (2), we convert the radial path integral
into a maniable one. Analytical expressions of the energy spectrum and the normalized ”¢” state
eigenfunctions are derived from the Green function. Several potentials are obtained as special
cases of the general exponential-type potential. Thus, their eigenvalues and eigenfunctions are
deduced straightforwardly. Numerical results show that our technique improves the state-fo-
the-art.

Additionally, we determine the vibrational partition function using improved energy spec-
trum obtained recently via the path integral formalism for a multi-parameter exponential-type
potential. Next, we give analytical expressions for the thermodynamic quantities of the Oy and
H;, molecules such as : vibrational mean energy, the specific heat, the free energy and the en-
tropy of the system for this potential. The properties of these thermodynamic functions for the

X'7 state of the Hy and the X?% state of the Oy molecule are discussed in detail.

Keywords

Feynman Kernel, ”¢" states, exponential-type potential, thermodynamic properties.



uadla

. (Feynman) oleildl (5 jluall JalSall jUal & ol o 9aS) llaT dnllas Jaall 138 208y
A gaiall s paSl Cauliall (538 pall aad) (g i) e aladi) 8 danluY) 5 Sal) Jiam

okl il Jla o Jpaall @lldy Aliad ey st dasil 381 el piall Jyaty Liad
U dleninly &g jee algla JalSs 1 plaldl (5 badd) JelSal) Ulgay (S (555 2ol
Il Aall Calad bl <l jlal) BlELE) &3 LS SU (2) 5 S° o 4l (Euler) bl

(Green) 8 dla (e 70" ddasi pall YL dalaial) da gal)
el lede Jiaaiiall dpanell gl jedas A0 Ledl ga g AgiAl A8l a8 ) sl 5 pilse oL
A 5k e dhanid) elli pa L 3 ) sucy 438) 5ia

adde Jlanidll Jied) Al Cigl alasiuly 451 31 g sl Ally aasd &5 cdlld ) syl
¢ Agdalall AsUal) - Al A4 ) el ASeliall el Al el jladl U jaciad D aay il
H2 Q\.\g‘)aﬂ 5 Yl oda ddElie Cuad WS UJASS\ \3@‘51‘9‘)33‘2\_93‘);“ aaall ¢ YW | EJ\);J\

L;‘}'d\(.;‘: st_g} Xlz+g QYM\&)OZJ

- A1) clalsl)

) ) el adlasl 707 Aag pall SV ¢ pEU ¢ jluall COLISS
) Al Aualial) gt : ol ¢



Table des matiéres

Remerciements
Dédicace

Résumé

Abstract

Résumé en arabe

Introduction

1 Concepts et généralités sur le formalisme de Feynman

1.1 Introduction . . . . . . . . . . .. ... ..
1.2 Le propagateur . . .. ... ........
1.2.1 Définition . . . . . . . . . .. ...

1.2.2  Forme discréte du propagateur . . .

1.3 Passage du propagateur a la fonction de Green . . . . . . . ... ... ... ..

1.4 Intégrale de chemin en coordonnées sphériques . . . . . . . .. .. ... .. ...

1.5 Méthode des transformations spatio-temporelles . . . . . . . . ... ... .. ..

1.5.1 Concept du Promotor . . . .. ..

1.5.2 Transformation de coordonnées . .

1.5.3 La transformation locale du temps

2 Intégrales de chemin dans SU(2)

ii

iii

iv

10

14
14
15
15
15
16
17
22
23
23
25

28



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

2.1 Imtroduction . . . . . . . ... 28
2.2 Propriétés du groupe SU (2) . . . . . o oo 28
2.2.1 Définition . . . . . . oL 28
222 SU(2)etlasphere S3. . . . . . .. 29
223 LesanglesdEuler . .. .. .. ... ... 0 oL 29
2.24 Connexion entre SU (2) et SO(3) . . . . . . .. ... .. 30
2.2.5  Mesure invariante sur SU(2) . . . . . . . ... oo 32
2.3 Llalgebre de Liede SU(2) . . . . . .. . 32
2.4 Représentations unitaires irréductibles de SU(2) . . . . . . .. . ... ... ... 33
2.4.1 Les représentations D7 . . . . ... ... 33
2.4.2  Eléments de la matrice D7 . . . . . ... 36
2.4.3 Caracterede D7 . . . ... 38
2.5 Intégrales de chemin dans SU(2) . . . ... ... ... ... . ... ... 40

3 Solution analytique du potentiel multi-paramétres de type exponentiel par

le formalisme des intégrales de chemin 43
3.1 Imtroduction . . . . . . . . . 43
3.2 Méthode du Feynman . . . . . . . . ... oo 45
3.3 Spectre d’énergie et fonctions d’onde . . . ... ..o oL 53
3.4 Résultats et discussions . . . . . . . ..o 54
3.5 Cas particuliers . . . . . . . . .. e e e 55
3.5.1 Premier cas : potentiel de Hulthén . . . . . . .. ... .. ... ..... 55
3.5.2 Deuxieme cas : potentiel de Manning-Rosen . . . . . ... ... .. ... 57
3.5.3 'Troisieme cas : potentiel de Deng-Fan déplacé . . . . .. ... ... ... 61
3.5.4 Quatriéme cas : potentiel de Schioberg déformé . . . . . ... ... ... 61

4 Calcul des propriétés thermodynamiques des molécules O, et H, a potentiel

multi-parameétres de type exponentiel 65
4.1 Introduction . . . . . . . . . L e e e 65
4.2 Equivalence le PMPTE et le potentiel de Tiez . . . . . . . . . ... ... ... 66

4.3 Modélisation de la courbe internucléaire des molécules diatomiques . . . . . . . 68



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

4.4  Propriétés thermodynamiques . . . . . . . .. ... oo 70
4.4.1 La fonction de partition . . . . . .. .. ... L 70
4.4.2 L’entropie vibrationnelle . . . . . . . ... ... o 0oL 72
4.4.3 L’énergie interne . . . . . . . . ... L Lo 73
4.4.4 La chaleur spécifique . . . . . . . . . ... 73
4.4.5 L’énergielibre . . . . . . ..o 75
4.4.6 L’entropie . . . . . . . . 79

Conclusion



Table des figures

4.1

4.2

4.3

Points de données expérimentaux RKR et les modéles d’énergie des potentiels
analytique pour les deux molécules diatomiques : Hy Fig : (A) et Oy Fig: (B). . 69
Variation des propriétés thermodynamiques en fonction de la température T
pour deux molécules diatomiques : Oy et Ho. . . . . . . . . . . . ... ... ... 76

L’entropie molaire S du gaz en fonction de la température T pour les deux

molécules : Hy Fig (A), Oy Fig (B). . . . . . . . ... . 81



Liste des tableaux

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5
3.6

3.7

4.1

4.2

Les énergies des états lies (—FE, ) relatives au potentiel de Hulthén en unités
atomiques h=M =Z=e=1. . . . . . . . e
Les énergies des états liés (—FE,, ;) relatives au potentiel de Manning-Rosen en
unités atomiques h = M = Z = e =1 avec § = 0.75, Ay = 2a, pour différentes
valeurs de ae. . . . . L oL L
Les énergies des états liés (—FE, ;) relatives au potentiel de Manning-Rosen en
unités atomiques h = M = Z = e = 1 avec § = 1.5, Ay = 2a, pour différentes
valeurs de ae. . . . . L oL L
Une comparaison des valeurs calculées des énergies de vibration (¢ = 0) avec les
calculs Ab initio et les données RKR pour la molécule 7 Liy. Toutes les énergies
sont en unités de em ™t ...
Les constantes spectroscopiques pour les molécules diatomiques . . . . . . . . ..
Les énergies ro-vibrationnelles E (cm™!) pour les quatre molécules diatomiques
NO(X?L,), Oy (X35), Hy(X'S]) et HF (X'ST) avec une valeur différente
denet l. . . .
Les énergies ro-vibrationnelles E (cm™!) pour les deux molécules diatomiques

Oy (X°II,) et Ny (X'E7) avec une valeur différente de net £. . . . .. . .. ..

Les parameétres moléculaires spectroscopiques pour les molécules diatomiques
étudiées . . . . L L e e
La variation des propriétés thermodynamiques en fonction de la température T’
pour la molécule H, : la fonction de partition (), 'entropie S, l.énergie interne

U, la chaleur spécifique C, I’énergie libre F'. . . . . . . . ... ... ... ....



4.3

4.4

La variation des propriétés thermodynamiques en fonction de la température T’
pour la molécule O : la fonction de partition (), 'entropie S, l.énergie interne
U, la chaleur spécifique C, ’énergie libre F. . . . . . . .. ... ... ... ... 78

La variation de la température T de I’entropie molaire JMol 'K~ pour les gaz

H2 et 02.



Introduction

La mécanique newtonienne occupe une place exceptionnelle dans la physique classique a
cause de son importance dans la description et la compréhension des phénomeénes naturels tel
le mouvement des corps, la théorie de 1’électromagnétisme et proposait une explication glo-
bale des phénomeénes tels 1’électricité, le magnétisme et I'optique. Mais & la fin du 19°¢siécle,
la mécanique classique a révélé ses limites dans l'interprétation physique de certains phéno-
meénes de la physique subatomique tels le rayonnement du corps noir, 1’effet Compton et 'effet
photoélectrique.

L’insuffisance de la mécanique classique dans ’explication de ces phénomeénes a poussé les
physiciens & faire des efforts pour avoir des explications a ces observations expérimentales qui a
I’époque étaient inconnues, ce qui a conduit & la naissance d’une nouvelle théorie mathématique
beaucoup plus modifiée. Cette nouvelle théorie est née au début du 20 “siecle (entre 1900 et
1926) [1] également dite la mécanique quantique est venue traduire, en langage mathématique,
les résultats de Planck(1900), de Broglie (1924) et Einstein(1905) pour ne citer que les plus
connus [2]. Nous allons citer trois formalismes mathématiques pour expliquer les phénomeénes
physiques :

Le formalisme de Heisenberg (1925) [3] a eu I'idée d’introduire des opérateurs qui ne com-
mutent pas, était basée sur les propriétés des matrices, Heisenberg a utilisé cette représenta-
tion pour déterminer les valeurs propres du Hamiltonien. Le deuxiéme formalisme est celui de
Schrodinger (1927) [4] dans lequel I'état d’un systéme quantique est décrit par une fonction
d’onde solution d’une équation différentielle du second ordre. Ce troisiéme formalisme des inté-
grales de chemin publié en (1948) [5] est basé sur les résultats de la publication d’un travail de

Dirac [6]. Ce dernier a pu montrer que fonction de Green, solution de 1’équation de Schroédin-

ger dépendante du temps, peut s’exprimer dans un intervalle de temps infinitésimale comme
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Iexponentiel de I'action S du systéme physique étudie. Cette solution est proportionnelle a
exp(£S) ou S = [ L(z,2,t)dt.

L’idée centrale du formalisme de Feynman est d’associer une amplitude de probabilité
a chaque chemin, ou histoire, du systéme entre un état initial et un état final donnés est
proportionnelle a ’exponentielle d’une action. L’amplitude totale, appelée propagateur, est la
somme des amplitudes relatives a tous les chemin possibles, c’est le principe de la superposition
[7]. Le formalisme de Feynman présente de nombreux avantages, il a le mérite d’établir le lien
entre la mécanique classique et la mécanique quantique sa formulation lagrangienne lui permet
en effet, de traiter indifferemment les problémes dépendant et indépendant du temps [7, 8].
C’est ainsi que plusieurs domaines de la physique, comme la mécanique quantique relativiste,
la physique statistique et la théorie quantique des champs utilisent maintenant cette nouvelle
approche [9]. Elle a permis tout d’abord de traiter des problémes simples tels 1'oscillateur
harmonique et la particule libre [7,10]. Malgré tous ces succes dans I'utilisation des intégrales
de chemin dans plusieurs domaines de la physique, elle n’a pas réussi a traiter le probleme de
I'atome d’hydrogene. Il a fallu attendre 'année (1978) pour que ce probléme soit résolu avec
Iintroduction de la transformation de Duru- Kleinert grace a l’'idée de transformation spatio-
temporelle [11]. Apres ce résultat encourageant, les physiciens ont pu étendre ce formalisme & de
nombreux potentiels phénoménologiques tels les potentiels de Poshl-Teller [12,13], Hulthén [14],
Rosen Morse, Scarf [8] et le potentiel en anneau [15] pour ne citer que les plus connus.

Par ailleurs, les intégrales de chemin de Feynman nous a permis de calculer certaines
grandeurs physiques rencontrées en physique statistique [16], physique des solides [8], cosmologie
[17] et en électrodynamique quantique [18].

Notre travail s’inscrit dans le cadre de ’application de techniques basées sur les intégrales
de parcours, dans la résolution des problémes de la mécanique quantique. L’objet de ce travail
est de déterminer les spectres d’énergie des états ¢ # 0 et les fonctions d’onde et les gran-
deurs thermodynamiques du potentiel de potentiel multi-paramétres de type exponentiel via
les intégrales de Feynman.

Cette these, comporte quatre chapitres. Le premier chapitre est un exposé succinct sur les
concepts et les notions fondamentales du formalisme des intégrales de chemin, nous présentons

la méthode des transformations spatio-temporelles de Duru-Kleinert. Nous pouvons en effet,
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via cette technique, ramener le calcul du propagateur de forme compliquée, & celui d’une forme
connue. Nous présentons, dans le deuziéme chapitre, des généralités sur le groupe SU(2) et
ses propriétés, ensuite nous considérons l'intégrale de chemin dans le groupe SU(2). Dans le
troisiéme chapitre, nous traiterons analytiquement et via les intégrales de chemin un poten-
tiel multi-parametres de type exponentiel déformés. Nous proposerons une généralisation de
I’approximation de Pekris relative au terme centrifuge adapté aux potentiels déformés dans le
but d’obtenir les solutions des états ¢ # 0, pour cela nous effectuons un changement spatio-
temporel. Ceci nous permettra d’arriver aux expressions analytiques du spectre d’énergie et les
fonctions propres. Plusieurs cas particuliers seront également étudiés. Les résultats numériques
sont comparés a ceux donnés par d’autres méthodes.

Le quatriéme chapitre sera consacré a la détermination de la fonction de partition vibra-
tionnelle en utilisant le spectre d’énergie obtenu dans le chapitre précédent et 1’équivalence
entre le potentiel multi parameétres de type exponentiel et le potentiel de Tiez. Nous calcule-
rons, ensuite, les propriétés thermodynamiques relatives aux molécules diatomiques Os et Ho,
nos résultats seront validés en les comparants aux données expérimentales. Nous terminerons,

enfin, par une conclusion.



Chapitre 1

Concepts et généralités sur le

formalisme de Feynman

1.1 Introduction

La formulation de la mécanique quantique basée sur I'intégrale de chemin est bien adaptée
a I’étude de systémes & grand nombre de degrés de liberté ot un formalisme basé sur I’équation
de Schrodinger perd toute son utilité. Elle permet ainsi une analyse aisée de la théorie quantique
des champs et de la mécanique statistique.

D’autre part, la puissance des méthodes de I'intégrale de chemin réside dans le fait qu’elle
met, trés explicitement, en correspondance les mécaniques classique et quantique. Les quan-
tités physiques s’obtiennent en moyennant sur tous les chemins possibles. La caractéristique
intéressante de l'intégrale de chemin est que dans la limite semi-classique h — 0, les chemins
dominant 'intégrale se trouvent dans un voisinage du chemin classique, ce qui permet de bien
comprendre le principe de correspondance.

Nous présentons dans ce chapitre les concepts fondamentaux des intégrales de chemin. Nous
exposerons également la forme discréte de ce dernier. Cette étude sera généralisée au cas tri-
dimensionnel. Ensuite, nous développerons la technique des transformations spatio-temporelles

qui permet le passage d’un systéme physique difficile a calculer & un autre maniable.
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1.2 Le propagateur

1.2.1 Définition

Par définition, ’amplitude de probabilité totale de transition du point =’ a I'instant ¢’ au
point z” a I'instant ¢’ est la somme de toutes les amplitudes partielles de probabilités relatives
a tous les chemins possibles x(t) suivis par la particule. Cette amplitude totale de probabilité,
appelée «propagateur>, il est donné par :

K"t )= Y ®[x(t), (1.1)

sur tous
les chemins
possibles

avec

Ba(t)] = const exp {%3 [x(t)]] | (1.2)

Ou la contribution de chaque chemin posséde une phase proportionnelle & I’action S.
Comme les chemins sont trés proches les uns des autres, la somme peut étre remplacée par

une intégrale. Ainsi, nous obtenons alors ’expression du propagateur :

K (2" "0 1) = / Da (£) exp [%s [x(t)]} |

Ou Dz (t) représente la mesure.

1.2.2 Forme discréte du propagateur

Le propagateur qui gouverne 1’évolution d’une particule de masse M entre deux points

consécutifs z; et z;_; a été défini par Feynman-Dirac [19,20] comme suit :

M 1
K (xj,tj;$j_1,tj_1) = Qiﬂhg €exXp (;_LS]) s (13)

ou

t
Si= [ Liaap (1.4)

tj—l

avec le lagrangien L (z;,4;) est donné par :

L=—i’-V(z). (1.5)
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En subdivisant Uintervalle de temps T = t” — t’ en N intervalles élémentaires égaux tel

que € =t; —t;_1 = T'/N. Le propagateur prendra la forme suivante :

K (2", t";2' 1) —hm/HK xjytilaj 1, tj Hdl‘], (1.6)

e—0

avec
/

z' = xg et 2" =y, (1.7)

t' =t et t'=tn,
ainsi, le propagateur (1.6) prendra la forme discréte suivante :

[u]owli].  as

N-1

N[

N
K (2" t";2',¢) = lim [

N—o00 !

2mh€]

j=1
avec

N ”

-y @ -eve)| = [ L (19)
j=1 ti—1

ou 'action élémentaire est :

— (A:L’j)2 —eV (:L‘j)] , (1.10)

avec :

ACL'J‘ =T; —Tj—1

T

T=t —t

1.3 Passage du propagateur a la fonction de Green

Le propagateur peut étre exprimé en fonction de 'operateur d’évolution dans le temps

comme suit [21,19] :

K (J}//,t”; Zl,’l,t/) — <xll |U (tll’t/>‘ $/> 7 (112)
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ou

U(t",t') =exp (—M) , (1.13)

h
ZL‘/>, (1.14)

> 1) (6] =1, (1.15)
In

( zf[T)
exp | —
n

<€’ n|x> = w&n (:E) ) (1'17)

avec T'=t" — t'. L’équation (1.12) s’écrit alors :

< zﬁT)
exp | —

h
en utilisant la relation de fermeture a ’équation (1.14) :

K(l‘”,t”;ﬁl,t,) — <xl/

on obtient,

(e ¢]
K (ZL‘H, t”; l’,, t,) _ Z <ZL‘”

In

€,n> (0,n|x"). (1.16)

En tenant compte de la relation :

'équation (1.17) nous permet donc d’écrire le propagateur (1.16) sous la forme suivante :

[ee] .
1By, T
K (2" t"; 2 ) = lem (") by, (a') exp (—%) : (1.18)
4n
x") est la fonction d’onde relative a ’énergie propre F,, 4 .
Yy, (2") est la fonction d’onde relative & I'énergie propre E,,
Il est, par ailleurs, possible d’extraire le spectre d’énergie ainsi que la fonction d’onde
correspondante d’un systéme physique donnée, a partir de la fonction de Green, cette derniére
n’est autre que la transformée de Fourier du propagateur [22]. En effet,

1 o
G (2", 2'; FE) = %/ dT exp <
th Jo

BT

- ) K (2", 2;T). (1.19)

1.4 Intégrale de chemin en coordonnées sphériques

Considérons le cas d'une particule de masse M se mouvement dans un espace Euclidien a

trois dimensions dans un potentiel V (7). Le propagateur de Feynman est donné par :
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T (t") el . ¢ M 2
K (?//7 7. T) = / DT (t) exp L / <_ (?) -V (T)> dt (1.20)
7(t/):—>/ h # 2

N 3 N—1 .

M |2 — ¢

oy | ?
e {QMHJ . {/Rs dr’} P [ﬁSN} ’

avec action totale :

Sy = isj = i {2% (A7) —eV (rj)} : (1.21)

ol §; est I’action élémentaire :

y Bﬁ(r +rY 27T 1)—5V(r])]. (1.22)

Nous allons aborder maintenant 'intégrale de chemin & trois dimensions en coordonnées

sphériques (1,0, ¢) ; ou le systéme des coordonnées sphériques est défini par :

x = rsinfcos ¢,
y = rsinfsin ¢, (1.23)
z=rcosf,

avecr > 0,0 <6 <met0< ¢ < 2r. L’élément de volume d7 et la mesure en coordonnées

sphériques sont données respectivement par :

dr; = TJQ- sin¢ d; do; dr;, (1.24)

et

T-11 o] § (1.25)

Jj=1
N-1

X [/ //%rsmedr]dedd)

=1

[ — |
—
&
=]

.
_
I

.

L’intégrale de chemin (1.20) peut étre réécrite en coordonnées sphériques ainsi :
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N %N 1 ot
K(7" 7'T)= 1 0.dr;df;d 1.2
(", T) NI_I,I;OE [2mh€] ey {/ / / 7’ 654 qb] (1:26)
N i
- 1
><Jl;[leXp [hS(J,] )} ,

avec 'action élémentaire :

. M
S (],] — 1) = |:% (TJZ + 7”]2;1 - 2Tjrj—1 COs Gj,j—l) — eV (Tj):| > (127)
ou
cos®; ;i1 = cosfjcosf;_; +sinf;sinb;_; cos (d)j — gzﬁj_l) . (1.28)

L’expression (1.26) n’est pas appropriée pour l'intégration, en raison de la présence des
termes — (i/h) (M /e) rjrj_1 cos ©;;_1 dans action. Cette derniére est séparable en une partie
radiale et une partie angulaire.

Pour une évaluation explicite de la partie angulaire du propagateur (1.26), nous allons

utiliser la formule suivante (voir Gradshtein et Ryzhik [23], p. 980, Eq. (1.26) :

R (?) L(0) S (6+0) Lo (2) G (c03) (1.29)

z
£=0

ou v = (n—2)/2, I,(z) sont les fonctions de Bessel modifiées et C} (cos ©) représentent
les polynomes de Gegenbauer généralisant les polynomes de Legendre.

Pour simplifier les calculs, on prend n = 3 (v = %) . On aura alors :

(7050 _ <§)%r (%) éf; <£+ %) I3 (2) CF (cos©) (1.30)

27\ 7 & 1 1
= <?7T) (E + 5) Iy (2) C} (cos ©)
=0

- (1)% i (20+1) Ipps (2) Py (cos©).
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1
Nous avons également utilisé la relation C}? (cos©) = P (cos©) ot P (cos ©) est un poly-

nome de Legendre. Le propagateur (1.26) devient :

(1.31)

=
&
&
3
I
2
i)—‘
8
1
[\
=]
=t
L
m\w
=5
\
\
\
ﬂ
2
=
%
&.
Qﬂ
QU
%
&.
S

ou encore :

3N [eS) N-1 00
K (7", 75T) = lim | —2_| > H/ ridr; (1.32)
’ ’ 2mwihe 0v=0 0 7
1, WEN=

i 2 MTj’f};l
/0 i (26, +1) 1y 41 (W)

: Mror:
C} (cos©;_1)sinb;df dgb]] {(%N + 1)[€N+ ( :;_Z; 1)
i [ M
CfN , (cosOn,n 1)} X exp {ﬁz [2_5 (r24ri,) —cV (rj)]}
j=1
On a
N-1 N—1
1 1
rj=—== 1] (ryri1)?,
Jj=1 rr j=1

: [Nl /0 N rjdrj] (1.33)

e L] S (2
T Amihe o riy!
N =

El,£2,£3 le
N1 T 2
Mryrjr;_4 1
le_[l{/o ; (2¢; + )zﬂ%( e ) 7 (cos©;;-1)sin0;d0;dg,
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et nous utilisons le théoréme d’addition pour les harmoniques sphériques [24] :

1
P (cos A6;) = g ey Z 05,6;) Yo (051, 6;.1) (1.34)

le développement de (1.30) nous donne :

00 1
e7°5® = o (\/ 2;) ZI“% (2) Z Yom (Qja ij) Yim (Hj—l’ gbjfl) : (1.35)
=0

m=—/

En substituant I’équation (1.35) dans I’équation (1.31), nous trouvons :

N

M N 0o 1 5 [V-1 reo
K (?,/,t”; 7/,75/) = ]\ll_r)noo l%} Z (7‘"7”’) [H /O rjdrj] (136)
LIN=0 =

l1,02,03,..

i Mrir:_q 2
Jli—
X 1 Ifj+%( ihe > § / }/Zm 9]7¢ }/Zm( Jj— 17¢] 1)

J

. Mrjr;_
sin 0;df;d¢; []£N+; (Z;‘L—ejl) ( Z Yiy.m (0N7¢N)>

m=—Lln

XY (On1, by 1)exp{h2{ (r2 477 )—€V(Tj)]}.

En employant la relation d’orthogonalité des harmoniques sphériques :

/0 " /0 Y7 (0.0) Yo (0,0) sin 040d6 = 5406y, (1.37)
d’ou alors :
K (7" 47, i CEHD) e, (o 4707 ) Py (08 Os ). (1.38)
avec -

Ko (r" ¢ 1) = {%} ( /} /)2 fim [/ rjdrj] (39
the r’'r N—oo - 0
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et ©;; = (7", 7). Le propagateur radial K, (r”,¢";r',') peut étre simplifié en utilisant

le comportement asymptotique des fonctions de Bessel modifiées [20] :

2\ — € \3 z le 1
LE) TS ) e {E ke (e )L 140
e/ e— 0 \2mz eXP e 2z v 4 ( )

1
Mrr:_4 — cih 2 Mrir._y 1 ihe
I | —2— Y — e Cl+1);. 1.41
”2( ihe )e—>0 (27TMTjTj_1> exp{ the 2 Mrjri_q (£+ )} (1.41)

Nous obtenons :

Nl N1 ¢ oo
li < M ) { / drj} (1.42)
N—oo 27Tlh€ 1 0

[% (ry =151)" = HEXLRe oy (Tj)] }

2M7’j7’j71

Ou le potentiel effective est définie par I’expression suivante :

RO(+ 1)

‘/eff - V<Tj> + W

(1.43)

1.5 Meéthode des transformations spatio-temporelles

Il existe plusieurs techniques de calcul du propagateur relatif a des potentiels physiques,
mais dans certains cas on ne peut pas utiliser ces techniques a cause de la forme compliquée
du propagateur.

Par ailleurs, en mécanique quantique non-relativiste, le formalisme des intégrales de chemin
a connu un succeés remarquable dans le calcul du propagateur de l'oscillateur harmonique [7]
et de la particule libre [10]. Mais, il a rencontré de sérieuses difficultés dans 1'étude de I'atome
d’hydrogene [11,21]. Ce probléme a été surmonté par I'introduction de la transformation spatio-
temporelle de Duru-Kleinert en 1979. Cette technique a permis de résoudre plusieurs problémes
non relativiste, qui sont plus compliqué et dans divers systémes de coordonnées.

Pour que cette étude devient plus accessible, on a besoin d’utiliser un double changement de

variable : une transformation de coordonnées [25] : © — z suivie d’une transformation locale du
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temps [26] : t — s. Une transformation spatio-temporelle devrait étre trés utile pour reformuler

I'intégrale de chemin en termes de probléme simple & résoudre.

1.5.1 Concept du Promotor

Comme nous 'avons vu précédemment, la fonction de Green qui n’est autre que la trans-
formée de Fourier du propagateur. En fait, la fonction de Green relative a un propagateur
nous permet d’extraire & partir de ses poles le spectre des énergies, et les fonctions d’ondes

correspondantes a partir des résidus aux poles. Cette fonction est définie ainsi :

1 [ BT
G (2", 2 E) = %/ dT exp (ZT) K (2", 2";T), (1.44)
0

nous pouvons réécrire cette équation comme suit :

G (2", 2 E) = %/P (", 2";T)dT. (1.45)

OuT =t"—1t, et P(z" a';T) est appelé le Promotor, il n’est autre que i K (", 2", T),

il est donné par :

N-1

NI

o] Moo [iw]. 0

=1 Jj=1

"o,
P, e5T) = h_r)nooH [27?2716]

.

Avec :

VVj :Sj +6jE. (147)

tj
Wj_/ [%j?—V(x)JrE dt.
ti—1

1.5.2 Transformation de coordonnées

En premier, nous commencons par la transformation de coordonnée pour simplifier le calcul

de l'intégrale de chemin, nous faisons le changement de variable x — z, défini par :

x— h(z). (1.48)
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Dans ce cas, le lagrangien (1.5) pour un systéme unidimensionnel devient :

W ()2 =V (2), (1.49)

M
L(Z,Z,t) = 7

N _ dh(2)
ou h' (z) = ==

Afin d’appliquer la transformation spatiale (1.48) a l’expression de l'action (1.10), nous

écrivons :

x; =h(z;
i =h(z) (1.50)
zj1=h(z1)
En utilisant la régle de la mid-point,
5= 2T A (1.51)
2
on peut écrire z; et z;_; en fonction de Z; et Az;,
~ Az
Ze = 2 _'_ _J7
T (1.52)
~ Az,
Zj1 =2 —
Le développement de Taylor de h (z;) au 3°™¢ ordre, nous donne :
Az Az Az;)? Az;)?
B = h (54 25) )+ 0 ) 25w (z) Bz B L s
2 2 8 48
De méme, le développement de Az; au 3¢ ordre, nous conduit & :
1/~ "~ (Azj>3
Aﬂfj =h (Z]) —h (Zj_l) =h (ZJ) AZ]' + h (ZJ) 24 s (154)
Le terme énergie cinétique aura pour forme :
M, o M., " (%) (Bz)”
— (Az;)* = =12 (3) (L) |1 ! . 1.55

D’autre part, le terme d’énergie potentiel V' (r;) ; se transforme comme suit :

eV (z;) = eV [h(%)] +o (7). (1.56)
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En substituant (1.55) et (1.56) dans I’action élémentaire (1.10), nous obtenons,

M. .. R (2) (Az;)?
8= WP (5) (82 |1+ 1 BB

1
TG 12

— eV (h(5)). (1.57)

1.5.3 La transformation locale du temps

Afin d’écrire le terme énergie cinétique sous sa forme standard, on utilise la transformation

locale du temps ¢t — s; ou la nouvelle variable du temps s est reliée a ¢t par :

dt

o= (W (z ()] (1.58)

Les deux parameétres infinitésimaux € et o; correspondant respectivement a ¢ et s ; vérifient
I’équation :
e =N (z)h (2-1) 0, (1.59)

ou o, est la nouvelle intervalle de temps donnée par :

0j =55 —S8j-1- (160)

En outre, nous avons :

(Az)?
8

/ ! (= " (= AZ "o~
W (z) =N (%) +h" (%) == + 1" (%)

5 T (1.61)

D’ou le développement de h'(z;) et h' (2;_1) en série des puissances de Z; et Az; conduit

W (z) B (z-1) = W™ (%))

(Az)* (B (5)  hW"™(%)
S (5 h@(zj))]' (162

Aprés la transformation nous pouvons aussi écrire € comme :

v () ]) o

1
E = O'jh}z {1 + Z (AZj)z
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l'action (1.57) est donné par :

(Az) — oy WP () V (2 )+£<Z2 ((Z; ;Zf )>>(Azj)4. (1.64)

Nous pouvons également examiner ’effet du double changement de variables sur la mesure

Sj =

20J

du propagateur. En effet, 'opération qui consiste a remplacer x; par h(z;) transforme, quant a

elle, dx; en h' (z;) dz; et nous conduit par conséquent, & une nouvelle forme pour la mesure :

N

M
H [22’%715
7=1

nous pouvons écrire le propagateur (1.8) ainsi :

:|1/2N 1

N
1/2
H ey = I H |:27,7Th60'j

:| 1/2 N-1
Jj=1

I 2= (1.65)
j=1

K (2", 2;T) = [K (Z)F (z")]"* lim H{

N—oo

} (1.66)

2imheo;

N-1
X | {/dzj} exp [h
7=1

i
20
+L h/l2 (Zj 2h/// Z])
8o, \ W2 (%))

notons que le terme en (Azj)4 contenu dans I’expression de 'action peut étre remplacé par

Az] —0; h’2V

une correction quantique en utilisant la technique de McLaughlin et Schulman [27] :

+o0 "n [z "(z
_p N2 M W™= (z) 20" (%)
/ eXp( 2iho, (Az) Siho, (h/?(@ 3 (3) (Aaz)" (167)
(%))
G

zb))dx

)
+00 ; z "
1 s 3iho; (2,) 2h
— _ Az )2 —
/ eXp( 2ihe; B4~ 5, (h/?(y) 30

—00

le propagateur K (z”,z';T) s’écrit finalement,

N 1/2
K (2" 2;T) =1 (Z)W (z")]7"? lim H{ M ] (1.68)
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En insérant la transformation temporelle dT" = b’ (2”) ' (2') dS et le propagateur (1.68)

dans (1.44). Ceci donne :

G2, 2" E) =N (") (z’)/ dSP (2",2;8),
0

ou le Promotor P (2", z/;S) est donné explicitement par :

N 1/2 N—1 S
P (2", 2;8) = lim H thgaj} H {/ dzj] exp [ Z( (Az;)?
— j=1

N~>oo .
Jj=1 Jj=1

3h2 (h//Z (2 ) 2 p" (%)
WR(Z) 3N (3)

)i 1@ 0 G- ).

L’expression du promotor (1.70) sera utilisée ultérieurement dans le chpitre 03.

(1.69)

(1.70)



Chapitre 2

Intégrales de chemin dans SU(2)

2.1 Introduction

Nous pouvons classer la plupart des systémes exactement solubles en mécanique quantique
suivant leur structure en deux types : le type SU(2) et celui de SU(1,1). La méme chose peut
étre dite des systémes dans le cadre des intégrales de chemin. Le groupe SU(2) est utilisé comme
un groupe de symétrie cinématique ou dynamique [28]. La particule libre est le systéme physique
qui posséde le groupe SU(2) comme groupe de symétrie cinématique. De méme 1'oscillateur
Poschl-Teller possede le groupe SU(2) comme groupe de symétrie dynamique.

Nous allons présenter dans ce chapitre, les propriétés du groupe SU(2) notamment dans le
domaine des intégrales de chemin. Ensuite nous allons donner les représentations irréductibles

de SU(2) puis les intégrale de chemin dans ce groupe.

2.2 Propriétés du groupe SU (2)

2.2.1 Définition

Le groupe SU (2) est le groupe spécial unitaire de toutes les matrices dont leurs éléments
sont des nombres complexes (2 x 2), qui satisfont la condition suivante [29] :
a) la premiére condition est unimodulaires : det g = 1;

b) la seconde condition est unitaires : gT¢g = I,
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Ou I est la matrice identité (2 x 2) et g* est la matrice adjointe de la matrice g.

La forme générale d'un élément de SU (2) est donnée par :

a b
g= , (2.1)
-b* a*

ou a et b sont deux complexes. La condition d’unitarité et le déterminant = 1 est assurée

par :
la)® + b = 1. (2.2)

2.2.2 SU(2) et la sphére S°

Si on écrit les deux nombres complexes sous la forme suivante :

a = x+iy, (2.3)

b = s+it,

avec x,y, s,t € R, alors la condition (2.2) devient :

Pty s+t =1 (2.4)
Ceci est I’équation d'une sphére de rayon un dans 'espace R* ol les coordonnées sont les

(x,y,s,t).

Donc SU(2) est homéomorphe 4 la sphére de dimension trois S2.

2.2.3 Les angles d’Euler

La paramétrisation suivante introduisant trois angles, permet d’écrire les éléments du

groupe sous la forme simple :

cOS gei 5‘7—?/’ isin gei 50—;¢

9(,0,9) = cor
=

P 0 iYv—e [%
1sin 5e' - Ccos €
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ol les parameétres varient dans le domaine :

0 << 2m, 0<0<m, 0 <y < A4nm.

1 est 'angle de rotation, 6 est I’angle de nutation et ¢ est 'angle de précession.
L’élément g (¢, 0,1) peut étre s’écrit :

9(9,0,4) =g(4,0,0)g(0,0,0)g(0,0,%),

(2.7)
ou
elg 0
0 ez
[ R
4(0.0.0) cosy  ising 7
7 8in g CoSs g
e’% 0
9(0,0,9) =

Les nombres v, 0 et ¢ s’appellent les angles d’Euler de la matrice g.

2.2.4 Connexion entre SU (2) et SO (3)

Une rotation autour de 'axe z peut étre représentée par la matrice :

cosep —sing 0

0 -1 0
R.(p)=1] sing cosp 0 |=exp|le| 1 0 0 (2.9)
0 0 1 0 0 O

De la méme maniére une rotation arbitraire dans R? est donnée par la matrice :

Ry () = exp (—ip (nL)) , L = (L1, Ly, L3), (2.10)

ol le vecteur normal n détermine le plan et la direction de la rotation, et ¢ est 'angle. Ici

Ly, Ly, L3 sont générateurs de la rotation selon axes x,y, z respectivement :

0 0 0 0 01 0 -1 0
Li=iel 0 0 1|, Le=i| 0 00|, Ls=i| 1 0 0 (2.11)
0 -1 0 -100 0 0 0
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Ces matrices forment ’algébre de Lie avec des relations de commutation :

Afin de comparer SO (3) avec SU (2), on note qu'un élément arbitraire de SU (2) peut étre

représenté comme :

U=exp(—iH), H=H" TrH =0. (2.13)

Une matrice arbitraire H peut étre représentée sur la base des matrices de Pauli ainsi :

H: OéiSiZ

1 01 1 0 1 1 0
S == , Sy =- , Sy=- . (2.14)
2\1 0 2\ =i o 2\ o0 41
Comme :
[S,;, Sj] = ia,-ijk, (215)

donc les deux groupes ont la méme algébre de Lie. En revanche, les deux groupes de Lie ne
sont pas isomorphes. Par a; = ¢n;, chaque élément de SO (3) peut étre identifié & un élément

de SU (2) :

Un (@) = exp (—ig (nS)), S = (51,52, 53) - (2.16)

Cette identification, cependant, n’est pas un a un. Deux matrices R, (¢), R—, (27 — ¢) sont
égales et correspondent au méme élément de SO (3), tandis que U, (¢) = —U_, (27 — ¢). On
en conclut que :

SO (3) = SU (2) /Zo, (2.17)

ol le sous-groupe normal Zs est formé par les matrices +1.
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2.2.5 Mesure invariante sur SU(2)

La mesure invariante sur SU (2) est de la forme [29] :

du = N§ (|a|* + |b|* — 1) dzdydsdt, (2.18)

ou N est un facteur de normalisation et a = x+iy,b = s+1it. Afin d’obtenir I'expression de
la mesure invariante en termes de paramétre d’Euler, effectuons la substitution a = cos gei%,

0 io—y

b:zsm§e 5

Apres calculs, nous pouvons écrire :

du = N sin 0dOdedi), (2.19)

pour

2 s 2
/ / / sin 0dfdpdy = 1672 (2.20)
—27 JO 0

Ensuite, on peut choisir 1/1672 comme facteur de normalisation pour N;. Donc, I'intégrale

invariante sur SU (2) prendra la forme :

[ fwau=

Ou [ f (u) du est I'intégrale invariante sur SU (2) .

1 2 ™ 2 .
162 / / / f (@, 0,¢) sin0dfdpdy. (2.21)
—27 JO 0

2.3 L’algeébre de Lie de SU(2)

Dans le but est de trouver les générateurs du groupe, nous allons nous intéresser a 1’algebre
de Lie du groupe SU(2), c’est a-dire a I’espace tangent en 1’élément neutre du groupe. Le groupe
SU(2) est aussi une variété de dimension trois, donc il faut trouver trois vecteurs tangents
indépendants. Le moyen le plus simple est de considérer la dérivée en id d’un sous-groupe a
un parameétre. Deux sous-groupes apparaissent naturellement a partir de la paramétrisation de

SU(2), ce sont :

cost ising
g1 =4 (07 ta 0) = ) (222)
7 sin % CcoS %
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t
g2 =g (t,0,0) = SR I (2.23)
0 e*Z%

Le troisiéme groupe est choisi de fagon & avoir des relations de commutations simples :

go =g (m/2,t,—7/2) = 2 A ) (2.24)

Une simple dérivation donne les matrices tangentes :

~—

Jy = _ 2 : (2.25)
de =0 2 1 0
dgs (t 7 0 —z
Jo = g;; )| - 5 , (2.26)
t=0 —1 0
dgs (t 7 1 0
Jz = ggt( )| - 3 (2.27)
t=0 0 —1

L’expression du crochet de Lie sur cette base des matrices antihermitienne d’ordre 2 est :

[J17 J2] = J37 [J27 JB] = Jla [*]37 ‘]1] = J2- (228)

2.4 Représentations unitaires irréductibles de SU(2)

2.4.1 Les représentations D’

les représentations de SU(2) sont équivalentes & des représentations unitaires, et toute
représentation irréductible est de dimension finie.

On considere algebre de Lie de SU(2) :

On appelle un opérateur de Casimir un opérateur quadratique en générateurs qui commute

avec tous les générateurs.
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Soit le Casimir J? = J? + JZ + J3. On vérifie que :
[J2, 1] =0, i=1,2,3. (2.30)
D’apres le lemme de Schur, il existe j € RT que I’on écrira sous la forme :
J=jG+1). (2.31)

L’algebre de Lie réelle formée a partir des générateurs Jy et J3 a alors pour structure :

[J5,Je] = +J4 (2.32)
[J+, :],] = 2J3
On vérifie immédiatement que :
JoJo = JP— (1), (2.33)

J.J. = J—J(Jl—1).

La représentation choisie étant unitaire, les J; sont hermitiens. On peut donc diagonaliser

J3|m) =m|m) avec m € R. (2.34)
Alors on peut écrire :
T \jm) = Plim)—Jy (s~ 1)]j m) (2.35)
= JU+1)—m(m—-1)[jm)

= U+m)=(G-—m+1)[jm).

Or Ji = J_, on peut donc écrire la relation précédente sous la forme :

1T |G m)||* = (j+m)(j —m+1) > 0. (2.36)

Et de méme avec J, :

1T |7 m)||* = (j —m) (j +m+1) > 0. (2.37)
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Ce qui donne :

—Jj<m< . (2.38)

De plus, J3Jy = J, (Js+1) et J3J_ = J_(J3+ 1) donc :

J3Ji |jm) = (m+1)Jy|jm). (2.39)

Donc J, |j m) est un état propre de J3 de valeur propre m + 1.
Jyljm)yo<|jm+1). (2.40)

De méme avec J_ on en déduit :

J_|jm)ox|jm—1). (2.41)

Donc en appliquant p fois J_ :
T 1jmY o | m+p). (2.42)
En outre J; |j m) = 0 si et seulement si m = j et J_|j m) = 0 si et seulement si m = —j
Jljj)=0 et J_|j —j)=0. (2.43)

Donc il existe p tel que J” |j —j) < |j —j+p) =17 j). On a donc 2p € N. Alors p est
entier ou demi-entier.

Ce qui implique que toute représentation unitaire irréductible de dimension finie du groupe
SU (2) est caractérisée par un nombre j tel que 2j € N.

-La représentation est de dimension 2j + 1 avec j = 0,3,1,3, ...

- J? commute avec les trois générateurs, alors J? = j (j +1).

- Il existe une base {|j m)} telle que :

Jilim) = ViG+1) —m@m+1)jm+1), (2.44)
Jslim) = mlim), —j<m<j

J_lim)y = Vi(G+1) —m(m—-1)[jm-1).
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2.4.2 Eléments de la matrice D’

Les éléments matriciels de 'opérateur D7 (g) sont donnés par :
Dy, = (J m|D(g)|J n). (2.45)

On peut écrit 'opérateur D7 (g) comme :

D (g) — €i¢J3€i9J1€i’¢J3‘ (246)
On a donc :
Dy, (9,0,9) = ™™ P (cosb), (2.47)
d’ou :
P . (cos®) = (J m|exp (i0.J1)| J n) . (2.48)

Le dernier élément de la matrice, peut étre donné en fonction de la fonction hypergéomé-

trique :

Frateot) = o [P o () (0g) T e

0
xF <—J+m,J+m+1;m—n—|—1;sin2§>.

Il est possible de représenter ’élément de matrice par :

g (¢,0,7) = exp (i¢J3) exp (10.J3) exp (i1) J3) . (2.50)

L’élément de matrice correspondant est :

Dy, (6.0,0) = ™™ dy, . (0), (2.51)

), (0) = (J mlexp (i0.5)] J n) . (2.52)
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C’est la fonction de Wigner, elle est donnée par :

o - [ () ()

6
x F (—J—I—m,J—I—m+1;m—n+1;sin2§).

Les fonctions de représentation P, (cos) et dy, , (6) sont liées par :

P, (cos®) =i "d) (). (2.54)

Alors que P;[Lm (cos #) est une fonction a valeur complexe, la fonction de Wigner est & valeur
réelle.

Les éléments de matrice ci-dessus ont les propriétés d’orthogonalité,

/ 1
DX (9) D] d = 8 7.7 it Ot 2.55
/SU(2) m,n (g) m,n (.g) 1% (g) 27 + 1 JJ ( )
™ , 2
/0 P;,]L*n (cos0) P,;]L,m, (cos@)sinfdf = 571 8 7.7 Ot Onin +
s , ) 2
/0 &), (0)dy o (0) sinfde = T 15”5%/5%,_
De plus, les propriétés de la fonction Wigner :
dp (0) = (=1)""dy,, (=0),
d’r{m,—n (9) = (_1)m+n dim,n (9) )
d;{z,n (6) = (_1)min d'r{@,n (9) )
d{m,fn ((9) = (_1)m_n d;]n,n (6) )
d;]n,n (6 + 7T) = (_1)J_m d;]n,fn (_9> )

et
P;,’m (1) =i™"d’, , (0) = G- (2.57)
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2.4.3 Caractére de D’

Le caractére de la représentation D’ est donné par :

X' (g9) =TrD’ (9)=> D}, (9). (2.58)

Puisque :

TrD (hgh™) =Tr [D(h)D(9) D (k") =Tr [D (h"')D(h)D(9)] =TrD(g). (2.59)

Pour toute h € SU (2),

X7 (hgh™) =x"(9). (2.60)

Pour cela, le caractére est une fonction centrale. Une matrice unitaire g peut étre transfor-
mée en une matrice diagonale gp par une matrice unitaire u comme g = ugpu~'. Si g € SU (2),
alors gp € SU (2). 1l est également possible de choisir u parmi SU (2). Par conséquent, nous

avons :

x” (9) = x” (9p) = TrD’ (gp). (2.61)

La matrice diagonale gp posséde la forme,
2
gp = , . (2.62)

L’opérateur D’ vérifie la relation au valeur propre :

D’ (gp) 7} = ™y’ (2.63)
Par conséquent, nous obtenons :

J

x’ (9) = Z <J m {D‘] (gD)} J n> = Z MmO — sin [(Sill](j(;/l;)@m], (2.64)

m=—J
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ou en termes de la fonction de Gegenbauer,

)
x’ (g) = Oy, (COS 5) . (2.65)
Ot © est donné en fonction des angles d’Euler comme :
cos o = COS 5 COS ¢ —; w. (2.66)

Les éléments du groupe g, et gq de SU (2) vérifie :

Ty ZZD‘]* i (90) - (2.67)

Sig,=g(d,0,¢) et gy =g (¢, 9",¢") de (2.5), alors nous avons :

J
X (gate) = > ™= Nem@TI PR (cos§) Py, (cos "), (2.68)
mn=—J
Oou encore :
J
X (g2t g) = Y @m@Tem@T0g) (6" d,, (0") (2.69)
mn=—J

Par contre, on peut facilement montrer que :

X’ (92 ) = C3y (%Q) , (2.70)
avec
cos (%Qj> = cos <%,) cos <%ﬂ) cos (M) + sin (%) sin (%ﬂ> cos (M) :
(2.71)

ot Ap = 9" — o et A= &' — &
En identifiant (2.69) avec (2.70), nous obtenons :
1 J
ol () = X Al () 67 2.7

mn=—J

C’est la fonction de Gegenbaur en terme des fonctions de Wigner.
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2.5 Intégrales de chemin dans SU(2)

Le propagateur dans la variété SU (2) s’écrit comme [28] :

N~>oo

R d7) = lim /SU2)HK s Gimty T5) Hdg] (2.73)

L’objectif dans ce qui suit est de calculer ce propagateur. Pour ce faire, on construit 1’in-
tégrale de chemin relatif & un propagateur d’une particule dans la variété SU (2). Ce test est
visualisé comme une particule libre se déplacant sur une surface 3d de la sphére S* inclut dans

I'espace Euclidien E*, ce propagateur est donné par :

libre M ? i
K™ (xj,xj_1;,7)) = Tmile exp ﬁSj , (2.74)
avec ’action,
M M
S] 25 (AZL']) = g [(AT]‘)Z + 27‘]‘7”]‘_1 - 2.1']'1']‘_1} s (275)
J J

ot r; = |z;|. Ensuite, la contrainte est que tout les chemins sont a la surface d’une spheére
de rayon a centré sur r = 0. Cette contrainte peut étre introduite dans I'intégrale du chemin

de la particule libre dans £* en remplacant la mesure d’intégration d*x par :
dp (v) = 0 (|| — a) d*z. (2.76)

Sous la contrainte, le propagateur posséde la forme :

- Ma> P77 i
K (uj,wj—1;7;) = { , } exp {—S] , (2.77)
e 2mihT, h?
ou
- Ma?
Sj = 7_— [1 - Uj,Uj_l] . (278)
j

Pour plus de commodité, nous avons utilisé u; = z;/|z;|. Ce qui donne pour la mesure
(2.76) :
dp (u) = § (|| — a) d*u. (2.79)

du (u) s’exprime en fonction des angle d’Euler comme :

du (z) = %sin 0dOdpda). (2.80)
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Par conséquent, 'intégrale de chemin de la particule libre en S? sera donné par :

N N-1
K (u' ;1) = lim Hf( (wj,uj—1;75) || dp () . (2.81)
N—»OO 53 N "
j=1 j=1
Par ailleurs, on a :
1 ~1 + 1 -1
w1 = 5T {9,075, (1) @ (wj0)" } = 5T {g;0;7 ) (2.82)
Ce qui donne pour ’action :
~ Ma? 1 _
S; = [1 —=Tr (gjgj_ll)] : (2.83)
Tj 2
Il en résulte,
~ Ma2 132 i~
K (g;,9j-1;7;) = 21° [QWith] exp [ﬁSj] . (2.84)

Ou le préfacteur 272 a été inséré dans cette relation afin d’utiliser la mesure normalisée.

Le propagateur dépend de la trace de g; gj’_ll, donc on peut écrie :

K (95,95-1375) = K (95975 75) - (2.85)

En utilisant le théoréme de convolution :

Fro o) = [ filog™) fa(on) die (o). (2.86)
et le fait que le propagateur total s’écrit en fonction des propagateurs partiels de la forme :
K (959, 575) = Y 1+ D) ks (7)) x” (g59) - (2.87)

2J=0

L’intégrale de chemin en tant que succession infinie de convolutions est donnée par :

[e.e]

K(g"g 7)) =>_ @I+ Dk (r)x (g9, (2.88)

ou les coeflicients de dilatation sont :

= lim Hk:J 7;) (2.89)

N~>oo
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Ou encore
Z.th

ky (1) = exp {—2Ma2 {(2J +1)° - ﬂ } . (2.90)

Enfin, nous considérons 'expression de I'intégrale de chemin sur la variété SU (2) en termes

d’angles d’Euler. Dans la représentation de 'angle d’Euler (2.70),

1 _ 1
§T7’ (959;21) = cos <§Qj) : (2.91)
ou
Lo ) = cos (% 01 A+ D¢\ (0 . (ia A — A
cos <§QJ) = Cos (E) cos (T) cos (T Fsin | 5 ) sin | == | eos | ——— ),
(2.92)

et la mesure normalisée est donnée par :

du(g) = du (0, 0,v) = 62 sin 0dOdpdi. (2.93)

Par conséquent, I'intégrale de chemin prendra la forme,
N N-1
K (d)//’ 0//’ w//; ¢/’ 9/’ w/, 7') = ]\}1_120/1_‘[ K (Hj, ¢j7¢j; Tj) ]1 d/JJ (Hj, ¢, wj) s (294)
j= j=

avec le propagateur,

3/2 ,
R 000m) =26 [ | o [ (1m0 (30 )

2mihT; Tj

~—~

2.95)

Alternativement, nous pouvons exprimer l'intégrale de chemin (2.94) comme suit :

N—oo

N .
f((¢//79//’w//;¢/,9/’w/;7) = 16772 lim /HeXp {%SJ} (2.96)
j=1

N

3/2 N—1
xH{ Ma’ } I (sin6,d6;d,dv;) .
j=1

8mihT

2
S = ]\fa (1 — cos <%QJ)> . (2.97)
J

La solution en série pour le propagateur (2.94) exprimée en terme d’angles d’Euler est la

Avec

suivante :

R (¢"0",0"56/,0,057) = Y (21 +1)C3, (%ﬂ) exp {— it {W + - ﬂ éz]'

2Ma?
2J=0

Cette expression sera utilisée dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

Solution analytique du potentiel
multi-parameétres de type exponentiel
par le formalisme des intégrales de

chemin

3.1 Introduction

La recherche de solutions exactes d’équations d’onde relativistes et non relativistes avec
différents potentiels a suscité beaucoup d’intérét en mécanique quantique [30,31]. La plupart des
potentiels sont exactement résolus pour les états s. Pour les états "¢”, de nombreuses méthodes
approximatives ont été proposées, par exemple la méthode de Nikiforov-Uvarov (NU) [32], la
méthode supersymeétrique (SUSY) [33], la méthode d’itération asymptotique (AIM) [34] et les
méthodes d’intégrale du chemin de Feynman [35,36, 37,38, 39,40]. Ces méthodes peuvent étre
classées en différentes catégories : approches différentielles ou intégrales, général ou spécifique,
numérique ou analytique,... etc. En outre, une caractéristique importante de ces solutions réside
dans I'approximation du terme centrifuge pour obtenir une équation soluble [41,42, 43, 44, 45].
Il n’existe toujours pas d’approche universelle pour tous les problemes potentiels et qui donne

les meilleurs résultats.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier le potentiel multi-parametres de type exponentiel [46,
47], c’est un modele physique qui peut décrire les interactions dans les noyaux et les structures

des molécules diatomiques et polyatomiques et qui a la forme générale suivante :

V() = Agexp (—r/a) Bqexp (—r/a) Cq*exp (—2r/a)
1—gexp(—r/a)  (1—qexp(-r/a))® (1—qexp(—r/a))®’

"o n
a

(3.1)

ou A, B, C et ¢ sont des parameétres réels et représente le rayon du potentiel. Avec
des choix spécifiques des parameétres, le potentiel multi-parameétres se réduit aux potentiels
de la forme exponentielle de Manning-Rosen [48], Hulthen [49], Eckart [50], Rosen-Morse [51],
Woods-Saxon, Schisberg [52], et tous les g-déformés des formes a savoir [53,54,55,56,57].

Pour traiter ce potentiel, nous utilisons le groupe dynamique pour transformer une inté-
grale de chemin compliquée & une dimension en une intégrale fonctionnelle maniable & trois
dimensions. Une telle approche a été utilisée pour résoudre des solutions d’états s [28, 58].
Notre contribution principale a travers ce chapitre est d’étendre cette approche a la résolution
des états "¢ du potentiel multi-parameétres de type exponentiel, en tenant également compte
de la présence du terme centrifuge. Au lieu de transformer le potentiel en potentiel résoluble
comme dans les précédentes approches intégrales de chemin [35,36, 37,38, 39], notre approche
permet directement de calculer les valeurs propres de ’énergie. De plus, nous proposons ici
une généralisation de l'approximation de Pekeris du terme centrifuge adapté aux potentiels
déformés.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la partie suivante de ce chapitre, nous
formulons le propagateur radial de Feynman associé aux états ”¢” dans le cadre du formalisme
de l'intégrale de chemin de Feynman. Nous utilisons une approximation approprié du terme
centrifuge. Ensuite, nous effectuons la transformation spatio-temporelle pour obtenir la fonction
de Green et calculer le spectre d’énergie et les fonctions d’onde associées. Nous examinons dans
la 2°™¢ partie, les cas particuliers ( potentiel de Hulthén, Manning-Rosen, Shifted Deng-Fan et

potentiel de Schisberg déformé ), afin d’évaluer et de comparer notre technique a I’état de lart.
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3.2 Meéthode du Feynman

Le propagateur relatif au potentiel multi-parameétres (3.1), entre deux points espace-temps
(r',t') et (r",t"), s’écrit comme
N ; N oo 73Nl
Ko(r" t"; v ') = ]\}i_r)noo/]l_[lexp [th] Jl_[l [m] jl_[l dr;, (3.2)

avec S; = 5L (Ary)* = eVips(ry, 0), 15 = 1 (1)), Ary =15 —rj1, 6 = tj—t; 0, 8 = to, 1" = tn,

et
R20(0 + 1)

Vers (13, £) = 2Mriri_q
J5J—

Pour trouver le spectre d’énergie et les fonctions d’onde a partir de la fonction de Green,

nous écrivons la relation entre cette fonction et le propagateur de Feynman :

G(r" v E) = (ih)™" /eiET/h Ko(r",r's 1) dr, (3.4)
= (ih)™* /Pg (", r'sT) dr,
ou 7 =t"—1t' et le promotor P, est donné par [8] :
N
M
B (rr's7) Nhi%o/HeXp{ ]H[m’he

avec W; = S; + k.

14, (3.5)

Pour résoudre I'équation (3.5) pour les états ¢ # 0, nous proposons ici une généralisation
de I'approximation de Pekeris du terme centrifuge [45], que nous avons adapté aux potentiels

déformés :

1 1 C — C: —2

—2%—2<OO+ 1eXp( 7ﬂ/a) geXp( r/a) 2) (36)
e (I —gexp(=r/a)) (1—gexp(—r/a))

ot Cy, C1, Cy et r, Certaines constantes seront choisies plus tard (voir 3¢™¢ partie).

En utilisant cette approximation, le potentiel effectif V. (r,¢) :

. p) = qgexp (—rj/a) q* exp (—2r;/a)
Vers(rj, £) Vo(l e (o) T V1(1 B —— + Va. (3.7)
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Avec :
2
Vo = hjﬂ(jj;) QL AL B
V=100 ByC (3.8)
2
Vo= 52%;1 Co

Le potentiel V,;(r;, £) est définie en termes des fonctions hyperboliques déformées comme :

1% Vi
Vers(rj, £) = 70 (cothy(r;/2a) — 1) + ?1 (cothy(r;/2a) — 1)° + V3, (3.9)
Ou :
cosh,(z) . er —qe ® e’ 4+ qe”"
h =4 h - h = 1
coth,(x) inh (2’ sinh, () 5 cos (2) 5 (3.10)

En utilisant le changement r = y + i In (\/5) , nous pouvons facilement arriver & la forme

non déformée de V¢ :

Vi V;
Veps(rol) = = (coth(y;/2a) — 1) + - (coth(y;/2a) — 1) + Vs, (3.11)
_ oy e/ q* exp (—2y;/a) W

1
(I—exp(=y;/a)) = (1—qexp(—y;/a))’
Nous appliquons maintenant un changement de variable non trivial (y; — z;), accompagné

d’une transformation locale du temps (¢ — o) [59,58] :

yy = hlz;) = ~2aln [cos (2,/2)],

(3.12)
e = 25 W (z)W (zj-1) 05,

avec y € |0,00], z € ]0, 7] et A’ est la dérivée de h.

Par ailleurs, la transformation (3.12) conduit & une nouvelle expression du potentiel V¢ :

Vers(ri, ) = Vo cot? <2> + V; cot* <2> + V5, (3.13)

et la nouvelle variable du temps peut étre exprimée comme suit :

2

;= aza cot % cot % (3.14)
Zjtzj—1

Considérant la mid-point Z; = , et la fonction cot(z;) = cot(Z;), on obtient :

2

2
oj = %500’5222] (3.15)
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Le développement en série de Taylor de (Ay;) nous conduit & :
1 "~ (AZJ')3
Ou encore :
2 1 1 h®(Z)) 2
(B = W E)A) |1+ 357 (050 (317
Nous pouvons également définir le développement A’ (z;) :
- Az _(Az)?
h/ (Zj) = h/ (Zj) -+ h”(ZJ)% -+ hI”(Zj)( gj) —+ ... (318)
Ce qui conduit a :
~ 1 - - -
W (2 (1) = P2(Z)" + 7 AW E)R"(Z) - 1"(%)} (Az)*. (3.19)
Ou
WA(Z) = W (2) (25-1) {h’ D(Z) — W*(Z) ) (Azy)?. (3.20)
En tenant compte :
W2 (2) = W () I (21), (3.21)
En substituant (3.21) dans (3.20), nous arrivons a :
~ ~ 1 - - ~
h?(z;) = h” (2) — 1 (h’(zj)h”’(zj) — h"2(zj)) (Azj)2, (3.22)
De méme la substitution de (3.22) dans (3.17) donne :
~ 1 _ 1., - -
(Ay;)” = ™ (2) (Az)* + (ZhIIQ(Zj) - Bhl(zj)h"/(zj)) (Az)*. (3.23)

Par ailleurs, la transformation (3.12) permet d’écrire I'expression des dérivées de h (z;) &

différents ordres :
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) , (3.24)

En substituant (3.24) dans (3.23), on obtient :

= (3 s+ P () - () ot o

l'action WW; devient :

3) s MG (s (5) - (3)) e e
3.26

dans laquelle nous avons employé l'intégrale suivante :

+o00 +o00 3b
/ exp (—az® — ba') do = / dx exp (—am2 - p) : (3.27)
B a

o0 —0o0

I'action WW; devient :

Ma? — ) K2 . ) . ,
W, = ¢ fan’ <ﬁ> (Az)? — 8/\2 (30802 <ﬁ> — sec” <ﬁ>> —Vopr(r)e+ Ee.
2e 2 32Ma?tan” (%) 2 2
(3.28)
La transformation locale du temps (3.15), nous permet de réécrire (3.28) :
Ma? R0 (o o (2\ —2(% —~2 (2
W, = 50, (Az)? — 87;2 <30502 <E]> — sec” (é)) + 40 tan (é) (E— Ve (r)). (3.29)
On peut aussi écrire le potentiel transformé (3.13) sous la forme suivante :
Viss(z;,0) = Voot (g) + Vicot: (g) & (%) (3.30)
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En remplagant (3.30) par (3.29), on obtient :

Ma? o R0 [ __o/%; 9 (%
W, = 50, (Az)” — 8M0Z? <3CSC (é) — Sec (é)) (3.31)
+ 40, E5ce? (Z—J) — 40, — 40,V
40— do,Vese (3) + 40,V

Le développement de Az; nous donne :

Az; 1
(AZ]')2 =38 |:1 — COS <TJ>:| + 4_8 (AZ]')4, (332)
ou :
iMa2 2 ’lj\ICL2 AZj ihO'j
8ho'j (AZ]) = h—o'] |:1 — COS < 5 >:| — 8MGJ2‘ (333)

Ceci conduit & :

() () [ ()] e

+ Ry(0)o; {6@2 (%)] + Rs(0)o;.

Avec

Ry(0) = 4E — AV, + 22

8Ma2
Ro(0) = —4V; — &3, : (3.35)
Ry(0) = —4Vo +4Vi + 4V, — 4E — i
La transformation spatio-temporelle (3.12) conduit également, & une nouvelle écriture de
la mesure :
N 1/2 N1 N 1/2 N—1
j];[1 {2 ;‘jhg} : E dr; = a~! [cot (2 /2) cot (z"/2)]1/2j1;[1 {8%;;] / E dz;. (3.36)
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Par conséquent, le promotor prend la forme :

]I/ZN 1

[ dz. 337)

L’action (3.34) est similaire a celle de l'oscillateur Poschl-Teller, pour lequel le groupe dy-

Py (7", v, 7) = lim a ' [cot ('/2) cot (2" /2) 1/2/1_[ ZWJ/EH|:

N—oo 8miho

namique est SO (3) [60]. Ce groupe peut étre obtenu en considérant que S* = SO (4) /SO (3),
qui transforme I'intégrale de chemin unidimensionnel en une intégrale de chemin dans S® rela-
tivement facile a calculer.

En utilisons I'expression asymptotique de la fonction de Bessel modifiée [61] :

/:W exp [2ipar — k (1 — cos )] da = (27 /k)"/? exp { 21k (4p B i)] ’ (338)

ou p est supposé entier positif ou un demi entier. Ceci nous permet d’écrire :

{exp2 [(z/h) Ry(0)o; [s?cz (ZQ—J)H} =2 {]\4@2 [c/o\s2 (Z—J)] /8m'haj}l/2 (3.39)
X /0 exp [Qiplozj + (iMa®/ho;) [c/o\s2 (%)] (1 — cos ozj)] daj,

et
(o m o [ ()]} =2 o0 [ ()] o} a0
X /0 exp [22’]925]» + (iMaz/haj) [5/1?12 (%)] (1 — cosﬁj)] dB;.

Avec I'expression p; et p; comme suit :

1/1 V2
1 1 1/2 1
P2 = §<1—2R2(6)Ma2/h2) 25(1+8V1Ma2/h2>“2,

sont supposés étre des entiers positifs ou des demi-entiers.

On multiplie (3.39) par (3.40), nous trouvons :
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1 Z;
exp { <ﬁ) ( 0)sec ( 5 > + Ry (¢)sec (é)) } (3.42)
Ma? z 1/2 2m . ,
= (i) @ ()= ()" [ [ exw s 200,
iMa?
+ ho, (1—005( >>] a;df;,
avec
1 9 (% —~2 (%
cos §Qj = COs (5) cos a; — sin <§> cos f3;. (3.43)
La substitution de (3.42) dans (3.37) conduit a :
"o -1 Z/ Z”
P (r",r';7) = 2a cos 7 )cos |5 (3.44)
;1N 3/2
: " /!
e foser [l 18] 12
-1
X jl_{ [4 sin ( ) cos < 5 ﬂ dzjdagdf3;.
Ou
- Ma? 1
VVj _ a |:1 — COS (593)] + RgO'j + 2hp1aj + 2hp2ﬁj, (345)
gj
et
cos 1Q cos(z>cos<z )cosa +sn(z>sn(zj_1)s'nﬁ
0. ) = ik i i ing..
27 2 2 ! 2 2 J
En exprimant les angles ; et §; en termes d’angles d’Euler :
1 1
aj =3 (Al/) + Ag; ) B = ) (A¢ A, ) (3.46)
et
2w 2 1 2w 2w
/ daj/ dB; = —/ dgbj/ dy;, (3.47)
0 0 2 Jo —2r
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en posant ¢’ = 1)’ = 0, L’équation (3.44) pour ¢ # 0 devient :

Py (7", r";7) = 2a"" [cos (2//2) cos (2’"/2)]1/2 exp {(%) ((v*+p} —1/4) 0) (3.48)

21 21
x /0 ag! / g explilp —p2) ¢ (1 5 pa) )

x K (2",¢",4";2,0,0;0).

On
N . N 2 3/2
[ (M T . T £~A Ma
K (2", ¢",¢";2,0,0;0) —]gggo/};[leXp {hSJ} J];[l {%maj] (3.49)
N-—1
x | sin zjdz;de du;;
j=1
et
- Ma? 1 3h2
5= 1o (39) ] + (537 o (3.50)
avec
, 2Ma?
V= (Vo + V). (3.51)

L’isomorphisme entre S* et SU (2) conduit & l'intégrabilité de 1'expression (3.49). Aussi

nous pouvons écrire [58,28] :

~ 1 1 2ih
K(Z”, ¢”’¢/’;Z’,0,0§ 0') = W Z (2J+ 1) C%J <COS <§Q)) exp |:— ]\;azo'J (J + 1) ,
J

(3.52)

ou la sommation s’effectue sur les valeurs entiéres et demi- entiéres de J.

En exprimant les polynomes de Gegenbaur C;; (Cos (%Q)) en fonction des polynomes de

Wigner [62], il vient :

ct, ( (%Q)) S Y el — ) (3.53)

pv=—J

x exp (iv (" =) d; , () d], (2").
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En injectant (3.52) et (3.53) dans (3.48), nous pouvons récrire Py (r”,7";7) (3.48) sous la

forme :

Py (r",7';7) = a ' [cos (2//2) cos (z"/?)]1/2 (3.54)
QZh 1 ? b2 2 dJ* ! dJ "
X Z (2J + 1) exXp | — Ma2 g J+ 5 - ( +p1) p1+p2,p1—D2 (Z ) p1+p2,p1—D2 <Z ) .
J

Comme les polynomes de Wigner diy (z) s’annulent pour J < p; + pe, on laisse J =

n+Jo=n+py+p, p=p1+p, v=p —pret (n=0,1,2 ...) réécrire (3.54) :

/ "
Py (r",7';7) = 2a 'cos (%) Cos (%) (3.55)
b , 4ihn’ _ n'+pi—1/2 \* N g/ 4pi—1/2 "
X Z (n' +p1)exp | — Ma2 o (p1 — Pn) (dpﬁpz,prpz) (2') A1 2.1 —p2 ("),
n=1

b27 12

ou d , (z) sont les polynomes de Wigner. p,, = < o ) et n' =n+ps+ 3.

3.3 Spectre d’énergie et fonctions d’onde

En substituant (3.55) dans (3.4), et en intégrant sur le parameétre de temps 7, nous trou-

vons

Wi ’ 7
G rE) = Fa sin (%) sin (%) (3.56)
- n' + b1 _\—1 dn’+p171/2 o dn’+p171/2 "
Z n! (pl B p"> ( p1+p27p1—172> (Z ) P1+p2,p1—D2 (Z ) :
n=1

L’expression de spectre d’énergie pour les états liés est déterminé a partir des poles de la

fonction de Green (3.56) :

r + Vs (3.57)
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2

2
E, = — ! ! 3.58
! 2Ma? 2 (n+py+1) (3.58)

2
2 (21\;2(12 (‘ﬁ?ﬁjgl)ﬁ _AiCt h;ﬂj\(j:—;)g)) B (n+p2+%)2

R0+ 1)

2Mr? Co.

On peut aussi réécrire G de (3.56) sous la forme :

1 !/ "
G (") = . sin (%) sin (%) (3.59)

f: n' + 4 (pl +ﬁn) (dn’-l-pl—l/? >* (Z/) dn’+p1—1/2 (Z”) ‘

n! E — En,Z + 140 P1+p2,p1—D2 P1+p2,p1—D2

n=1
En outre, les fonctions d’onde correspondant aux valeurs propres E,, , peuvent étre obtenues

a partir des résidus de poles [58]. On a :

an/ p1+p2,p1—P2

o \1)2 /
Xn.s (7,) — [M] (1 . efr/a)l/Q d" +p1—1/2 (2 COSil (efr/Za)) : (360)

ou

]_ (g + m)' (E — m)' m—m’ m—m’ (m_m/ m m/
0 no__ . e me ;m+m')
s (B') = 5 \/(ﬁ Y F— (1—x) (1+z) 2 P (),  (3.61)

avec z = cos 3 et P\ (2) est le polynome de Jacobi :

Péa’ﬁl) (2) = F'(n+a+1)

14+ 2
= Fl| - "+1.4 +1 . 3.62
T (ot ( n,n+a+5 +1,0 +1, ) (3.62)

2

3.4 Reésultats et discussions

Dans cette section, nous traitons des potentiels physiques qui peuvent étre écrits sous
la forme multi-parameétres du type exponentiel (3.1). Une fois que I'approximation du terme
centrifuge de la forme (3.6) choisie et des paramétres r., Cy, C; et Cy fixés, on peut déduire

les valeurs propres d’énergies de 1’équation (3.58), pour différents nombres quantiques (n, £), r.
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et le rayon du potentiel a. Pour montrer la précision de notre méthode, nous avons comparé
nos résultats a des techniques de 1’état de I’art récentes : la méthode d’itération asymptotique
(AIM) [63], les méthodes d’intégrale du chemin de Feynman [35,40], la méthode de Nikiforov-
Uvarov (NU) [32], et la méthode supersymétrique de forme (SUSY) [64]. En outre, nous avons
implémenté la technique numérique (NUM) proposée par Lucha et Schiberl [65] qui est utilisée
ici comme référence. Pour cette derniére, nous choisissons un pas h = 0.01 (choisie en unités
d’énergie ). Nous avons souligné les meilleurs résultats pour chaque cas afin de faciliter la

comparaison.

3.5 Cas particuliers

3.5.1 Premier cas : potentiel de Hulthén

Pourg=1, A= _2762 (Z est le numéro atomique et e la charge électrique), B =0, C' = 0,
le potentiel (3.1) prend la forme du potentiel de Hulthén [49]. Dans le but de comparer les
résultats, nous avons utilisé deux approximations différentes du terme centrifuge ayant la forme
(3.6). La premiére est I'approximation de Greene-Aldrich [43], pour laquelle Cy = %, Cy =1,

Cy =1, et 7. = a. La seconde est celle proposée par Stanek [44], ou 7. = a,

Co = m (—In(ze)2] + In(z¢)? — 21In(z¢)2¢ + 327 + 31n(z¢) — 620+ 3) ,
C, = 2 (In(z2¢)z3 — 323 — 3In(2¢)2¢ + 925 + 2In(2¢) — 920+ 3)) , (3.63)
Cy =

~Gnar
_m (In(20) (2} — 228 + 220 — 1) — 32} + 1223 — 1822 + 122, — 3),

ol z; est le minimum dépendant de ¢ de V..

Les résultats sont rapportés dans Tab. 3.1. Comme on peut le vérifier analytiquement
en comparant les expressions de valeurs propres d’énergie, notre technique avec la seconde
approximation et la technique de I’état de l’art N-U [32] ont donné des valeurs identiques.

D’autre part, nous constatons également de meilleurs résultats avec notre technique utilisant la

seconde approximation par rapport aux autres méthodes pour les potentiels de longue portée.
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TAB. 3.1 — Les ¢énergies des états lies (—FE, ) relatives au potentiel de Hulthén en unités

atomiques h=M =7 =e = 1.

Présent avec la

Présent avec la

Etat 1/a NUM [65]
premiére approx. seconde approx./N-U [44]
0.025 0.1127629 0.1127604 0.1127605
0.050 0.1010517 0.1010420 0.1010425
0.075 0.0898663 0.0898453 0.0898478
2p 0.100 0.0792067 0.0791717 0.0791794
0.150 0.0594652 0.0594007 0.0594415
0.200 0.0418269 0.0417491 0.0418860
0.250 0.0262921 0.0262466 0.0266111
0.025 0.0437091 0.0437066 0.0437069
0.050 0.0331697 0.0331602 0.0331645
3p 0.075 0.0239375 0.0239173 0.0239397
0.100 0.0160123 0.0159798 0.0160537
0.150 0.0040832 0.0040316 0.0044663
0.025 0.0436099 0.0436028 0.0436030
0.050 0.0327731 0.0327495 0.0327532
3d 0.075 0.0230450 0.0230109 0.0230307
0.100 0.0144258 0.0144147 0.0144842
0.150 0.0005135 0.0008528 0.0013966
0.025 0.0199504 0.0199480 0.0199489
4 0.050 0.0110517 0.0110422 0.0110582
0.075 0.0045538 0.0045340 0.0046219
0.100 0.0004567 0.0004252 0.0007550
0.025 0.0198513 0.0198444 0.0198462
4d 0.050 0.0106551 0.0106355 0.0106674
0.075 0.0036614 0.0036479 0.0038345
0.025 0.0197025 0.0196903 0.0196911
4f 0.050 0.0100601 0.0100463 0.0100620
0.075 0.0023227 0.0024452 0.0025563
5 0.025 0.0094035 0.0094011 0.0094036
0.050 0.0026142 0.0026047 0.0026490
0.025 0.0093044 0.0092977 0.0093037
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3.5.2 Deuxiéme cas : potentiel de Manning-Rosen

Pour ¢ = 1, A= —Ag/ka®*, B=0,C = (8 —1) /ka* k = (2u) /h* et a = 1/a. (Ag, B
sont des constantes et « est le parameétre de criblage) le potentiel (3.1) se réduit au potentiel de
Manning-Rosen [48]. Dans ce cas, nous avons utilisé les deux mémes derniéres approximations :
Approximations de Greene-Aldrich et Stanek. Les résultats rapportés dans Tab. 3.2 (5 = 0.75)
et Tab. 3.3 (8 = 1.5) montrent une amélioration par rapport aux techniques de ’état de 'art
pour presque tous les cas.

Par ailleurs, nous avons appliqué le potentiel de Manning-Rosen pour calculer les énergies
de vibration de la molécule “Liy (Tab. 3.4). Nos résultats sont en bon accord avec les valeurs
expérimentales données dans [66,67]. Nous noterons que nous avons obtenu des résultats iden-
tiques & ceux calculés a partir de la résolution d’équation de Schrodinger [68]. Les formalismes
de Feynman et Schrodinger donnent les mémes énergies exactes pour les états de vibration.
Le spectre d’énergie calculé peut étre utilisé dans la détermination des propriétés thermody-
namiques telles que : la fonction de partition, I’énergie interne, la chaleur spécifique, ainsi que

’énergie libre. pour certaines gazeuses et les molécules diatomiques (voir [69, 70, 71]).
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TAB. 3.2 — Les énergies des états liés (—E,, ¢) relatives au potentiel de Manning-Rosen en unités

atomiques h = M =1 avec = 0.75, Ay = 2a, pour différentes valeurs de a.

Présent avecl a Présent avec la

Etat a=1/a SUSY [64] NUM [65]
premiére approx. seconde approx.
0.025 0.1205298 0.1205273 0.1205273 0.1205271
2p 0.050 0.1082245 0.1082147 0.1082145 0.1082151
0.075 0.0964658 0.0964446 0.0964433 0.0964469
0.025 0.0458801 0.0458776 0.0458776 0.0458779
3p 0.050 0.0350689 0.0350593 0.0350589 0.0350633
0.075 0.0255647 0.0255442 0.0255422 0.0255654
0.025 0.0447812 0.0447741 0.0447737 0.0447743
3d 0.050 0.0337132 0.0336894 0.0336832 0.0336930
0.075 0.0237782 0.0237426 0.0237106 0.0237621
0.025 0.0208112 0.0208188 0.0208087 0.0208097
4p 0.050 0.0117309 0.0117213 0.0117209 0.0117365
0.075 0.0050311 0.0050108 0.0050086 0.0050945
0.025 0.0203068 0.0202999 0.0202993 0.0203017
4d 0.050 0.0109792 0.0109592 0.0109492 0.0109904
0.075 0.0038661 0.0038502 0.0037985 0.0040331
0.025 0.0199912 0.0199789 0.0199762 0.0199797
4f 0.050 0.0102385 0.0102237 0.0101784 0.0102393
0.075 0.0024162 0.0025344 0.0022810 0.0026443
op 0.025 0.0098080 0.0098055 0.0098055 0.0098079
5d 0.025 0.0095150 0.0095082 0.0095074 0.0095141
5t 0.025 0.0092862 0.0092756 0.0092712 0.0092825
5g 0.025 0.0090440 0.0090306 0.0090190 0.0090330
6p 0.025 0.0043556 0.0043531 0.0043531 0.0043583
6d 0.025 0.0041574 0.0041507 0.0041499 0.0041650
6f 0.025 0.0039678 0.0039582 0.0039528 0.0039803
6g 0.025 0.0037471 0.0037408 0.0037220 0.0037611
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TAB. 3.3 — Les énergies des états liés (—E,, ¢) relatives au potentiel de Manning-Rosen en unités

atomiques h = M =1 avec 8 = 1.5, Ay = 2a, pour différentes valeurs de a.

Présent avecla Présent avec la

Etat a=1/a SUSY [64] NUM [65]
premiére approx. seconde approx.
0.025 0.0899733 0.0899708 0.0899708 0.0899708
2p 0.050 0.0800489 0.0800394 0.0800389 0.0800400
0.075 0.0705870 0.0705671 0.0710332 0.0705701
0.025 0.0369155 0.0369131 0.0369130 0.0369134
3p 0.050 0.0272736 0.0272644 0.0272636 0.0272696
0.075 0.0189388 0.0189203 0.0189163 0.0189474
0.025 0.0394857 0.0394787 0.0394782 0.0394789
3d 0.050 0.0294680 0.0294456 0.0294379 0.0294496
0.075 0.0204735 0.0204451 0.0204058 0.0204663
0.025 0.0171753 0.0171749 0.0171728 0.0171740
4p 0.050 0.0089036 0.0088945 0.0088935 0.0089134
0.075 0.0031016 0.0030838 0.0030791 0.0031884
0.025 0.0182161 0.0182094 0.0182087 0.0182115
4d 0.050 0.0094998 0.0094823 0.0094697 0.0095167
0.075 0.0029422 0.0029382 0.0028746 0.0031399
0.025 0.0186248 0.0186128 0.0186098 0.0186137
4f 0.050 0.0093954 0.0093852 0.0093353 0.0094015
0.075 0.0019755 0.0021151 0.0018402 0.0022307
op 0.025 0.0080812 0.0080788 0.0080787 0.0080816
5d 0.025 0.0085415 0.0085349 0.0085340 0.0085415
5f 0.025 0.0086647 0.0086546 0.0086497 0.0086619
5g 0.025 0.0086252 0.0086126 0.0086002 0.0086150
6p 0.025 0.0034838 0.0034814 0.0034813 0.0034876
6d 0.025 0.0036722 0.0036657 0.0036647 0.0036813
6f 0.025 0.0036632 0.0036542 0.0036481 0.0036774
6g 0.025 0.0035464 0.0035413 0.0035214 0.0035623




3.5 Cas particuliers 63

TAB. 3.4 — Une comparaison des valeurs calculées des énergies de vibration (¢ = 0) avec les

calculs Ab initio et les données RKR pour la molécule 7 Liy. Toutes les énergies sont en unités

de em™!.

n  RKR [66] Ab initio [67] présent
0 31.857 31.90280 31.769
1 90.453 90.52792 90.329
2 142523 142.57360 142.394
3 188.240 188.25317 188.037
4 227.679 227.66881 227.332
5  260.837 260.82429  260.350
6
7
8
9

287.665 287.65673  287.160
308.098 308.09044  307.832
322.155 322.15386  322.432
330.170 330.18661 331.027
10 333.269 333.30295 333.682
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3.5.3 Troisiéme cas : potentiel de Deng-Fan déplacé

Pourq=1,b, = e¢™/*~1, A= —2b.D,, B =0, C = b2D,, I’équation (3.1) donne le potentiel
de Deng-Fan déplacé [72], ou r, représente la distance d’équilibre entre les deux noyaux, et D,
est 'énergie de dissociation. Pour résoudre ce potentiel, nous avons utilisé ’approximation

proposée par Badawi et al. [45], pour laquelle nous avons :

u? 1—n
Ci = 2(1-n)(Bu—(3+u)(1—n))exp(u)/u’,

G = a-n)f (G- 2 ez ot

Cy = 1—<1_’7>2( du —(3+u)), (3.64)

ot u=r./a et n=exp(—u). Nous avons obtenu des valeurs propres d’énergie identiques

a celles de la technique de 'état de Part basée sur le formalisme d’intégrale de chemin [35].

3.5.4 Quatriéme cas : potentiel de Schioberg déformé

Pour A = —2D, (exp (re/a) — q) /g, B=0, et C = % (exp (re/a) — q)*, le potentiel (3.1)
se réduit au potentiel de Schioberg déformé [48,52]. Ou r, représente la distance d’équilibre entre
les deux noyaux, et D, est ’énergie de dissociation. Encore, nous avons utilisé ’approximation
proposée par Badawi et al. [45] et donnée par ’équation (3.52), avec u = br.. Nous avons évalué
la précision de I'expression de spectre d’énergie (3.58) pour différentes molécules diatomiques :
NO(X?1L,), O, (X?’E;) , 05 (X?11,), Ny (X12;) JHE (X'S) et Hy (X12;) .

Les parameétres spectroscopiques des molécules diatomiques sont donnés dans le tableau
(Tab. 3.5).

Les résultats obtenus sont en accord avec ceux de la technique de I’état de I’art basée sur

le formalisme d’intégrale de chemin [40] (Tab. 3.6 et 3.7).
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TAB. 3.5 — Les constantes spectroscopiques pour les molécules diatomiques [73].

Molécule 1/1073(g)  a(A™Y) 1 (A) De(em™)
NO (X™1,) 1249 1357795 1.151 53341
0y (X?%)) 1.377  1.295515 1.207 42041
Oy (X?11,) 1.377  1.434935 1.116 54688

Ny (X15}) 1171 1392925 1.097 79885

Hy (X']) 0.084  0.80945 0.741 38318
HF (X's*) 0.160  0.971035 0.917 49382
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TAB. 3.6 — Les énergies ro-vibrationnelles F (cm™!) pour les quatre molécules diatomiques

NO(X?IL,), Oz (X3S, ), Hy(X'S)) et HF (X'ST) avec une valeur différente de n et .

NO(XIL,) 0, (X°57)
n Present Amrouche [40] NUM [74] Present Amrouche [40] NUM [74]
— 0 947.760 947.757 947.759 775.090 775.090 774.984
! 1 951.118 951.120 951.123 T77.862 777.860 T77.848
2 957.844 957.847 957.849 783.411 783.411 783.394
10 1132.685 1132.686 1132.686 927.579 927.574 927.562
15 1351.072 1351.072 1351.069 1107.654 1107.648 1107.634
20 1653.153 1653.153 1653.146 1356.737 1356.744 1356.714
0 6453.242 6453.240 6453.267 5269.673 5269.673 5269.581
; 1 6456.482 6456.483 6456.510 5272.342 0272.339 5272.250
2 6462.970 6462.972 6462.995 5277.684 0277.684 5277.588
10 6631.592 6631.593 6631.552 5416.479 0416.474 5416.325
15 6842.207 6842.206 6842.080 5589.836 0589.828 5589.607
20 7133.526 7133.525 7133.275 5829.618 58296.23 5829.279
) 0 9951.695 9951.693 9951.736 8118.517 8118.516 8118.378
1 9954.857 9954.858 9954.898 8121.117 8121.113 8120.977
2 9961.183 9961.187 9961.220 8126.322 8126.323 8126.175
15 10331.113 10331.112 10330.775 8430.442 8430.433 8429.966
20 10615.269 10615.269 10614.632 8664.044 8664.049 8663.303
Hy(X'5) HF (X's7)
— 0 2171.661 2171.660 2171.618 2047.549 2047.548 2047.581
’ 1 2289.430 2289.427 2289.372 2088.338 2088.338 2088.368
2 2523.908 2523.907 2523.795 2169.866 2169.865 2169.893
15 14257.421 14257.418 14184.547 6825.606 6825.605 6824.964
20 21406.290 21406.287 21121.346 10259.247 10259.246 10257.292
0 13641.356 13641.357 13641.123 13298.513 13298.513 13298.712
’ 1 13740.204 13740.202 13738.726 13334.578 13334.577 13334.713
2 13937.041 13937.041 13932.924 13406.661 13406.659 13406.668
Y 0 19916.031 19916.031 19915.723 19860.422 19860.421 19860.703
1 20003.596 20003.592 20000.399 19893.479 19893.478 19893.600
o 2 20177.985 20177.984 20168.807 19959.547 19959.545 19959.350
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TAB. 3.7 — Les énergies ro-vibrationnelles E (cm™') pour les deux molécules diatomiques

O3 (X?II,) et Ny (X'S}) avec une valeur différente de n et /.

OF (X?11,) No (XlE;)
. ) preset Amrouche NUM present Amrouche NUM
et al [40] [74] et al [40] [74]
— 0 934.611 934.612 934.601 1174.927 1174.927 1174.916
! 1 937.861 937.860 037.848 1178.881 1178.879 1178.870
2 944.353 944.354 944.341 1186.789 1186.788 1186.778
10 1113.127 1113.136 1113.112 1392.337 1392.337 1392.325
15 1323.940 1323.932 1323.924 1649.102 1649.107 1649.087
20 1615.561 1615.544 1615.541 2004.308 2004.305 2004.288
0 6376.612 6376.612 6376.545 8047.931 8047.9313 8047.8758
’ 1 6379.755 6379.755 6379.684 8051.7757 8051.7718 8051.7163
2 6386.035 6386.034 6385.962 8059.4563 8059.4546 8059.3972
10 6549.270 6549.270 6549.135 8259.1472 8259.1462 8259.0350
15 6753.159 6753.151 6752.948 8508.5928 8508.5949 8508.4072
20 7035.192 7035.186 7034.867 8853.6583 8853.6550 8853.3707
5 0 9846.087 9846.089 9845.984 12 460.549 12460.549 12460.466
1 9849.159 9849.158 9849.051 12 464.317 12464.313 12464.229
2 9855.296 9855.294 9855.183 12 471.848 12471.845 12471.756
10 10014.829 10014.839 10014.566 12 667.619 12667.618 12667.396
15 10214.091 10214.084 10213.639 12 912.165 12912.167 12911.769
20 10489.717 10489.708 10488.989 13 250.448 13250.444 13249.806




Chapitre 4

Calcul des propriétés
thermodynamiques des molécules O- et
H> a potentiel multi-parameétres de

type exponentiel

4.1 Introduction

Il y a eu un intérét croissant, ces derniéres décennies, dans le calcul des propriétés thermody-
namiques des molécules diatomiques [75,69,76,77,63]. La quantité physique la plus importante
est la fonction de partition qui peut étre calculée en utilisant les énergies des états vibration-
nels et permet, par la suite, de trouver d’autres quantités thermodynamiques telles que 1’énergie
interne U, L’entropie S, la chaleur spécifique C' et 1’énergie libre F' pour les états vibration-
nels. Pour ce faire, nous devons calculer le spectre d’énergie qui est généralement obtenu par
la résolution de ’équation de Schrodinger [78,79,55] ou par le formalisme des intégrales de
chemin [35, 36, 37,39,40].

Plusieurs fonctions de potentiels ont été proposées dans la littérature. Le premier poten-
tiel empirique proposé c’est celui de Morse [80] et utilisé dans plusieurs problémes en chimie

physique [81,82, 83, 84]. D’autres potentiels moléculaires améliorés ont été étudiés avec leurs
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propriétés thermodynamiques pour différentes molécules. Nous pouvons citer la version du po-
tentiel de Morse déformé [85] et les potentiels hyperboliques, par exemple Rosen-Morse [76],
Manning-Rosen [77] et Deng-Fan [63]. Ces potentiels sont importants en raison de leurs mul-
tiples applications dans de nombreux domaines, notamment la simulation des courbes de poten-
tiel moléculaire [86], la prédiction des quantités thermochimiques de substances gazeuses [87]
et le calcul des énergies de vibration moléculaire [88].

Dans le chapitre précédent et la référence [89], nous avons présenté un traitement analytique
intégral des états ¢ # 0 du potentiel multi-parameétres de type exponentiel PMPTE [46, 47]
donné¢ dans (3.1).

Dans ce chapitre, nous allons déterminer la fonction de partition des vibrations fondamen-
tales a I’aide d’expression des spectres d’énergies vibrationnelles des états ¢ = 0 du potentiel
multi-parameétres de type exponentiel obtenues dans [89]. De plus, nous calculons les propriétés
thermodynamiques pour I'¢tat X'¥* de la molécule Hy et 'état X*Y¥_ pour la molécule Os.
Nous rappelons dans la 2°™¢ partie de ce chapitre I’équivalence entre le PMPTE et le potentiel
de Tiez [90] et nous calculons les paramétres associés en utilisant les conditions de Varshni.
Ensuite, nous modélisons, dans la 3°™¢ partie, le graphe internucléaire pour I'état X 12; de
la molécule d’hydrogéne Hy et pour 'état X 32; de la molécule d’oxygéne O,. Dans la 4°™¢

partie, nous obtenons la fonction de partition et d’autres grandeurs thermodynamiques. Nous

comparons également notre entropie moléculaire calculée aux données expérimentales.

4.2 Equivalence le PMPTE et le potentiel de Tiez

Nous rappelons que I’expression (3.58) du spectre d’énergie du potentiel PMPTE est donné

dans le chapitre 03 et la référence [89] est donnée par :

(12
. 2 28 (< Vo + V1) A1k g1+ 1)
nt — T - 2.
: Qa2 4
pa (Qn—f—li 1+8Vy;“2)

Ou Vg, Vi et V, sont des constantes réelles données par :
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R +1)Cy

— +A+B 4.2
Vo=, TATE (4.2)
2
1
%:M@_’_B_FC?
ury ¢
R0 (04 1)
BT T

1 représente la masse réduite.
Le signe + correspond respectivement aux cas ¢ > 0 et ¢ < 0.
D’autre part, les fonctions des potentielles empiriques des molécules diatomiques satisfont

aux conditions de Varchni suivantes [91] :

dv (r)

dr — = O’
V(o) =V (re) = D, (4.3)
T = dnpcu?,

ou D, est 'énergie de dissociation, 7. est la longueur de 1’état d’équilibre, ¢ est la vitesse
de la lumiere, p est la masse réduite, et w,. est la fréquence vibrationnelle de l’oscillateur
harmonique d’équilibre.

En appliquant les conditions de Varshni au potentiel (3.1), nous obtenons :

A+B=—QTDe(exp(7‘e/a)—q), (4.4)
B+C =k (e (o)~ o

En substituant (4.4) dans (4.2) , nous obtenons :

RO(0+1)C, 2D,
%—W7—7(GXP(Te/G)—Q)a (4.5)
n2(0+1)Cy D, 9
Vi= o @ + Z (exp (re/a) —q)°,
R0+ 1)

v
? 2ur?

0-
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En utilisant (4.5) et (4.1), les états vibrationnel (¢ = 0) deviennent :

2

o 20D, (2 — ¢?) 20+ 14,1+ %ED, (e — g)°
" 2ua? @1 (orfa_ 2 4
pa 2n+1iVﬁ+%fDJ@J_q)
(4.6)
En revanche, grace a I’équation (4.4), le potentiel (3.1) prend la forme :
oxp (re/a) — ¢\
14 (T) = DB 1- - De‘ (47)
exp (r/a) —q

Pour remplir la condition V' (r.) = 0, on ajoute & V' (r) la valeur D,, qui ne modifie pas les

propriétés physiques de V' (le spectre sera simplement décalé). Par conséquent, nous obtenons :

V(r) =D, (1 - M)Q, (4.8)

exp (r/a) —q
Comme le PMPTE est identique au potentiel empirique de Tietz [90] dont ce dernier a

plusieurs applications en chimie physique [92,93].

En appliquant les conditions de Varshni au potentiel (4.8), nous obtenons :

1

, (4.9)

1 D,
o (B ) am
Tewea \| 20

ces expressions seront utilisées pour déterminer les quantités thermodynamiques, dans la

et

section 4.

4.3 Modélisation de la courbe internucléaire des molé-
cules diatomiques

Afin de montrer l'efficacité du modeéle potentiel multi-paramétres de type exponnentiel

PMPTE amélioré dans la modélisation de la courbe de potentiel internucléaire pour une molé-
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cule diatomique, nous comparons, dans cette partie les courbes du potentiel multi-paramétres
de type exponentiel et le potentiel de Morse avec les points des données expérimentales de po-
tentiel Rydberg-Klein-Rees (RKR) pour les molécules diatomiques [94,95] (voir Fig. 4.1). Nous
considérons ici deux molécules dominantes en thermochimie : I’état X 12; de la molécule H,
et état X 329_ de la molécule O, dont les constantes moléculaires sont donnés dans le tableau

Tab. 4.1 :

TAB. 4.1 — Les paramétres moléculaires spectroscopiques pour les molécules diatomiques étu-

diées.
Molécule  we(em™)  ae(em™)  ro(A)  D.(em™)
H, (X'S)) 4401.265  3.0177  0.7416 38297
Oq (X?’Z;) 1580.1932  0.1593268 1.2075 42047
40000'_ 30000
35000
4 25000 4
30000 <
25000-‘ 20000
< 20000 ~ 15000 -
4 E
= 15000 s
4 10000
10000 =
5000: 5000 <
0-‘ 04

0.0 05 10 15 20 25 30 35 T L ' ' )
F(x) 14 16 1.8
F1G. 4.1 — Points de données expérimentaux RKR et les modeles d’énergie des potentiels ana-

lytique pour les deux molécules diatomiques : Hy Fig : (A) et Oy Fig : (B).

Pour la molécule H,, le potentiel de Morse et le potentiel MPTE représentent bien le modéle
expérimental RKR jusqu’a r = 1.3A. Aprés cette valeur, le potentiel de Morse est plus adapté.

Pour la molécule Os, les trois graphiques sont identiques jusqu’a r = 1.45A. Pour r >
1.45121, nous observons que le potentiel MPETP reproduit mieux le potentiel expérimental que
le potentiel Morse.

Il est & noter qu'une comparaison similaire a été réalisée en [90] pour 'état A (3II;) de la

molécule CIF.
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4.4 Propriétés thermodynamiques

Afin d’étudier les propriétés thermodynamiques, nous allons utiliser le potentiel étudié
précédemment dans la premiére partie de ce chapitre (4.8). Le spectre d’énergie relatif a ce

potentiel qui est donné par (4.6) devient :

2

B 22 ), (e2rele — ) 2+ 1 /14 %5 D, (/o — g)?
n — e — 2 - ’
2ua® \ 9, L 14+ \/1 + 3ED, (/e — g)” 4
(4.11)

Comme les niveaux d’énergie vibrationnelle devraient augmenter avec ’augmentation de
n, 'équation (4.11) n’est pas valide lorsque les niveaux d’énergie vibrationnelle diminuent. La
valeur la plus proche de la valeur maximale peut étre déterminée en mettant % = 0, Ceci

donne :

1 8ua2D, (em</* — q)? a \/
o= 1+ 41 L JouD, (e2rela — 2. 412
n 5 \/+ W gV (e q?) (4.12)

Comme ny,,« est un entier, nous prenons le plus grand entier moins que le réel nombre

donné par I’équation (4.12).

4.4.1 La fonction de partition

La premiére grandeur thermodynamique que nous allons chercher est la fonction de parti-

tion, elle est donnée par :

Mmax

Q=Y e’ (4.13)
n=0

avec # = . En substituant (4.11) dans(4.13); nous trouvons :

2
2 8;1,0,2 2
N2 ;MZ De(eQ’l‘e/a,q2) 2'n,+1:|:\/1+h2q2 De(e"‘e/afq)
8| De— 2, 242 - .

2 2
2n+1i\/1+§%De (ere/a—q)
h4q

(4.14)
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En utilisant la sommation de Poisson pour dériver une expression de la fonction de partition

vibrationnelle [96, 98] :

MNmax

o=

Pour m = 0; ceci donne :

nmaXJrl
(0) = f (Nmax + 1) Z / ) e BTy, (4.15)

m=—00

[\DIH

MNmax

Zf

En tenant compte de (4.16), la relation (4.14) devient :

O = (e + 1]+ " b (@) da (4.16)

l\DIH

Nmax+1 _ De—X 51 _m 2
Q= % [e‘ﬁ(DE‘Ag%) — e‘B<De‘A95)] +/ e B( e —%) )dﬂc, (4.17)
0
2 2 2
avee \ = gl 01 = g (70— 7)o = 3 (1 (/1 3 (0 = 0)°) o = B
et go = nmmfﬁl = Pkl t02 ) — xf& — % et en le substituant dans I’équation (4.17),

Nmax+1 —B( D=2 51 _ xtdég 2 g2
/ e 6( (m+52 2 ) )dx = e_ﬁDe / 6’8)‘1/2 L +1 dy (418)
0 g1 yQ + 26,

= e—;ﬁ‘De \/% [erﬁ (\/591> —erfi (Mm)

=21 gfy ( BA (20, + 91)) I < B (20, + gz))} .

En utilisant la relation suivante [97] :

erfi (2) = —iexf (iz) — % /0 e, (4.19)

ou erf désigne la fonction d’erreur.

On obtient 'expression de la fonction de partition vibrationnelle classique :

Q= %e‘BDe [eﬁ/\gf — P \/% [erﬁ (\/ﬁgJ —erfi (\/ﬁgg) (4.20)
=20V grfy < B (26, + gl)) + e PN ( B (26, + m))” .

A T’aide de la fonction de partition vibrationnelle, nous pouvons déterminer les propriétés

thermodynamiques avec ses formules.



4.4 Propriétés thermodynamiques 75

4.4.2 L’entropie vibrationnelle

En substituant (4.20) dans I'expression de ’entropie, nous obtenons :

J0lnQ

orT
JdlnQ

op

=kln (% exp(—fD,) (exp(ﬁkgf) — exp(BAgs) + \/gﬁ (erf (\/ﬁ_Agl) —erf (\/592)
— exp(—28701) exf (v/BN201 + 91) ) + exp(—28001) erf (V/BAR0 + ) ) ) )

—kf (exp(ﬁkgf)-exp(6A9§)+~vC§;%§(Frf(\/BXgl)-—erf(\/gxgz)

— exp(—26A6y) erf ( BA20, + gl)> + exp(—28A0y) exf ( BN201 1 gz)>))
< (~0. =y o2 + (0.~ 2y et [T (D5 + 5

x (erf (\/ﬁgl) - (mgg) — exp(—26A0y) ext ( GA(26, + g1)>

+ exp(—25Ady ) erf ( BA(201 + gg)>> + i exp(BAg?) — g2 exp(BAg3)

S, =klnQ + kT

(4.21)

=kln@ — kp

-1

3 P
L 201V/7A ef/%(—wmﬁ ext (v/BAR0 + 1)) - w exp(BAg1)
_251me%—25A51> ext (/BARD1 + 42)) + w exp(ﬁx\g2)> -
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4.4.3 L’énergie interne

De méme, I’énergie interne est donnée par :

OlnQ
op

=~ (explaag) — exp(sa) + @% (ext (VB291) - ext (V/hn)

— exp(—208\d, ) erf ( BA(26, + gl>> + exp(—25A6;) erf ( BA(261 + 92))))
X (—(De — Ag1) exp(BAgt) + (De — Ag3) exp(BAgs) — \/§ (% + ﬁ)

X (erf (\/591) — erf <\/ﬁ_)\92> — exp(—20\d1) erf( BA(201 + g1))

+ exp(—25Ady) erf ( BA(201 + gg)>) + 9N exp(BAg?) — 92 exp(BAg3)

U=—

(4.22)

-1

3 &)
+261\/ﬂej%<—2”51) erf (v/BAE31 + 1)) - w exp(BAg1)
_251\/563%(_25)\51) erf ( BA(264 —l—gz)> + w eXp(ﬁ)‘QQ)) :

4.4.4 La chaleur spécifique

La chaleur spécifique sera calculée ainsi :
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C=—=-kB— (4.23)
— kB (exp(ﬁ/\gl) — exp(BAgd) + %% (erf ( B)\gl> ~erf (mg&) — exp(=28A61)
x exf (v/BAR0, + 1) ) + exp(—28001) erf (/BA(25; + gQ))))_1
x ((De—)\kf)ZeXp(ﬁ)\gf)+\/7(3i ? 4—3 x (erf (VBAg1)

—erf (\/_ 92> — exp( 26)\61)erf( BA201 + 00 ) + exp(=28A01)

A
X erf< BA(261 + 92)>> - g 253/2 %91 exp(fBAg: — \/ ngQ
x exp(BAg3) + 201 exp(—2BAd,) erf ( BA(201 + gl)> - (25;—;‘%) exp(BAg1) — 2A01

A(26 D, — \g? Ag2
(2 ;; 92) exp(AAgn)) — 91( glﬁ) exp(BAgi)

_91exp(BAG)  ga(De = Ag3) exp(BAGE)  gaexp(BAg3) _ 201VAT(De + 2201
3 8 B VB
_\/%51 exp(—26Ad1) orf ( BT 91)) N 2001201 + g1 exp(BAg1)

ﬁ3/2 6
+v251+g1(De—)\91) exp(ﬁ)\gl)+v (51—1—91 p(BAg1) + 261V AT

8 5 VB
X(De + 2/\51) exp(—26)\51) erf ( 6/\(2(51 + gg)> — 2/\51 251 + 92 exp 5) + @

g
\/méDe — Ags) exp(BAga) —

x exp(fAgs)) — k32 (exp(ﬂ/\gf) —exp(BAg3) + ;% (erf <\/ﬁgl) — erf <\/6_)\gg>
(

x exp(=207d1) et (/FN201 + g2) ) +

exp(—20\d1)

ey

exp(—26Ad, ) erf ( BA(20, + gz)) -

X (—(De = Agt) exp(BAgE) + (De — Ag3) exp(BAg3) — \/g ( D. 1 )
X (erf (\/5_/\91) —erf (\/592) — exp(—26)\§1)erf< BA(261 + 91)>

+exp(—26Ad;) erf ( BA(201 + gg))) + %exp(ﬁx\gf) — %exp(ﬁ)\gg)

+251mejp3(—25/\51) erf( BA(261+g1))—(251T+91)exp(5A91>
_251mexp(—25A51) (201 + 92)

erf ( BA(201 + g2)> +

VB

2
5 exp(ﬁ)\gg)> .
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4.4.5 L’énergie libre

En substituant (4.20) dans l’expression générale de I’énergie libre, on trouve :

F=—kTlhQ= —%an (4.24)

1

=3 (% exp(—BD.) (exp(ﬁkgf) — exp(BAgy) + \/gﬁ (erf (\/ﬁﬁ)
—erf (ﬁm) — exp(—20)\dy) erf ( BA(201 + gl)) + exp(—26Ad1)
x erf ( BA(261 + 92)>>>> :

A Taide des équations (4.12) — (4.24) et les parametres spectroscopiques (Tab. 4.1), nous
calculons les propriétés thermodynamiques pour 1’état X 12; de la molécule H, et I'état X 32;
de la molécule O, pour différentes valeurs de T, nous avons obtenu le nombre quantique vi-
brationnel n,., = 18 de 'état Xlzg de la molécule Hs et ny.c = 51 pour I'état X?’E; de la

molécule O,. Les résultats sont reportés sur la Fig. 4.2 et les tableaux Tab. 4.2 et Tab. 4.3.
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Fic. 4.2 — Variation des propriétés thermodynamiques en fonction de la température T pour

deux molécules diatomiques : Oy et H,.
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TAB. 4.2 — La variation des propriétés thermodynamiques en fonction de la température T

pour la molécule H, : la fonction de partition @), 'entropie S, 1.énergie interne U, la chaleur

spécifique C', I’énergie libre F.

I(K)

Q

S (10-2J.k1)

U (10-20.7)

C (10-%J.k1)

F (107207

2000
10000
15000
20000
25000
30000
35000
40000
45000
50000
95000
60000
65000
70000
75000
80000
85000
90000
95000
100000
120000

0.784983641
1.902321149
3.163391378
4.446672282
5.652468725
6.741781270
7.709472155
8.564304145
9.319355160
9.988001120
10.58242470
11.11319898
11.58930346
12.01829472
12.40651434
12.75928826
13.08110142
13.37574483
13.64643667
13.89592151
14.72422006

1.498901656
2.633382960
3.285099246
3.619176100
3.796307622
3.897557280
3.959728704
4.000257831
4.027997629
4.047753097
4.062289100
4.073280908
4.081785290
4.088495715
4.093880672
4.098266613
4.101884642
4.104903689
4.107448261
4.109613164
4.115689668

9.165731497
17.45522382
25.42623259
31.18064773
35.12239954
37.88494250
39.89378872
41.40688230
42.58170298
43.51744560
44.27882046
44.90962786
45.44028158
45.89259892
46.28253180
46.62207880
46.92028536
47.18423070
47.41942778
47.63036293
48.29313516

142.2503708
175.5473385
137.6767562
94.57969690
65.27660187
46.63215211
34.56665881
26.46936177
20.84085806
16.79796190
13.80105137
11.53086533
9.768475955
8.376785185
7.258391750
6.350643574
5.600630870
4.975408693
4.447324825
4.000443878
2.745027140

—1.671223205
—8.878605766
—23.85025603
—41.20287417
—59.78529090
—79.04177592
—98.69671587
—118.6034310
—138.6781904
—158.8702093
—179.1470801
—199.4872266
—219.8757624
—240.3021013
—260.7585185
—281.2392503
—301.7399093
—322.2571010
—342.7881570
—363.3309533
—445.5896251
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TAB. 4.3 — La variation des propriétés thermodynamiques en fonction de la température T
pour la molécule O, : la fonction de partition @), I'entropie S, l.énergie interne U, la chaleur

spécifique C', I’énergie libre F.

T(K)  Q S(10°3JkY) U(10°2J)  C(10°%JkY) F(1072))
5000 2149071962 2556345609  7.500496327  151.1351159  —5.281231652
10000 4.647668636  3.721072866  15.99891064  181.6636416  —21.21181802
15000  7.500429230  4.419498664  24.56318704  153.7915934  —41.72929285
20000 10.48107908  4.801225267  31.14583056  110.8278120  —64.87867473
25000  13.35378627  5.011115312  35.81873236  78.20873828  —89.45915064
30000 16.00270515  5.133418112  39.15638542  56.90576535  —114.8461580
35000  18.39403260  5.209302150  41.60855836  42.48801214  —140.7170169
40000 20.53352980  5.259065869  43.46651680  32.68499173  —166.8961180
45000 22.44274097  5.203246737  44.91418234  25.86117442  —193.2819208
50000 2414769382  5.317635567  46.06941848  20.77361832  —219.8123598
55000  25.67398300  5.335607032  47.01074809  17.09018282  —246.4476385
60000  27.04486771  5.349204340  47.79108386  14.23053073  —273.1611767
65000  28.28073158  5.359733277  48.44806348  12.10598980  —299.9345996
70000 29.39912928  5.368039706  49.00795806  10.34282897  —326.7548212
75000 3041505772  5.374712133  49.49112274  9.054754580  —353.6122869
80000  31.34129458  5.380140180  49.91135873  7.877810502  —380.4998556
85000 3218872576  5.384616644  50.28031622  6.888673830  —407.4120989
90000  32.96664526  5.388359058  50.60750165  6.200877054  —434.3448136
95000  33.68300851  5.391506448  50.89842364  5.499708588  —461.2946897

100000  34.34464990  5.394187181  51.15962000  4.968478800  —488.2590984

120000

36.55068856

5.401704133

51.97950201

3.392474160

—596.2249931
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4.4.6 L’entropie

Pour valider nos résultats, nous avons comparé les valeurs calculées de I’entropie molaire
totale, obtenues pour différentes valeurs de la température T', avec les données expérimentales
de la base de données du National Institute of Standards and Technology (NIST) [99].

Sur la base de I'entropie vibrationnelle S, obtenue, nous avons calculé I’entropie molaire

totale S en utilisant 1’équation suivante :

S = NaS, + S; + S, (4.25)

ou N4 est la constante d’Avogadro et les entropies molaires de translation et de rotation

sont respectivement données par [100] :

5+1 omrmKT\>"*\ KT

g T 12 P
T

S

ou m désigne la masse moléculaire, ©, désigne la température caractéristique de rotation

9, =

S, =R , (4.26)

%, o est choisi & 1 et 2 pour les molécules diatomiques hétéronucléaires et ho-
monucléaires, et P désigne la pression du gaz. Comme dans [100], nous ajoutons un terme
empirique supplémentaire de %R (pour la molécule Os) et %R (pour la molécule Hs), a la droite
de ’équation (4.25), pour prendre en compte les contributions des états excités. La Fig. 4.3 et le
Tab. 4.4, montrent un trés bon accord entre nos résultats calculés et les données expérimentales

pour les deux molécules étudiées.

Pour la molécule O,, nous avons obtenu des résultats similaires & ceux obtenus dans [100].
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TAB. 4.4 — La variation de la température 7' de I’entropie molaire JMol 'K ~! pour les gaz H,

et 02.

T (K) Hj (calculé) Hj (empirical) Oy (calculé) Oy (empirical)
300 128.9 130.9 205.0 205.5
600 150.5 151.1 227.8 226.5
900 163.6 163.1 241.7 239.9
1200 173.2 171.8 251.9 250.0
1500 180.7 178.6 259.8 258.1
1800 187.0 184.8 266.4 264.8
2100 1924 190.1 272.0 270.6
2400 197.1 194.8 276.9 275.7
2700 201.3 199.0 281.3 280.3
3000 205.1 202.9 285.2 284.5
3300 208.5 206.5 288.7 288.3
3600 211.7 209.8 292.0 291.8
3900 214.6 212.9 295.0 295.1
4200 217.3 215.8 297.8 298.2
4500 219.9 218.5 300.4 301.1
4800 222.3 221.1 302.9 303.8
5100 224.6 223.6 305.2 306.4
5400 226.8 225.9 307.4 308.8
5700 228.8 228.2 309.5 311.2
600 230.8 230.3 311.5 313.5
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Conclusion

Cette thése avait deux objectifs :

Dans la premiére partie, nous avons présenté un traitement du potentiel général de type
exponentiel dans le cadre de l'intégrale de chemin. Nous avons d’abord proposé un schéma
d’approximation pour le terme centrifuge qui est une généralisation de celui de Pekeris ; et utilisé
la technique des transformations d’espace-temps, afin de convertir I’expression du promotor en
une forme maniable. A partir de ce dernier, nous avons calculé la fonction de Green aprés avoir
transformer une intégrale de chemin unidimensionnel en celle tridimensionnelle et solvable.
L’expression analytique du spectre d’énergie et les fonctions d’onde a I’état normalisé ont été
obtenus & partir des poles de la fonction Green et de leurs résidus, respectivement. Nous avons
évalué et comparé nos résultats a d’autres travaux. Pour cela, nous avons considéré plusieurs
potentiels comme des cas particuliers du potentiel de type exponentiel que nous avons résolu
dans ce chapitre. Les résultats ont montré que notre technique améliorait les résultats des
méthodes concurrentes.

Dans la dexiéme partie de ce travail, nous avons calculé les proprités thermodynamiques
pour deux molécules diatomiques, H, et Oy. Nous avons utilisé I’expression de ’énergé améliorée
pour le potentiel multi-parametres de type exponentiel que nous avons montré qu’il s’adapte
trés bien au potentiel expérimental RKR. En utilisant les paramétres spectroscopiques des
molécules et 'expression de I’énergie des états vibrationnels, nous avons déterminé toutes les
fonctions thermodynamiques liées a la fonction de partition telles que ’entropie vibrationnelle
S, I'énergie interne U, la chaleur spécifique C' et I’énergie libre F'.

Nos résultats peuvent servir de référence aux études expérimentales en chimie physique.

Au vu des résultats trouvés, nous pouvons affirmer que ce formalisme peut étre considéré

comme étant un outil de travail trés puissant et efficace pour trouver le propagateur associé au
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plusieurs problémes de la physique quantique, en particulier les problémes non relativiste, et

par lequel on pourrait franchir les domaines de la physique les plus ardus.
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Abstract

This paper presents an analytical path-integral treatment of the /-states of an exponential-type
potential. We propose a generalization of the Pekeris approximation of the centrifugal term
adapted to deformed potentials. To obtain solutions of the radial Feynman Kernel for arbitrary
angular number, we perform a nontrivial change of variable accompanied by a local time
rescaling. Using Euler angles and the isomorphism between S> and SU(2), we convert the radial
path integral into a maniable one. Analytical expressions of the energy spectrum and the
normalized ¢-state eigenfunctions are derived from the Green function. Several potentials are
obtained as special cases of the general exponential-type potential. Thus, their eigenvalues and

eigenfunctions are deduced straightforwardly. Numerical results show that our technique

improves the state-of-the-art.

Keywords: Feynman Kernel, ¢-states, exponential-type potential

1. Introduction

Finding exact solutions of relativistic and non-relativistic
wave equations with different potentials have received much
interest in quantum mechanics [1, 2]. Most of the potentials
are exactly solved for the s-states. For the /-states, many
approximate methods have been proposed, e.g. the Niki-
forov—Uvarov method (NU) [3], the supersymmetric shape
invariance method (SUSY) [4], the asymptotic iteration
method (AIM) [5], and the Feynman path-integral methods
[6-11]. These methods can be classified into different cate-
gories: differential versus integral approaches, general versus
specific, numerical versus analytical, ... In addition, an
important characteristic of these solutions lies in the
approximation of the centrifugal term to obtain a solvable
equation [12—16]. There is still no universal approach to deal
with all potentials and which gives the best results.

In this paper, we treat the multi-parameter exponential-
type potential [17, 18], a physical model which can describe

4 Author to whom any correspondence should be addressed.

0031-8949/19/055204+10$33.00

the interactions in the nuclei and structures of the diatomic
and polyatomic molecules, and which has the following
general form:

B gexp(—r/a)
(1 — gexp(—r/a))?

A gexp(—r/a)
1 — gexp(—r/a)
C g% exp(—2r/a)
(1 — gexp(—r/a))*’

where A, B, C, g are real parameters and a denotes the radius
of the potential. With specific choices of the parameters, the
multi-parameter potential reduces to potentials of the expo-
nential form of Manning—Rosen [19], Hulthén [20], Eckart
[21], Rosen—Morse [22], Woods—Saxon, Schioberg [23], and
all g-deformed of the namely forms [24-28].

To deal with this potential, we use the dynamical group
to transform a one dimensional complicated path integral into
a maniable three-dimensional functional integral. Such an
approach has been used to solve s-states solutions [29, 9]. The
main contribution of this paper is to extend this approach to
solve /-states of the multi-parameter exponential-type poten-
tial, dealing also with the presence of the centrifugal term.
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Instead of transforming the potential to a solvable one as done
in previous path-integral approaches [6—10], our approach can
compute the energy eigenvalues straightforwardly. In addi-
tion, we propose here a generalization of the Pekeris
approximation of the centrifugal term adapted deformed
potentials.

The paper is organized as follows. In section 2, we for-
mulate the radial Feynman propagator associated with any
{-wave in the framework of Feynman’s path-integral form-
alism. We use an appropriate approximation scheme of the
centrifugal term. Then, we perform the space-time transfor-
mation to obtain the Green function and compute the energy
spectrum and associated wave functions. In section 3, we
consider the special cases of the Hulthén, Manning—Rosen,
the Shifted Deng-Fan, and the g-deformed Schitberg poten-
tials, to evaluate and compare our technique to state-of-the-art
ones. Conclusions and future directions are given at the end of
the paper.

2. Feynman method

In the radial three-dimensional space, the short-time propa-
gator for a physical system described by the multi-parameter
potential (1), between two space-time points (/, /) and
@, "), is given by

N—oo

1[5

o1 L2mize

N .
i
Ke(r”, t"; ¥', ') = lim —
e( ) f|:| [ﬁ ]

%N
] o o

with §; = Z(AR? — Ver (1, 0,15 = r (@), Ary = 1y = 1y,
e=t—ti, ' =1, 1" =1y, and
A+ 1)
Ve (i, {) = ———= + V(r)). 3
eff( J ) 2le,-rj,1 (j) ( )

To find the energy spectrum and the wave functions from
the Green function, we write the relation between the latter
and the Feynman propagator:

G(r", r', E)=(im)" [eEr/" K,(r", '; ) dr,
=" [P, 1y 7) dr, )
where 7 = ¢/ — ¢ and the promotor P,, introduced here for

computational convenience, is given by [30]

B, r

N .
n=Jim [T1 exp[}iwj]

N M /2Nl
X dr;, 5
jljl [277i/i€] g ! ®

with W; = §; + €E.

To solve equation (5) for nonzero angular momentum
states, we propose here a generalization of the Pekeris
approximation of the centrifugal term ([16]), which we

adapted to deformed potentials:
Gexp(—r/a)

Lot e+
P2 2T (= gexp(—r/a))

Cyexp(—2r/a) )
(1 — gexp(—r/a)* )

Q)

where Cy, C;, C,, and r, are some constants that will be
chosen later (see section 3).

Using this approximation, the effective potential reads

gexp(—rj/a)
(1 — gexp(—rj/a))
g*exp(—2r;/a)
(1 — gexp(—r;/a)?

Verte (r, ) =W

+W Va2, (N

with

2Mr? q

e

( 2
Vo (ﬁZ(Z+I)Q+A+B)

2
Ly - (ﬁ Wt Yoy
2Mr? ¢?
A2+ 1)

Vo= —"75—C
2T 2Mr? *

+B+C) ®)

\

The effective potential can also be written in terms of the
hyperbolical functions

Vier(ry, ) = %(cothq(;—;) - 1)
v

1 T ’
+ (cothq(—) - 1) + W, 9)
2a
where
h X _ —X

cothy (1) = XM Gy = £

sinh,(x) 2
COShq()C) = H—%

Using the translation r =y + —]n (J/9), we can easily
find the non-deformed form

Vi
Vet (rj, €) = To(coth(yj/Za) -1

Vi
+ Z‘(ooth(y,-/zm — 12 + W,

o exp(—y/a)
~ U~ exp(—y;/a)
exp(—2y;/a)
(1 — exp(—y;/a)?

+ W (10)
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We apply now a nontrivial change of variable (yj — Zj),
accompanied by local time rescaling (¢ — o) [31, 32]:

y; = h(z) = —2aln[cos (z/2)],

4 (1
€= W () (z-1) o,

with y € 10, oo], z € 10, 7], and A’ is the derivative of h.

Consequently, V. takes the following form:

Verr (rj, £) = )cotz(z) + Vcot4(2) + Vs, (12)

and the new time variable can be expressed as:

1 3o -l
0; = —gcot—cot——
4 2

Zj+zj-1

Considering the mid-points z; = , and the function

&ﬁ(zj) = cot(Z)), we get:

2
o =L ¢ cot (sz) (13)

4

Using the space—time transformation (11) and the
expression of (Arj)z, we get (see [29] for further details):

M Mad?
Z(ArP = T (Ay)?
2e 8

gj

2 ) )
) ) oo
320;\3 2 4 2
where §ec(z;) = 1/cos(Z)), ¢s€(z;) = 1/sin(Z)), and
1 h(3)(Z~)
Ar)? = 2@)(Az) 1 + — (Az)?|. 15
(Ary) (Z)H(Azp) [ 2 WG (Az) (15)
Thus, W; can be written as
2 )
W= gy 4t (L) v 0 - By
80’j 2
2 )
3R & (Z’)aj n s’eT:Z(Z’)aj. (16)
8 Ma 2 8Ma? 2

The following approximation which arises from Taylor
expansion

(Azj)? ~ 8[1 - COS(AZ )] + —(Azj)4 17)
leads to:
2
W/':[Ma J[l — cos.(A )]
O'j 2
—I—Rl([)aj[sec EJ ]
+ Rz([)O'jl:CSC ZE ] + R3(€)0'j, (18)

with
, p
Ri(0) = 4E — 4V; + Zms.
2
IR0 = —4v; — ;T/Zz (19)
52
Ry(0) = —4V + 4Vi +4V; — 4E —

The space—time transformation allows us in addition to
write the measure in the following way:

N M /2Nl
I [ ] [ dr; = a [cot(z'/2)cot(z" /2)]1/?

2mife i1
N s /2 N-1
M.
x [T d [T dz-
j=1 SWIﬁJj j=1
: (20

Therefore, the promotor takes the form

P(r", r'; 7) = lim a '[cot(Z’/2)cot(z" /2)]'/?

N—o0

N N Ma> 172 N1
fH e‘Wf//l [W] H dZ]

=t

The action (18) is similar to Poschl-Teller oscillator, for
which the dynamical group is SO(3) [33]. This group can be
obtained from S° = SO (4) /SO (3), which transforms the one
dimensional path integral into a path integral in S°, more easy
to calculate.

Using the asymptotic formula of the modified Bessel
function [34]

foh exp[2ipa — k(1 — cosa)]da
4 9

where p is assumed to be positive integer or half integer’, we
can write:

{exp[a/ﬁ)&(f)aj[s/e?2(%)]]} )
el o]

27 . .
X fo exp[2ip,a; + (iMa?/ /o)

X [6&2(%)](1 - cosaj)]daj,

5 Simulations showed that these hypotheses, used also in many previous
papers [29, 35, 36], do not hold in all cases. Nevertheless, even when p is not
positive integer or half integer, our numerical results are in very good
agreement with the state-of-the-art techniques.

= 2n/k)!/? exp[—i(@ﬂ 22)

(23)
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Table 1. Energy eigenvalues (—E, ;) of the Hulthén potential in

atomic units (h =M =Z =e¢ = 1).

Present Present with the
State o = 1/a with the second approx. / NUM [39]
first approx. NU [15]
2p 0.025 0.112 7629 0.112 7604 0.112 7605
0.050 0.101 0517 0.101 0420 0.101 0425
0.075 0.089 8663 0.089 8453 0.089 8478
0.10 0.079 2067 0.079 1717 0.079 1794
0.15 0.059 4652 0.059 4007 0.059 4415
0.20 0.041 8269 0.041 7491 0.041 8860
0.25 0.026 2921 0.026 2466 0.026 6111
3p 0.025 0.043 7091 0.043 7066 0.043 7069
0.050 0.033 1697 0.043 1602 0.033 1645
0.075 0.023 9375 0.023 9173 0.023 9397
0.100 0.016 0123 0.015 9798 0.016 0537
0.150 0.004 0832 0.004 0316 0.004 4663
3d 0.025 0.043 6099 0.043 6028 0.043 6030
0.050 0.032 7731 0.032 7495 0.032 7532
0.075 0.023 0450 0.023 0109 0.023 0307
0.100 0.014 4258 0.014 4147 0.014 4842
0.150 0.000 5135 0.000 8528 0.001 3966
4p 0.025 0.019 9504 0.019 9480 0.019 9489
0.050 0.011 0517 0.011 0422 0.011 0582
0.075 0.004 5538 0.004 5340 0.004 6219
0.1 0.000 4567 0.000 4252 0.000 7550
4d 0.025 0.019 8513 0.019 8444 0.019 8462
0.050 0.010 6551 0.010 6355 0.010 6674
0.075 0.003 6614 0.003 6479 0.003 8345
af 0.025 0.019 7025 0.019 6903 0.019 6911
0.050 0.010 0601 0.010 0463 0.010 0620
0.075 0.002 3227 0.002 4452 0.002 5563
5p 0.025 0.009 4035 0.009 4011 0.009 4036
0.050 0.002 6142 0.002 6047 0.002 6490
5d 0.025 0.009 3044 0.009 2977 0.009 3037
0.050 0.002 2176 0.002 2001 0.002 3131
5f 0.025 0.009 1557 0.009 1451 0.009 1521
0.050 0.001 6226 0.001 6381 0.001 7835
5g 0.025 0.008 9573 0.008 9441 0.008 9465
0.050 0.000 8293 0.000 9496 0.001 0159
6p 0.025 0.004 1518 0.004 1493 0.004 1548
6d 0.025 0.004 0527 0.004 0460 0.004 0606
6f 0.025 0.003 9039 0.003 8945 0.003 9168
6g 0.025 0.003 7056 0.003 6996 0.003 7201
and
Z
exp| (i/7%) R, () o; csc? £y
172
2( 3 .,
_ Z{Ma [sm (2/)]/87r1fwj}
27 . .
x Ji expl2ip, 5 + (iMa?//io)
—~2( %
X [sm (E/)](l - cosﬁj)]dﬂj. (24)

with

1(1 1/2
P = E(Z - 2R1([)Ma2//§2)
= (—2Ma*(E — Vo) /iH)'/2,
1(1 1/2
Py = E(Z - 2R2(€)Ma2//i2)
= %(1 + 8ViMa?/ /%) /2, (25)

are assumed to be positive integers or half integers.
Combining (23) and (24), we get

R, 13 7) = a [eot(@ /2)cot(z" /2)] /2

Iy , P2
" " Ma
x lim [da"dB fH exp[ﬁ ]Hl |:87TiﬁO'j:|
i

N—oo
N—1
x [] [4sin(z;/2)cos(z;/2))dz;da;d;,

=1 (26)

where
2
W; = M—a[l — cos (le)]
O'j 2
—+ R30'j + Zﬁp]Oéj + 25[725_,', (27)

with

1 1 1
cos(EQ,-) = cos (EZJ') cos (Ezj, 1) Ccos q;j
(1 Y. (1
+ sin (Ezj) sin (Ezj, 1) cos 3. (28)

Using Euler angles and the isomorphism between S° and
SU (2), we obtain [32, 29]:

P(r", v 7y = (2/a)[cos (2' /2) cos (2" /2)]

+00 4-/m/
X Z(”/ +p1)exp[—( ]l14a2 )U(Pl - ﬁn):|

n=1

X (d" "+p—1/2 )*( /)d’Z +p—1/2 (Z”), (29)

PrtDpysPy— P1+P2:P1—P2

b2 —n'?

where d’, are the Wigner polynomials, p, = o

1,V

b2 = ZMa*(—Vo+ V), and n' = n + p, + 1.

2.1. Energy spectrum and wave functions

By substituting (29) in (4) and integrating over the time
parameter 7, we get

- Pl n'p—1/2
Z (pl _Pn) 1( +]€l,pl 172)*

N +p—1/2 7
X (Z )dpl-q—p;,p] 2 (Z )

(30)
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The energy eigenvalues (for different values of n and ¢)
are extracted from the poles of the Green function (30):

form (6) chosen and the parameters r,, Cy, C;, and C, fixed,
we can deduce the energy eigenvalues from equation (32), for
different quantum numbers (n, ¢), r,, and the potential radius

2 2 TP
E, = 7 [(b - )] + V. (31) a. To show the accuracy of our method, we compared our
' 2Ma?® 2n’' results to recent state-of-the-art techniques: the AIM [37], the
Feynman path-integral methods [6, 11], the NU method [3],
2
2Ma? AC+1) G e+ o)\ 1\2
e 72 (122 (_ 2Md? 7_A+C+ 2Ma? F)) —(n+p2+5) ﬁzf(f—f—l)c
nt — — 0-

(32)

We can also rewrite G of (30) in the form:

!/ n
Gir", r',E) = lsin(z—) sin(Z—)
a 2 2
i n' +p (py+P,)
— n E—E, +1i0

NP =1/2 i
X (Z )dpl+p?l_,p] 2 (Z )

(dn/+pl*l/2 )*

P1+P2Py P2

(33)

Furthermore, the wave functions corresponding to the
eigenvalues E,, can be obtained from the residus of poles
[32]. We get

25 / — 1/2
e IR
an

% dn'+p171/2

P1+PyP—Ps (2 Cosil (efr/Za))’

(34)

2(11 + p, +

_) 2Mr?

and the SUSY [38]. Furthermore, we implemented the num-
erical technique (NUM) proposed by Lucha and Schoberl [39]
which is used here as reference. For this latter, we choose a
step-size & = 0.01 (in chosen units of energy). We underlined
the best results for each case to facilitate the comparison.

3.1. Hulthén potential

Forg=1, A= —2762 (Z is the atomic number and e is the
electric charge), B =0, C = 0, the potential (1) takes the
form of the Hulthén potential [20]. For the sake of compar-
ison, we used two different approximations of the centrifugal
term having the form (6). The first one is the Greene-
Aldrich’s approximation [14], for which Cj = %, G=1,
C> =1, and r, = a. The second is the one proposed by
Stanek [15], where r, = a,

€= 1 )‘4(—1n<z,>z,2 +1In(2)* — 2In(z)z; + 3z + 31n(z) — 62 + 3),
n(z,
1
G = ————Q(n@)z’ — 3z — 3In(z)z + 9% + 21n(z) — 9z + 3)), (36)
(z11n(z7))
_ 1 4 3 4 3 2
G = —ﬁ(ln(z,)(z, — 2z + 2z — 1) — 3z + 12z7 — 18z + 12z, — 3),
L zi In(z;)
where where z; is the ¢-dependent minimum of V.
' ' Results are reported in table 1. As can be checked ana-
d,ﬁ (B = 1 \/ (€ + mit — m)! Iytically by comparing the energy eigenvalues expressions,
| 2"\ (¢ + mHI(E — m")! our technique with the second approximation and the state-of-

m—m'

X (1 —x) 2

(1 + x)"3" x P mmim) (x),
(335)

with x = cos 3’ and P,S“”S " (z) are the Jacobi polynomial.

3. Results and discussions

In this section, we treat different physical potentials which
can be written in the form of the multi-parameter exponential-
type (1). Once an approximation of the centrifugal term of the

the-art technique NU [3] gave identical values. Furthermore,
we notice also better results with our technique using the
second approximation compared to the others for long
potential range.

3.2. Manning—Rosen potential

For q=1, A= —Ay/ka®>, B=0, C=73 (68— 1)/ka’,
k = (2u)/h* and a = 1/a (A, B are some constants and a is
the screening parameter), the potential (1) reduces to the
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Table 2. Energy eigenvalues (—E, ;) of the Manning—Rosen potential in atomic units (7 = M = 1) with 3 = 0.75, Ay = 2a, and different

values of a.
State « Present with the Present with the SUSY [38] NUM [39]
first approx. second approx.
2p 0.025 0.120 5298 0.120 5273 0.120 5273  0.1205271
0.050 0.108 2245 0.108 2147 0.1082145  0.1082151
0.075 0.096 4658 0.096 4446 0.0964433  0.0964469
3p 0.025 0.0458801 0.045 8776 0.045 8776  0.0458779
0.050 0.035 0689 0.0350593 0.0350589  0.0350633
0.075 0.025 5647 0.0255442 0.0255422  0.0255654
3d 0.025 0.0447812 0.044 7741 0.0447737  0.0447743
0.050 0.0337133 0.033 6894 0.0336832  0.0336930
0.075 0.023 7782 0.0237426 0.0237106  0.0237621
4p 0.025 0.0208112 0.020 8088 0.0208087  0.0208097
0.050 0.011 7309 0.0117213 0.0117209  0.0117365
0.075 0.0050311 0.005 0108 0.0050086  0.0050945
4d 0.025 0.0203068 0.020 2999 0.0202993  0.0203017
0.050 0.010 9792 0.0109592 0.0109492  0.0109904
0.075 0.003 8661 0.0038502 0.0037985  0.0040331
4f 0.025 0.0199912 0.019 9789 0.0199762  0.0199797
0.050 0.0102385 0.0102237 0.0101784  0.0102393
0.075 0.0024162 0.002 5344 0.0022810  0.0026443
5p 0.025 0.009 8080 0.0098055 0.0098055  0.0098079
5d 0.025 0.009 5150 0.0095082 0.0095074  0.0095141
5f 0.025 0.009 2862 0.0092756 0.0092712  0.0092825
S5¢ 0.025 0.0090440 0.009 0306 0.0090190  0.0090330
6p 0.025 0.004 3556 0.0043531 0.0043531  0.0043583
6d 0.025 0.004 1574 0.0041507 0.0041499  0.0041650
of 0.025 0.003 9678 0.0039582 0.0039528  0.0039803
6g 0.025 0.003 7471 0.0037408 0.0037220  0.0037611

Manning—Rosen potential [19]. In this case, we used the same
approximations as for the previous: Greene-Aldrich and Sta-
nek approximations. Results reported in table 2 (G = 0.75)
and table 3 (8 = 1.5) show improvement over state-of-the-art
techniques for almost all cases.

Moreover, we applied the Manning—Rosen potential to
calculate the vibrational energies for the 'Li, molecule
(table 4). Our results are in good agreement with the exper-
imental values given in [40, 41]. We shall note that we
obtained identical results with [42] which is based on solving
Schrodinger equation. Feynman and Schrodinger formalisms
give the same exact energies for the vibrational states. The
computed energy spectrum can be used in the determination
of thermodynamic quantities (e.g. the partition function, the
mean energy, the entropy, the free energy, the enthalpy and
the heat capacity) of some gaseous substances and diatomic
molecules (see [43—-45]).

3.3. Shifted Deng-Fan potential

For g=1, b,=¢"/* — 1, A= -2b,D,, B=0, and C =
bezDe, the Shifted Deng-Fan potential [46] takes the form (1),
where r, is the position of the minimum and D, is the dis-
sociation energy. To solve this potential, we used the approx-
imation proposed by Badawi et al [16], for which we have

( _ )2
Co = (1 — (17277)(4_u — 3+ u)))
u 1—n

3G =21 —n*Gu — 3 + w1 — ) exp) /u?,

2u ]exp(Zu)/uz,
1 —n

where u =r,/a and 1 = exp(—u). We obtained identical
energy eigenvalues with those of the state-of-the-art-technique
based on the path-integral formalism [6].

37

C2=(1—77)4(3+u—

L
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Table 3. Energy eigenvalues (—E, ;) of the Manning—Rosen potential in atomic units (4 = M = 1) with 8 = 1.5, Ay = 2a, and different

values of a.
State  1/a = a Present with the Present with the SUSY [38] NUM [39]
first approx. second approx.
2p 0.025 0.089 9733 0.089 9708 0.089 9708  0.0899708
0.050 0.080 0489 0.080 0394 0.0800389  0.0800400
0.075 0.070 5870 0.070 5671 0.0710332  0.0705701
3p 0.025 0.036 9155 0.036 9131 0.036 9130 0.0369134
0.050 0.027 2736 0.027 2644 0.027 2636  0.027 2696
0.075 0.018 9388 0.018 9203 0.0189163 0.018 9474
3d 0.025 0.039 4857 0.039 4787 0.0394782  0.039 4789
0.050 0.029 4680 0.029 4456 0.0294379  0.029 4496
0.075 0.020 4735 0.020 4451 0.0204058  0.020 4663
4p 0.025 0.0171753 0.017 1749 0.017 1728 0.017 1740
0.050 0.008 9036 0.008 8945 0.008 8935  0.008 9134
0.075 0.003 1016 0.003 0838 0.003 0791 0.003 1884
4d 0.025 0.018 21612 0.018 2094 0.0182087 0.018 2115
0.050 0.009 4998 0.009 4823 0.009 4697  0.009 5167
0.075 0.002 9422 0.002 9382 0.002 8746  0.003 1399
4f 0.025 0.018 6248 0.018 6128 0.018 6098 0.018 6137
0.050 0.009 3954 0.009 3852 0.009 3353  0.009 4015
0.075 0.001 9755 0.002 1151 0.001 8402  0.002 2307
S5p 0.025 0.008 0812 0.008 0788 0.008 0787  0.008 0816
5d 0.025 0.008 5415 0.008 5349 0.008 5340  0.008 5415
5f 0.025 0.008 6647 0.008 6546 0.008 6497  0.008 6619
5S¢ 0.025 0.008 6252 0.008 6126 0.008 6002  0.008 6150
6p 0.025 0.003 4838 0.003 4814 0.003 4813 0.003 4876
6d 0.025 0.003 6722 0.003 6657 0.003 6647  0.003 6813
of 0.025 0.003 6632 0.003 6542 0.003 6481 0.003 6774
6g 0.025 0.003 5464 0.003 5413 0.003 5214  0.003 5623

Table 4. A comparison of the calculated values of the vibrational
energies (! = 0) with ab initio calculations and RKR data for the "Li,
molecule. All energies are in units of cm™".

State RKR [40] Ab initio [41]  Present
n=20 31.857 31.902 80 31.769
n=1 90.453 90.527 92 90.329
n=2 142.523 142.573 60 142.394
n=3 188.240 188.253 17 188.037
n=4 227.679 227.668 81 227.332
n=>5 260.837 260.824 29 260.350
n==6 287.665 287.656 73 287.160
n=717 308.098 308.090 44 307.832
n=3_8 322.155 322.153 86 322.432
n=9 330.170 330.186 61 331.027
n=10 333.269 333.302 95 333.682

3.4. q—deformed Schiéberg potential

A= -2D,(exp(r./a) — q)/q, B=0, and C =
%(exp(re /a) — q)*, the potential (1) reduces to the g-

For

deformed Schioberg potential [19, 23]. Here, r, is the position
of the minimum and D, is the dissociation energy. Again, we
used the approximation proposed by Badawi et al [16] and
given by equation (37), with u =br,. We evaluated the
accuracy of the energy levels expression (32) for different
diatomic molecules: H,(X'%}), HFX'ShH, N X's)),
NO(X’1L,), 0,(X*%;) and O5 (X°ILy). Spectroscopic para-
meters of the diatomic molecules are given in table 5. The
obtained results are in agreement with those of the state-of-
the-art-technique based on the path-integral formalism [11]
(tables 6 and 7).
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Table 5. Spectroscopic molecular parameters for diatomic molecules.

Molecule n p/1002 @ a@AYH @A) D, (m
NOX’IL)  0.013727 1.249 1357795 1.151 53341
0,(X°%;) 0.027 262 1.377 1295515 1207 42041
05 (X2IL,)  —0.019 445 1377 1434935 1.116 54688
MX'SH  —0.032325 1.171 1392925  1.097 79885
HX'S)H) 0.170 066 0.084 0.80945  0.741 38318
HFX'ST) 0127772 0.160 0971035 0917 49382

Table 6. Energy eigenvalues E,,‘,(cm’l) (1em™" = 1.239 841 930 x 10~* eV) for four diatomic molecules NO(X?IL,), 02(X32;,), H, (XIZ;),
and HF (X! Z+) with different value of n and .

NOGX*, 11,) 0,(X*%)

n 14 Present Amrouche NUM Present Amrouche NUM

et al [19] [39] et al [19] [39]
0 o0 947.760 947.757 947.759 775.090 775.090 774.984
1 951.118 951.120 951.123 777.862 777.860 777.848
2 957.844 957.847 957.849 783.411 783.411 783.394
10 1132.685 1132.686 1132.686 927.579 927.574 927.562
15 1351.072 1351.072 1351.069 1107.654 1107.648 1107.634
20 1653.153 1653.153 1653.146 1356.737 1356.744 1356.714
30 6453.242 6453.240 6453.267 5269.673 5269.673 5269.581
1 6456.482 6456.483 6456.510  5272.342 5272.339 5272.250
2 6462.970 6462.972 6462.995 5277.684 5277.684 5277.588
10 6631.592 6631.593 6631.552  5416.479 5416.474 5416.325
15 6842.207 6842.206 6842.080  5589.836 5589.828 5589.607
20  7133.526 7133.525 7133.275 5829.618 5829.623 5829.279
5 0 9951.695 9951.693 9951.736 8118.517 8118.516 8118.378
1 9954.857 9954.858 9954.898 8121.117 8121.113 8120.977
2 9961.183 9961.187 9961.220  8126.322 8126.323 8126.175
15 10331.113 10331.112 10330.775  8430.442 8430.433 8429.966
20 10615269 10615269 10614.632  8664.044 8664.049 8663.303

H(X'Y,) HF(X'S"

0 0 2171.661 2171.660 2171.618 2047.549 2047.548 2047.581
1 2289.430 2289.427 2289.372  2088.338 2088.338 2088.368
2 2523.908 2523.907 2523.795 2169.866 2169.865 2169.893
15 14257421 14257418 14 184.547 6825.606 6825.605 6824.964
20 21406290 21406287 21121.346 10259.247 10259.246 10257.292
3 0 13641356 13641357 13641.123 13298.513  13298.513 13298.712
1 13740.204 13740202 13738.726 13334.578 13334.577 13334.713
13937.041  13937.041 13932.924 13406.661 13406.659 13 406.668
5 0 19916.031 19916.031 19915.723 19860.422  19860.421 19860.703
1 20003.596 20003.592 20000.399 19893.479  19893.478 19893.600
2 20177985 20177.984 20168.807 19959.547 19959.545  19959.350

4. Conclusion

generalization of the Pekeris one; and used a nonlinear space—
time transformation, to convert the promotor expression into

In this paper, we have presented a path-integral treatment of a  an intermediate form. From this latter, we computed the
general exponential-type potential. We first proposed an  Green function after transforming a one dimensional path
approximation scheme for the centrifugal term which is a integral into a three-dimensional solvable one. The analytical
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Table 7. Energy cigenvalues E,; (cm™") (1 cm™" = 1.239 841930 x 10~*eV) for four diatomic molecules O," (X2IL,) and N>(X'S{) with

different value of n and £.

0, (X°11) MX'SH
n ! Present Amrouche NUM Present Amrouche NUM
et al [19] [39] et al [19] [39]
0 o0 934.611 934.612 934.601 1174.927 1174.927 1174.916
1 937.861 937.860 937.848 1178.881 1178.879 1178.870
2 944.353 944.354 944.341 1186.789 1186.788 1186.778
10 1113.127 1113.136 1113.112 1392.337 1392.337 1392.325
15 1323.940 1323.932 1323.924 1649.102 1649.107 1649.087
20 1615.561 1615.544 1615.541 2004.308 2004.305 2004.288
30 6376.612 6376.612 6376.545 8047.931 8047.9313 8047.8758
1 6379.755 6379.755 6379.684  8051.7757  8051.7718 8051.7163
2 6386.035 6386.034 6385.962  8059.4563  8059.4546 8059.3972
10 6549.270 6549.270 6549.135  8259.1472  8259.1462 8259.0350
15 6753.159 6753.151 6752.948  8508.5928  8508.5949 8508.4072
20 7035.192 7035.186 7034.867  8853.6583  8853.6550 8853.3707
5 0 9846.087 9846.089 9845984 12460.549 12460.549 12 460.466
1 9849.159 9849.158 9849.051 12464.317 12464313  12464.229
2 9855.296 9855.294 9855.183  12471.848 12471.845 12471.756
10 10014.829 10014.839 10014.566 12667.619 12667.618 12667.396
15 10214.091 10214.084 10213.639 12912.165 12912.167 12911.769
20 10489.717 10489.708 10488.989 13250.448 13250.444 13 249.806

energy spectrum and the normalized /-state eigenfunctions
were obtained from the poles of the Green function and their
residues, respectively.

We evaluated and compared our results to state-of-the-art
techniques. For that, we considered several potentials as
special cases of the exponential-type potential we solved in
this paper. The results showed that our technique improved
the results of the competing methods. In the future, we intend
to apply this method to solve the Dirac and the Klein—Gorden
equations for general exponential-type potentials.
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In this paper, we determine the vibrational partition function using improved energy spectrum obtained recently
via the path integral formalism. Based on that, we compute the thermodynamic properties of the O, and H,
molecules, for a multi-parameter exponential-type potential describing the internal vibration. We validate our
results on the molecular entropy; the calculated values and the experimental data are in excellent agreement.

1. Introduction

Last decades, there has been a growing interest in calculating the
thermodynamic properties of diatomic molecules [1-5]. The most im-
portant quantity is the partition function which can be calculated using
the vibrational states energies, and allows one to derive other ther-
modynamic quantities such as the vibrational mean U, specific heat C,
free energy F, and entropy S for the pure vibrational states. To do that,
we need to compute the energy spectrum which is usually achieved by
solving the Schrodinger equation [6-8] or within the path integral
formalism [9-13]. Several potential functions have been proposed in
the literature. A first empirical potential was proposed by Morse [14]
and employed in a wide variety of problems in chemical physics
[15-18]. Other improved molecular potentials have been studied and
the associated thermodynamic properties computed for different mo-
lecules. We can cite the q-deformed version of Morse potential [19] and
the hyperbolic potentials, e.g., Rosen-Morse [3], Manning-Rosen [4],
and Deng-Fan [5]. These potentials have received considerable atten-
tion due to their multiple applications in many fields, including simu-
lation of molecular potential curves [20], prediction of thermochemical
quantities of gaseous substances [21], and calculation of molecular
vibrational energies [22].

In [23], the authors presented an analytical path-integral treatment
of the ¢-states of a multi-parameter exponential-type potential (MPETP)
[24,25], which is a physical model describing the interactions in the

* Corresponding author.

nuclei and structures of the diatomic and polyatomic molecules. The
analytical energy spectrum and the normalized ¢-state eigenfunctions
were obtained. The MPETP potential has the following form:

Cq*exp(—2r/a)
(1 — gexp(=r/a))*’
(€]
where A, B, C, q are real parameters and 1/a denotes the radius of the
potential. With specific choices of the parameters, the MPETP reduces
to all the potentials cited in the previous paragraph.

In this work, we determine the partition function of fundamental
vibrations using the rotation-vibrational energy level expressions of the
MPETP energy model obtained in [23]. Furthermore, we compute the
thermodynamic quantities for the X'=* state for the H, and the X°%;
state for the O, molecules.

The paper is organized as follows. In Section 2, we recall the
equivalence betwen the MPETP and Tiez potential [26] and calculate
the associated parameters. Section 3 is devoted to modeling inter-
nuclear curve for H, and O, molecules. In Section 4, we obtain the
partition function and other thermodynamic quantities. We also com-
pare our computed molecular entropy to experimental data. Finally,
some concluding remarks are given in Section 5.

Agexp(—r/a)
1 — gexp(—r/a)

Bgexp(—r/a)
(1 - gexp(=r/a))?

V)=
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Fig. 1. Experimental RKR data points and analytical potential energy models for the two diatomic molecules: H, (left) and O (right).

Table 1
Spectroscopic molecular parameters for the studied diatomic molecules.
Molecule De(cm™) r(A) we(ecm™) ae(cm™)
H,o(Xi=H) 38297 0.7416 4401.265 3.0177
0,027) 42047 1.2075 1580.1932 0.1593268
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Fig. 2. Thermodynamic properties variation versus temperature T for two diatomic molecules: O, and H,.
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Table 2
Thermodynamic properties variation versus temperature T for the H, molecule: Partition function Q, Entropy S, Vibrational mean U, Specific heat C, Free energy F.
T Q S@o~B 1K) U @o27J) C @~ 1K1 F (10720 J)
5000 0.784983641 1.498901656 9.165731497 142.2503708 1.671223205
10000 1.902321149 2.633382960 17.45522382 175.5473385 — 8.878605766
15000 3.163391378 3.285099246 25.42623259 137.6767562 — 23.85025603
20000 4.446672282 3.619176100 31.18064773 94.57969690 — 41.20287417
25000 5.652468725 3.796307622 35.12239954 65.27660187 — 59.78529090
30000 6.741781270 3.897557280 37.88494250 46.63215211 — 79.04177592
35000 7.709472155 3.959728704 39.89378872 34.56665881 — 98.69671587
40000 8.564304145 4.000257831 41.40688230 26.46936177 — 118.6034310
45000 9.319355160 4.027997629 42.58170298 20.84085806 — 138.6781904
50000 9.988001120 4.047753097 43.51744560 16.79796190 — 158.8702093
55000 10.58242470 4.062289100 44.27882046 13.80105137 — 179.1470801
60000 11.11319898 4.073280908 44.90962786 11.53086533 — 199.4872266
65000 11.58930346 4.081785290 45.44028158 9.768475955 — 219.8757624
70000 12.01829472 4.088495715 45.89259892 8.376785185 — 240.3021013
75000 12.40651434 4.093880672 46.28253180 7.258391750 — 260.7585185
80000 12.75928826 4.098266613 46.62207880 6.350643574 — 281.2392503
85000 13.08110142 4.101884642 46.92028536 5.600630870 — 301.7399093
90000 13.37574483 4.104903689 47.18423070 4.975408693 — 322.2571010
95000 13.64643667 4.107448261 47.41942778 4447324825 — 342.7881570
100000 13.89592151 4109613164 47.63036293 4.000443878 — 363.3309533
120000 14.72422006 4.115689668 48.29313516 2.745027140 — 445.5896251
Table 3
Thermodynamic properties variation versus temperature T for the O, molecule: Partition function Q, Entropy S, Vibrational mean U, Specific heat C, Free energy F.
T Q S0 1K1 U @020 J) Cc@o 1. X1 F@10=2J)
5000 2.149071962 2.556345609 7.500496327 151.1351159 — 5.281231652
10000 4.647668636 3.721072866 15.99891064 181.6636416 — 21.21181802
15000 7.500429230 4.419498664 24.56318704 153.7915934 — 41.72929285
20000 10.48107908 4.801225267 31.14583056 110.8278129 — 64.87867473
25000 13.35378627 5.011115312 35.81873236 78.29873828 — 89.45915064
30000 16.00270515 5.133418112 39.15638542 56.90576535 — 114.8461580
35000 18.39403260 5.209302150 41.60855836 42.48801214 — 140.7170169
40000 20.53352980 5.259065869 43.46651680 32.68499173 — 166.8961180
45000 22.44274097 5.293246737 44.91418234 25.86117442 — 193.2819208
50000 24.14769382 5.317635567 46.06941848 20.77361832 — 219.8123598
55000 25.67398300 5.335607032 47.01074809 17.09018282 — 246.4476385
60000 27.04486771 5.349204340 47.79108386 14.23053073 — 273.1611767
65000 28.28073158 5.359733277 48.44806348 12.10598989 — 299.9345996
70000 29.39912928 5.368039706 49.00795806 10.34282897 — 326.7548212
75000 30.41505772 5.374712133 49.49112274 9.054754589 — 353.6122869
80000 31.34129458 5.380140180 49.91135873 7.877810502 — 380.4998556
85000 32.18872576 5.384616644 50.28031622 6.888673830 — 407.4120989
90000 32.96664526 5.388359058 50.60750165 6.200877054 — 434.3448136
95000 33.68300851 5.391506448 50.89842364 5.499708588 — 461.2946897
100000 34.34464990 5.394187181 51.15962000 4.968478800 — 488.2590984
120000 36.55068856 5.401704133 51.97950201 3.392474160 — 596.2249931

2. Equivalence of the MPETP and Tiez potentials

According to [23], the radial solutions of the MPETP (1) are given

by:
2
2 2
W 2E(=Vo+ W) 2n 11+ S
Ene=V"2 W —~ ~ 4 ,
8Viua
(Zn +1x\1+-75 )
2
where
2
V=D 4 A+ B,
2urg q
2
y="0r0S 4 gy,
w¢ g
n20(6 +1)
v = D e
2T O 3)

Co, Cy, Cy, 1, are parameters related to the centrifugal approximation,

and u is the reduced mass. The sign + corresponds respectively to the
cases ¢ > 0 and g < 0.

On the other hand, empirical potential functions for diatomic mo-
lecules satisfy the following Varchni’s conditions [27]:

dU (r) =0

o @
U(w) = U(r) =D, ®)
LU | - K, = @roypa?,

arr | _, 6)

where D, is the dissociation energy, r, is the equilibrium bond length, c
is the speed of light, u is the reduced mass, and w, is the equilibrium
harmonic oscillator vibrational frequency.

Applying Varchni’s conditions to the potential (1), we obtain

A+ B=—"E(exp(n/a) - q),

— De - q)?
B+ C = (exp(r/a) — q)°. @)
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Table 4

Temperature (T) variation of molar entropy (in J. Mol™!. K1) for the gases H,

and O,: Computed (Eq. 23) versus empirical values ([34]).

T H, (computed) H, (empirical) O, (computed) O, (empirical)
300 128.9 130.9 205.0 205.5
600 150.5 151.1 227.8 226.5
900 163.6 163.1 241.7 239.9
1200 173.2 171.8 251.9 250.0
1500 180.7 178.6 259.8 258.1
1800 187.0 184.8 266.4 264.8
2100 192.4 190.1 272.0 270.6
2400 197.1 194.8 276.9 275.7
2700 201.3 199.0 281.3 280.3
3000 205.1 202.9 285.2 284.5
3300 208.5 206.5 288.7 288.3
3600 211.7 209.8 292.0 291.8
3900 214.6 2129 295.0 295.1
4200 217.3 215.8 297.8 298.2
4500 219.9 218.5 300.4 301.1
4800 2223 221.1 302.9 303.8
5100 224.6 223.6 305.2 306.4
5400 226.8 2259 307.4 308.8
5700 228.8 228.2 309.5 311.2
6000 230.8 230.3 311.5 313.5

Substituting (7) in (3), we get

Vo= UG _ D (e (r/a) - g),

2;,01,2 q
n20(¢+1) Cy De 2
N=—="5+ S(exp(r/a) —
1 w2 P qz( p(e/ ) q) 5
h2e(6 +1)
VZ = 22 0-
ure

Using (8) and (2), the pure vibrationnel states (¢ = 0) becomes:

E,
N :’;Z;De (e — g?)
= 2ua® M1t \/1 + Z;ZiDe (e¥ela — gy
2n+ 1+ \/1 + %De(ezrf/“ —q)
- 4

On other hand, thanks to (7), the potential (1) takes the form

exp(r/a) — q)2 _p

vin= De(l B exp(r/a) — q

(®

©)]

(10)

To fulfill the condition V (r,) = 0, we add to V (r) the value D,, which
does not change the physical properties of V (the spectrum will be just

translated). Consequently, we get:

220 -

200 -

180

160 —

A exprimental values
Predicted values

140 |

120

Entropy (J.Mol K ')

100 ~
80

60

Entropy (J.Mol'

K™

V()= De(l -
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exp(r./a) — qr

exp(r/a) — q

11

Hence, the MPETP is identical to the empirical Tietz potential [26]

which has several applications in chemical physics [28,29].

When applying the Varchni’s conditions to the potential (11), we

obtain:
a= 1
- 2u 32n402;42re3 AeWe 1
2mew, |- — 5 — —
¢ D, 3h2 Te
J—
q=- —1 & — 1 |e/a,
mew.a '\ 2u

(12)

13

In Section 4, these expressions will be used in determining thermo-
dynamic quantities.

3. Modeling internuclear curve for diatomic molecules

In this section, we compare the MPETP and Morse potentials curves
with the experimental Rydberg—Klein-Rees (RKR) potential data points
for diatomic molecules [30,31]. We consider here two dominant mo-
lecules in thermochemistry: the X'X* state for the H, and the X3Z; state
for the O, (see Fig. 1). The associated parameters are given in Table 1.

For the H, molecule, the Morse and the MPETP potentials represent
well the RKR experimental model until r = 1.3 A. After this value, the
Morse potential is more suitable. For the O, molecule, the three graphs
are identical up to r = 1.45 A. For r > 1.45 A, the MPETP potential re-
produces the experimental potential better than the Morse potential.

It is worth noting that a similar comparison has been carried out in

[26] for the state A(IL;) of the CIF molecule (see Fig. 2).

4. Thermodynamic properties

According to (11), the energy spectrum of V (r) (Eq. 9) takes the

form
E,
2;,{(12
B B "2 hz_que (e/a — g%
=D, - —— -
W o+ 1+ \/1 + BoDe(e¥ele — gy
2
n4+1=+ \/1 + ZZZDE (e¥ela _ gy2
B 4

14

As the vibrational energy levels should increase with the increase of
n, Eq. (14) is not valid when the vibrational energy levels decrease. The

closest to the maximum value can be determined by putting

This gives

300
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1
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Fig. 3. Temperature variation of molar entropy for the gases H, (left) and O, (right).
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[ e 2
1 | 8Ma2De(e a— q) P I re—
R ® —— |1+ 14 ———— 7 +—\/2MDB(eT—q2).
2 h2q? hq
15)

As np,. is an integer, we take the greatest integer less then the real
number given by the right side of Eq. (15).

4.1. The vibrational partition function

The first thermodynamic quantity to be determined is the partition
function given by:

Mmax

Q= efhn

n=0 ae)
with g = é The substitution of (9) in (16) gives

ZﬂazDg(lee/u_qz) 2n+1+ ‘1+ﬂD (e2rela_ 9)?
2 s q \
—B| De— 2 4

Mmax 2ua + 2re/a_ q)z
Q= Z e \‘

n=0

a7

As in [32,33], we can use the Poisson summation to derive a closed-
form expression of the vibrationnal partition function:

Q= %e‘ﬁDe [emgf — Pl 4 \/ﬁlj[erﬁ(\/ﬁ—/lgl) — erfi(\/B1g,)
— e #Prerfi(\[BA(20; + g)) + e FMerfi(([BA(26; + g))]], 18)

where erfi is the imaginary error function defined as

2 z 2
erfi(z) = = f et"dt,
T Yo
n2 42D, 8ua2D,
A= o 0= 150 — g), 8, = ( Jl + e @~ q)Z),
_ & _ d1 _ nmax+ 1 +52
&= 8 ~>and &= Nmax + 1+ 62

With the help of the vibrational partltlon function, we can de-
termine the thermodynamic properties for the potential model as in the
following.

4.2. The vibrational entropy

6an
Sy = KInQ + KT
nQ+ K57 19)
4.3. The vibrational mean energy U
_ dnQ
B’ (20)
4.4. The vibrational specific heat C
c=Y - g
oT B’ 2D
4.5. The free energy F
F = —KTInQ = —lan
B (22)

With the help of Egs. (17)-(22) and the spectroscopic molecular
parameters (Table 1), we compute the thermodynamic properties of the

Computational and Theoretical Chemistry 1185 (2020) 112879

(X'z*) state for the H, and the (X*%;) state for the O, for different
values of the temperature T. Results are reported on Fig. 1 and Tables 2
and 3. We mention that we obtained n,,, = 18 for the H, and ny,, = 51
for the O, (see Table 4)

4.6. The entropy

To validate our results, we compared computed values of the te total
molar entropy, obtained for different values of the temperature, with
experimental data from the National Institute of Standards and
Technology (NIST) database [34]. Based on the obtained vibrational
entropy S,, we computed the total molar entropy S using the following
equation

S=NsS,+ S, + S, (23)

where N, is the Avogadro’s constant and the molar translational and
rotational entropies are given by [35]

S, = R[%Hn((z’j‘#)ﬂ%}
S, = R[1+1n(gi®r)], o

where m denotes the molecular mass, ©, denotes the rotational char-

acteristic temperature (©, = ———), ¢ is chosen to 1 and 2 for het-

87r2u 2k
eronuclear and homonuclear dlatormc molecules, and P denotes the gas
pressure. As in [35], we add an additional empirical term of gR to the
right hand of Eq. (23), to take into account the contributions of excited
states. Fig. 3 and Table 4 show a very good agreement between our
computed results and the experimental data for the two studied mole-
cules. For the O, molecule, we obtained similar results with those ob-

tained in [35].
5. Conclusion

In this work, we computed thermodynamic quantities for two dia-
tomic molecules, H, and O,. We used improved energy expression for
the multi-parameter exponential-type potential that we have shown to
fits very well experimental RKR potential. Using the spectroscopic
parameters of the molecules and the expression of the energy of the
vibrational states, we determined all the thermodynamic quantities
related to the partition function such as the entropy S vibrational mean
U, specific heat C, and free energy F. Our results can serve as a reference
to experimental studies in chemical physics.
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