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Résumeé

Dans ce mémoire, on étudie quelques problemes d’évolutions a données mesures. En pre-
mier temps, on établit 'existence et I'unicité d’une solution faible pour I'équation de cha-
leur (qui est linéaire) en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. Ensuite, on étudie I'exis-
tence et 'unicité de quelques problemes aux limites paraboliques gouvernés par I'opérateur
p-Laplacien en employant des techniques basées sur la théorie des opérateurs monotones.
Dans un deuxieme temps, on s’engage a résoudre le probléme p-Laplacien parabolique a don-

née mesures en se basant sur la méthode de compacité.

Mots-cles : Problemes paraboliques, équation de chaleur, p-Laplacien, solutions faibles.



Notation

Q
N
Q

X

dx
[ f Gr)dx

p-p

i.e
du
Jdx

divu

Apu

fam f

fa—f

.

c)

C®(Q)
P(Q):= C® ()

suppu
LP(©2)
W, ()
WL ()

Dans tout ce qui suit, nous utilisons les notations suivantes.

Un ouvert de RY

La frontiere réguliére de Q2

=0Ox]0,T[,avec T >0

Vecteur de RY, x = (x1,X,, "+, Xy),X; ER,1<i <N
Mesure de Lebesgue N-dimensionnelle

Intégrale de f sur Q par rapport a la mesure de Lebesgue

L’exposant conjugué de p : p’ =

p=1
Presque partout.
C’est-a-dire.

la dérivée partielle de u par rapport a la variable x;.

(au du du
ox," dx,” 3dx,

n
u .
= > —, la divergence de u.
i=1 i

= div(|VulP~2Vu), le p-Laplacien de u.

), le gradient de u.

{f,} converge vers f.
{f,} converge faible vers f.
La norme sur 'espace L().

Lensemble des fonctions continues dans 2.

Lensemble des fonctions indéfiniment différentiables dans Q.

L'ensemble des fonctions de classe C°°(£2) a support compact

dans Q.

= {x € Q: u(x)# 0}, le support de la fonction u.
1 < p < 400, l'espace de Lebesgue.

L’adhérence de 2(Q) dans WP ().

Espace dual de Wol’p ()

plsip>1etp’:oosi



INTRODUCTION

En mathématiques, une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation fonction-
nelle qui met en relation une fonction de plusieurs variables et ses dérivées partielles. Résoudre
une EDP consiste a trouver toutes les fonctions qui vérifient cette équation. La résolution ex-
plicite de la plupart des EDP reste encore une tache difficile ou impossible, alors il ne s’agit pas
de résoudre algébriquement ces équations pour obtenir leurs solutions exactes, mais d’étudier
I'existence et 'unicité de solutions et décrire parfois certaines propriétés de ces solutions.

Le role des équations aux dérivées partielles (elliptiques ou paraboliques) en mathéma-
tiques est d’'une importance primordiale pour étudier certains phénoménes du monde réel. En
particulier, les EDP non linéaires décrivent des phénomeénes naturels fondamentaux et nous
aident a formuler, modéliser et comprendre un large éventail de problémes qui se posent dans
de nombreux domaines des sciences appliquées. La recherche sur la théorie des EDP a connu
d’importants progres depuis les travaux pionniers de Laplace, Poisson et Helmholtz jusqu’a
I'étude moderne des EDP non linéaires, qui peuvent comporter de nombreuses particularités.

On s’intéresse dans ce travail a la résolution des équations aux dérivées partielles de
type parabolique a données mesures. En premier temps, on étudie l'existence et 1'unicité
de quelques problémes aux limites paraboliques a données réguliéres. A titre d’exemple, on
montre I'existence et I'unicité de la solution pour I’équation de la chaleur (elle est 'exemple le
plus simple d’'une équation parabolique) en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. Ensuite,
on étudie I'existence et I'unicité de quelques probléemes aux limites paraboliques gouvernés
par 'opérateur p-Laplacien en employant des techniques basées sur la théorie des opérateurs
monotones. Dans un deuxieme temps, on s’engage a résoudre le probléme p-Laplacien para-

bolique a donnée mesure en se basant sur la méthode de compacité.



Introduction

Le travail que nous allons présenté est composé essentiellement de quatre chapitre :
Dans la premiére partie du Chapitre 1, on présente quelques définitions de la convergence
faible et la convergence faible étoile . La deuxieme et la troisieme partie de ce chapitre sont
réservées aux rappels sur les espaces fonctionnels (espaces de Lebesgue LP(£2), de Sobolev
W™P (), espaces de fonctions a valeurs vectorielles) qui sont bien adaptés a I'étude des EDP.

Dans le deuxieme chapitre on parlera de I'équation de la chaleur, on va commencer avec
un exemple de modélisation par une équation parabolique. En suite, on utilise la transformée
de Fourier pour résoudre explicitement '’équation obtenue (équation de la chaleur). Comme la
solution exacte n’est pas toujours connue analytiquement, donc dans notre étude, on montre
seulement I'existence et 'unicité de la solution pour cette équation. C’est-a-dire, on s’intéresse

a la solution faible du probléme modéle suivant :

%—Au =f dans Qx]0, T[
u=0 sur 802x]0, T[

u(.,0)=u, sur Q,
ol f et u, sont suffisamment régulieres. On utilise la méthode de Faedo-Galerkin pour obtenir

le résultat d’existence. La démonstration peut étre décomposée en quatre étapes qui sont :
e Approximation (Recherche de solutions approchées).
e Estimation a priori.
e Passage a la limite (I'existence d’une solution faible).
e Unicité de la solution faible.

Dans le troisiéme chapitre, on on s’intéresse aux résultats d’existence et d’'unicité de la

solution pour un probleme aux limites parabolique non linéaire, avec la condition de Dirichlet

du type :

p
%+A(u)=f sur Ox]0, T,

< u=0 sur 90x]0, T, (1)
ku(x,O)z Uy(x) dans €,

oi1 A un opérateur monotone, f et 1, sont suffisamment réguliéres. A titre d’exemple d’appli-

cation, on traite le probleme (1) dans le cas ot A est le p-Laplacien, c’est-a-dire

A= Au= div(|Vu|P_2Vu) avec p > 2.



Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires pour la suite de ce
travail. Nous présentons quelques définitions et résultats sur les espaces fonctionnels (notam-
ment les espaces de Lebesgue LP(£2), de Sobolev W™P () et espaces de fonctions a valeurs

vectorielles) adaptés a 'étude des équations aux dérivées partielles paraboliques.

1.1 Convergence faible, convergence faible étoile *

Définition 1.1 ([4]) Soit E un espace de Banach de dual E’.

On dit qu’une suite (u,),€ E converge faible vers u € E si

VfeE, f)=(f, un)E’,E - (f, u>E’,E = fW).

Une suite (f,),€ E’ converge faible x vers f € E’ si

YueE, f,= fpu)pr— {f,t)pr=rfQ).

Théoreme 1.2 ([4])

e Soit E un espace de Banach réflexif (i.e. E est isomorphe a E”), alors de toute suite bornée

de E, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans E.

e Soit E un espace de Banach séparable (i.e. qui admet une partie dénombrable dense), alors

de toute suite bornée de E’, on peut extraire une sous suite qui converge faible  dans E’'.



Espaces de Lebesgue L?(2)

1.2 Espaces de Lebesgue L?(£2)

Dans tout ce qui suit, Q un ouvert borné de RV, muni de la mesure de Lebesgue dx.

On définit pour 1 < p < +00,

LP ()= {u : 2 — R mesurable et J lu(x)|P dx < oo},
Q

||u||Lp(m=( J Iu(x)lpdx) |
Q

L= ()= {u : Q — R mesurable telle que AM > 0, |u(x)| < M p.p. x € Q},

muni de la norme

Et pour p = +00,

muni de la norme
||U||L°<>(m = supess|u(x)|.
X€EN
Lespace LP(£2) est un espace de Banach pour 1 < p < +00 et L%() est un espace de Hilbert

muni du produit scalaire :

W, V)2)= J uv dx.

Q
1.2.1 Quelques propriétés des espaces L () [4]

Pour tout 1 < p < +00, 'exposant conjugué p’ de p est défini par :
1 1
—+==1,
p p
1) Pour 1 < p < +00, I'espace L?(Q2) est séparable et réflexif de dual LY (2). On a alors le
résultat suivant :

Soit (u,), une suite bornée dans L?(£2), alors

—+00
Q Q

(u, )y, Ju € LP(R2) telle que Vo € LP(Q),J u, ¢ dx o J up dx.

2) L'(Q) est séparable, mais n’est pas réflexif de dual L°° (2). On a alors le résultat suivant :

Soit (u,), une suite bornée dans L°°(Q)= (L!(Q))’, alors

A, )y, Ju € L= (Q) telle que Vo € LI(Q),J u, ¢ dx T J up dx.

—+00
Q Q



Espaces de Lebesgue L?(2)

3) L°°(Q) n’est ni séparable, ni réflexif de dual (L°°())’ et contient strictement L!(£2). On

peut rien dire sur la convergence d’une suite bornée de L' (Q).

4) 2(2) est dense dans LP(£2), pour 1 < p < +00.

ol 2(2) est 'ensemble des fonctions de classe € °°(£2) a support compact dans €.

5) Inégalité de Young :

Soient (x;);—; ,= 0 et (p;);—; ,= 0 avec

1 1 1
—t— 4+ —=1,
P1 D2 Pn
alors
Xijl XIZJZ xﬁn
X1X2"'xns_+_+"'+
P1 P2 Pn

1 1
En particulier, on a pour x >0, y >0et —+—=1
P q

1 1 y?
xy < —ePxP + —y—,Vs > 0.
p q &l

6) Inégalité de Holder :

Soit f; € LPi(Q2), pour i = 1,n, alors

||f1f2 o ‘fn”Lr(n) < ”fl”LPl(Q)”fZ”LPZ(Q) T ”fn”LPn(Q):

avec

1.2.2 Convergence dans L?(Q)

Théoreme 1.3 (Théoréeme de convergence dominée de Lebesgue [5]) Soit (f,), une suite

de fonctions de L?(£2). On suppose que
) fo— f p.p. sur
i) Il existe une fonction g € LP(Q2) telle que pour chaque n, |f,(x)| < g(x) p.p. sur Q.

Alors f e LP(Q) et ||f,— fll;» — O.

Théoreme 1.4 ([2]) Soit (f,,),, une suite de fonctions et f € LP avec p > 1. On suppose que

U fo—= f p.p.sur,



Espaces de Sobolev WP (Q)

ii) f, est bornée dans LP(£2).

Alors f, converge vers f fortement dans LI(2) pour tout 1 < q < p et faiblement dans L? (2).

Théoréme 1.5 (Vitalli) Soit Q un ouvert borné de R et soit (h,), une suite de fonctions telle

que

> (h,), est équi-intégrable, i.e,

Ve>0, 36(¢)> 0, VE C Q; |E| < &,alors f |h,ldx <&, Vn.
E

> h, — h p.p dans Q.

Alors h, — h fort dans L' (Q).

Lemme 1.6 (Lemme de Fatou [5]) Soit Q un ouvert, (f,), une suite de fonctions mesurables,

a valeurs dans [0,+00], on a

n—-+00 n—+00

f liminf f,dx < liminff fodx.
Q

Q

Théoréme 1.7 (Fubini [5]) Soit Q et Q' deux ouverts de RY et soit f : Q x ' — R. Alors

e La fonction x — | f(x,y) dy est définie pour presque tout x et est dans L*(£2).
Q/

e La fonction y — J f (x,y) dx est définie pour presque tout y et est dans L1 ().
Q

f f(x,y)dx dy=f dxf f(x,y)dy=f dyf f(x,y)dx.
QxQ/ Q (94 Q/ Q

1.3 Espaces de Sobolev WP (Q)

Alors

Soit Q un ouvert borné de R, m un entier naturel et p un réel de [1, +00[.

On définit les espaces de Sobolev par
WL ( Q)= {ue LP(Q): Vue (LP(O)V},
muni de la norme naturelle

lullwe @ = (”u”LP(Q) + ”vu”LP(Q)): sip < oo,



Espaces de Sobolev WP (Q)

et pour p = 00
llullyrco @y = sup ||l oo ) + sup [| Vel oo (-
Lespace WP () est un espace de Banach, réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour
1<p<oo.
Pour p = 2, on note W12(Q)= H'(Q) i.e. I'espace des classes de fonctions de carré intégrable

dont la dérivée partielle est aussi de carré intégrable. Lespace H' (©2) muni du produit scalaire :
W, V)@= W, V) 2yt VU, Vv) 2.

est un espace de Hilbert.

On note
P

1,p —— W' ()
W, ()= 2(Q) , pour 1 < p < oo.

Le dual de Wol’p () est noté par W12 (Q).

Théoréme 1.8 (Inégalité de Poincaré [4]) Soit Q un ouvert borné de RN et p € [1,00[. Il

existe une constante C > 0 indépendante de u telle que :
1,
Yue W, P, ”u”LP(Q) < C”vu”LP(Q)‘

p . 1, ;. \
Par conséquent, Uapplication u > ||Vul|,q, est une norme sur W, ” (Q) équivalente a la norme

usuelle.

Injections de Sobolev

Le théoreme suivant résume les injections de Sobolev. On distingue trois cas différents, se-
lon que la puissance est inférieure strictement, égale, ou supérieure strictement a la dimension

de l'espace N.

Théoréme 1.9 (Injections de Sobolev [5]) Soit Q un ouvert borné lipschitzien.

e Sip<Netp €[1,p*], on a linjection continue WP (2)— LY (£2) avec l'injection com-
1 1 1
pactesip’ <p*, ot —=———;
p p N
e Sip=N et p’ €[1,+00[, on a linjection compacte Wol’p Q) L¥ Q);
e Si p > N, on a l'injection continue et compacte Wol’p ()= C(Q).

En particulier Wol’p ()= LP(2) avec injection compacte pour tout p.



Fonctions a valeurs vectorielles

1.4 Fonctions a valeurs vectorielles

Dans la théorie des équations d’évolution, il y a lieu de faire jouer en général des roles
distincts a la variable temporelle et aux variables d’espace, et donc on rencontre en particulier
des espaces de fonctions a valeurs vectorielles. On donnera des propriétés essentielles dont les

démonstrations sont présentes dans [4, 6, 8, 12, 16].

1.4.1 Intégration a valeurs vectorielles

Définition 1.10 Soit E un espace de Banach, T un réel strictement positif et U une mesure com-
pléte sur ]0, T[. On dit qu’une fonction f de 10, T[ dans E est étagée si
k
IkeN,Vi=1,2,,k Ix,€E3A € B0, T, telle que f = Y x,1,

i=1
ou 1, est lindicatrice de Uensemble A;.
On dit qu’une fonction f de 10, T[ dans E est :

i) mesurable si pour tout borélien 9B de E, f "1 (B) est un borélien de 10, T.

ii) fortement mesurable si f est la limite p.p d’une suite de fonctions étagées.

iii) faiblement mesurable si pour tout x* de E’ (le dual topologique de E), la fonction (x*, f)

est mesurable.

Le théoreme suivant affirme que si E est un espace de Banach séparable, les trois notions
définies ci-dessus coincident et on parle de mesurabilité. Par contre, si E n’est pas séparable,

il est nécessaire d’avoir des informations sur la séparabilité de f (]0, T[).

Théoreme 1.11 (B.-J. Pettis) Soit (X, M, u) un espace mesuré et E un espace de Banach. La
fonction f : X — E est mesurable si et seulement si f est a valeurs séparables et f est faiblement
mesurable. En particulier, si X est un espace de Banach séparable, alors f est fortement mesurable

si et seulement si elle est faiblement mesurable.

1.4.2 Espaces L’(0,T;E)

Définition 1.12 Soit E un espace de Banach et T un réel strictement positif. Pour p € [1,+00][,

on note LP (0, T; E) U'ensemble des fonctions Lebesgue mesurables définies sur 0, T[ et a valeurs

10



Fonctions a valeurs vectorielles

dans E, telle que t — ||f ()||5. est intégrable sur 10, T[. C’est un espace de Banach pour la norme

T 7
Wulloco,r.m) = (J lu(OII5 df)
0

De méme facon, pour p = +00, on définit un espace de Banach L°° (0, T; E) muni de la norme

lull oo 0,730 = sup esslu(O)lg
t€]0,T[

Théoréeme 1.13 (Convergence dominée) Soit 1 < p < +00 et (f,) une suite de fonctions

mesurables de 10, T[ dans E. Si la suite (f,) vérifie
1) f, — f presque partout sur ]0, T|[,

i) Il existe une fonction g € LP(]0,T[) tel que pour tout n,||f||z < g presque partout sur
10, TT.

Alors f, — f dans LP(0, T; E).
Proposition 1.14 Si p < 400, l'ensemble des fonctions étagées est dense dans L¥(0, T; E).

Proposition 1.15 Si p < 400, l'ensemble des fonctions continues a valeurs dans E est dense
dans LP(0, T; E).
Proposition 1.16 Pour p € [1, 00[, on a les résultats suivants :

i) SiE est séparable, alors L?(0, T; E) est aussi séparable.

ii) Si E est réflexif (respectivement de Hilbert), alors L? (0, T; E) est aussi réflexif (respective-

ment de Hilbert).

On a alors L?(0, T; E) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.17 (Dualité) Soient p et p’ deux exposants conjugués avec p € [1,+00[.
i) Le dual de L? (0, T; E) s’identifie & L? (0, T; E’).

ii) LP(0,T;L?(2)) est naturellement identifiable a L? (Q).

Lemme 1.18 (Condition de Continuité) Soit E un espace de Banach et F un espace de Hilbert

tels que E C F, avec injection continue, et E dense dans F. On identifie F avec F’' (de sorte que

11



Fonctions a valeurs vectorielles

ECF=F'CE). Soitue L*(0,T;E), on suppose que d,u € L>(0, T;E"). Alorsu € C([0,T],F)
et, pour tout t,,t, € [0,T] on a

ty

luCe )12 = eIl = 2 f (Butt, ) dt. (1.1)

ty
Lemme 1.19 Soitu € L}OC(]O, T[, E), on suppose que fOT u(t) e (t)dt = 0 pourtout ¢ € CC°°(]0, T[,R).

Alors u =0 p.p.

Lemme 1.20 Soient E un espace de Banach réflexif et H un espace de Hilbert tels que E s’injecte
du ,

continiment et dense dans H. On se donne f € LP(0,T;E) telle que F € LP (0, T;E") ot E’

est le dual de E et p’ le nombre conjugué de p. Alors f est aprés modification éventuelle sur un

ensemble de mesure nulle de 10, T[, continue de 10, T[ dans H.

1.4.3 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Soit E un espace de Banach et T un réel strictement positif.

Définition 1.21 On note 2°(0, T; E) Uespace des applications linéaires et continues de 2 (]0, T[)
a valeurs dans E, i.e. pour f de 2’(0,T;E),

i) la fonction ¢ € 2(]0, T[)— (f, p) est linéaire,

ii) pour tout @, de 2(]0, T[) tel que ¢, — ¢ dans 2(]0, T[), alors (f, ¢,) — (f, ) dans E.

La convergence des suites dans 92'(0, T; E) est définie par :
fo— fdans 2°0,T;E)= Vo € 2(0,T;E), (fo, ) = (f, )

d
La dérivée au sens de 9°(0, T; E) est définie par : si f € 9'(0,T; E), 3_]; opére de 2(0,T) dans E

par la formule de transposition :

%, 0
Yoe2(0,T;E), <8_JZ’<’0> = —<f, 8—f> égalité dans E.

d
On montre alors que a—{ € 92'(0,T;E).

12



Fonctions a valeurs vectorielles

1.4.4 Espace W'P(0,T;E)

Définition 1.22 Soit E un espace de Banach et T un réel strictement positif.

Pour 1 < p < 00, on définit Uespace
1 du
w ,P(O’ T5E): {UELP(Oy TsE):a GLP(O) T:E)}

que U'on munit de la norme suivante :

du

at

ullwio 0,72y = lull oo,y +

LP(0,T;E)

1
p ) 5
LP(0,T;E)

Proposition 1.23 Pour p € [1,+00], Uespace W'P(0, T; E) est de Banach.

ou de la norme équivalente, si p est fini, définie par :

@
at

”u”WLP(O,T;E) = (”u”IIjP(O,T;E) + '

Proposition 1.24 Si E est séparable et p < +00, alors Uespace WP (0, T; E) est séparable.

Proposition 1.25 Si 1 < p < +00 et E est séparable réflexif alors Uespace WP (0, T;E) est
réflexif.
Proposition 1.26 Pour p = 2, on note H'(0, T; E)= W%2(0, T;E), on a alors H' (0, T;E) est

de Hilbert.

Dans I'étude des équations d’évolution non linéaires, le lemme d’Aubin-Lions est un ou-
til puissant permettant de manipuler les termes non linéaires lorsqu’il s’agit d'une méthode

d’approximation

Théoreme 1.27 (Aubin-Lions) Soient E,, E et E, trois espaces de Banach avec E, C E C E;.
On suppose que linjection E, < E est compacte et que linjection E — E, est continue. Pour

%,
1< p,q < 00, soit W= {ueLP(0,T;E,): a—Lt‘ € L9(0, T; E)}.
> Si p < 0o, Alors linjection de W dans LP(0, T; E) est compacte.

> Sip =00 et q>1, Alors lUinjection de W dans C([0, T ]; E) est compacte.
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Chapitre 2

Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour décrire
le phénomene physique de conduction thermique. Joseph Fourier modélisent initialement en
1807 les fondements de la thermodynamique sur I'évolution de la température avec séries tri-

gonométriques, appelés depuis séries de Fourier et transformées de Fourier.

Soit Q un ouvert borné de R, T > 0, u, une fonction de Q dans R et f une fonction de

x]0, T[ dans R. On considere I’équation de la chaleur

%,

—u—Auzf sur 2x10, T,
at

u=20 sur 90x]0, T[,

u(x,0)=uy(x) dans®.

2.1 Un peu de modélisation

» On considére une barre de longueur “L”.

» Nous allons a la placier cette barre entre deux corps telle que le corps A est chaud et sa

température sera T,, et autre corps B est froid et sa température sera Tj.

14



Un peu de modélisation

Une extrémité est initialement a

la température T,, 'autre a la

température Tj.

La barre va s’échauffer et voir sa

température varier.

X xl-i—Ax

» Comment évolue la température T en fonction du temps t, et de la position x ?

» Nous allons raisonner sur une petite tranche de la barre d’épaisseur Ax, de section S et

située a la position x.
» Une extrémité est initialement a la température T (x), 'autre a la température T (x+Ax).

» Le matériau est caractérisé par sa masse volumique p, sa conductivité thermique A et

son coefficient de chaleur massique C.

15



Un peu de modélisation

Ty
| X X I+ Ax I
| 1 I\ | )
0 r \ L
1 \
1

T (x) T(x + Ax)

S
Qentrée » > )' |:> Qsortie

w

D’apreés la loi de Fourier :

d . dT dT
Qentrée =—A S dt—| (telle que :—| est le gradient de température en x)
dt dx X X lx
d . dT dT
Qsortle =—28S dt— (telle que [ —
d t X Ix+Ax

est le gradient de température en x + Ax).
X Ix+Ax
» La différence entre la chaleur entrante et sortante est pour un temps dt :

dQ = dQentrée - dQsortie

=—ASdtd—T —(—ASdtd—T )
ar|" qry 1
=ASdt| — - —
|:dX xX+Ax dX X
On peut montrer que :
dT dT d?T
dx x+Ax dx x X dx2
Alors

; (développement limité a 'ordre 1)

dT d?T dT
dQ =ASdt| —| +Ax—| ——
Q [ X lx xdxzx dx x:|

2
T
z?LSthxd—
xz

16



Equation de la chaleur dans R : solutions classiques

La différence chaleur sur Ax :
2

dQ~ASdt Axd—T
dx?

Cette chaleur sert a chauffer un petit morceau de masse dm :
dQ=CdT dm

La masse dm considérée est :

dm=p dV=p S Ax

Alors
dQ=Cp S AxdT
D’ou
d*T
CpSAxdT =ASdt Ax——:
dx?
d2
Cpdl =Adt—
p dx?
A
dt  Cpdx2
Donc I'équation de la chaleur est :
dT d°T A
—=D—— avecD=—
dt dx? Cp

2.2 Equation de la chaleur dans R" : solutions classiques

Soit N > 1 et uy, € C(RY,R). On s’intéresse ici a chercher des solutions classiques au

probléme suivant

0 t
ueet) Au(x,t)=0,x eR",t €R’,
at (2.1)
u(x,0)=uy(x),x €RY,

ol d,u désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps t, et Au désigne le laplacien de

u:

Q)‘Q)



Equation de la chaleur dans R : solutions classiques

Une solution classique de (2.1) est une fonction u € C*(RN x R%,R)NC (RN x R, ,R) vérifie
(2.1) au sens de la dérivation usuelle. On commence par un petit calcul formel (le terme “for-
mel” signifient souvent en mathématiques “non nécessairement justifié”). On suppose qu’on
peut utiliser pour la condition initiale et pour la solution la transformée de Fourier (en espace).
On retient comme formule pour la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur R" la

formule suivante :
1

U f () dx.

Siu est solution de (2.1), on obtient ainsi (si on est autorisé a utiliser la transformée de Fourier)

f©=

au(&:, t)+|EI2U(E, t)=0,pour £ € RN et t > 0,et U(E,0)= 1, (&), pour & €R",

ce qui donne

ug, )= e_l‘ﬂztﬁo(&),pouré eRVett>0.

En choisissant g/(t\) e L'(RY) t.q. g/(t\)(é'): e €t on adonc (., t)= g/(t\)ﬂo pour tout t > 0 et
donc ( en utilisant le fait que la transformée de Fourier transforme la convolution en produit),
G, 0= (2m) "% g (t)*ugpour ¢t > O.

ou encore
u(.,t)= (277:)_%g(t)v'zuO pour t > 0.

Il reste a calculer g(t). Comme g/(t\) € L'(RY) pour t > 0, le théoréme d’inversion de Fourier

—

nous donne g(t)= g/(t\)(— -), Cest-a-dire

1 .
g(t)(x)= — J e’x'ge_|‘5|2td5pour xeRNett > 0.
2m)2

Le changement de variable & = 1/+/2t donne alors

1 1 ix-— _n? N
g()(x)= ot oot e Viiem 2 dnpour x R et t > 0.
2 2

Finalement, on obtient

)2

1 2 N i _In? NP
g(t)(o)= ( e % pourx €eR" ett>0, car | e” Vze 2dn=(2m)zexp * |.
2
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

Ce qui donne

u(x,t)= J e_%uo(y) dy pour x € RVet t > 0. (2.2)

4r t)%
Il est maintenant possible de donner des conditions sur u, pour lesquelles (2.2) donne une

solution classique de (2.1).

2.3 Equation de la chaleur dans R" : solution faible

On s’intéresse dans ce paragraphe au probléme suivant :

Soit Q un ouvert borné de R, T € R’, f une fonction de 2x]0, T[ dans R et u, une fonction

de Q dans R.

On cherche u tel que
du
Fri Au=f  surQx]0, T,
u=20 sur 90x]0, T[,

u(x,0)=uy(x) dansSQ.
On va donner pour ce probleme linéaire un résultat d’existence par la méthode de Faedo-

Galerkin et d’unicité de solution faible.

Théoréme 2.1 (Faedo-Galerkin [10]) Soit Q un ouvert borné de RN, T > 0 et u, € L*(2), on
identifie L*(Q2) avec son dual et on suppose que f € L*>(]0, T[,H 1(Q)). Alors, il existe un et un

seul u tel que

[ ue12(Jo, T[,H) (), du e L2(J0, T[,H™ () et Vv € L2(J0, T[, H}():
T T

T
J(%(s), v($)) g1 ds+ f f Vu(s)-Vv(s)dx ds :f (f(5),v($)) 1 mds, (2.3)
0 0 Q 0

A

| u(0)=u, p.p.

On rappelle que u(s) (resp. v(s)) désigne la fonction x — u(x,t) (resp. v(x,t)). On a de plus

les estimations suivantes sur u et % :

||u||L2(]0,T[,Hg(Q)) < lluolly + I 120,70, 51y

du
‘ R < luolly + 2l f 2200, 71,11 >
Ellz2qo,r-1 )

eI < Ntol2+ 18t g sy + 1l g o POUT touE € € [0, T
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

Démonstration: On rappelle que 'on a identifié L*(Q2) avec (L*(£2))’, de sorte que H, (Q)C
L*()= L*(’'c H'(Q). Comme on cherche u telle que u € L*(]0, T[,H}(Q)) et % e
L?(]0, T[,H1(9)), on a nécessairement u € C([0, T], L2(Q2)), (d’aprés le lemme (1.18)). La
fonction u est donc définie en tout t € [0, T'], ce qui permet de donner un sens a la condition
u(0)=u, p.p- dans Q.

L'idée, pour démontrer ce théoréme, est de résoudre d’abord le probleme dans des espaces
de dimension finie ; on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’éléments finis, mais
c’est plus simple en utilisant une base hilbertienne formée de fonctions propres du Laplacien.

D’apres le Théoréme 8.5(voir S. Salsa [14], page 451-452), il existe une base hilbertienne de

L?(£), notée {e,,n € N*} t.q. e, est (pour tout n ) une solution faible de

Ae

—Ae, = A,e, dans €,

e, =0 sur 99,

n

avec A, € R.
Etape 1 : Approximation.

La famille (e,),cy- €st une base hilbertienne de L?(Q) et vérifie

e, € H, (),
fﬂ Ve, -Vvdx=A2, fﬂ e,v dx, pour tout v € H} (),

avec A, > 0 pour tout n € N* et A, = +00 quand n — +00. Comme (e,),cy- €St une base

hilbertienne de L*(Q), on a, pour tout w € L*(Q),w = >. _..(wle,),e, au sens de la conver-

neN*
gence L2(Q) (Cest-a-dire que Z?:l(wlei)ei — w dans L?(Q) quand n — +00).

On montre maintenant que la famille (A;l/ ®e,)pen- €st une base hilbertienne de H,(€2). On
rappelle que Hé (©2) est un espace de Hilbert, la norme de u dans Hé (©2) est définie par

[|u]| Hi@) = IVull ;2o et donc le produit scalaire de u et v dans Hé (©2) est donnée par

(ulv)Hé(Q)= f Vu-Vv dx.
Q

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1, on a

J Ve, - Ve, dx = Anf ene, dx = 24,8, .
Q Q
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

On en déduit que (e,le,) 1= 0sin# met

2
Ve, Ve

- [ Yooy

HL() Q

€n

Vi

Puis, on remarque que I'espace vectoriel engendré par la famille (e,) e, nOté vect {e,,n € N*},
est dense dans Hé (©). En effet soit v € Hé (Q) tel que (vle,) HY@)= 0 pour tout n € N*. Ce qui
donne, pour tout n € N*

0= (Vlen)Hé(Q): J

Q

Ve, -Vvdx = Anf e,v dx.

Q

Comme (e, ),y st une base hilbertienne de L?(€) (et A, # 0 pour tout n € N*), on en déduit
que v = 0 p.p. Ceci montre que I'orthogonal dans H; de vect {e,,n € N*} est réduit a {0} et
donc que vect {e,,n € N*} est dense dans H(l) (©2). Finalement, on obtient ainsi que la famille
(A;l/ ®e,)pen- €st une base hilbertienne de H, ().

Solutions approchées :

Soit n € N*. On pose E, = vect {ep,p =1, n}. On cherche une solution approchée u, sous
la forme u,(t)= Z?:l a;(t)e; avec a; € C([0,t],R). En supposant que les a; sont dérivables

pour tout t (ce qui n’est pas vrai, en général), on a donc

u ()= Z ai(t)e;,
i=1

de sorte que, pour tout ¢ € Hcl) (©2) et tout t €]0,T[, on a (compte tenu de l'injection de

L?(Q) dans H (),
(u:l(t)i w)H_l(Q),Hé(Q) == Z a:(t)f ei(‘O dX.
i=1

Q

D’autre part, pour tout t € [0,T] on a
n n
—Au, (==Y a;()Ae; = Y Aa,(t)e; dans 7" () et dans H (%),
i=1 i=1
C’est-a-dire, pour tout ¢ € H; (),

(—Au,(0), P)pr i@ = f Vu, (6)-Ve dx = Zliai(t)f e dx.
o i=1 Q
Enfin, comme f € L*(]0, T[,H™"), on a pour tout ¢ € Hy (), (f (), go)H_l(m’Hé(m € L (0, TD).

La quantité (f (t), p)y— @, est donc définie pour presque tout t et on obtient finalement,
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

pour presque tout t et pour tout ¢ € Hé (),
(u), (O—Au, (O—f (), Q)@ Hre = Z(a:(t)"'kiai(t))'j e;p dx —(f (), P) 1 11 )
i=1 Q

Pour obtenir u,, une idée naturelle est de choisir les fonctions a; pour que

(w, (O—Au,(O—f (), @) g1 @i = 0,

pour tout ¢ € E,. En posant f;(t)= (f (t), e;)y— @.H(@)> Ceci est équivalent a demander pour
toutie{1,---,n},

ai ()40, ()= fi(1).
En tenant compte de la condition initiale et en posant al@ = (ugyle;),, ceci suggere donc de

prendre
t

a; ()= aPe " + f e M £.(5) ds. (2.4)
0
Les fonctions a; ainsi définies appartiennent a C(]0, T[,R) et on a donc u,, € C(]0, T[,E,)C

C(J0, T[,H}(Q)) avec u, ()= D, a;(t)e;.

Précision sur la dérivée en temps :

Soit n € N* et u,, la solution approchée donnée par I'étape précédente. Les fonctions a; ne sont
pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par transposition) de
u,. On va noter cette dérivée (u,),. Par définition de la dérivation par transposition, (u,), est

un élément de 9;, avec E = H} (). Soit ¢ € C>°(]0, T[,R) on a

T
(W) P as0 = _J u, ()¢’ (t) dt € E, C HL ().
0
Comme u, = Z?:l a;e;, on a donc
n T n T
(W), P)az0 = —ZJ a;(t)e;p'(t) dt = —Z (J a; (D¢’ (1) dt) e;.
i=1J0 i=1 0

On utilise maintenant (2.4),
T
f al(t)(P/ dt:Ti+Si,
0

avec

T T
Ti — J ai(O)e_Ait(p/(t)dt — f aEO)Aie—litgp (t) dt.
0 0

T t
S, J ( J e-lf(f-s)fi(s)ds)cp’(t) dt.
0 0
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

Pour transformer S; on utilise le théoréme de Fubini :

IR ey (s)ds) @'(t) dt

1 (e ’(t)dt) f:(s)ds

AU ! () dt) fi(s)ds

T

e7HED 5 (1) dt) fi(s)ds_f @ (s)fi(s)ds

0

=J (]
()
(-
I, (]~
L

%%%%%

Ae‘“t_s)fl(s)ds) (t)dt— f fi(H)e(t)dt.

On en déduit que T; + S; = f A (t)tp(t)dt—f fi(t)e(t)dt, et donc

(W) 6> )0 f Ao (e (6) dt+ZJ £i(D)e;p(H)dt.
Comme cette égalité est vraie pour tout ¢ € C>°(]0, T[,R), on a finalement
(u,),= —Zn: Aiage; + Zn:fiei € L*(]0, T[,E,).
i=1 i=1
Ce qui peut aussi s'écrire, avec f ™ =" fie,,
(), = Au, + f® € L?(J0, T[, E,)C L*(]0, T[, H) ()< L*(J0, T[, H ' ().

Soit maintenant v € L*(]0, T[, H, (). Comme (u,),.€ L*(]0, T[,H™'(2)), on a

(W) e V) @@ € L0, TD et

T T
J (W) (O, v(O) @ @dt = —f f Vu, -Vvdx dt +ZJ f fie;v dx dt.
0 0

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

T T
J ((un)t(f),V(f)>H—1(Q),Hg(n)dt+f f Vu,-Vvdx dt
0 o Ja

n T
= ZJ (f (), ei>H71(Q),Hé(Q) (J e;Vv dX) dt
Q
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

On note P, I'opérateur de projection orthogonale dans L?(Q) sur le s.e.v E,. Lopérateur P,
peut donc étre vu comme un opérateur de L*(£2) dans H, (Q2) (car E, C H}(£2)). On note alors
P! 'opérateur transposé qui est donc un opérateur de H ~1(Q) dans (L2(2))’ qui est lui méme
identifié & L2() et est aussi un s.e.vde H~1(Q).

On obtient alors ( pour tout v € L*(]0, T[, H} (2)))

T T T
J (W), v)H_lyHédt + J f Vu, - Vvdx dt = f (f, an)H_l’Hédt
0 0 Q 0

. (2.5)
= f (P.f, V)H*,Hé dt.
0

On a aussi u, € C([0, T],H} () et u,(0)= P,u,.
Etape 2 : Estimations a priori.
Pourn € N*onau, € C([0,T],H}(Q)c L*(J0, T[,Hy () et (u,) = Au,+f ™ € L*>(J0, T[, H ().

D’apreés le lemme (1.18), on a donc

1 2 1 2 '
Ellun(T)llz_EHU'O”z: . ((un)tsun)Hfl,Hédt'

En prenant v = u, dans (2.5), on en déduit

T T

1 1

Sty (TIE = S ol + J f [V, Pdx de = f (F. Patt)r-1
0 Q 0

et donc

T T
1
et . ey = J f|Vun|2dxdts§||uo||§+ f (F, Pty )2 e
0 Q 0

On en déduit, en remarquant que P,u, =u,,

T

1

1 2.6
< Hlutg12 4+ 1F Ws2gg0,rt -1 Mitall 20 1 110 (2.6)

< o 2+ 35 1B g g roscan + 31841 sty
On a donc
et 2 g0ty < M80lZ + 1 W2 0111
Ce qui donne aussi

utnll 20, rra2 @) < olla + 11F 2o, r -1 @)
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

Comme (u,),= Au, + Prff (égalité (2.5)) et que ||PnW||Hém) < ||W||Hg(m pour tout w € Hé ),

on obtient aussi une borne sur (u,), :

”(un)t”LZ(]O,T[,H—l(Q)) < ||un||L2(]O,T[,Hé(Q)) + ||f||L2(]0,T[,H—1(Q))

et donc
N el 2o rrar@n < luollz + 201 f 120, rm-10)-
La suite (u,),cy- est donc bornée dans L*(]0, T, Hé (©2)) et la suite ((u,,),)en- €St bornée dans
L*(Jo, T[,H™(22)).
Etape 3 : Passage a la limite. Grace aux estimations obtenues a I'étape précédente, on peut

supposer , apres extraction éventuelle d’une sous suite, que , quand n — +00,

u, — u faiblement dans L*(]0, T, H} (),
(u,),— w faiblement dans L*(]0, T[,H™'(Q))

et les estimations sur u, et (u,), donnent aussi les estimations suivantes sur u et w :

||u||L2(]o,T[,H3(m) < lluolly + 1f 20, 711>
Wl 20,7010 < Wuolla + 211 f l2qo,rpa-1))-
Nous allons montrer tout d’abord que w = J,u (puis nous montrerons que u est solution de
d,u= Au+ f au sens demander par (2.3))

Par définition de d,u, on a, pour tout ¢ € C°(]0, T[,R),

T o T
J a—(t)ﬂp(t)dt=—f u(t)p’(O)dt.
o 9t 0

Pour démontrer que J,u = w, il suffit donc de montrer que I'on a, pour tout ¢ € C>°(]0, T[,R),

T

T
f W(t)ap(t)dtz—J u(t) ' (t)dt. 2.7)
0

0

On rappelle que le terme de gauche de I'égalité (2.7) est dans H 1 (Q), alors que le terme de
droite est dans H, (£2). Cette égalité utilise donc le fait que H,(Q2)C H™'(£), cette inclusion
étant due au fait que nous avons identifié L2(2)’ avec L2(£2).

Soit donc ¢ € CC°°(]O, T[,R), nous allons donc montrer (2.7) pour ¢ € Hé (2), on considére

Papplication S de L*(]0, T[, H;(£2)) dans R définie par

T
S(v)= J (—J v(t)go’(t)dt) 1 (x)dx pour v € L*(]0, T[, Hy ().
Q 0
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

Lapplication S est linéaire continue de L*(]O, T[,Hé (©2)) dans R. Comme u,, — u faiblement

dans LZ(]O,T[,Hé(Q)), on a donc S(u,)— S(u) quand n — +00. Or, pour v = u, et pour

T T
S(v)z—U v(t)so’(t)dtlw) =—<J v(t)w’(t)dt,w> :
0 2 0 H-1H}

On a donc, quand n — +09,

T T
—<J un(t)cp’(t)dt,1p> —>—<J u(t)cp’(t)dt,i,b> .
0 H_l,Hé 0 H_l,Hé

T

v=u,ona

T

u, (e’ ()dt = J (u,), () p(t)dt ( par définition de

On utilise maintenant le fait que —J
0

(u,),). On a donc °

T T
<J (un)t(t)so(t)dt,1/)> —>—<J u(t)w’(t)dt,¢> .
0 H-1,H} 0 H-1,H}

On considére maintenant I'application S de L2(]0, T[, H~'(2)) dans R définie par
T
S(v)= <f v(t)e(t)dt, 1/)> pour v € L2(]0, T[, H ' ().
0 Hil,Hé

L'application S est linéaire continue de L?(]0, T[,H'(©)) dans R. Comme (u,),— w faible-

ment dans L2(]0, T[, H'(€2)), on a donc §((un)t)—> S(w) quand n — +090, c’est-a-dire

T T
<f (un)t(t)cp(t)dt,i,b> —> <f W(t)c,o(t)dt,i,b> .
0 H-1,H} 0 H-1,H}

On en déduit que pour tout Y € Hé (£2),on a

T T
—<J u(t)so’(t)dt,¢> =<f w(t)so(t)dt,w> :
0 H-1,H} 0 H-1,H}

T T

u(t)e’(H)dt= J w(t) ¢ (t)dt pour tout ¢ € C*°(J0, T[,R),

On a donc bien montré que —f
0

0
c’est-a-dire que J,u = w.
Nous savons donc que u,, — u faiblement dans L*(]0, T[, H} (2)) et que d,u, — d,u faiblement

dans L2(]0, T[,H '(£2)). Pour montrer que u est solution de d,u = Au+ f au sens demandé

26



Equation de la chaleur dans RY : solution faible

par (2.3), il suffit maintenant de passer a la limite dans (2.5). Soit v € L?(]0, T[,Hé (9)), on

a pour tout n € N*, selon (2.5),

T T T
f ((un)t,v)Hl’Hédt+f (unlv)Hédt:J (f, Pav) g dt.
0 0 0

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — 400 grace aux conver-
gences de u,, et (u,),. Pour le terme de droite, on utilise I'étape préliminaire. On remarque que
Pv(t)— v(t) dans Hé(Q) pour presque tout t et ||PnV(t)||Hg(m < ||v(t)||Hé(m pour presque
tout t. Cela permet de passer a la limite dans le terme de droite, Par le théoreme de conver-
gence dominée. On obtient ainsi
T ou T T

JO <E’ v)H_leédt + JO (u|v)Hédt = JO (f, V)H_l’Hédt.
Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (2.3).
Condition initiale :
Comme u € L*(]0, T[,H,(Q)) et d,u € L*>(J0, T[,H ' (), on sait que u € C(]0, T[, L*(2))
(voir la section "rappel”1). Pour terminer la démonstration du fait que u est solution de (2.3),
il reste donc seulement a4 montrer que u(0)= u, p.p. (cCest-a-dire u(0)= u, dans L2(2)).
On sait que u(t)— u(0) dans L2() quand t — 0. On sait aussi que u, (0)= Z?:l al@ei — U,
dans L?(Q2) quand n — +0c0. Pour en déduire que u(0)= u,, il suffit de montrer que la suite
(U,) en- €st relativement compacte dans C ([0, T, H'(2)). En effet, si la suite (u,,),cy- €St re-
lativement compacte dans C ([0, T],H 1 (Q)), il existe w € C([0, T], H *(2)) et une sous suite,
encore notée (u,) ey, t.q. U, (t)— w(t) dans H™(Q) uniformément par rapporta t € [0, T] (et
donc aussi dans L2(]0, T[, H 1(£2))). En particulier, on a donc w(0)= u,. Mais on sait déja que
u, — u faiblement dans L*(J0, T[,H, (2)) et donc aussi faiblement dans L>(]0, T[, H~' ().
Par unicité de la limite, on a donc u = w p.p. sur ]0, T[ et donc u(t)= w(t) pour tout t € [0, T ]
car u et w sont continues sur [0, T ]. On obtient ainsi, finalement, u(0)= w(0)= u,.
Il reste & montrer que la suite (u,),cy- est relativement compacte dans C ([0, T], H'(£2)). Par

le théoréme d’Ascoli, il suffit de montrer que
1) Pour tout t € [0, T], (u,,(t)),cn- €st relativement compacte dans H' (Q).

2) ||lu,()—u,()|lz-+ — 0, quand s — t, uniformément par rapport a n € N* (et pour tout

te[0,T).
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

Pour démontrer le deuxiéme item, on utilise le fait que (u,),€ LY([0,T],H'(Q)). on a pour

tout t,,t, € [0,T],t; > t,, et tout n € N*, on a (dans H1(£2))
t

un(tl)—un(tz)=J (u,).(s)ds,

ty

et donc
t

Iy CE1) =1, () || Sf @) e ()l ds

ty

T 3
< U II(un)t(S)Ili,]dS) ty—ty
0

< M@ ell2qorpa-1) v/t — ta

Comme la suite ((u,),) en+ €St bornée dans L?(]0, T[,H'(Q)), on en déduit que
”un(t)_un(s)“H—l —0 quand s,

uniformément par rapport a n € N* (et pour tout t € [0, T ]).
Pour démontrer le premier item, on utilise encore le lemme (1.18). Comme u, € L>(]0, T[,H é (9)))

et (u,),€ L*(]0, T[,H'(Q)), on a, pour tout t,s € [0, T],

[l (O3 = Ny S5 + 2J (W) (&), uy (8)) 1 2 dE,

et donc

llun (O3 = llu, G5 + ZJ (@) (), uy (D) g1 iy |AE

< ||un(5)||§ + 2”(un)t||L2(:|O,T[,H*1)||un||L2(]O,T[,Hé)-

En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, T ], on en déduit

TlunCOI2 < Nl g0 21 2200 + 271D iz r s tall 2o .

Ceci montre que la suite (u,(t)),cy- €st bornée dans L?(£2) pour tout t € [0, T] (et méme uni-
formément par rapport a t). On en déduit que la suite (u, (t)),cn- €st relativement compacte
dans H™1(Q) pour tout t € [0, T]. On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli et conclure,
comme cela est indiqué au début de cette étape, que u(0)= u, p.p. Ceci termine la démons-
tration du fait que u est solution de (2.3) et donc la démonstration de la partie “existence” du
théoréme (2.1). Dans la démonstration, nous avons obtenu les estimations suivantes
||u||L2(]o,T[,H3(Q)) < lluolly + If 20,77 11y
‘ u

E < luoll, + 2||f||L2(]O,T[,H*1(Q));

L2(J0,T[,H71 ()
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Equation de la chaleur dans RY : solution faible

Enfin, comme u € L*(]0, T[,Hy () et d,u € L*(]0, T[,H' (), le lemme (1.18) donne, pour

tout t,
t

d
lu(®I3 = lluoll3 + ZJ (a—l;U(S), u(s)) g1 pds,

0
on en déduit que

IO < etol3 + 118,212 g0 1 ey + I 1 ey POU fOUE £ €O, T

Etape 4 : L'unicité de solution. On montre maintenant la partie “unicité” du théoreme (2.1).
Soit u, et u, deux solution de (2.3).
On pose u = u;—u,. En faisant la différence des équations satisfaites par u; et u, et en prenant,

pour t € [0, T],v =uly, ;; comme fonction test, on obtient

J (@(s),u(s))Hq Hlds+f J Vu(s)-Vu(s) dx ds = 0.
o Ot o o Ja

Comme u € L*(]0, T[,H, () et % € L2(]0, T[,H (9)), on a, d’aprés le lemme (1.18),

t

0
(MOINMOIBE J (57 O, us)) .
0

N

On en déduit, pour tout t € [0, T],

(Ilu(t)llé — ||u(0)||§) + ZJ J Vu(s)-Vu(s) dx ds = 0.
0 Q

Enfin, comme u(0)= 0, on obtient bien, finalement, u(t)= 0 p.p. dans Q, pour tout t € [0, T].

Ce qui montre la partie “unicité” du théoréme (2.1). n
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Chapitre 3

Problemes paraboliques non linéaires a

données regulieres

On s’'intéresse a I'’étude d’un probleme d’évolution gouverné par le p-Laplacien qui est un
opérateur aux dérivées partielles elliptique quasi-linéaire du second ordre, il correspond a une
généralisation non linéaire de 'opérateur de Laplace.

Dans toute la suite, V désigne un espace de Banach réflexif, V' son dual topologique et A
est un opérateur défini par :

A: VoV’

u— Au.
On s’attache a montrer I'existence d’une solution faible pour le probléme (3.33) en utilisant
la méthode des opérateurs monotones qui a initiée par G. Minty en 1962. On rappelle tout

d’abord quelques définitions.

Définition 3.1 ([12]) Un opérateur A:V — V' est dit :

® monotone Si :

(Au—Av,u—v)>0,Yu,v e V. (3.1)

e strictement monotone si

(Au—Av,u—v)>0,Yu,veVv uFv.

30



Théoréme d’existence

Définition 3.2 Un opérateur A:V — V' est dit borné, s’il envoie tout borné de V dans un borné

de V'. Autrement dit, pour tout p > 0, il existe R > 0, tel que
YueV:|ully <p=llAull,, <R.

Définition 3.3 ([12]) Un opérateurA : V. — V' est dit hémicontinu si pour tout u,v,w € V, la
fonction

A= Aw+ Av),w),
est continue de R — R.
Proposition 3.4 Lopérateur défini sur L (Q2) par :
u— |ulP?u,

est a valeurs dans LP (£2), de plus il est continu.

3.1 Théoréeme d’existence

Soit V espace de Banach réflexif et séparable V’ son dual et H espace de Hilbert H tels
que V C H avec injection continue et dense. Le théoréme de Riesz permet d’identifier H a son

dual. On peut alors identifier H & un sous-espace de V' de sorte qu’on a le schéma suivante :
VCHCcCV. (3.2)

Si on donne alors une fonction u € L?(0, T; V) telle que v’ € L? (0, T; V"), lapplication
u: [0,T] — H définie par u — u(0) est continue et surjective. Le résultat principal de ce

chapitre est :

Théoréme 3.5 (Cas général [12]) Soient V,H comme dans (3.2). Soit A un opérateur non li-

néaire de V. — V' ayant les propriétés suivantes :
i) Aest hémicontinude V — V’,
ii) Aest borné et ||A(V)||, < c||v]|P7Y,
iii) A est monotonede V — V',

v) AW),v)=a|v||’, a>0, VveV (1 <p < o0).
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Théoréme d’existence

Soient f € LPI(O, T; V") et uy, € H. Alors il existe une seule fonction u € L? (0, T; V) solution de

u +AW=f,
u(0)=u,.

(3.3)

3.1.1 Démonstration de P’existence

Etape 1 : Solution approchée.

On utilise la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste a approcher I'espace V par une suite d’es-
paces de dimensions finies et donc approcher le probléme par une suite de problemes posés
dans des espaces de dimensions finies. On pose :

E, = (wq,- - ,w,,) I'espace engendré par les vecteurs (wy,---,w,,), on introduit u,,(t) «solu-
tion approchée » du probléme de la facon suivante :

On cherche u,, (t)= iuj(t)-wj, vérifiant :

J

W’ (0, w)+AW, (D), w)= (f (D), w), 1<j<m, 54
u, (0)=ug, € [wy, -+ ,w,,],uy, — U, dans L>(£),

ou (,) désigne le produit scalaire dans L?(£2).

Etape 2 : Estimation a priori.

En multipliant (3.4) par u;(t) en faisant la somme sur j et en intégrant de O a t, on obtient :

t t t
f W (0),u,(0))do +f A, (0)),uy,(0))do = f (f (0),u,,(0))do.
0 0 0
Cela définit u,, (t) dans un intervalle [0, t,,], tel que t,, > 0. Mais on note que
AW, w= allull’,a> 0, (3.5)

et
, _1d 5
W, (0),u,(0))= 2dolum(a)l :
Alors on déduit de (3.4) que
1 2
—|u, (O +
Sln (0] f

0

t t

1
A(u,(0)),u,(o))do = f (f (0),u,(0))do + Eluoml2 (3.6)
0

D’apres l'inégalité de Poincaré (1.8). Donc I'opérateur A vérifie :

(A(u),u>v’xv 2 a”u”p’ a> O: Vu € Wol’p(Q)a (37)
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Théoréme d’existence

Et donc, t )
J (A(u,,(0)),u,(0))do > a J llu,, (0)||Pdo (3.8)
0 0

D’autre part, on a d’aprées I'inégalité de Holder

J (f (0),uy(0))do SJ 1f (@), - [lup, (@) [|do
0 0

SU ||f(o)||f:’do) ( f ||um(o)||f’da)
0 0

Remarquons que d’apres I'inégalité de Young (5)) :

b P -
ab=(8a)—£€—ap+€—/bp,\78>0 (3.9
€ p p

On aura alors

J (f (0),up(0))do < Qf ||f(0)||§/d0+§f luy, (a)|Pdo.
0 p 0 p 0

.. e’ a
En choisissant ¢ de sorte que — = > on a alors :
p

t t t
/ a
f (f (0),u,,(0))do < clf If (@)||P do + Ef lu, ()||Pdo. (3.10)
0 0 0
De plus, comme u,,, — u, dans L(Q2) alors :
3 Cz > 0 . ||um0||L2(Q) S Cz- Vm (S N. (3.11)

De (3.8), (3.10) et (3.11) on déduit que :

t t t
1 ( ,
Sl OP+a | lun@lPdo < | If@IFdo+5 | llu,(0)IPdo +c,.
2 0 Jo 2 0
1 a t f't
= —u,(OP+ < | lluy(@)lPdo <c; | [If (@IPdo+c, =cs.
2 2 0 Jo
r'T
SC1J If (DIF'do +c,=c,
0

On déduit alors :

t
sup |um(t)|fz(m <cjet J lu,(0)|IPdo <c; Vte[O0,T].
te[0,T] 0

Et donc ;
f llu,(0)]|Pdo < c;.
0

33



Théoréme d’existence

D’ol, 'on déduit alors t,, = T et que : La suite (u,,,) demeure dans un borné de L°° (0, T; L2(Q))NLP(0,T; V).
De plus, 'hypothése ii) implique que la suite (Au,,) est bornée dans LP(0,T;V").

Etape 3 : Passage a la limite.

Du fait que les espaces L2(), LP (0, T; V) et LY (0, T; V') sont réflexifs et que I'espace L°° (0, T; L*(2))

ne lest pas, alors on peut extraire une sous-suite (u,,) telle que :

u,—»u dans L°(0,T;L*(Q)) faible étoile, (3.12)
u, —>u dans L?(0,T;V) faible, (3.13)
u,(T)=> & dans  L*(Q) faible, (3.14)
A(u,)— y  dans LY (0, T; V") faible. (3.15)

Vérification des conditions initiales.
Introduisons ﬂm(t),A(ﬂm(t)),f(t), prolongement a R de u,,(t),A(u,,(t)), f (t) par O hors de
[0, T]; alors (3.4) donne

d )
(Eﬂm(t),wj) + (Afl,, (), w))= (£ (), w;) + Wopm, w5 (t —0)—(u,, (T), w )5 (t — T). (3.16)

On peut maintenant passer a la limite dans (3.16) avec m = u et j fixé, d’ou 'on déduit :

d .
(Eﬂ, Wj) + (i, w))=(f,w))+(ug,w;))6(t —0)—(&,w;)6(t—T), Vj (3.17)
Et par conséquent
Wt i =F +uebt—0-£5(t—T). (3.18)

Restreignant (3.18) a ]0, T[, on en déduit que
Uty =], (3.19)

d’ott v’ € L' (0, T; V'), donc d’apres (3.2), u(0) et u(T) ont un sens.

Comparant a (3.18) on en déduit que u(0)=u, et u(T)=2¢&.

On aura donc démontré I'existence d’'une solution si 'on montre (c’est le point crucial de la
démonstration) que

x =A). (3.20)

De la propriété de monotonie de A, (3.1) résulte que

T
Au= J (A, ()-AW (), u, ()—v(t))dt =0 Vv € LP(0,T; V). (3.21)
0
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Théoréme d’existence

Or de (3.6) résulte que

T T 1 1
J (A(u,u):u )dt: f (f:u )dt+ §|u0,u|2_£|u,u(T)|2
0 0

et donc

! 1 1
1 = f (Fru)de+ S, = S [, (T - f
. 2 2

0

T T

(A(uy,v)dt—f (A(v),uu—v)dt (3.22)

0
D’apres (3.12) - (3.15) on a:

T T
J (f,uu)dtej (f,wadt, (3.23)
0 0
T T
J (A(uu),v)dt—>J (x,v)dt, (3.24)
0 0
T T
f (A(v),uu)dtﬂf (A(v),u)dt, (3.25)
0 0

Comme lim influM(T)l2 > |u(T)|?, Alors, en prenant la lim sup Xy on obtient :

! 1 1
J (f,u)dt+ §|uo|2 - §|U(T)|2 —J
0

0

T T
(}(,V)dt—f A(W),u—v)dt=>0. (3.26)
0

En multipliant (3.19) par u et par des intégrations par parties sur [0, T ], on obtient

T

T
f (f,u)dt+ %luol2 — %lu(T)|2 = J (x,wdt. (3.27)
0

0

En passant a la limite (u — +00) dans (3.22) et en utilisant (3.23) - (3.27), on obtient
T
f (x —A(),u—v)dt >0, Vv eLP(0,T;V) (3.28)
0
En prenant v =u—Aw,A > 0, avec w € LP(0, T; V) quelconque ; alors (3.28) donne
T
Af (x —Alu—Aw),w)dt>0 VweLP(0,T;V).
0
donc (comme A > 0)
T
f (x —A(u—Aw),w)dt = 0; Ywe LP(0,T;V). (3.29)
0

Faisant A — 0 dans (3.29) d’apres ’hémicontinuité de A (définition (3.3)) et d’apres le théo-

reme de Lebesgue, on en déduit que

T
J (x —A),w)dt=0 VwelLP(,T;V). (3.30)
0
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Prenant maintenant v = u + Aw dans (3.28), on aboutit, avec les mémes arguments, a :
T
J (x —A),w)dt<0 VwelLP(,T;V). (3.31)
0
De (3.30) et (3.31)ona:
T
f (y —A(),w)dt=0 VwelL?(,T;V), (3.32)
0
donc y —A(u)= 0 dans L1(0, T;V’) et on déduit alors que
x =A).

Ce qui prouve 'existence d’une solution u pour le probléme (3.3).

3.1.2 LP’unicité de la solution

Soient u, et u, deux solutions du probléme. Alors w = u; —u, vérifie
w' + A(u;)—A(u,)= 0,w(0)=0,
En multipliant par w on a :
W, w)+(A(u)—A(uy),u; —uy)=0

Et grace a la monotonie :

1 d )
- | — w0
[ & o <o
Q
d’ot w = 0, ce qui preuve I'unicité de la solution du probleme (3.3).

3.2 Application au p-Laplacien

Soit Q un ouvert borné de R", t €]0, T[ avec T > 0 et p > 2. On consideére le probléme

parabolique nonlinéaire suivant :

%)
8—¢—Apu:f sur Ox]0, T,
u=0 sur d0x]0, T, (3.33)

u(x,0)=uy(x) dans,
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ou

Au= div(|VulP2Vu).

Théoréme 3.6 Soit f € L? (0, T;W‘LP/(Q)) et uy € L*(2). Le probléme (3.33) admet une
solution unique u € LP (O, T; Wol’p (Q)) ne ([O, T1; L2(S) )

Démonstration: On vérifie les conditions du théoréme 3.5. Soit Wol’p (©2) muni de la norme

de gradient. Comme p > 2, alors l'injection de Sobolev donne
W, P () c LA (Q)c WP ().

On considere l'opérateur p-Laplacien : A = —A, Wol’p (Q)— WL (Q) défini pour u, ¢ €
Wol’p (Q) par
(Au, ¢) =f |VulP2Vu - Vo dx
Q

» Lopérateur A est borné. On a d’apres l'inégalité de Holder :

[{Au, ¢) |<J ||Vu|p 2Vchp| dx

(R ()

= ||Vu||Lp(m||V90||LP(Q)

= ” ”P 1p(Q)||SD||W01’P(Q):

ce qui montre que, pour u € Wol’p (£2), Au est bien défini et que A est borné. De plus

p—
Ml < Cllall

» Lopérateur A est hémicontinu. En effet, soient u,v,w € WO1 P(Q) et A € R. Montrons que
la fonction de R dans R :

A= (A, u+Av),w),

est continue. Soit fixé A € R et soit {A,} une suite de R convergeant vers A. Posons

fo=|Vu+ AP 2V (u+ A,v)-Vw.
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Application au p-Laplacien

Comme l'application u — |u|P~%u est continue de L? () dans LY (Q),ona
|Vu+ A, v[P2V(Wu+ A,v)-Vw — |Vu+ Av[P2V (u + Av)-Vw p.p. dans Q,
et comme

ol = IV + A, [ Vw|
< M (|VulP™ + |2, P2 vy P [Vw]

< C(IvulP™ +|vul?) [vwl,

puisque la suite {A,} est bornée ; il résulte alors du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue que
lim (A, (u+A,v),w) = (A, ([u+Av),w),

n—+00
d’ou ’hémicontinuité de A.

/ . . 1
» Lopérateur A est strictement monotone : Soient u,v € W, P (Q) avec u #v,ona

(Au—Av,u—v) = J (IVulP2vu—|Vv[P2Vv) (Vu— Vv) dx

Q

1
> —J |Vu—Vv|Pdx
2p
Q

> 0.

> Soit v € W, ()

wyP @’

{Av,v) = f [Vv[Pdx = [|v]I?
Q

En vertu le théoréme 3.5, le probleme (3.33) admet une solution unique u € L? (O, T; Wol’p (Q)).
De plus, comme A applique WO1 P (Q) dans WP’ (Q), alors A(u)€ L¥ (0, T, WL (Q)).
Il résulte que

5u / /
—- P -Ww—Lp
C€l (0, T; W' ()

Ceci implique en particulier que u est continue de [0, T] — W~ (2). Puisque u € L? (0, T; WO1 P (Q))

etp>2 alorsue ¥ ([O, T]; LZ(Q)) et donc la condition u(x,0)=u, a un sens. m
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Chapitre 4

Problemes paraboliques non linéaires a

données mesures

Dans ce chapitre on étudie les problemes aux limites non linéaires du type paraboliques
associés a des opérateurs monotones mais avec un second membre non régulier, c’est-a-dire,
n’appartenant pas a un espace dual. Nous considérons des seconds membres dans I'espace des
mesures de Radon bornées. Comme dans les chapitres précédents, nous sommes principale-
ment intéressés par la question d’existence de solutions faibles.

Commencons par rappeler que nous travaillons sur un domaine 2 un domaine borné dans
RY, i.e. un ouvert connexe R" ; sa frontiére sera désignée par 3Q et son adhérence par Q.
Pour T > 0, notons par Q le cylindre Q2 x (0, T), et par T la surface latérale 92 x (0, T).

Nous désignons par . (Q) 'espace des mesures de Radon bornées sur Q. Par définition,

M Q= (6.Q),
le dual topologique de I'espace des fonctions continues a support compact dans Q muni de la

norme de la convergence uniforme :
u = max |u(x,t)].
|| ||‘€C((2) .b)e | ( ) )l

Pour préparer le train a notre étude, donnons la propriété générale des mesures suivante,
qui nous permettra d’approcher un probleme a donnée mesure par une suite de problémes a

données régulieres.
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Théoreme 4.1 (Théoreme de densité) Soit u € # (Q). Alors, il existe une suite {u,} C 2(Q)

telle que
» u, — U au sens vague des mesures, i.e Y € 6.(Q), (u,, ¢) = (u,p) (dans R),
> uallii < vl g -

Nous allons considérer le probleme parabolique non linéaire de Cauchy-Dirichlet suivant :

@ — A u=u dansQ

at P - ll’l’ 3

u(x,0)=0 dans Q, (4.1)
u(x,t)=0 sur T,

ol u appartient a . (Q).
Rappelons que le probleme (4.1) a fait 'objet de plusieurs études [1, 3, 7] qui ont montré
les résultats d’existence et de régularité pour des problemes paraboliques gouvernés par un

opérateur plus général.
Définition 4.2 On dira qu’une fonction u dans L' (0, T; Wol’1 (£2)) est une solution faible de (4.1)

si |VulP2Vu € (LY @Q)VN et

— ua—(P dxdt+ | |VulP2Vu-Ve dxdt= | ¢ du, (4.2)
Q at Q Q

pour tout ¢ € C*(Q) qui est nul au voisinage de T U (Q x {T}).

Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant.

Théoreme 4.3 Soit u € # (Q) et p > 2. Alors le probléme (4.1) posséde une solution u appar-

tenant a L1(0, T; Wol’q (€2)) pour tout q telle que

N
1Sq<p—N—+1, 4.3)

Démonstration: Elle se fait en trois étapes.

» Premiére étape. On approche le probleme par une suite de problemes a données régu-

lieres :
Eiau: —Ayu, =f, dansQ,
u.(x,0)=0 dans Q,
u(x,t)=0 sur T,

ol u, est une suite de 2(Q) telle que f, — u dans 2°(Q) et ||f.ll11q) < Il s -
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Premiere étape : Approximation du probléeme

» Deuxieme étape. On cherche des estimations uniformes des solutions approchées dans
L9(0, T; W, () avec 1 < q < p— .
» Troisieme étape. On passe a la limite dans le probleme approché sur n en utilisant la

convergence presque partout du gradient dans Q.

4.1 Premiere étape : Approximation du probléeme
Soit u € 4 (Q), d’apres le théoreéme 4.1, il existe une suite {f,} de 2(Q) telle que

fe = pdans 2°(Q) et [IfllLig < € = llull s @-

Comme f, € L”’ (O, T: WL (Q)), d’aprés le théoréme 3.6, il existe une fonction u, € L? (0, T; Wol’p (Q))ﬂ

€ ([O, TI; LZ(Q)) solution du probléme

d

Bute —Au, = f, dansQ,
u,(x,0)0=0 dans , 4.4
u,(x,t)=0 sur T,

dont la formulation faible équivalente est :

T

f (Bt )1 iyt + J Vi, [PV, - Vdedx :fmdtdx, (4.5)
Q Q

0

pour tout T >0, ¢ € LP (0, T; Wol’p (Q)).

4.2 Deuxieme étape : Estimations uniformes

Proposition 4.4 Il existe C,, C, dépendant uniquement de ||u|ly;(q), |2 et T telles que la suite

(u,), solution de (4.4) satisfait :

sup |lu, (Dl < Co, (4.6)
te(0,T)
J |Vu,|? < Cy, 4.7)
Bn

avec B, = {(t,x)eQ; n < |u (t,x)| <n+1}.
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

Démonstration: Pour obtenir des estimations indépendantes de ¢, on est amené a prendre
des fonctions tests dans L (Q)NL? (O, T; Wol’p (Q))

On note T; la fonction troncature a la hauteur k > 0 définie par

z, |z| <k
T (2)= k, 2>k
—k, z2<k
Tk(z)
k _______ 1
i
Lomne —k

T, est Lipschitzienne, si u € L? (O, T; WO1 P (Q)) alors T, (u)€ LP (0, T; Wol’p (Q)).
Z

On note S, (z)= f T, (t)dr.
0

Sk(z)
K
2
Z
—k k
z, lz| < k
S (@)= —k;+kz, z>k

_E —kz, z2<k
En particulier, on a |z| < Sl(z)+%.
En effet,
Silz| <1 implique que |z] < %Izl2 + % = Sl(z)+% (Young)
Silz|>1 implique que z=l|z|=(—3)+1=5,)+3

Si|z| < —1 implique que |z|=—2=(—2— %)+% = Sl(z)+%
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

Soit ¢ = T} (u, )€ LP (O, T; Wol’p (Q)) comme fonction test, il vient

% f Si(up)dx +f IV, P2 Vu, VT, (u,)dx = J feTi(u)dx,
Q Q Q

/

~
=0

et par intégration en temps, on a

JSk(ug(t,x))dx < kf Jf(t,x)dtdx,
Q 0 0

< kllfellpi -

Donc, pour k =1

f 8, (6,5 dx < 1l

Q

Enfin, pour conclure, on a

f |u, (t,x)|dx < f S (u,(t,x))dx + %IQI

Q Q

1
<l + 519

Finalement,

sup ||u. ()|l < Co.
te(0,T)

On montre maintenant ’estimation sur les rondelettes :

(

0, lz| <n,
z—n, n<z<n+1,
.2)=1{ z+n, n<z<n+1,

1, z>n+1,

|

—n—1
i/‘n n+
i_
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

Soit ¢, (2)= f p,(t)dT,ona|¢p, ()| < |z|.
0

$n(2)
—n n
—n n+1 z
Soit ¢ = ¢, (u,)e L? (O, T; Wol’p (Q)) comme fonction test, il vient
J ¢, (u,(t,x))dx +J |Vu, [P2Vu, Ve, (u,)dtdx = Jf(pn(ue)d tdx,
ke Q Q
>0
donc
f [Vu [Pdtdx < ||f.ll;1
B,
d’ou 'estimation (4.7). =
Proposition 4.5 Soit u, € L? (0, T; Wol’p (Q)) satisfaisant :
||u€||L°°(O,T,L1(Q)) < Co, (48)
J |Vu,|? < Cy, (4.9)
Bn
avec B, = {(t,x)€Q: n < |u.(t,x)| < n+1}. Alors, pour tout 1 <q<p— NLH, il existe C >0
dépendant de C,, C;, |Q] et q telle que
||u£”L‘1(O,T,W01’q(Q)) S C (410)

Démonstration: On aimerait faire comme en cas elliptique et obtenir une estimation sur Vu,

dans L9 (Q).
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

Soitl1<g<p,ona

f |V, [9dtdx = ZJ |Vu,|9dtdx,
Q B

n=0
no—1 o)

= Z f |Vu,|'dtdx + Z f |Vu,|'dtdx.
n= F n=nOB

Pour 3 + & =1,ies=1— %’ on applique I'inégalité de Holder, on obtient
q

4 —4
p 1P

Jquglthde fIVu€|q'§dtdx J(uq’dtdx ,
B, B,

n

o

< fquglpdtdx IB,|'",
Bl“l

g 1-L
< C/IB, |77,
51 A1-L
<cllQ".

Alors,
J |Vu,|?dtdx < C3(ng)+C, Z B, |7, (4.11)

n=nq

Q
ol C;(ng)= 01 nolQ|'% et C, = c1 .
On utilise a présent I'injection de Sobolev Wol’q Q)= LT (Q) (injection continue) avec g~
est 'exposant de Sobolev, c-a-d, ql = %—Ilv (@ = 1\%1) etqg<p<N.
Dong, il existe une constante C, dépend de Q2 telle que

4
r

Cq, f|ug|q*dx Sfquelqu, (4.12)

Q Q

et par intégration en temps de (4.12), on obtient

T rid T
CQJ J lu |9dx | dt< J J |Vu,|?dtdx, (4.13)
0 \n 0 0

on remarque ensuite, Yr > 1, on a f lu,|"dtdx = n"|B,| car |u,| > n sur B, et ainsi
B,

1
|B,| < —rf lu,|"dtdx.
n

By,
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

De l'estimation (4.11) , (4.12) et (4.13), on déduit que

T Z l—%
|
Cq lu T dx | dt < C3(ny)+Cy Z —_— lu,|"dtdx
“— nr(l_ﬁ)
0 \Q 0 B,
On utilise I'inégalité de Holder sur la série avec
1 1
a= T=—— £ donc, —=1-1
1-2 pP—¢q a p
1 1
1_,_1_4a
o a p
ainsi
p—q
r 3 o A
Ca [ (f 1 dx) dt < cg(no)+c4( > = ) > (f |u£|fdtdx) :
0 \Q n=noy \ B,
oo i o0 p%q
scg(n0)+c4( > ) (Z [ I dtdx) .
n=ngy n'¢ n=nyB,
Pour que la série a droite converge, il faut
r (Iﬂ) > 1. (4.14)
q
Le reste de la série convergente, donc tend vers 0, i.e
i L =6(n,) — O.
n=n, Tlr(p;q) B 0 Np—>+00
Ainsi,
4 p=q
T q T p
Cﬂf f IuSI‘fdx dt < C5(ng)+6(ng) f f lu|"dtdx , (4.15)
0 Q
avec 5(n0) — 0OetC3(ny)) — +o00.
—+00 0—>+c>o

Il faut falre apparaitre f |u8|q dx, pour celaon choisit1 < r < ¢*,onau,(t,.)€ L' (QONLL (Q)
Q

et par interpolation

On a

1-6
et CE, DN < Nt (8, D gy e, DIGED,
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

or u, vérifie (4.8), donc

1-6
et (&, I, g < Co P llue (8, DSy

Soit encore, par intégration en temps,

r(1—6)
i

T T
f J lu,|"dtdx < f J |u, | dx dt.
0 Q 0 Q

Pour estimer le terme a gauche de (4.15), on prend

rd-o) = i, (4.16)
q’ qr
ce qui donne :
T e T e I%
CQJ f IuEIq*dx dt < C5(ny)+6(ny) f J |u£|q*dx dt , 4.17)
0 \Q 0 \Q

Comme ‘? < 1, alors pour n, assez grand , c’est a dire, 6 (n,) assez petit pour que C,—06 (ny)=
C
-t >0, on conclut que
q
T q*
f J |u8|q dX dt - ||ue||Lq(0;T’Lq’(Q)) S C.
0 \Q

Et donc de lestimation (4.11) et le choix de r,

»Q)‘I’a
|

T
[IVu lidtdx < Ci(np)+8(n, | [ (f |u£|q*dx) dt
Q 0 \Q

<C
Ce qui donne
IVl Lago;rae0n < C-

Revenons maintenant aux conditions sur g, on a

La condition (4.16) : donne r(1—0)=qet21=0+12 =9 (1 — ql) — ql
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

onal=r6+ r(lq—fe), doncrf=1-— j—u et finalement,

r =q+r6
— _4q
=q+1 T
=q+1-—=
N—q
=q+1-7
N+1
=45
La condition C1 : s’écrit maintenant
N+1 p—q
N o 1

s Hp—g>1,

N+1 N+1
N
= q<p— N+
Conclusion Sous la condition 1 < g < p— NLH,
<C.

| |u£ ||Lq (O;T,Wol’q (Q))

Proposition 4.6 (Estimation sur (d,u,)) .

(8.u,), est bornée dans L* (0, T; W~1*(Q) ) indépendamment de € avec s < min (1%, %)
Démonstration: Soient o = qu1 et p € L=°(Q)NLY (O; T, Wol’o/ (Q)), ona
(B, 0) < | [ IV [P2Vu, Vedtdx| + [ |f.|leldtdx
Q Q

-1
< ||Vug||€q(o;T,Lq(g))||V80||Lo/(o;T,Lo’(m) +fellllelliem
<C (”V‘P”LU’(O;T,LU’(Q)) + ”‘P”Lw(n))-

Done (3,u,), est bornée dans (L% @nL” (0T, W;’“’(Q)))/ = L1(@QnLe (0; T, W29 (Q)),
d’ou1 le résultat désiré. m

Convergence presque partout du gradient : La suite (u,), est bornée dans

E={u, €L(0; T, W, (), du, € L' (0; T, W (1))}
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

et WO1 1(Q)— LI(Q) avec injection compacte. Alors (u,), est relativement compacte dans

L9(0; T, L1(£2)) = L1(Q). Ainsi, quitte a extraire une sous suite noté (u,),, on a

u, — u fort dans L1(Q),
u, — u p.p dans Q,

et u, — u faible dans L1 (O, T; Wol’q (Q)).
En procédant comme dans [3], on montre que
Vu, — Vu p.p dans Q.
La continuité de u € €° (O, T; Ll(Q)) :
Proposition 4.7 La suite (u,), est de Cauchy dans 6¢° (0, T; Ll(Q)) .

Démonstration: Soient (u,), solution de (4.5) associe a f, et (u,), solution de (4.5) associe

a f,. Soit w, ., = u, —u,, vérifiant :
O W o — div(|Vu€|p_2Vu€ —|Vu,, |p_2VuE,) =F,.=f—fo.
En multipliant par T; (w, ),

d _ _
afsl(wg,g,)dﬁf (IVu,[P2vu, — |Vu, P2V, ) (Vu, — Vu, ) T{(w, . )dx = f F, o T,(w,,)dx,
Q

Q Q
~ /
~~

=0

f51(Ws,g/)dX < f |F, o/|dx.
Q Q

Ona S, (z)= f T,(t)dt donc S, (2)< |z|, donc
0

fsl(ws,g’)dx < J |fg_f£’|dx-
Q

Q

on intégration en temps,

La suite (f,), converge dans L'(Q) donc elle est de Cauchy, donc

JSl(WM,)dx — 0.

£,6’—0
Q
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Deuxiéme étape : Estimations uniformes

Enfin, on a
flwg’s,ldx = f W, o|dx + f W o |dx
Q lwe o/1<1 [we or>1
1 1
< f lwe f dx | + f lwe /|dx.
|W£,g’|<1 |W ’|<1 IWg,£’|>1
Ona
|z lz| | |z|—1
Ellz|>1— ?""T Lijs1 =851 @) L1,
et
|z
?1|z|31 =5 (Z)1|z|31,
ainsi,

1
2

les,s’ldx S V |Q| J 251(Wg,g/)dx + J zsl(W )dx 4 O
Q

£,6/—>0

|WE,€/|S1 |WE,€/|>1

Ainsi u, converge fortement vers u dans 6° (0, T; L1 (Q)), ce qui donne un sens a la condition
initiale.

Passage a la limite dans le probléme approché :

On part de la formulation faible du probleme approché (4.4) :

Ju aa—dtdx+f|Vu 2wy, - qudtdx—ffgd)dtdx (4.18)

Q
pour tout ¢ € C°°(Q) qui est nul au voisinage de TU(2 x {T}). Comme u, converge fortement
vers u dans L'(Q), on passe a la limite facilement dans la premiére intégrale. La derniére
intégrale tend vers f ¢du grace aux hypotheses sur la suite f,.

Q
Maintenant, en utilisant les estimations uniformes et le résultat de convergence presque

partout du gradient, on obtient
o |Vu,|[P"2Vu, est bornée dans L7 (Q).
e |Vu,|P~2Vu, — |VulP~?Vu p.p dans Q.

11 résulte alors, en vertu du Théoréme 1.4 que |Vu,|[P"2Vu, — |Vul|P"2Vu dans L'(Q). Ainsi,

il est possible de passer a la limite en (4.18), pour obtenir (4.2). um
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