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RÉSUMÉ

Ce travail a pour but d’étudier quelques propriétés thermodynamiques ( le gap d’énergie,

la capacité calorifique et l’énergie) des noyaux chauds.

Au départ, nous avons étudié les effets de l’appariement de façon théorique afin d’établir les

formules relatives par deux méthodes : la méthode BCS(Bardeen, Cooper et Schrieffer) qui

souffre d’un défaut majeur d ’inexactitude causé par les fluctuations du nombre de particule

,donc pour minimiser cette fluctuation l’approche BCS est améliorée par une méthode qui

s’appelle la méthode LN( Lipkin-Nogami) ; qui est largement utilisée en raison de sa simpli-

cité.

Dans ce mémoire on a établi les équations du gap qui constituent une généralisation de

celle de la théorie BCS à température finie FTBCS, et aussi on a établie les expressions de

l’énergie, la capacité calorifique du système également généralisés par celle de FTBCS.

Le formalisme a été testé numériquement dans le cadre du modèle schématique : modèle de

Richardson.

Ainsi, cette étude a souligné l’importance des effets de l’appariement et la nécessité d’éliminer

les fluctuations du nombre de particules.

Mots clé : Correlation d’appariement, BCS, LN, Noyaux chauds.



ABSTRACT

This work aims to studying some thermodynamic properties (the energy gap, the heat

capacity and the energy) of the heat nuclei.

Initially, we studied the effects of pairing theoretically in order to establish the formulas

for two methods, the method of BCS(Bardeen, Cooper and Schrieffer) , as long as this

approach suffers from a major default of inaccuracy caused by the fluctuations of number

of particles. So to minimize this fluctuation the BCS approach is improved by a method

called Lipkin-Nogami(LN), which is widely used because of its simplicity.

In this work, the equations of the gap which constitute a generalization of that of the BCS

theory with finite temperature FTBCS have been established, and also the energy , the

calorific capacity expressions of the system are also generalized by FTBCS. The formalism

was tested numerically in the framework of the schematic model : Richardson model.

Thus, this study emphasized the importance of the effects of paring and the need to eliminate

fluctuations in the number of particles.

Key words :Pairing correlation, BCS, LN, Hot nuclei.
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INTRODUCTION GÈNÈRALE

Les progrès récents en physique nucléaire et, en particulier, le développement des tech-

niques de production des faisceaux radioactifs ont permis d’étudier les systèmes nucléaires

à la limite de la vallée de stabilité [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]. En effet, à partir des années 60

les scientifiques utilisent des faisceaux d’ions lourds pour produire et étudier les noyaux,

mais ce n’est qu’à partir des années 80 que les faisceaux d’ions radioactifs sont utilisés.

La production de faisceaux d’ions radioactifs peut être réalisée par deux méthodes : la

fragmentation en vol du projectile et la séparation en ligne d’isotope ISOL (ISOTOPIC

SEPARATION ON LINE). En ce qui concerne l’étude de la structure du noyau, les fais-

ceaux d’ions radioactifs permettront de poursuivre efficacement l’exploration de la � terra

incognita � de la charte des noyaux. De surcroit, ceci a permis de noter l’importance des

corrélations d’appariement et la nécessité de les inclure d’une manière rigoureuse pour une

meilleure description de ce type de systèmes [8] [9] [10]. L’interaction d’appariement existe

dans les noyaux entre les nucléons de la même façon que dans le solide entre les électrons.

Ces derniers étant, comme les nucléons, des fermions. Cette interaction reste encore mal

déterminée dans le cas des systèmes à température nulle et encore moins celui des noyaux

chauds, produits par les collisions. Or, dans la structure nucléaire, l’effet de la température

dans les noyaux est d’une importance capitale. On pourra, à première vue, imaginer que

l’appariement soit brisé donc atténué par la température . La température induit ainsi une

transition de phase : de la phase superfluide vers la phase normale (disparition de l’ap-

pariement), et ce, au fur et à mesure qu’on augmente la température. Il existe alors une

température critique (typiquement 1MeV) [11]- [12] [13] [14] [15] [16] [17] [18] [19] en des-

sous de laquelle la superfluidité s’enclenche au sein du noyau, et au dessus de laquelle elle

s’annule. Différentes hypothèses concernant cette transition sont énoncées. Pour certains,

cette transition est abrupte [20] [21] alors que pour d’autres elle est lisse et progressive [19].

Le traitement de tels systèmes nécessite la prise en compte rigoureuse des corrélations d’ap-

pariement. La théorie BCS (Bardeen-Cooper-Schriefer) [22] [23] reste encore la méthode

classique pour inclure les effets d’appariement dans le noyau. Elle est cependant perfec-

tible : il est bien connu que cette approche présente un défaut majeur consistant en la



Introduction générale

non-conservation du nombre de particules par les états BCS [24]. Ceci peut éventuellement

induire des erreurs considérables dans l’évaluation de certaines observables physiques telles

que le moment d’inertie [25] [26], les transitions électromagnétiques [27] ou les moments mul-

tipolaires électriques [28] [29] [30] [31]. L’élimination des fluctuations du nombre de particules

introduites dans les états BCS peut se faire au moyen de techniques de projection dans l’es-

pace nombre d’occupation. Elle permet, à l’aide d’un opérateur de projection, d’extraire de

la fonction d’onde BCS l’état propre de l’opérateur nombre de particules. Cette approche est

généralement associée au principe variationnel , la variation pouvant être effectuée avant ou

après projection. Pour cela, pendant, la généralisation de ces méthodes aux cas des noyaux

chauds engendre des calculs assez complexes aussi bien sur le plan numérique que sur le

plan analytique. D’autres méthodes approximatives ont été développées [32] [33] [34] [35],

parmi ces méthodes, celle de Lipkin-Nogami (LN) [35] [36] [37] [38] apparait comme la plus

simple à utiliser et est devenue de ce fait la méthode standard pour restaurer le bon nombre

de particules [39] [40] [41].

L’objet du présent travail est d’étudier les propriétés thermodynamiques en utilisant l’ap-

proche BCS mais aussi la méthode de Lipkin-Nogami. Aussi, les chapitre 1 et 2 seront

consacrés au rappel de la théorie BCS et de la méthode de Lipkin-Nogami, ce qui nous

permettra d’expliciter les équations du gap à température nulle. Dans le chapitre 3 , ces

équations seront généralisées au cas d’un système à température finie, suivies des expres-

sions respectives de l’énergie , de la capacité calorifique et aussi les résultats numériques

seront présentés et discutés aux chapitres 4.

x



CHAPITRE 1

TRAITEMENT DES CORRÉLATIONS D’APPARIEMENT PAR LA

THÉORIE BCS

1.1 Introduction

Les corrélations d’appariement sont essentielles pour les systèmes de plusieurs fermions

tels que des électrons dans le supraconducteur métalique , les nucléons dans le noyau et les

quarks dans la supraconductivité de couleur. [42]

Les évidences expérimentales montrant leurs importances sont nombreuses et connues depuis

longtemps surtout en physique nucléaire [43] . Le plus souvent, l’appariement est traité dans

l’approximation dite BCS qui a été introduite dans le document original de Bardeen, Cooper

et Schrieffer [44] en raison de sa simplicité. [45]

1.2 Théorie BCS à température nulle

1.2.1 Hamiltonien du système

On considère un système constitué de n nucléons se mouvant dans un potentiel moyen et

soumis à la force d’appariement. L’hamiltonien de ce système est constitué de deux termes

H0 et Hint où H0 est l’hamiltonien à particules indépendantes dont les valeurs propres sont

les énergies individuelles εν , et Hint le terme d’interactions résiduelles entre nucléons.

En utilisant le formalisme de la seconde quantification, l’hamiltonien du système aura la

forme suivante [24] :

H = H0 +Hint (1.1)

avec :



1.2. Théorie BCS à température nulle

H0 =
∑
ν

ενa
+
ν aν (1.2)

Hint =
1

4

∑
νµν′µ′

〈νµ|Vp|ν ′µ′〉a+
ν a

+
µ aν′aµ′ (1.3)

où a+
ν et aν sont les opérateurs de création et d’annihilation d’un nucléon dans l’état |ν〉 et

qui vérifient les règles d’anticommutations des fermions :

{a+
ν , a

+
µ } = {aν , aµ} = 0 (1.4)

et

{a+
ν , aµ} = δνµ (1.5)

De plus, le terme 〈νµ|Vp|ν ′µ′〉 représente l’élément de matrice antisymétrisé de l’interaction

résiduelle telle que :

〈νµ|Vp|ν ′µ′〉 = −〈νµ|Vp|µ′ν ′〉 = −〈µν|Vp|ν ′µ′〉 = 〈µν|Vp|µ′ν ′〉

On note par |ν̃〉 l’état renversé par rapport au sens du temps de l’état|ν〉. En supposant

le système invariant par renversement du sens du temps, il s’en suit :

εν = εν̃ (1.6)

et

〈νµ|Vp|ν ′µ′〉 = 〈ν̃ ′µ̃′|Vp|ν̃µ̃〉 (1.7)

2



1.2. Théorie BCS à température nulle

Par analogie avec le phénomène de la supraconductivité dans le solide, on considère que

l’interaction la plus forte n’existe qu’entre les nucléons dans des états conjugués l’un de

l’autre par rapport au sens du temps, ce qui conduit à :

〈νµ|Vp|ν ′µ′〉 = −4Gδνµ̃δν′µ̃′ (1.8)

où G est la constante qui caractérise l’intensité de la force d’appariement . Ainsi l’expression

de l’hamiltonien devient :

H =
∑
ν�0

εν
(
a+
ν aν + a+

ν̃ aν̃
)
−G

∑
νµ�0

a+
ν a

+
ν̃ aµ̃aµ (1.9)

Le problème consiste à trouver les valeurs propres et les états propres associés à l’hamiltonien

H. Or, la résolution de celui-ci n’est pas simple, car les opérateurs H et le nombre de

particules N̂ ne commutent pas. Ceci a entrâıné une résolution approximative du problème,

en introduisant un hamiltonien auxiliaire H ′ tel que :

H ′ = H − λN (1.10)

où λ est un paramètre de Lagrange qui correspond au potentiel chimique. Il est déterminé

par la condition de conservation du nombre de particules en moyenne :

〈Ψ|N̂ |Ψ〉 = n (1.11)

où |Ψ〉 est l’état propre de H ′ et n le nombre réel de particules du système. L’opérateur

nombre de particules N̂ est donné par l’expression :

3



1.2. Théorie BCS à température nulle

N̂ =
∑
ν�0

εν
(
a+
ν aν + a+

ν̃ aν̃
)

(1.12)

Ainsi, on obtient l’expression de H′ suivante :

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ)
(
a+
ν aν + a+

ν̃ aν̃
)
−G

∑
νµ�0

a+
ν a

+
ν̃ aµ̃aµ (1.13)

L’obtention des états propres de cet hamiltonien nécessite l’introduction d’une transforma-

tion, la transformation Bogoliubov-Valatin [46] [47].

1.2.2 Représentation Quasi-particules : Transformation de Bogoliubov-Valatin

C’est une transformation unitaire permettant le passage de la représentation particules

vers la représentation quasi-particules, où on introduit de nouveaux opérateurs{α+
ν , αν},

opérateurs de création et d’annihilation de quasi-particules. Ces derniers s’expriment en

fonction de {a+
ν , aν}

αν = uνaν − vνa+
ν̃

α+
ν̃ = uνa

+
ν̃ + vνaν

(1.14)

où uν ,vν représentent les amplitudes de probabilité d’occupation et d’inoccupation des par-

ticules .Ces deux paramètres sont reliés par la condition suivante :

u2
ν + v2

ν = 1 (1.15)

Ainsi, la matrice de passage est donnée par :

4



1.2. Théorie BCS à température nulle

T =

 uν −vν
vν uν

 (1.16)

avec TT+ = I et T+ =t T = T−1

En effet

 uν −vν
vν uν

 uν vν

−vν uν

 =

 u2
ν + v2

ν 0

0 u2
ν + v2

ν

 = I2 (1.17)

1.2.3 Etat fondamental

La fonction d’onde qui représente le vide dans la théorie BCS est notée |BCS〉.Elle est

obtenue en éliminant toutes les quasi-particules du vide de particules

|BCS〉 =
∏
ν>0

αναν̃ |0〉 (1.18)

soit alors :

|BCS〉 =
∏
ν>0

(uν + vνa
+
ν a

+
ν̃ )|0〉 (1.19)

Dans cet état, le nombre de particules n’est conservé qu’en moyenne et on a :

〈BCS|N |BCS〉 = n = 2
∑
ν�0

v2
ν (1.20)

1.2.4 Hamiltonien du système en représentation quasi-particules

A partir du système précédent et en appliquant le théorème de Wick [49], l’hamiltonien

auxiliaire prend alors la forme :

5



1.2. Théorie BCS à température nulle

H ′ = E0 +H11 +H20 +H22 +H31 +H40 (1.21)

avec

E0 = 2
∑
ν�0

(
εν − λ−

Gv2
ν

2

)
v2
ν −G

(∑
ν�0

uνvν

)2

(1.22)

H11 =
∑
ν�0

[(
εν − λ−Gv2

ν

) (
u2
ν − v2

ν

)
+Guνvν

(∑
µ�0

uµvµ

)](
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

(1.23)

H20 =
∑
ν�0

[
2
(
εν − λ−Gv2

ν

)
uνvν −G

(
u2
ν − v2

ν

)(∑
µ�0

uµvµ

)](
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
(1.24)

H22 = −G
∑
ν,µ�0

(
u2
νu

2
µ + v2

νv
2
µ

)
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ (1.25)

H31 = −G
∑
ν,µ�0

(
u2
µ − v2

µ

)
uνvν

(
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µ̃αµ

)
(1.26)

H40 = −G
∑
ν,µ�0

(
u2
νv

2
µ + v2

νu
2
µ

) (
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ + αµ̃αµαν̃αν

)
(1.27)

1.2.5 Principe variationnel - Equations du gap

La détermination des paramètres uν et vν de la transformation de Bogoliunbov- Valatin

s’effectue en utilisant le principe variationnel, c’est à dire en minimisant l’énergie de l’état
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1.2. Théorie BCS à température nulle

fondamental du système. La valeur moyenne de l’hamiltonien auxiliaire H ′ calculée sur le

vide de quasi-particules |BCS〉 est alors donnée par :

〈BCS|H ′|BCS〉 = 2
∑
ν�0

(
εν − λ−

Gv2
ν

2

)
v2
ν −G

(∑
ν�0

uνvν

)2

(1.28)

= E0 (1.29)

La minimisation de cette expression par rapport aux paramètre uν et vν s’écrit :

∂E0

∂uν
=
∂E0

∂vν
= 0 (1.30)

Compte tenu de la condition u2
ν + v2

ν = 1 :

∂E0

∂vν
= 0⇒ 2uν

∂uν
∂vν

+ 2vν = 0⇒ ∂uν
∂vν

= −vν
uν

(1.31)

En négligeant les termes v4
ν on obtient :

∂E0

∂vν
= 2ε̄νuνvν −∆

(
u2
ν − v2

ν

)
(1.32)

où ε̄ν = εν − λ et :

∆ = G
∑
ν�0

uνvν (1.33)

∆ représente la demi largeur du gap.

En faisant le changement de variable :
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1.2. Théorie BCS à température nulle

uν = cos θ

vν = sin θ

(1.34)

on aboutit à :

 u2
ν

v2
ν

 =
1

2

{
1± ε̄ν√

ε̄2
ν + ∆2

}
(1.35)

Ainsi, la condition de conservation du nombre de particules devient :

n =
∑
ν�0

{
1− ε̄ν√

ε̄2
ν + ∆2

}
(1.36)

soit :

n = 2
∑
ν�0

v2
ν (1.37)

Les équations (1.33) et (1.35) constituent les équations du gap pour un système ayant un

nombre pair de particules . On remarque que les paramètres variationnels uν et vν dépendent

de deux quantités physiques : le potentiel chimique λ et la demi largeur du gap ∆. Ces deux

derniers paramètres sont déterminés par résolution numérique des équations du gap.
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CHAPITRE 2

AMÉLIORATION DE LA THÉORIE BCS À TEMPÉRATURE NULLE : LA

MÉTHODE DE LIPKIN-NOGAMI

2.1 Introduction

Le principal inconvénient de la BCS est que sa fonction d’onde n’est pas un état propre

de l’ opérateur nombre de particules N̂ . La BCS souffre donc d’une inexactitude causée

par les fluctuations du nombre de particules, d’une autre manière la fonction d’onde ne

correspond pas à un système ayant un nombre défini de protons et de neutrons . Ce défaut est

habituellement résolu de la manière la plus simple au moyen d’une projection approximative

de nombre de particules (PNP) avant variation appelée méthode Lipkin-Nogami (LN), qui

s’est révélée simple et efficace dans de nombreux calculs réalistes .

2.2 Principe de la méthode

Soit |Ψ〉 la fonction d’onde BCS, cet état est une superposition d’états ayant un nombre

pair de particules :|Ψ〉 =
∑
n

Cn |φn〉 où |φn〉 représente l’état projeté, vérifiant les relations :

N |φn〉 = n |φn〉

H |φn〉 = En |φn〉

On a donc :

〈N〉 = 〈Ψ|N |Ψ〉 =
∑
n

|Cn|2 n On suppose que l’énergie projetée En peut être exprimée sous

une forme polynômiale :

En = 〈φn|H |φn〉 = λ0 + λ1n+ λ2n
2 + .....+ λM nM (2.1)

dont les coefficients λ0, λ1, λ2...λM sont à déterminer.



2.3. Hamiltonien du système

2.3 Hamiltonien du système

A partir de l’expression de l’équation (2.1)on déduit que l’opérateur :

H = H−λ1N − λ2N
2 − ...− λMNM

admet la valeur moyenne :

〈Ψ|H|Ψ〉 =
∑
n

|Cn|2 〈φn|H |φn〉 = λ0 (2.2)

Ainsi, en remplaçant l’équation (2.2 ) dans l’équation (2.1), il en résulte :

〈φn|H |φn〉 = 〈Ψ|H |Ψ〉−λ1 〈Ψ|N −n |Ψ〉−λ2 〈Ψ|N2−n2 |Ψ〉− ....−λM 〈Ψ|NM −nM |Ψ〉

= λ0 + λ1∆N + λ2∆N2 + ...+ λM∆NM

Cette expression montre bien que la minimisation de la valeur moyenne de l’Hamiltonien par

rapport à la fonction d’onde projetée est équivalente à la minimisation du second membre

de l’équation. On remarquera que les valeurs moyennes intervenant dans le second membre

dépendent uniquement de la fonction d’onde BCS. La méthode de Lipkin-Nogami consiste

à limiter le développement jusqu’à l’ordre 2, l’Hamiltonien est donc défini par :

HLN = H − λ1N − λ2N
2

HLN =
∑
ν 〉 0

(εν − λ1)
(
a+
ν aν + a+

ν̃ aν̃
)
− G

∑
ν µ 〉 0

a+
ν a

+
ν̃ aµ̃ aµ − λ2

[∑
ν�0

(
a+
ν aν + a+

ν̃ aν̃
)]2

(2.3)

Les paramètres λ0, λ1 et λ2 définis dans l’expression (2.1) sont déterminées au moyen de la

méthode des approximations successives :

〈Ψ |
[
H −

M∑
m�0

λm 〈∆Nm〉
] 〈

∆Nk
〉
| Ψ〉 = 0 k = 0, 1et2

soit, alors :

〈H〉 = λ0 + 0 + λ2

〈
∆N2

〉
(2.4)

〈H∆N〉 = 0 + λ1

〈
∆N2

〉
+ λ2

〈
∆N3

〉
(2.5)
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2.4. Equations du gap à température nulle

〈
H∆N2

〉
= λ0

〈
∆N2

〉
+ λ1

〈
∆N3

〉
+ λ2

〈
∆N4

〉
(2.6)

La résolution de ce système donne :

λ0 = 〈H〉 − λ2

〈
∆N2

〉
(2.7)

λ1 =
〈H∆N〉+λ2〈∆N3〉

〈∆N2〉

λ2 =
〈(H−〈H〉)∆N2〉〈∆N2〉−〈H∆N〉〈∆N3〉

(〈∆N2〉2−〈∆N4〉)〈∆N2〉+〈∆N3〉2
〈∆N2〉

Il apparait de l’expression (2.7) que l’énergie projetée au second ordre est donnée par :

ELN = λ0 = 〈H〉 − λ2

〈
∆N2

〉
(2.8)

2.4 Equations du gap à température nulle

La minimisation de la valeur moyenne de l’hamiltonien par rapport à vν , conduit au

système :

2uνvν (ε̃ν − λLN) = ∆
(
u2
ν − v2

ν

)
(2.9)

On note que l’equation (2.9) équivaut à H20 = 0 (l’equation (1.24)) . Par ailleurs, on

remarquera que cette équation est formellement analogue à celle trouvée avec la méthode

BCS. On en déduit alors : u2
ν

v2
ν

 =
1

2

1 ± ε̃ν − λLN√
(ε̃ν − λLN)2 + ∆2

 (2.10)

∆ = G
∑
ν�0

uνvν (2.11)

avec :

λLN = λ1 + 2λ2 (n+ 1) (2.12)
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CHAPITRE 3

LA THÉORIE BCS ET LN À TEMPÉRATURE FINIE

3.1 la théorie BCS à température finie

3.1.1 Rappel de quelques notions sur la thermodynamique et la statistique

quantique

Dans la présente section, on rappellera brièvement quelques notions sur la thermodyna-

mique et de la statistique quantique, qui sont des éléments essentiels dans la théorie BCS

à température finie (FTBCS). Dans une transformation d’un système dont le potentiel

chimique λ reste constant, le premier principe de la thermodynamique stipule :

∆E = ∆Q−∆W + ∆N (3.1)

où ∆E représente la variation de l’énergie interne E, ∆Q est la quantité de chaleur absorbée

par le système, ∆W le travail effectué par le système et ∆N la variation du nombre de

particules. Si la transformation d’un système se fait sous une température constante, le

second principe de la thermodynamique stipule :

T∆S ≥ ∆Q (3.2)

où S est l’entropie du système.

On définit le grand potentiel par :

Ω = E − TS − µN (3.3)



3.1. la théorie BCS à température finie

En combinant les deux principales equations (3.1) et (3.2), on trouve :

∆Ω ≤ ∆E −∆Q− µ∆N = −∆W (3.4)

Soit encore :

∆Ω ≤ −∆W (3.5)

Dans le cas particulier d’un système mécaniquement isolé (i.e : ∆W = 0), on a :

∆Ω ≤ 0 (3.6)

Par conséquent, pour un système isolé, soumis a une température T constante et un potentiel

chimique constant, l’état d’équilibre du système est alors obtenu en minimisant le grand

potentiel thermodynamique :

δΩ = 0 (3.7)

La variation de Ω est utilisée pour définir l’opérateur densité D. En effet, pour des valeurs

données de T et λ, l’opérateur densité est déterminé par l’équation fonctionnelle :

δΩ

δD
= 0 (3.8)

où la trace de D est égale à l’unité :

TrD = 1

L’équation (3.8) admet la solution formelle :

D = Z−1 exp (−β (H − λN)) (3.9)

où β = 1
kT

(k est la constante de Boltzmann.) et Z est la grande fonction de partition définie

par :

Z = Tr [(exp− β (H − λN))]
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3.1. la théorie BCS à température finie

La valeur moyenne de tout opérateur O est déterminée par :

〈D〉 = Tr (D.O) (3.10)

On a alors [48] :

E = 〈H〉 = Tr (O.H) (3.11)

n = 〈N〉 = Tr (O.N) (3.12)

où H et N sont respectivement l’hamiltonien du système et l’opérateur nombre de particules.

L’expression (3.9) montre bien que la détermination de l’opérateur densité dépend de la

structure de l’hamiltonien H, ce qui induit des calculs assez complexes pour la détermination

des valeurs moyennes. Pour pallier à cette difficulté, il est nécessaire de construire une forme

approchée simple de l’opérateur D. Cette dernière est généralement conçue sur la base de

l’approximation de particules indépendantes.

3.1.2 Opérateur densité et fonction de partition dans l’approximation des quasi-

particules indépendantes

Sur la base de la transformation de Bogoliubov-Valatin, l’hamiltonien du système a été

exprimé dans la représentation des quasi-particules. L’approximation des quasi- particules

indépendantes consiste à négliger toutes les interactions entre les quasi-particules, H ′ s’écrit

alors :

H ′ = E0 +
∑
ν�0

[(
εν − λ−Gv2

ν

) (
u2
ν − v2

ν

)
+Guνvν

(∑
µ�0

uµvµ

)](
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

(3.13)

En tenant compte des équations(2.10)et(2.11) , on a :

H ′ = E0 +
∑
ν�0

Eν
(
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

(3.14)
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3.1. la théorie BCS à température finie

où Eν =
√
ε̄ν + ∆2 , Eν représente l’énergie d’une quasi-particule. Dans ce cas, l’opérateur

densité est donné par :

D = Z−1 exp

(
−β
∑
ν

Eνn̂ν

)
(3.15)

où Z = Tr

[
exp

(
−β
∑
ν

Eνn̂ν

)]
avec n̂ν = α+

ν αν L’évaluation de la trace s’effectue suivant

l’espace de représentation |nν〉 ; où |nν〉 désignent les états à 0 quasi-particules, 1 quasi-

particule, 2 quasi-paticules ...etc.

Z =
∑
{nν}

〈
nν | exp

(
−β
∑
ν

Eνn̂ν

)
|nν

〉
(3.16)

Z =
∑
nν=0,1

(∏
ν

exp (−βEνn̂ν)

)
(3.17)

En procédant au développement limité de l’exponentiel et sachant que n̂mν = n̂ν on a :

∏
ν

∑
nν=0,1

exp (−βEνnν) =
∏
ν

(1 + exp (−βEν)) (3.18)

De même, l’expression (3.15) s’écrit alors :

D = Z−1
∏
ν

[exp (−βEν) n̂ν (1− n̂ν)] (3.19)

soit alors :

D =
∏
ν

[ηνn̂ν + (1− n̂ν) (1− ην)] (3.20)

avec ην = 〈α+
ν αν〉 = 1

1+exp(βEν)

3.1.3 Equations du gap à température finie

Afin de déterminer les équations du gap à température finie, on considère l’hamiltonien

H0 sous la forme, où seuls les termes diagonaux sont pris en compte :

H0 = E0 +H11 +H22 (3.21)
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3.2. méthode Lipkin-Nogami à température finie

Soit encore :

H ′ = 2
∑
ν�0

(εν − λ) v2
ν +

∑
ν�0

(εν − λ)
(
u2
ν − v2

ν

) (
η+
ν + η−ν

)
−G

[∑
ν

uνvν
(
1− η+

ν − η−ν
)]2

En négligeant les termes en v4
ν , sa valeur moyenne devient :

〈H ′〉 = 2
∑
ν�0

(εν − λ) v2
ν +

∑
ν�0

(εν − λ)
(
u2
ν − v2

ν

) (
η+
ν + η−ν

)
− ∆2

G

avec ∆ = G

[∑
ν�0

uνvν (1− η+
ν − η−ν )

]
La minimisation de 〈H ′〉conduit à :

2
(
εν − λ− v2

ν

)
uνvν = ∆

(
u2
ν − v2

ν

)
(3.22)

On note que cette expression est formellement analogue à celle obtenue dans la théorie

BCS habituelle (T = 0MeV ), la minimisation de cette valeur moyenne 〈H ′〉par rapport

aux paramètres variationnels uν et vν , conduit donc à la solution

 u2
ν

v2
ν

 =
1

2

{
1± ε̄ν√

ε̄ν −∆2

}
(3.23)

avec ε̄ν = εν − λ La condition de conservation du nombre de particules est alors donnée

par :

n = 〈N̂〉 =
∑
ν�0

uνvν (1− 2ην)

qu’on peut écrire :

n =
∑
ν�0

[
1− (εν−λ)

Eν
tanh

(
1
2
βEν

)]
3.2 méthode Lipkin-Nogami à température finie

De même qu’en BCS classique,on peut généraliser l’ approche LN au cas de température

finie.En éffecuant des calculs analogues au précédents,on a :
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3.2. méthode Lipkin-Nogami à température finie

3.2.1 Hamiltonien HLN dans la représentation quasi-particules

A l’aide du théorème de Wick, HLN prend la forme :

HLN = H00 +H11 +H20 +H22 +H31 +H40 (3.24)

Avec :

H00 = 2
∑
ν�0

ενv
2
ν −G−1∆2 −G

∑
ν�0

v4
ν − λ1n− λ2n

2 − 4λ2

∑
ν�0

u2
νv

2
ν (3.25)

H11 =
∑
ν�0

{(
u2
ν − v2

ν

)
(ε̃ν − λLN) + 2∆uνvν

} (
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

(3.26)

H20 =
∑
ν�0

{
2uνvν (ε̃ν − λLN)−∆

(
u2
ν − v2

ν

)} (
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
(3.27)

H22 = −
∑
νµ�0

{
Guνvνuµvµ − λ2(u2

ν − v2
ν)
(
u2
µ − v2

µ

)}

(
α+
ν ανα

+
µαµ + α+

ν̃ αν̃α
+
µαµ + α+

ν ανα
+
µ̃αµ̃ + α+

ν̃ αν̃α
+
µ̃αµ̃

)

−
∑
νµ�0

{
G
(
u2
νu

2
µ + v2

νv
2
µ

)
− 8λ2uνvνuµvµ

}
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ

(3.28)
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3.2. méthode Lipkin-Nogami à température finie

H31 =
∑
νµ�0

{
Guνvν

(
u2
µ − v2

µ

)
− 4λ2

(
u2
ν − v2

ν

)
uµvµ

}
{
α+
ν α

+
ν̃

(
α+
µ̃αµ̃ + α+

µαµ
)

+ αν̃αν
(
αµ̃α

+
µ̃ + αµα

+
µ

)}
(3.29)

H40 =
∑
νµ�0

{
1

2
G
(
u2
νv

2
µ + v2

νu
2
µ

)
− 4λ2uνvνuµvµ

}{
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ + αν̃αναµ̃αµ

}
(3.30)

on a adopté les notations suivantes :

λLN = λ1 + 2λ2 (n+ 1) (3.31)

ε̃ν = εν + (4λ2 −G) v2
ν (3.32)

3.2.2 Équations du gap à température finie avec la méthode de Lipkin-Nogami

Afin de déterminer une généralisation des équations du gap Lipkin-Nogami à température

finie, on reprendra donc les mêmes étapes que celles suivies dans le cas de l’approche BCS.

On ne tiendra alors compte que des termes diagonaux de l’hamiltonien. Dans ce cas la

minimisation de la valeur moyenne de cet hamiltonien donne :

2 (ε̃ν − λLN) vνuν − (u2
ν − v2

ν) ∆T − 4vνuν (ε̃ν − λLN) ην + 2ην (u2
ν − v2

ν) ∆T = 0

avec :

∆T = G
∑
ν�0

uνvν (1− 2ην) = G
∑
ν�0

uνvν (1− η+
ν − η−ν )

Soit :

(1− 2ην)
[
(ε̃ν − λLN) vνuν −∆T

(
u2
ν − v2

ν

)]
= 0 (3.33)

On en déduit :
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3.2. méthode Lipkin-Nogami à température finie

 u2
ν

v2
ν

 =
1

2

1± ε̃ν − λLN√
(ε̃ν − λLN)2 + (∆T + 2∆0ην)

2

 (3.34)

ην = 1

1+eβĔν

Il apparait clairement que la méthode de Lipkin-Nogami induit une renormalisation de

l’énergie à particules indépendantes d’un terme supplémentaire −4λ2v
2
ν .
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CHAPITRE 4

RÉSULTATS NUMÉRIQUES ET DISCUSSION

4.1 Application

4.1.1 Energie du système

On détermine l’énergie à partir de l’hamiltonien auxiliaire :

〈H ′〉 = 2
∑
ν�0

(εν − λ) v2
ν +

∑
ν�0

(εν − λ)
(
u2
ν − v2

ν

) (
η+
ν + η−ν

)
−G

[∑
ν�0

uνvν
(
1− η+

ν − η−ν
)]2

(4.1)

〈H ′〉 = 2
∑
ν�0

(εν − λ) v2
ν +

∑
ν�0

(εν − λ)
(
u2
ν − v2

ν

) (
η+
ν + η−ν

)
− ∆2

G
(4.2)

〈H ′〉 = 2
∑
ν�0

(εν − λ) v2
ν +

∑
ν�0

(εν − λ))

[
1− (εν − λ)

Eν
tanh

(
1

2
βEν

)]
− ∆2

G
(4.3)

ou :EBCS = 〈H〉 − 〈H ′〉 + λn avec n =
[
1− (εν−λ)

Eν
tanh

(
1
2
βEν

)]
. L’énergie correspondant

Ã l’état fondamental du système est alors donnée par :

EBCS = 2
∑
ν�0

εν

[
1− (εν − λ)

Eν
tanh

(
1

2
βEν

)]
− ∆2

G
(4.4)

on note à T = 0MeV , l’énergie du système est définie par :

E = 2
∑
ν�0

εν

[
1− (εν−λ)

Eν

]
− ∆2

G

= 2
∑
ν�0

ενv
2
ν − ∆2

G

L’énergie du système LN est définie par :

ELN = EBCS − λ2

〈
∆N2

〉
(4.5)

On a :

〈N〉 = 2
∑
ν�0

v2
ν (4.6)



4.1. Application

et 〈
N2
〉

= 4
∑

νµ�0ν 6=µ

v2
νv

2
µ + 4

∑
ν�0

v2
ν (4.7)

On a donc : 〈
∆N2

〉
= 4

∑
ν�0

u2
νv

2
ν (4.8)

On déduit alors :

ELN = EBCS − 4λ2

∑
ν�0

u2
νv

2
ν (4.9)

= 2
∑
ν�0

(
εν −

Gv2
ν

2

)
v2
ν −G

(∑
ν�0

uνvν

)2

− 4λ2

∑
ν�0

u2
νv

2
ν (4.10)

où l’expression de 〈∆N2〉 est :

〈
∆N2

〉
= ∆N2

QF + ∆N2
SF (4.11)

avec

∆N2
QF = 4

∑
ν�0

u2
νv

2
ν (1− 2ην) (4.12)

∆N2
SF = 2

∑
ν�0

(
u2
ν − v2

ν

)2
ην (1− ην) + 8

∑
ν�0

u2
νv

2
νη

2
ν (4.13)

où ∆N2
QF représente les fluctuations quantiques, qui dominent à basse température et ∆N2

SF

les fluctuations statistiques qui dominent à haute température.

La prise en compte des fluctuations du nombre de particules introduit donc un terme cor-

rectif par rapport à l’approche BCS.

4.1.2 Capacité calorifique

La capacité calorifique de la théorie BCS est définie par :

CBCS =
dEBCS
dT

=
d

dt

(
2
∑
ν�0

εν

[
1− (εν − λ)

Eν
tanh

(
1

2
βEν

)]
− ∆2

G

)
(4.14)
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sachant que d
dt

tanh (u (T )) =
d
dt

(u(T ))

cosh2(u(T ))
et que sech(x) = 1

cosh(x)
on obtiendra [12] :

CBCS =
1

2

∑
ν

sech2

(
1

2
βEν

)[
β2Eν − β∆

d∆

dT

]
(4.15)

avec :

d∆

dT
=

1

2

β2
∑
ν

sech2
(

1
2
βEν

)
∆

[
1
2
β
∑
ν

E−2
ν sech2

(
1
2
βEν

)]
−
∑
ν

E−3
ν tanh2

(
1
2
βEν

) (4.16)

La capacité calorifique CLN de la méthode de Lipkin-Nogami est obtenue en ajoutant des

termes à la capacité BCS l’équation (4.15) :

CLN =
dELN
dT

= CBCS − λ2
d∆N2

dT
−∆N2dλ2

dT
(4.17)

où :
d∆N2

dT
= ∆T

d∆T

dT

∑
ν�0

tanh

(
βEν

2

)
[βE−1

ν sech2

(
βEν

2

)(
E−2
ν ∆2

T −
1

2

)
+

2E−4
ν (εν − λ)2 tanh

(
βEν

2

)
]− β2

∑
ν�0

Eν
(
E−2
ν ∆2

T − 1
2

)
tanh

(
βEν

2

)
sech2

(
βEν

2

)
(4.18)

et en tenant compte de l’équation (3.31)

λ2 = 1
2
dλ
dN

= 1
2

[∑
ν�0

E−3
ν f (β,Eν)

]
×

[
∆2
T

[∑
ν�0

E−3
ν f (β,Eν)

]2

+

[∑
ν�0

(εν − λ)E−3
ν f (βEν)

]2

+1
2
β

[∑
ν�0

sech2
(
βEν

2

)] [∑
ν�0

E−3
ν f (β,Eν)

]−1

avec : f (β,Eν) ≡ tanh
(
βEν

2

)
− 1

2
βEνsech

2
(
βEν

2

)

4.2 Cas schématique : Modèle de Richardson

Nous avons appliqué les méthodes BCS et Lipkin-Nogami à température finie dans le cas

du modèle schématique : modèle de Richardson [16]. C’est un modèle qui considère que les
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4.2. Cas schématique : Modèle de Richardson

niveaux dénergie sont doublement dégénérés et équidistants, tels que εν = ν. L’écart entre

les niveaux est égal à 1MeV. La dégénérescence totale du nombre de paires de particules

Ω′, est telle que Ω′ = N , où N désigne le nombre de particules constituant le système. Nous

avons donc considère les 4 cas suivants :

N G
8 0.48
10 0.435
12 0.403
16 0.361

Table 4.1 – Quelques valeurs de nombres de particules N et les intensités de l’appariement
G correspondantes
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4.2. Cas schématique : Modèle de Richardson

4.2.1 Résultats numériques

Le paramètre du gap

Dans un premier temps nous avons étudié l’évolution du paramètre du gap ∆ en fonction

de la température (voire figure(4.1))

A la première vue, on observe que les graphes sont similaires pour différentes valeurs de n

(n = 8, 10, 12et16).

On remarque pour chaque valeur de n une chute assez abrupte de ∆ ,et ce ,à partir d’une

valeur de T qu’on l’appelle température critique( Tc) qui est pratiquement la meme quelque

soit N .

Cette température ,marque le passage de la phase superfluide à la phase normale .

Dans l’approche BCS Tc ≈ 0.5 (MeV)

Dans l’approche LN Tc ≈ 0.65 (MeV )

De mÃame il existe un décalage à partir de la température nulle qui est due à la correction

apportée par la méthode LN .

On voit aussi que,pour les deux approches , le gap reste constant jusqu’à ce qu’il commence

à décroitre pour s’annuler à Tc, et ainsi au delà de cette température il n’y a plus de gap

,donc brisure de l’appariement.D’autre part ,les valeurs de ∆BCS sont inférieurs aux valeurs

de ∆LN à cause de l’élimination de fluctuation quantique (QF ) .
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4.2. Cas schématique : Modèle de Richardson

Figure 4.1 –
variation du paramètre du gap ∆en fonction de la température T .En traits continus

correspondent aux résultats de la méthode BCS,en tirets à ceux de la méthode de Lipkin
Nogami
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4.2. Cas schématique : Modèle de Richardson

L’énergie

Nous avons également rapporté le comportement de l’énergie en fonction de la température

ce qui nous a permis de tracer les graphes correspondant (voir figure (4.2))

On voit tout d’abord l’existence d’un décalage égal (3à4MeV de l’énergie qui est du aux

fluctuations quantiques

Au voisinage de T = 0 l’énergie reste pratiquement constante ( plateau ) .Vers la température

critique Tc on observe une bosse pour les deux méthodes.

Au delà de Tc l’énergie est quasiment linéaire .

Les mÃames remarques s’applique pour les différentes valeurs de N .L’écart relatif est de

10%.
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4.2. Cas schématique : Modèle de Richardson

Figure 4.2 –
variation du l’énergie E en fonction de la température T .En traits continus correspondent

aux résultats de la méthode BCS,en tirets à ceux de la méthode de Lipkin Nogami
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4.2. Cas schématique : Modèle de Richardson

Capacité calorifique

Enfin, nous avons relevé la variation de la capacité calorifique C en fonction de la

température T pour les différentes valeurs de N comme on le voit dans la figure (4.3)

Comme dans le cas de l’énergie et du gap on remarque cette fois aussi l’existence d’un

décalage à partir de la Tc qui tend à s’annuler.par contre pour les basses températures les

courbes sont confondus . Au voisinages de la Tc l’évolution de la capacité calorifique marque

un pic et ce à cause de faite que la capacité est proportionnelle à la dérivée de l’énergie , or

comme on l’a vu dans l’énergie figure (4.2) il existe une bosse à cette meme température.

Ce pic plus flagrant dans le cas méthode LN.

A partir d’une certaine température il y a décroissance de la capacité calorifique dans les

deux approches .

La capacité calorifique est généralement d’indicateur pour les transitions de phase.
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Figure 4.3 –
variation du capacité calorifique C en fonction de la température T .En traits continus

correspondent aux résultats de la méthode BCS,en tirets à ceux de la méthode de Lipkin
Nogami
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CONCLUSION

Dans ce travail, on s’est intéressé à l’étude de quelques propriétés thermodynamiques

comme le gap d’énergie, l’énergie et la capacité calorifique des noyaux chauds. Dans un

souci d’une meilleure description de ces systèmes, il a été nécessaire de prendre en compte

les corrélations d’appariement dans le cadre de l’approximation BCS, la plus basique. Afin

de diagonaliser approximativement l’hamiltonien on a utilisé la méthode de linéarisation −

la transformation de Bogoliubov-Valatin − à l’aide du théorème de Wick.

On peut conclure que la théorie BCS ne saurait que qualitativement reproduire les résultats

expérimentaux et elle a donc besoin d’être améliorée. Pour cette raison, nous avons utilisé

la méthode dite Lipkin-Nogami, qui a permis de corriger partiellement les fluctuations du

nombre de particules.

Dans ce but, nous avons établi les équations du gap incluant l’appariement en les généralisant

au cas de système à température finie (FTBCS) ainsi que celles de la méthode Lipkin-Nogami

à température nulle et à température finie. Ceci nous a permis d’écrire les expressions

théoriques de grandeurs thermodynamiques telles que l’énergie du système et sa capacité

calorifique.

Sur le plan numérique, les équations du gap ont été résolues dans le cadre du modèle de Ri-

chardson, Nous avons utilisé des valeurs différentes de nombre de particule et l’intensité de

la force d’appariement correspondant. On a constaté que la température critique pratique-

ment reste la même,en variant le nombre de particule.Par contre,en passant dune approche

à l’autre on remarque un déplacement de Tc. Aussi, les grandeurs thermodynamiques ont

été étudiées numériquement en fonction de la température.

En outre, les positions des températures critiques sont nettement mises en évidence dans

les graphes de l’énergie, et surtout dans celui de la capacité calorifique. Le décalage, des

graphes correspondant aux deux méthodes, de ces observables met nettement en évidence

l’influence et de l’effet d’appariement.
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Annexes

.1 Annexe

.1.1 Transformation Bogoliubov-Valatin

C’est une transformation unitaire permettant le passage de la représentation particules

vers la représentation quasi-particules, où on introduit de nouveaux opérateurs{α+
ν , αν},

opérateurs de création et d’annihilation de quasi-particules. Ces derniers s’expriment en

fonction de {a+
ν , aν}

αν = uνaν − vνa+
ν̃ (19)

α+
ν̃ = uνa

+
ν̃ + vνaν (20)

αµ = uµaµ − vµa+
µ̃ (21)

α+
µ̃ = uµa

+
µ̃ + vµaµ (22)

A partir de l’hamiltonien auxiliaire

H ′ = H − λN (23)

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ)(a+
ν aν + a+

ν̃ aν̃)−G
∑
µ,ν�0

a+
ν a

+
ν̃ aµ̃aµ (24)

On remplace les equations 19,20,21,22 dans 24 on trouve :

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ)
((
uνα

+
ν + vναν̃

) (
uναν + vνα

+
ν̃

)
+
(
uνα

+
ν̃ − vναν

) (
uναν̃ − vνα+

ν

))

−G
∑
µ,ν�0

(
uνα

+
ν + vναν̃

) (
uνα

+
ν̃ − vναν

) (
uµαµ + vµα

+
µ̃

) (
uµαµ̃ − vµα+

µ

)
(25)

En distribuant et arrangeant les différents termes on va trouver :

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ναν̃α
+
ν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃

i
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−uνvνα+
ν̃ α

+
ν − vνuναναν̃ + v2

νανα
+
ν ]−G

∑
νµ�0

(
u2
να

+
ν α

+
ν̃ − uνvνα+

ν αν + vνuναν̃α
+
ν̃ − v2

ναν̃αν
)

(
u2
µαµ̃αµ + uµvµαµ̃α

+
µ̃ − vµuµα+

µαµ − v2
µα

+
µα

+
µ̃

)
(26)

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ναν̃α
+
ν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃ − uνvνα+

ν̃ α
+
ν

−vνuναναν̃ + v2
νανα

+
ν ]−G

∑
νµ�0

u2
νu

2
µα

+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ + u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃

−u2
νvµuµα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − u2

νv
2
µα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − uνvνu2

µα
+
ν αναµ̃αµ − uνvνuµvµα+

ν αναµ̃α
+
µ̃

+uνvνvµuµα
+
ν ανα

+
µαµ + uνvνv

2
µα

+
ν ανα

+
µα

+
µ̃ + vνuνu

2
µαν̃α

+
ν̃ αµ̃αµ + vνuνuµvµαν̃α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃

−vνuνvµuµαν̃α+
ν̃ α

+
µαµ − vνuνv2

µαν̃α
+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − v2

νu
2
µαν̃αναµ̃αµ − v2

νuµvµαν̃αναµ̃α
+
µ̃

+v2
νvµuµαν̃ανα

+
µαµ + v2

νv
2
µαν̃ανα

+
µα

+
µ̃

(27)

En utilisant les relations d’anticommutation ci-dessous,

{α+
ν , αµ} = {α+

µ̃ , αν̃} = δνµ (28)

{α+
µ , α

+
ν } = {αµ, αν} = 0 (29)
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{α+
µ̃ , αν} = {α+

µ̃ , α
+
ν̃ } = {αµ̃, αν̃} = 0 (30)

L’hamiltonien auxiliaire devient :

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ν

(
1− α+

ν̃ αν̃
)

+ u2
να

+
ν̃ αν̃ − uνvνα+

ν̃ α
+
ν

−vνuναναν̃ + v2
ν (1− α+

ν αν)]−G
∑
νµ�0

u2
νu

2
µα

+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ + u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃

(
1− α+

µ̃αµ̃
)

−u2
νvµuµα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − u2

νv
2
µα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − uνvνu2

µα
+
ν αναµ̃αµ − uνvνuµvµα+

ν αν
(
1− α+

µ̃αµ̃
)

+uνvνvµuµα
+
ν

(
δνµ − α+

µαν
)
αµ + uνvνv

2
µα

+
ν

(
δνµ − α+

µαν
)
α+
µ̃ + vνuνu

2
µ

(
1− α+

ν̃ αν̃
)
αµ̃αµ+

vνuνuµvµ
(
1− α+

ν̃ αν̃
) (

1− α+
µ̃αµ̃

)
− vνuνvµuµ

(
1− α+

ν̃ αν̃
)
α+
µαµ − vνuνv2

µ

(
1− α+

ν̃ αν̃
)
α+
µα

+
µ̃

−v2
νu

2
µαν̃αναµ̃αµ−v2

νuµvµαν̃αν
(
1− α+

µ̃αµ̃
)
+v2

νvµuµαν̃
(
δνµ − α+

µαν
)
αµ+v2

νv
2
µαν̃

(
δνµ − α+

µαν
)
α+
µ̃

(31)

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ν − v2
να

+
ν̃ αν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃ − uνvνα+

ν̃ α
+
ν

−vνuναναν̃ + v2
ν − v2

να
+
ν αν ]−G

∑
νµ�0

u2
νu

2
µα

+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ + u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ − u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ α

+
µ̃αµ̃
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−u2
νvµuµα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − u2

νv
2
µα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − uνvνu2

µα
+
ν αναµ̃αµ − uνvνuµvµα+

ν αν

+uνvνuµvµα
+
ν ανα

+
µ̃αµ̃ + u2

νv
2
να

+
ν αν − uνvνvµuµα+

ν α
+
µαναµ + uνv

3
να

+
ν α

+
ν̃ + uνvνv

2
µα

+
ν α

+
µα

+
µ̃αν

+vνuνu
2
µαµ̃αµ − vνuνu2

µα
+
ν̃ αν̃αµ̃αµ + vνuνuµvµ − vνuνuµvµα+

µ̃αµ̃ − vνuνuµvµα+
ν̃ αν̃

−vνuνuµvµα+
ν̃ α

+
µ̃αν̃αµ̃ − vνuνvµuµα+

µαµ + vνuνvµuµα
+
ν̃ αν̃α

+
µαµ − vνuνv2

µα
+
µα

+
µ̃

+vνuνv
2
µα

+
ν̃ αν̃α

+
µα

+
µ̃ − v2

νu
2
µαν̃αναµ̃αµ − v2

νuµvµαν̃αν + v2
νuµvµαν̃ανα

+
µ̃αµ̃ + v3

νuναν̃αν

−v2
νvµuµαν̃αµ + v4

ναν̃α
+
ν̃ − v2

νv
2
µαν̃α

+
µανα

+
µ̃

(32)

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ν − v2
να

+
ν̃ αν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃ − uνvνα+

ν̃ α
+
ν

−vνuναναν̃ + v2
ν − v2

να
+
ν αν ]−G

∑
νµ�0

u2
νu

2
µα

+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ + u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ − u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ α

+
µ̃αµ̃
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−u2
νvµuµα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − u2

νv
2
µα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − uνvνu2

µα
+
ν αναµ̃αµ − uνvνuµvµα+

ν αν

−uνvνuµvµα+
ν α

+
µ̃αναµ̃ + u2

νv
2
να

+
ν αν − uνvνvµuµα+

ν α
+
µαναµ + uνv

3
να

+
ν α

+
ν̃ + uνvνv

2
µα

+
ν α

+
µα

+
µ̃αν

+vνuνu
2
µαµ̃αµ − vνuνu2

µα
+
ν̃ αν̃αµ̃αµ + vνuνuµvµ − vνuνuµvµα+

µ̃αµ̃ − vνuνuµvµα+
ν̃ αν̃

−vνuνuµvµα+
ν̃ α

+
µ̃αν̃αµ̃ − vνuνvµuµα+

µαµ − vνuνvµuµα+
ν̃ α

+
µαν̃αµ − vνuνv2

µα
+
µα

+
µ̃

−vνuνv2
µα

+
ν̃ α

+
µ

(
δνµ − α+

µ̃αν̃
)
− v2

νu
2
µαν̃αναµ̃αµ − v2

νuµvµαν̃αν − v2
νuµvµ

(
δνµ − α+

µ̃αν̃
)
αναµ̃

+v3
νuναν̃αν − v2

νvµuµαν̃αµ + v4
ν

(
1− α+

ν̃ αν̃
)
− v2

νv
2
µα

+
µ

(
δνµ − α+

µ̃αν̃
)
αν

(33)

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ν − v2
να

+
ν̃ αν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃ − uνvνα+

ν̃ α
+
ν

−vνuναναν̃ + v2
ν − v2

να
+
ν αν ]−G

∑
νµ�0

u2
νu

2
µα

+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ + u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ − u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ α

+
µ̃αµ̃

−u2
νvµuµα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − u2

νv
2
µα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − uνvνu2

µα
+
ν αναµ̃αµ − uνvνuµvµα+

ν αν
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−uνvνuµvµα+
ν α

+
µ̃αναµ̃ + u2

νv
2
να

+
ν αν − uνvνvµuµα+

ν α
+
µαναµ + uνv

3
να

+
ν α

+
ν̃ + uνvνv

2
µα

+
ν α

+
µα

+
µ̃αν

+vνuνu
2
µαµ̃αµ − vνuνu2

µα
+
ν̃ αν̃αµ̃αµ + vνuνuµvµ − vνuνuµvµα+

µ̃αµ̃ − vνuνuµvµα+
ν̃ αν̃

−vνuνuµvµα+
ν̃ α

+
µ̃αν̃αµ̃ − vνuνvµuµα+

µαµ − vνuνvµuµα+
ν̃ α

+
µαν̃αµ − vνuνv2

µα
+
µα

+
µ̃

−vνuνv2
µα

+
ν̃ α

+
µ + vνuνv

2
µα

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃αν̃ − v2

νu
2
µαν̃αναµ̃αµ − v2

νuµvµαν̃αν − v3
νuναναν̃

+v2
νuµvµαν̃α

+
µ̃αναµ̃ + v3

νuναν̃αν − v2
νvµuµαν̃αµ + v4

ν − v4
να

+
ν̃ αν̃ − v4

να
+
ν αν + v2

νv
2
µα

+
µα

+
µ̃αν̃αν

(34)

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ν − v2
να

+
ν̃ αν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃ − uνvνα+

ν̃ α
+
ν

−vνuναναν̃ + v2
ν − v2

να
+
ν αν ]−G

∑
νµ�0

u2
νu

2
µα

+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ + u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ − u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ α

+
µ̃αµ̃

−u2
νvµuµα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − u2

νv
2
µα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − uνvνu2

µα
+
ν αναµ̃αµ − uνvνuµvµα+

ν αν

−uνvνuµvµα+
ν α

+
µ̃αναµ̃ + u2

νv
2
να

+
ν αν − uνvνvµuµα+

ν α
+
µαναµ + uνv

3
να

+
ν α

+
ν̃ + uνvνv

2
µα

+
ν α

+
µα

+
µ̃αν
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+vνuνu
2
µαµ̃αµ − vνuνu2

µα
+
ν̃ αν̃αµ̃αµ + vνuνuµvµ − vνuνuµvµα+

µ̃αµ̃ − vνuνuµvµα+
ν̃ αν̃

−vνuνuµvµα+
ν̃ α

+
µ̃αν̃αµ̃ − vνuνvµuµα+

µαµ − vνuνvµuµα+
ν̃ α

+
µαν̃αµ − vνuνv2

µα
+
µα

+
µ̃

−vνuνv2
µα

+
ν̃ α

+
µ + vνuνv

2
µα

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃αν̃ − v2

νu
2
µαν̃αναµ̃αµ − v2

νuµvµαν̃αν − v3
νuναναν̃

+v2
νuµvµ

(
δνµα

+
µ̃αν̃

)
αναµ̃ + v3

νuναν̃αν − v2
νvµuµαν̃αµ + v4

ν − v4
να

+
ν̃ αν̃ − v4

να
+
ν αν

+v2
νv

2
µα

+
µα

+
µ̃αν̃αν

(35)

H ′ =
∑
ν�0

(εν − λ) [u2
να

+
ν αν + uνvνα

+
ν α

+
ν̃ + vνuναν̃αν + v2

ν − v2
να

+
ν̃ αν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃ − uνvνα+

ν̃ α
+
ν

−vνuναναν̃ + v2
ν − v2

να
+
ν αν ]−G

∑
νµ�0

u2
νu

2
µα

+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ + u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ − u2

νuµvµα
+
ν α

+
ν̃ α

+
µ̃αµ̃

−u2
νvµuµα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − u2

νv
2
µα

+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − uνvνu2

µα
+
ν αναµ̃αµ − uνvνuµvµα+

ν αν

−uνvνuµvµα+
ν α

+
µ̃αναµ̃ + u2

νv
2
να

+
ν αν − uνvνvµuµα+

ν α
+
µαναµ + uνv

3
να

+
ν α

+
ν̃ + uνvνv

2
µα

+
ν α

+
µα

+
µ̃αν
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+vνuνu
2
µαµ̃αµ − vνuνu2

µα
+
ν̃ αν̃αµ̃αµ + vνuνuµvµ − vνuνuµvµα+

µ̃αµ̃ − vνuνuµvµα+
ν̃ αν̃

−vνuνuµvµα+
ν̃ α

+
µ̃αν̃αµ̃ − vνuνvµuµα+

µαµ − vνuνvµuµα+
ν̃ α

+
µαν̃αµ − vνuνv2

µα
+
µα

+
µ̃

−vνuνv2
µα

+
ν̃ α

+
µ + vνuνv

2
µα

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃αν̃ − v2

νu
2
µαν̃αναµ̃αµ − v2

νuµvµαν̃αν − v3
νuναναν̃

+v3
νuναναν̃ − v2

νuµvµα
+
µ̃αν̃αναµ̃ + v3

νuναν̃αν − v2
νvµuµαν̃αµ + v4

ν − v4
να

+
ν̃ αν̃

−v4
να

+
ν αν + v2

νv
2
µα

+
µα

+
µ̃αν̃αν

(36)

comme on a

H ′ = E0 +H11 +H20 +H22 +H31 +H40

donc ;

E0 =
∑
ν�0

(εν − λ) (v2
ν + v2

ν)−G
∑
νµ�0

vνuνuµvµ −G
∑
νµ�0

v4
ν

E0 = 2
∑
ν�0

((εν − λ) v2
ν −Gv4

ν )−G
(∑
ν�0

vνuν

)2

E0 = 2
∑
ν�0

(
εν − λ− Gv2

ν

2

)
v2
ν −G

(∑
ν�0

vνuν

)2

H11 =
∑
ν�0

[
(εν − λ)

(
u2
να

+
ν αν − v2

να
+
ν̃ αν̃ + u2

να
+
ν̃ αν̃ − v2

να
+
ν αν

)]
−G

∑
νµ�0

(−uνvνuµvµα+
ν αν

+u2
νv

2
να

+
ν αν − vνuνuµvµα+

µ̃αµ̃ − vνuνuµvµα+
µ̃αµ̃ − vνuνuµvµα+

ν̃ αν̃ − vνuνvµuµα+
µαµ

−v4
να

+
ν̃ αν̃ − v4

να
+
ν αν)
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H11 =
∑
ν�0

[
(εν − λ) (u2

ν − v2
ν)
(
α+
ν̃ αν̃

)
+ (u2

ν − v2
ν) (α+

ν αν)
]
−G

∑
νµ�0

(−uνvνuµvµα+
ν αν

+u2
νv

2
να

+
ν αν−G

∑
νµ�0

−vνuνuµvµα+
µ̃αµ̃−G

∑
νµ�0

−vνuνuµvµα+
ν̃ αν̃−G

∑
ν�0

−v4
να

+
ν̃ αν̃−G

∑
ν�0

−v4
να

+
ν αν

H11 =
∑
ν�0

[
(εν − λ) (u2

ν − v2
ν)
(
α+
ν̃ αν̃

)
+ (u2

ν − v2
ν) (α+

ν αν)
]

+G
∑
ν�0

uνvν

(∑
µ�0

uµvµ

)
α+
ν αν

−G
∑
ν�0

u2
νv

2
να

+
ν αν+G

∑
ν�0

v2
νu

2
να

+
ν̃ αν̃+G

∑
ν�0

vνuν

(∑
µ�0

uµvµ

)
α+
ν̃ αν̃+G

∑
ν�0

v4
να

+
ν̃ αν̃+G

∑
ν�0

v4
να

+
ν αν

H11 =
∑
ν�0

[
(εν − λ) (u2

ν − v2
ν)
(
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)]

+ G
∑
ν�0

vνuν

(∑
µ�0

uµvµ

)(
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

+

G
∑
ν�0

v4
ν

(
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)
−G

∑
ν�0

v2
νu

2
ν

(
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

H11 =
∑
ν�0

[(εν − λ) (u2
ν − v2

ν)] +G
∑
ν�0

[
vνuν

(∑
µ�0

uµvµ

)
+G

∑
ν�0

v4
ν −G

∑
ν�0

v2
νu

2
ν

]
(
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

H11 =
∑
ν�0

[(εν − λ) (u2
ν − v2

ν)] +G
∑
ν�0

[
vνuν

(∑
µ�0

uµvµ

)
+ v4

ν − (v2
νu

2
ν)

] (
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

H11 =
∑
ν�0

[
(εν − λ) (u2

ν − v2
ν)−Gv2

ν (u2
ν − v2

ν) +G
∑
ν�0

vνuν

(∑
µ�0

uµvµ

)] (
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

H11 =
∑
ν�0

[
(εν − λ−Gv2

ν) (u2
ν − v2

ν) +G
∑
ν�0

vνuν

(∑
µ�0

uµvµ

)] (
α+
ν αν + α+

ν̃ αν̃
)

H20 =
∑
ν�0

(εν − λ) [uνvνα
+
ν α

+
ν̃ +vνuναν̃αν−uνvνα+

ν̃ α
+
ν −vνuναναν̃ ]−G

∑
νµ�0

(u2
νuµvµα

+
ν α

+
ν̃ +

uνv
3
να

+
ν α

+
ν̃ +vνuνu

2
µαµ̃αµ−vνuνv2

µα
+
µα

+
µ̃ −vνuνv2

µα
+
ν̃ α

+
µ −v2

νuµvµαν̃αν +v3
νuναναν̃ +v3

νuναν̃αν

H20 =
∑
ν�0

(εν − λ)
(
2 (uνvν)α

+
ν α

+
ν̃ + 2 (vνuν)αν̃αν

)
−G

∑
ν�0

u2
ν

(∑
µ�0

uµvµ

)(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
−

2G
∑
ν�0

uνv
3
να

+
ν α

+
ν̃ +G

∑
ν�0

(∑
µ�0

vµuµ

)
v2
ν

(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
− 2G

∑
ν�0

v3
νuναν̃αν
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H20 =
∑
ν�0

(εν − λ) 2 (uνvν)
(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
− G

∑
ν�0

(u2
ν − v2

ν)

(∑
µ�0

uµvµ

)(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
−

2G
∑
ν�0

uνv
3
ν

(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
H20 =

∑
ν�0

[((εν − λ) 2 (uνvν)− 2Guνv
3
ν)−G (u2

ν − v2
ν)]

(∑
µ�0

uµvµ

)(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
H20 =

∑
ν�0

[((εν − λ) 2 (uνvν)− 2Guνvνv
2
ν)−G (u2

ν − v2
ν)]

(∑
µ�0

uµvµ

)(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
H20 =

∑
ν�0

[((εν − λ)−Gv2
ν) 2 (uνvν)−G (u2

ν − v2
ν)]

(∑
µ�0

uµvµ

)(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
H20 =

∑
ν�0

[2 (εν − λ−Gv2
ν) (uνvν)−G (u2

ν − v2
ν)]

(∑
µ�0

uµvµ

)(
α+
ν α

+
ν̃ + αν̃αν

)
de mme on trouve

H22 = −G
∑
ν,µ�0

(
u2
νu

2
µ + v2

νv
2
µ

)
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ

H31 = −G
∑
ν,µ�0

(
u2
µ − v2

µ

)
uνvν

(
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µ̃αµ

)
H40 = −G

∑
ν,µ�0

(
u2
νv

2
µ + v2

νu
2
µ

) (
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ + αµ̃αµαν̃αν

)
En tenant signaler que cette méthode remplace le théorème de Wick

.1.2 Détail de calcul

valeur moyenne à T=0 :

u2
ν 〈α+

ν αν〉 = u2
ν

uνvν
〈
α+
ν α

+
ν̃

〉
= 0

vνuν 〈αν̃αν〉 = 0

v2
ν

〈
αν̃α

+
ν̃

〉
= 0

v2
ν

〈
αν̃α

+
ν̃

〉
= 0

u2
ν

〈
α+
ν̃ αν̃

〉
= u2

ν

−uνvν
〈
α+
ν̃ α

+
ν

〉
= 0

−vνuν 〈αναν̃〉 = 0

v2
ν 〈ανα+

ν 〉 = 0

x
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u2
νu

2
µ

〈
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ

〉
= u2

νu
2
µ

(
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ

)
= u2

νu
2
µ

u2
νuµvµ

〈
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃

〉
= u2

νuµvµ
(
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃ − α+

ν αµ̃α
+
ν̃ α

+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃α

+
ν̃ αµ̃

)
= −u2

νvµuµ
〈
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ

〉
= −u2

νvµuµ
(
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − α+

ν α
+
µα

+
ν̃ αµ + α+

ν αµα
+
ν̃ α

+
µ

)
= 0

−u2
νv

2
µ

〈
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃

〉
= −u2

νv
2
µ

(
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − α+

ν α
+
µα

+
ν̃ α

+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃α

+
ν̃ α

+
µ

)
= 0

−uνvνu2
µ 〈α+

ν αναµ̃αµ〉 = −uνvνu2
µ (α+

ν αναµ̃αµ − α+
ν αµ̃αναµ + α+

ν αµαναµ̃)

= 0

−uνvνuµvµ
〈
α+
ν αναµ̃α

+
µ̃

〉
= −uνvνuµvµ

(
α+
ν αναµ̃α

+
µ̃ − α+

ν αµ̃ανα
+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃αναµ̃

)
= uνvνvµuµ

〈
α+
ν ανα

+
µαµ

〉
= uνvνvµuµ

(
α+
ν ανα

+
µαµ − α+

ν α
+
µαναµ + α+

ν αµανα
+
µ

)
= uνvνv

2
µ

〈
α+
ν ανα

+
µα

+
µ̃

〉
= uνvνv

2
µ

(
α+
ν ανα

+
µα

+
µ̃ − α+

ν α
+
µανα

+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃ανα

+
µ

)
= 0

vνuνu
2
µ

〈
αν̃α

+
ν̃ αµ̃αµ

〉
= vνuνu

2
µ

(
αν̃α

+
ν̃ αµ̃αµ − αν̃αµ̃α+

ν̃ αµ + αν̃αµα
+
ν̃ αµ̃

)
= 0

vνuνuµvµ
〈
αν̃α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃

〉
= vνuνuµvµ

(
αν̃α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃ − αν̃αµ̃α+

ν̃ α
+
µ̃ + αν̃α

+
µ̃α

+
ν̃ αµ̃

)
= −vνuνvµuµ

〈
αν̃α

+
ν̃ α

+
µαµ

〉
= −vνuνvµuµ

(
αν̃α

+
ν̃ α

+
µαµ − αν̃α+

µα
+
ν̃ αµ + αν̃αµα

+
ν̃ α

+
µ

)
= −vνuνv2

µ

〈
αν̃α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃

〉
= −vνuνv2

µ

(
αν̃α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − αν̃α+

µα
+
ν̃ α

+
µ̃ + αν̃α

+
µ̃α

+
ν̃ α

+
µ

)
= 0

−v2
νu

2
µ 〈αν̃αναµ̃αµ〉 = −v2

νu
2
µ (αν̃αναµ̃αµ − αν̃αµ̃αναµ + αν̃αµαναµ̃)

= 0

xi
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−v2
νuµvµ

〈
αν̃αναµ̃α

+
µ̃

〉
= −v2

νuµvµ
(
αν̃αναµ̃α

+
µ̃ − αν̃αµανα+

µ̃ + αν̃α
+
µ̃αναµ̃

)
= 0

v2
νvµuµ

〈
αν̃ανα

+
µαµ

〉
= v2

νvµuµ
(
αν̃ανα

+
µαµ − αν̃α+

µαναµ + αν̃αµανα
+
µ

)
= 0

la valeur moyenne à T finie :

u2
ν 〈α+

ν αν〉 = u2
νη

+
ν

uνvν
〈
α+
ν α

+
ν̃

〉
= 0

vνuν 〈αν̃αν〉 = 0

v2
ν

〈
αν̃α

+
ν̃

〉
= v2

ν (1− η−ν )

u2
ν

〈
α+
ν̃ αν̃

〉
= u2

νη
−
ν

−uνvν
〈
α+
ν̃ α

+
ν

〉
= 0

−vνuν 〈αναν̃〉 = 0

v2
ν 〈ανα+

ν 〉 = v2
ν (1− η+

ν )

u2
νu

2
µ

〈
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ

〉
= u2

νu
2
µ

(
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃αµ − α+

ν αµ̃α
+
ν̃ αµ + α+

ν αµα
+
ν̃ αµ̃

)
= u2

νu
2
µδνµη

+
ν η
−
ν

u2
νuµvµ

〈
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃

〉
= u2

νuµvµ
(
α+
ν α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃ − α+

ν αµ̃α
+
ν̃ α

+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃α

+
ν̃ αµ̃

)
= 0

−u2
νvµuµ

〈
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ

〉
= −u2

νvµuµ
(
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µαµ − α+

ν α
+
µα

+
ν̃ αµ + α+

ν αµα
+
ν̃ α

+
µ

)

xii
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= 0

−u2
νv

2
µ

〈
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃

〉
= −u2

νv
2
µ

(
α+
ν α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − α+

ν α
+
µα

+
ν̃ α

+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃α

+
ν̃ α

+
µ

)
= 0

−uνvνu2
µ 〈α+

ν αναµ̃αµ〉 = −uνvνu2
µ (α+

ν αναµ̃αµ − α+
ν αµ̃αναµ + α+

ν αµαναµ̃)

= 0

−uνvνuµvµ
〈
α+
ν αναµ̃α

+
µ̃

〉
= −uνvνuµvµ

(
α+
ν αναµ̃α

+
µ̃ − α+

ν αµ̃ανα
+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃αναµ̃

)
= −uνvνuµvµη+

ν

(
1− η−µ

)
uνvνvµuµ

〈
α+
ν ανα

+
µαµ

〉
= uνvνvµuµ

(
α+
ν ανα

+
µαµ − α+

ν α
+
µαναµ + α+

ν αµανα
+
µ

)
= uνvνvµuµ

(
η+
ν η

+
µ − δνµη+

ν (1− η+
ν )
)

uνvνv
2
µ

〈
α+
ν ανα

+
µα

+
µ̃

〉
= uνvνv

2
µ

(
α+
ν ανα

+
µα

+
µ̃ − α+

ν α
+
µανα

+
µ̃ + α+

ν α
+
µ̃ανα

+
µ

)
= 0

vνuνu
2
µ

〈
αν̃α

+
ν̃ αµ̃αµ

〉
= vνuνu

2
µ

(
αν̃α

+
ν̃ αµ̃αµ − αν̃αµ̃α+

ν̃ αµ + αν̃αµα
+
ν̃ αµ̃

)
= 0

vνuνuµvµ
〈
αν̃α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃

〉
= vνuνuµvµ

(
αν̃α

+
ν̃ αµ̃α

+
µ̃ − αν̃αµ̃α+

ν̃ α
+
µ̃ + αν̃α

+
µ̃α

+
ν̃ αµ̃

)
= vνuνuµvµ

(
(1− η−ν )

(
1− η−µ

)
− δνµη−ν (1− η−ν )

)
−vνuνvµuµ

〈
αν̃α

+
ν̃ α

+
µαµ

〉
= −vνuνvµuµ

(
αν̃α

+
ν̃ α

+
µαµ − αν̃α+

µα
+
ν̃ αµ + αν̃αµα

+
ν̃ α

+
µ

)
= −vνuνvµuµη+

µ (1− η−ν )

−vνuνv2
µ

〈
αν̃α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃

〉
= −vνuνv2

µ

(
αν̃α

+
ν̃ α

+
µα

+
µ̃ − αν̃α+

µα
+
ν̃ α

+
µ̃ + αν̃α

+
µ̃α

+
ν̃ α

+
µ

)
= 0

−v2
νu

2
µ 〈αν̃αναµ̃αµ〉 = −v2

νu
2
µ (αν̃αναµ̃αµ − αν̃αµ̃αναµ + αν̃αµαναµ̃)
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= 0

−v2
νuµvµ

〈
αν̃αναµ̃α

+
µ̃

〉
= −v2

νuµvµ
(
αν̃αναµ̃α

+
µ̃ − αν̃αµ̃ανα+

µ̃ + αν̃α
+
µ̃αναµ̃

)
= 0

v2
νvµuµ

〈
αν̃ανα

+
µαµ

〉
= v2

νvµuµ
(
αν̃ανα

+
µαµ − αν̃α+

µαναµ + αν̃αµανα
+
µ

)
= 0

v2
νv

2
µ

〈
αν̃ανα

+
µα

+
µ̃

〉
= v2

νv
2
µ

(
αν̃ανα

+
µα

+
µ̃ − αν̃α+

µανα
+
µ̃ + αν̃α

+
µ̃ανα

+
µ

)
= v2

νv
2
µδνµ (1− η−ν ) (1− η+

ν )

Minimisation de l’hamiltonien T nulle :

〈H ′〉 = 2
∑
ν�0

(εν − λ) v2
ν + 2

∑
ν�0

(εν − λ) (u2
ν − v2

ν)−G
[∑
ν�0

uνvν

]
d〈H′〉
dvν

= −4 (εν − λ) vν − 2G
(
vν − vν

uν

)[∑
ν�0

uνvν

]

Minimisation de l’hamiltonien T finie :

H ′ = 2
∑
ν�0

(εν − λ) v2
ν +

∑
ν�0

(εν − λ) (u2
ν − v2

ν) (η+
ν + η−ν )−G

[∑
ν�0

uνvν (1− η+
ν − η−ν )

]2
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