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إ٢׿اء
݁ݱڎر ؇ਐ಻Ⴄ၍ ඔ൹ٺይዧا وո۰رة، ոداڤמ ඔ൹ّ߳اܳأݞߌ ّ֟มฆأۊ ሌᇿإ اৎ৊ٺިاݪؕ اܳأ݄ܭ ۱ڍا أ۱ڎي
ࠍ੆ޙ؇ت ሒᇃ؇঺঒ނ؇ر ݆݁ ሌᇿإ .؇݄۳ܹ༥أ ݆݁ ڣأܹٺُ۬ ؇݁ ႟၍ ڣأܹبُ ඔ൹ٺይዧوا ،ሒᇆިوڢ ሒᇧ؇ୖ୒إ
ۊޚިة ႟၍ ሒᇭ ሒᇿ ً ݿٷڎا ؇݄ዛُውٴො੼و ؇݄۳ᆇᅦد Ⴄ၍ن ݆݁ ሌᇿᎂو اܳڰݠح، ؜݆ ଫଃواܳٺأٴ اܳٺأص

.ሒᇆଫଃ݁ފ ݆݁
اܳފب اܳފٷިات ᄭᄥޗ٭ ॷॖर؇༥ ሌᇿإ ووڢژ ሒᇃࣖݿ؇ࢾ اᄳᄟي اܳލۛݧ ݄ݦا٢߈ߣ، إ ሌᇿᎂو
ۋݯިره ڣႤၽن واܳٺ༲ڎل؇ت، اܳݱأ۰ًި أوڢ؇ت ሒᇭ ሒᇿ ඔ൹݁أ ଫଃ༠ وႤ၍ن اৎ৊؇ݪ٭۰،

ا෠ຶ৕৑؇ز. ۱ڍا وොູگ٭ݑ ಣಕᕬఈዳዧݠار ً داڣأ؇ ۬ᆇᅦود
رزاق، ֵڪث ۝ܙ اᄴᄟ܋ٺިر ا๤དྷৎ৊ف، أݿٺ؇ذي ሌᇿإ واܳٺگڎߌߵ ୍ଲاܳލ ෛຳ؇ܳݧ أّگڎم პაႰ
إ෠ຶ؇ز ሒᇭ ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ وݿ؇۱ܾ اܳگ٭۰݄، ۬ොຩ؇وَݱ ّ۬؇ዛዀوّިۏ ۬గఒًأ ّ֟ঌॻ༟ ౪ౖదܭ ቕረ اᄳᄟي

ݬިرة. أڣݯܭ ሒᇭ وරඝᎂاۏ۳؇ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه

݁ݱڎر اܳأ݄ܭ ۱ڍا لܝިن أن ً راۏ٭۰ ،ม฀وّأ ۏ۳ڎي ஓஇݠة أ۱ڎي ۱ޝ৖৑ء، ႟၍ ሌᇿإ
.ܾୖ୒ وݿأ؇دة ੅਼ݠ

أڲજੴة
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Résumé

Le présent mémoire est consacré à l’étude de laméthode deGalerkin en tant qu’outil
constructif fondamental pour l’existence et l’approximation de solutions de problèmes
elliptiques linéaires et non linéaires. Après un rappel des outils essentiels de l’analyse
fonctionnelle et des espaces de Sobolev, nous exploitons cette approche pour démontrer
des résultats pivots tels que les théorèmes de Lax–Milgram et de Minty–Browder.

L’intérêt central de ce travail réside dans le traitement de l’opérateur p-laplacien,
d’abord dans un cadre standard au sein de l’espace de BanachW

1,p
0 (Ω), puis avec l’ajout

d’un terme de réaction local à croissance sous-linéaire. En s’appuyant sur les propriétés
de monotonie, de compacité et de convergence faible, nous illustrons la robustesse de la
méthode de Galerkin comme pont entre l’analyse fonctionnelle abstraite et la résolution
concrète d’équations aux dérivées partielles complexes.

Mots-clés : Méthode de Galerkin, Théorème de Lax–Milgram, Théorème de Minty–
Browder, p-Laplacien, Espaces de Sobolev, Solutions faibles, Opérateurs monotones.
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Abstract

This thesis focuses on the Galerkin method as a fundamental constructive tool
for the existence and approximation of solutions to both linear and nonlinear elliptic
problems. After reviewing essential functional analysis tools and Sobolev spaces, we
employ this approach to prove pivotal results such as the Lax–Milgram and Minty–
Browder theorems.

The core of this work lies in the analysis of the p-Laplacian operator, �rst in a
standard setting within the Banach spaceW 1,p

0 (Ω), and subsequently with the addition
of a local sublinear reaction term. By leveraging monotonicity, compactness, and weak

convergence properties, we demonstrate the robustness of the Galerkin method as a
bridge between abstract functional analysis and the practical resolution of complex
partial di�erential equations.

Key-words : Galerkin method, Lax–Milgram theorem, Minty–Browder theorem, p-
Laplacian, Sobolev spaces, Weak solutions, Monotone operators.
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Notations

Ω un ouvert borné de RN

∂Ω frontière topologique de Ω

x = (x1, · · · ,xN ) point générique de RN

dx = dx1dx2 · · ·dxN mesure de Lebesgue sur Ω
Ω l’adhérence de l’ensemble Ω

⇀ la convergence faible
p.p. presque partout
V un espace de Banach
H un espace de Hilbert
V ′ le dual topologique de V
〈., .〉V ′×V le crochet de dualité entre

l’espace V et son dual topologique V ′

‖.‖ la norme sur l’espace de Banach V

(., .) le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H
|.| la norme sur l’espace de Hilbert H
Rm×N l’espace des matrices réelles.
Id désigne la matrice d’identité.
f + = max(f , 0), f − = max(−f , 0) la partie positive et négative de la fonction f

C0(R) l’espace des fonctions continues
D(Ω) = C∞0 (Ω) espace des fonctions di�érentiables et à support

compact dans Ω
Ck(Ω) espace des fonctions k-fois continûment

di�érentiables dans Ω
D′(Ω) = (D(Ω))′ l’espace des distributions
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Introduction

La méthode de Galerkin constitue aujourd’hui l’un des fondements majeurs de l’ana-
lyse numérique moderne pour l’étude et l’approximation des problèmes issus des sciences
physiques et de l’ingénierie. Son importance réside autant dans sa robustesse théorique
que dans sa remarquable polyvalence. Elle intervient dans de nombreux domaines tels que
la mécanique des solides, la dynamique des �uides, le transfert de chaleur, l’acoustique
ou encore l’électromagnétisme.

Qu’il s’agisse d’équations di�érentielles ordinaires, d’équations aux dérivées partielles
(EDP) ou d’équations intégrales, la méthode de Galerkin fournit un cadre uni�é permettant
d’aborder l’existence, l’unicité et l’approximation des solutions. Elle s’applique aussi bien
à l’étude des phénomènes stationnaires qu’à celle des phénomènes évolutifs, ce qui en
fait un outil incontournable dès lors qu’un phénomène physique peut être décrit par un
système d’équations gouvernantes.

D’un point de vue historique, l’origine de cette méthode est associée aux travaux
pionniers de Boris Galerkin, qui publia en 1915 un article consacré à l’équilibre élastique
des poutres et des plaques. Son introduction dans la littérature scienti�que occidentale
s’est e�ectuée progressivement à partir des années 1930, notamment grâce aux travaux de
Duncan (1937) et de Bickley (1941), qui mirent en évidence sa précision par rapport aux
méthodes de collocation classiques. À partir des années 1950, le développement rapide
des moyens de calcul numérique a contribué à l’essor de la méthode, constituant l’un des
piliers du développement de la méthode des éléments �nis.

Au-delà de son intérêt numérique, la méthode de Galerkin occupe une place centrale
dans l’analyse mathématique des EDP. Elle constitue un outil constructif privilégié pour
établir des résultats d’existence de solutions en construisant des suites d’approximations
dans des sous-espaces de dimension �nie. Cette double dimension, à la fois théorique et
computationnelle, explique l’importance qu’elle conserve aujourd’hui dans la recherche
contemporaine en mathématiques appliquées.
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Le présent mémoire est consacré à l’étude de la méthode de Galerkin et à son applica-
tion à certains problèmes elliptiques linéaires et non linéaires. L’objectif est de montrer
comment cette technique de discrétisation permet de résoudre des problèmes d’existence
dans des espaces fonctionnels complexes. Le travail est organisé en cinq chapitres :

• Le premier chapitre est consacré à la présentation des outils préliminaires indis-
pensables. Nous y rappelons les notions fondamentales de l’analyse fonctionnelle,
les espaces de Lebesgue et de Sobolev, ainsi que les éléments de la théorie des
opérateurs monotones.

• Le deuxième chapitre expose les principes généraux de la méthode de Galerkin
dans un cadre abstrait. Nous l’utilisons pour démontrer deux résultats fondamen-
taux : le théorème de Lax–Milgram pour les problèmes linéaires et le théorème
de Minty–Browder pour les problèmes non linéaires.

• Le troisième chapitre applique la méthode à la résolution de l’équation de Pois-
son. La construction de l’approximation repose sur une base hilbertienne de l’espace
H 1
0 (Ω) obtenue à partir des fonctions propres du Laplacien, permettant ainsi d’illus-

trer la convergence de la méthode.

• Le quatrième chapitre aborde l’étude d’un problème elliptique non linéaire fai-
sant intervenir l’opérateur p-laplacien. Nous y développons une approche galerki-
nienne adaptée au cadre des espaces de BanachW

1,p
0 (Ω) en exploitant la propriété

de monotonie et la propriété (S+).

• Le cinquième chapitre prolonge cette analyse en considérant un problème de
typep-laplacien comportant un terme de réaction à croissance sous-linéaire. Nous
y démontrons l’existence de solutions faibles en traitant les di�cultés spéci�ques
engendrées par cette non-linéarité supplémentaire.

Ainsi, ce mémoire illustre à la fois la richesse théorique et l’e�cacité de la méthode
de Galerkin, en montrant comment elle constitue un outil privilégié pour l’étude des
problèmes aux dérivées partielles, qu’ils soient linéaires ou non linéaires.



C
h
a
p
it

r
e

1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques dé�nitions et rappels des résultats né-
cessaires pour la suite de ce travail. Nous introduisons quelques dé�nitions, lemmes et
quelques théorèmes sur les espaces fonctionnels.

1.1 Espaces de Lebesgue Lp

1.1.1 Notions générales

Définition 1.1: Espace de Lebesgue

On dé�nit l’espace de Lebesgue Lp(Ω) par :
Pour 1 ≤ p < +∞

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R mesurable,

∫
Ω
|u(x)|pdx < +∞

}
,

muni de la norme

‖u‖Lp (Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|p dx

) 1
p

.

Pour p = +∞

L∞(Ω) =

{
u : Ω −→ R mesurable, sup

x∈Ω
ess|u(x)| < +∞

}
,

1



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 2

muni de la norme
‖u‖L∞(Ω) = sup

x∈Ω
ess|u(x)|.

Lp(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞ et de Hilbert pour p = 2 muni de
produit scalaire

(f ,д) =

∫
Ω
f (x)д(x) dx .

PROPOSITION 1.1 – Séparabilité, réflexivité et dual de Lp(Ω) [10]. Les asser-
tions suivantes sont vraies.

1. Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p < +∞ et ré�exif pour 1 < p < +∞.

2. Le dual de Lp(Ω) pour 1 ≤ p < +∞ est isomorphe à Lp
′

(Ω) avec 1
p +

1
p ′ = 1.

3. L1(Ω) est séparable, ni ré�exif et son dual est L∞(Ω).

4. L∞(Ω) ni séparable, ni ré�exif et son dual contient strictement L1(Ω).

PROPOSITION 1.2 – Compacité Lp−Lq [10]. Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞. Si |Ω | < +∞
alors Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω). De plus, l’injection est compacte pour p < q.

1.1.2 Mode de convergence dans les espaces Lp(Ω)

Définition 1.2: Convergence forte, convergence faible dans Lp(Ω)

Soient p ∈ [1,∞[ ,et { fn, f } une famille de Lp(Ω).

• On dit que fn converge fortement vers f dans Lp(Ω) et on note fn → f dans
Lp(Ω) si lim

n→+∞
‖ fn − f ‖Lp (Ω) = 0 .

• On dit que fn converge faiblement vers f dans Lp(Ω) et on note fn ⇀ f dans
Lp(Ω) si lim

n→+∞

∫
Ω

(fn − f ).д = 0, ∀д ∈ Lp ′ (Ω), avec 1
p +

1
p ′ = 1.

• On dit que fn converge faible ∗ vers f dans L∞(Ω) et on note fn
∗
⇀ f dans

L∞(Ω) si lim
n→+∞

∫
Ω

(fn − f ).д = 0, ∀д ∈ L1.



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 3

PROPOSITION 1.3 – [10]. Lorsque E est de dimension �nie, la topologie faible
σ (E,E′) et la topologie usuelle coïncident. En particulier, une suite (xn) converge
faiblement si et seulement si elle converge fortement.

Théorème 1.1. [10]

Soit X un espace normé et supposons que xn → x (faiblement). Alors :

1. (xn) est bornée dans la norme de X , c’est-à-dire sup ‖xn‖ < ∞.

2. La limite faible x de (xn) est unique.

Théorème 1.2. (Lemme de Fatou [14])

Soit (fn)n une suite de fonction mesurable, à valeurs dans [0,+∞[. Alors :∫
Ω

lim inf
n−→+∞

fn(x) dx ≤ lim inf
n−→+∞

∫
Ω

fn(x) dx .

PROPOSITION 1.4 – Théorème de convergence dominée [14]. Soit 1 ≤ p <

+∞, (fn)n ⊂ Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω). On suppose que

1. fn −→ f p.p dans Ω.

2. il existe д ∈ Lp(Ω) telle que pour tout n ∈ N on a | fn | ≤ д p.p dans Ω .

Alors
fn → f dans Lp(Ω).

La proposition suivante est la réciproque partielle de la proposition 1.4.

PROPOSITION 1.5 – [15]. Soit Ω un ouvert de RN, et (fn)n∈N une suite de fonc-
tions qui converge vers f dans Lp(Ω). Alors il existe une sous suite (fnk )k∈N et une
fonction д de Lp(Ω) telles que :

1. fnk (x) −→ д(x) p.p. sur Ω.

2. ∀k ∈ N, | fnk (x)| ≤ д(x) p.p. sur Ω.

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 1.4.
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PROPOSITION 1.6 – [24]. Soit { fn} une suite de fonctions mesurables sur E qui
converge ponctuellement presque partout sur E vers f . Supposons qu’il existe une
suite {дn} de fonctions mesurables non négatives sur E qui converge ponctuelle-
ment presque partout sur E vers д et domine { fn} sur E dans le sens où

| fn | ≤ дn sur E pour tout n.

Si
lim
n→∞

∫
E
дn =

∫
E
д < ∞,

alors
lim
n→∞

∫
E
fn =

∫
E
f .

La proposition suivante donne le lien entre la bornitude et la convergence faible dans les
espaces de Lebesgues ré�éxifs.

PROPOSITION 1.7 – [9]. Soit 1 < p < ∞ et soient fn des fonctions dans Lp(Ω)
convergeant presque partout (ou en mesure) vers une fonction f . Alors, une condi-
tion nécessaire et su�sante pour la convergence de { fn} vers f dans la topologie
faible de Lp(Ω) est la bornitude de { fn} dans la norme de Lp(Ω).

1.1.3 Opérateurs de Nemytskii

Définition 1.3: (Fonction de Carathéodory)

Soit f : Ω × R −→ R. On dit que f est de Carathéodory si :

1. f (., s) : Ω −→ R mesurable pour tout s ∈ R,

2. f (x , .) : R −→ R continue presque partout x ∈ Ω.

Définition 1.4: [3, 4]

Soit f : Ω × R → R. L’opérateur de Nemytskii associé à f est l’application N f

dé�nie surM(Ω) (l’ensemble des fonctions réelles mesurables dé�nies sur Ω) par

N f (u(x)) = f (x ,u(x)).

Nous rappelons le résultat fondamental suivant concernant les opérateurs de Nemyts-
kii [3, Théorème 2.2]. Une version plus générale peut être trouvée dans [4, Théorème 1.7]
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(voir aussi [22]).
Théorème 1.3

Soient α , β ≥ 1, et f : Ω × R→ R une fonction de Carathéodory. Supposons qu’il
existe une fonction positive a1 ∈ Lβ (Ω) et une constante a2 > 0 telles que

| f (x , t)| ≤ a1(x) + a2 |t |
α
β , p.p. x ∈ Ω, ∀t ∈ R.

Alors l’opérateur de Nemytskii N f associé à la fonction f est continu de Lα (Ω)

dans Lβ (Ω).

1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.5: (Espace des fonctions test [29])

. Soit Ω un ouvert de RN et φ : Ω −→ R une fonction.

• On appelle support de φ l’ensemble :

supp(φ) = {x ∈ Ω : φ(x) , 0}.

• On dit que la fonction φ à support compact si il existe une partie compacte K
de RN telle que supp(φ) ⊂ K .

• On appelle l’espace des fonctions test et on note D(Ω) ou (C∞c (Ω)) l’espace
des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.

Définition 1.6: (Espaces de Sobolev (W 1,p(Ω)))

On dé�nit l’espace de SobolevW 1,p(Ω),pour 1 ≤ p ≤ +∞ par :

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), ∇u ∈ (Lp(Ω))N },

muni de la norme

‖u‖W 1,p (Ω) =


(
‖u‖

p
Lp (Ω)

+ ‖∇u‖
p
Lp (Ω)

) 1
p
, si 1 ≤ p < ∞,

max
(
‖u‖L∞(Ω), ‖∇u‖L∞(Ω)

)
, si p = ∞.
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Pour p = 2, l’espaceW 1,2(Ω) noté H 1(Ω) est de Hilbert muni du produit scalaire

(u,v)H 1(Ω) = (u,v)L2(Ω) + (∇u,∇v)L2(Ω),

et de la norme
‖u‖H 1(Ω) =

(
‖u‖2L2(Ω) + ‖∇u‖

2
L2(Ω)

) 1
2
.

PROPOSITION 1.8 – Complétude, séparabilité, et réflexivité de W 1,p(Ω) [1,
10] . L’espaceW 1,p(Ω) est un espace de Banach, et séparable pour 1 ≤ p < +∞, et
ré�exif pour 1 < p < +∞.

Définition 1.7: (Espaces de SobolevW 1,p
0 (Ω))

Soit 1 ≤ p < +∞. On noteW 1,p
0 (Ω) la fermeture deD(Ω) dansW 1,p(Ω), (c’est-à-dire

W
1,p
0 (Ω) := D(Ω)

W 1,p (Ω)
)

Le théoréme suivant donne une Caractérisation de l’espaceW 1,p
0 (Ω) via le théoreme de

trace.
Théorème 1.4

On suppose que Ω est un ouvert borné régulier de RN. Alors

W
1,p
0 (Ω) =

{
u ∈W 1,p(Ω); v |∂Ω = 0

}
.

Définition 1.8: (Espace de SobolevW −1,p
′

(Ω))

L’espace de SobolevW −1,p ′(Ω) est le dual topologique de l’espaceW 1,p
0 (Ω) ; c’est-à-

dire : l’espace vectoriel de toutes les formes linéaires continues surW 1,p
0 (Ω).

Définition 1.9: (Convergence faible, convergence forte dansW 1,p(Ω))

Soient p ∈ [1,+∞[ et { fn, f } une famille deW 1,p(Ω).

• On dit que fn converge fortement vers f dans W 1,p(Ω) et on note fn → f

dansW 1,p(Ω) si

fn → f dans Lp(Ω) et ∇fn → ∇f dans Lp(Ω).
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• On dit que fn converge faiblement vers f dansW 1,p(Ω) et on note fn ⇀ f

dansW 1,p(Ω) si

fn ⇀ f dans Lp(Ω) et ∇fn ⇀ ∇f dans Lp(Ω).

Théorème 1.5. Théorème d’injection de Sobolev–Rellich–Kondrachov
[21]

Soit Ω un ouvert borné de RN , à frontière de classe C1, et soit 1 ≤ p < N . Alors,
l’injection de Sobolev

W 1,p(Ω) ↪→ Ls(Ω),

est compacte pour tout exposant s ∈ [1,p∗), où p∗ =
Np
N−p .

Théorème 1.6. Inégalité de Poincaré [28, 16]

Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné. Il existe une constante C = C(Ω) > 0 telle que

‖u‖Lp (Ω) ≤ C‖∇u‖Lp (Ω), ∀u ∈W 1,p
0 (Ω). (1.1)

En conséquence, l’application

u 7−→ ‖∇u‖Lp (Ω)

dé�nit une norme surW 1,p
0 (Ω), équivalente à la norme usuelle deW 1,p(Ω).

Remarque : L’inégalité (1.1) reste valable dès lors que Ω est borné dans au moins une direction
de l’espace.

1.3 Théorie des opérateurs monotones

La théorie des opérateurs monotones joue un rôle central dans le cadre d’analyse non
linéaire [27, 33, 19, 25, 7, 12, 14].

Dans ce qui suit, on suppose que V est un espace de Banach séparable et ré�exif.
Les classes d’opérateurs suivantes sont fondamentales dans le cadre d’analyse non

linéaire.
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Définition 1.10: (Opérateur borné)

On dit que l’opérateur A : V → V ′ est borné, s’il transforme les bornés de V en
bornés de V ′.

Définition 1.11: Opérateur monotone

On dit que A : V → V ′ est monotone si

〈A(u) −A(v),u −v 〉 ≥ 0 pour tous u, v ∈ V .

Théorème 1.7

Si A : V → V ′ est un opérateur monotone, alors A est localement borné.

Définition 1.12: (Opérateur coercif)

On dit que l’opérateur A : V → V ′ est dit coercif si

lim
‖u‖→∞

〈A(u),u 〉

‖u‖
= +∞.

Définition 1.13: (Types de continuité)

Soit A : V → V ′ un opérateur.

1. On dit que A est continu si un → u dans V implique A(un) → A(u) dans V ′.

2. On dit que A est fortement continu si un ⇀ u dans V implique A(un) → A(u)

dans V ′.

3. On dit que A est démicontinu si un → u fortement dans V entraîne A(un)⇀
A(u) faiblement dans V ′.

4. On dit que A est hémicontinu si, pour tous u, v, w ∈ V , la fonction réelle

t 7→ 〈A(u + tv),w 〉

est continue sur R.

Théorème 1.8

Soit A : V → V ′ un opérateur. Alors

A fortement continu =⇒ A continu =⇒ A démicontinu.
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De plus, siV est de dimension �nie, alors ces di�érentes notions de continuité sont
équivalentes, puisque les topologies forte et faible coïncident en dimension �nie.

Preuve.

1. Supposons que A est fortement continu. Soit (un) une suite telle que un → u

fortement dansV . Alorsun ⇀ u dansV , puisque la convergence forte implique
la convergence faible. Par forte continuité de A, on obtient alors

A(un) → A(u) dans V ′.

Ainsi, A est continu.

2. Supposons que A est continu. Soit (un) une suite telle que un → u fortement
dans V . Alors A(un) → A(u) dans V ′, et donc en particulier A(un) ⇀ A(u).
Ainsi, A est démicontinu.

Théorème 1.9

Soit A : V → V ′.
A demicontinu ⇒ A hémicontinu .

Preuve.

Supposons que A est démicontinu. Soient u,v,w ∈ V et considérons la fonction

φ : R→ R, φ(t) = 〈A(u + tv),w〉.

Pour établir la continuité de φ, soit (tn) une suite réelle telle que tn → t . Posons
un = u + tnv . Alors un → u + tv fortement dans V . Par démicontinuité de A, on
obtient

A(un)⇀ A(u + tv) dans V ′.

Par dé�nition de la convergence faible dans V ′, il vient alors

〈A(un),w〉 → 〈A(u + tv),w〉.

Ainsi, φ(tn) → φ(t), ce qui prouve que φ est continue surR. DoncA est hémicontinu.

Théorème 1.10

Soit V un espace de Banach de dimension �nie et A : V → V ′ un opérateur
monotone et hémicontinu. Alors A est continu.
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Preuve.

Soit (un) ⊂ V une suite telle que

un → u fortement dans V .

D’après le Théorème 1.7, l’opérateur A est localement borné. Comme la suite (un)
est convergente, elle est bornée ; par conséquent, la suite (A(un)) est bornée dans
V ′.
Comme V ′ est de dimension �nie, il existe une sous-suite (A(unk )) et un élément
ξ ∈ V ′ tels que

A(unk ) → ξ fortement dans V ′. (1.2)

Soit v ∈ V . Par monotonie de A, on a

〈A(unk ) −A(v), unk −v〉 ≥ 0, (1.3)

c’est-à-dire
〈A(unk ),unk −v〉 ≥ 〈A(v),unk −v〉.

En passant à la limite lorsque k → ∞, à l’aide de (1.2) et du fait que unk → u, on
obtient

〈ξ −A(v), u −v〉 ≥ 0. (1.4)

Soient maintenant w ∈ V et t > 0. En appliquant (1.4) à v = u + tw , on obtient

〈ξ −A(u + tw), −tw〉 ≥ 0,

d’où
〈ξ −A(u + tw), w〉 ≤ 0. (1.5)

En faisant tendre t vers 0+ et en utilisant l’hémicontinuité de A, il vient

〈ξ −A(u), w〉 ≤ 0. (1.6)

Comme cette inégalité est également valable pour −w , on en déduit

〈ξ −A(u), w〉 = 0 ∀w ∈ V .

Par conséquent,
ξ = A(u).
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On vient ainsi de montrer que la suite (A(un)) admet une sous-suite convergeant
fortement vers A(u). De plus, toute sous-suite convergente de (A(un)) converge
nécessairement vers A(u). Il s’ensuit que la suite entière (A(un)) converge fortement
vers A(u). Ainsi, A est continu.

Les propriétés suivantes de l’opérateur p-Laplacien sont bien connues, voir [7, Théo-
rème 17.11]

Théorème 1.11

L’opérateur p-Laplacien −∆p : W 1,p
0 (Ω) → W −1,p

′

(Ω) est monotone, coercif et
continu.

Théorème 1.12. [12]

Soit A : V → V ′ un opérateur monotone hémicontinu. Si (un) une suite de V telle
que un ⇀ u dans V , A(un)⇀ f dans V ′ et 〈A(un),un〉 → 〈f ,u〉, alors A(u) = f .

Définition 1.14: (Propriété (S+))

On dit qu’un opérateur A : V → V ′ véri�e la propriété (S+) (ou est de type (S+)) si,
pour toute suite (un) ⊂ V telle que

un ⇀ u dans V

et
lim sup
n→∞

〈A(un),un − u〉 ≤ 0,

on a nécessairement
un → u fortement dans V .

Théorème 1.13. [13, 17, 31]

L’opérateur −∆p est de type (S+).

1.4 Méthode de compacité

L’application d’un théorème du point �xe pour obtenir une solution d’un problème
d’EDP non-linéaire, en général, nécessite la dé�nition d’un opérateur S dans un sous-
ensemble approprié C d’un espace de fonctions approprié. Un tel opérateur est générale-
ment donné au moyen de la solution d’un problème linéaire, c’est, en associant à chaque
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élément v ∈ C la solution u = S(v) d’un problème linéaire, et est telle que ses points �xes,
soient des solutions de S(u) = u, résoudre notre problème non linéaire. Il existe plusieurs
théorèmes de points �xes et leurs applications varient selon le modèle et les hypothèses.

Définition 1.15: (Application compacte [30])

Soient X et Y deux espaces de Banach etC un sous-ensemble non vide de X . On dit
que S : C → Y est compacte si elle est continue et pour tout B ⊂ C bornée, S(B)
est compacte dans Y .

Définition 1.16: (Point fixe d’une application)

Soient X un espace de Banach. On appelle point �xe d’une application S : X → X

tout point x ∈ X véri�ant Sx = x .

Théorème 1.14. Théorème du point fixe de Brouwer[14]

Soient B une boule fermée de RN et S : B → B une application continue. Alors S
admet au-moins un point �xe.

Le résultat suivant, une variante du théorème du point �xe de Brouwer, jouera un
rôle crucial dans la preuve de l’existence d’une solution au problème approché. Sa dé-
monstration peut être trouvée dans [12, Théorème 9.9-3] (voir aussi [5, Lemme 2.3] et
[14, Théorème 2.7]).

Théorème 1.15

Soit (V , ‖.‖) un espace vectoriel normé de dimension �nie et soit F : V → V ′ une
application continue véri�ant la propriété suivante : il existe r > 0 tel que

〈F (ξ ), ξ 〉V ′×V ≥ 0 pour tout v ∈ V tel que ‖v ‖V = r . (1.7)

Alors il existe u0 ∈ V tel que

‖v0‖V ≤ r et F (v0) = 0. (1.8)

1.5 Inégalités importantes

Dans cette section, nous présentons plusieurs inégalités fondamentales qui constituent
des outils essentiels pour l’analyse développée dans cette mémoire. Ces résultats seront
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utilisés de manière récurrente dans les démonstrations et les estimations établies par la
suite.

Théorème 1.16. Inégalité de Young [10]

Soient p et p′ deux réels strictement positifs tels que 1
p +

1
p ′ = 1. Pour tout réel

positif a et b, on a
ab ≤

1
p
ap +

1
p′

bp
′

.

Théorème 1.17. Inégalité de Convexité [10]

Soient a ≥ 0, b ≥ 0 et soit 1 ≤ p < +∞. On a

(a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

Théorème 1.18. Inégalité de Hölder [10]

Soient f ∈ Lp et д ∈ Lp ′ avec 1 ≤ p ≤ ∞ et 1
p +

1
p ′ = 1. Alors f д ∈ L1 et∫

| f д | ≤ ‖ f ‖Lp ‖д‖Lp ′ . (1.9)
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2
Méthode de Galerkin abstraite

Une idée naturelle, lorsque l’on considère un problème variationnel en dimension
in�nie, consiste à l’approximer par une suite de problèmes posés en dimension �nie.
Cette approche joue un rôle central, tant du point de vue théorique (existence et unicité
des solutions) que du point de vue numérique.

Dans ce chapitre, nous nous plaçons dans le cadre des théorèmes de Lax–Milgram, de
Minty–Browder.

Définition 2.1

Soit V un espace de Banach. On appelle schéma d’approximation de Galerkin une
suite (Vn)n∈N de sous-espaces de V de dimension �nie telle que pour tout v ∈ V , il
existe une suite (vn)n∈N avec vn ∈ Vn pour tout n ∈ N et (vn)n∈N converge en norme
vers v .
Cette propriété d’approximation peut se reformuler comme

∀v ∈ V lim
n→+∞

dist(v,Vn) = 0,

où dist(v,Vn) = infw∈Vn ‖v −w ‖.

PROPOSITION 2.1. [6, 12] Soit V un espace de Banach séparable. Alors on peut
construire un schéma d’approximation de Galerkin (Vn) par la méthode suivante :

(i) prendre (un)n∈N une partie dénombrable dense de V (la séparabilité de V

exprime précisément qu’un tel ensemble existe) ;

14



CHAPITRE 2. MÉTHODE DE GALERKIN ABSTRAITE 15

(ii) poser Vn = vect{u1,u2, . . . ,un}.

Alors (Vn)n∈N est un schéma de Galerkin.

Preuve.

Soit v ∈ V . D’après (i), il existe une application k 7→ n(k) de N dans N telle que
‖un(k) −v ‖ ≤

1
k pour tout k ∈ N∗. Pour k �xé, un(k) ∈ Vn(k) et donc

dist(v,Vn(k)) ≤
1
k
.

Puisque Vn ⊃ Vn(k) pour n ≥ n(k), on obtient

∀n ≥ n(k) dist(v,Vn) ≤ dist(v,Vn(k)) ≤
1
k
,

c’est-à-dire dist(v,Vn) −→ 0 quand n → +∞.

Remarque :

(a) Les vecteurs u1, . . . ,un ne sont pas nécessairement linéairement indépendants. Par
un argument classique d’algèbre linéaire, on peut remplacer dans la Proposition 2.1
la suite (un)n∈N par une suite (wn)n∈N avec wn ∈ V formée de vecteurs linéairement
indépendants.

(b) Dans la Proposition 2.1, la suite de sous-espaces (Vn)n∈N satisfait

• V1 ⊂ V2 ⊂ V3 ⊂ · · · ⊂ Vn ⊂ . . . est une suite croissante de sous-espaces de
dimension �nie ;

•
⋃∞

n=1Vn = V .

2.1 Méthode deGalerkin pour le théorèmede Lax-Milgram

Dans cette section, nous supposons que V est un espace de Hilbert séparable.
Théorème 2.1. Théorème de représentation de Riesz [26]

Soit f une forme linéaire continue sur V . Alors il existe un élément unique u de V
tel que :

f (v) = (u,v)V ; ∀v ∈ V .

Preuve.

1. Existence. On distingue deux cas.

(a). Si f ≡ 0, il su�t de prendre u = 0 comme un représentant de f .

(b). Si f . 0, alors il existe un élément non nul u0 de (ker f )⊥. Dès que f
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est continue, ker f est un sous-espace fermé de V , alors

V = ker f ⊕ (ker f )⊥.

Soit v ∈ V . Il est clair que w = u0 f (v) − f (u0)v est un élément de ker f ,
et en conséquence, on a

0 = (u0,w) = (u0,u0 f (v) − f (u0)v) = ‖u0 |
2 f (v) − f (u0) (u0,v) .

Par suite, il vient
f (v) =

(
f (u0)u0
‖u0‖2

,v

)
.

Donc, on peut prendre u = f (u0)u0
‖u0‖2

comme un représentant de f .

2. Unicité. On suppose qu’il existe deux éléments u1 et u2 de V tels que

f (v) = (u1,v); ∀v ∈ V , (2.1)

et
f (v) = (u2,v); ∀v ∈ V . (2.2)

En soustrayant (2.2) de (2.1), il vient

(u1 − u2,v) = 0 ∀v ∈ V . (2.3)

Prenant v = u1 −u2 dans (2.3), il s’ensuit que ‖u1 −u2‖2 = 0, ce qui implique
que u1 = u2.

Théorème 2.2. Lax-Milgram [18]

Soit a une forme bilinéaire sur V ×V telle qu’il existe deux constantes strictement
positives α et β telles que

1. ∀u, v ∈ V , |a(u,v)| ≤ β ‖u‖V ‖v ‖V (a est continue sur V ×V ),

2. ∀v ∈ V , a(v,v) ≥ α ‖u‖2V (a est coercive).

Soit L une forme linéaire continue sur V . Alors, le problème suivant


Trouver u ∈ H tel que :

a(u,v) = L(v) pour tout v ∈ V .
(2.4)
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admet une unique solution.

Preuve.

On dé�nit l’opérateur

A : V −→ V

u 7→ Au

où Au est l’unique représentant de Riesz de la forme linéaire continue a(u, .). Donc,
on a :

a(u,v) = (Au,v), ∀v ∈ V . (2.5)

L’opérateur A dé�ni ainsi est linéaire. En e�et si u, w ∈ V , et t ∈ R, on a :

(A(u + tw),v)V = a(u + tw,v)

= a(u,v) + ta(w,v)

= (A(u),v)V + t(A(w),v)V

= (A(u) + tA(w),v)V ∀v ∈ V ,
où on a utilisé la linéarité de a par rapport à la deuxième variable. Par conséquent :

(A(u + tw) −A(u) − tA(w),v)V = 0 ∀v ∈ V .

En choisissant v = A(u + tw) −A(u) − tA(w), il s’en suit que :

‖A(u + tw) −A(u) − tA(w)‖2V = 0,

ce qui implique que A(u + tw) = A(u) + tA(w).

Il est clair que le problème variationnel (2.4) est équivalent au{
Trouver une unique élément u ∈ V tel que :
A(u) = f ,

(2.6)

où f est l’unique représentant de Riesz de la forme linéaire continue L.
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Puisque V est séparable, par la Proposition 2.1 il existe un schéma de Galerkin
(Vn)n∈N avec Vn croissant avec n ∈ N. Considérons les problèmes approchés

Trouver un ∈ Vn tel que

a(un,v) = L(v) ∀v ∈ Vn .
(2.7)

En appliquant le théorème de la représentation de Riesz, Le problème (2.7) peut
être reformulé de manière équivalente

Trouver un ∈ Vn tel que

Anun = fn ∀v ∈ Vn,
(2.8)

où An est l’opérateur linéaire de Vn −→ Vn tel que

a(u,v) = 〈Anu,v〉 ∀u,v ∈ Vn

et
L(v) = 〈fn,v〉 ∀v ∈ Vn .

Ainsi, (2.7) est bien posé si et seulement si An est un isomorphisme. Puisque
dim(Vn) < ∞, cela équivaut à exiger que An soit injectif, c’est-à-dire que kerAn =

{0}.
Soit v ∈ ker(An). Alors

0 = 〈An(v),v〉V ′h×Vh = a(vn,vn).

Par coercivité, on en déduit que

0 ≥ α ‖v ‖2Vn ,

ce qui implique que v = 0. Ainsi, ker(An) = {0}, ce qui montre que An est bijectif.
Donc le problème (2.8) admet une unique solution.
La question est maintenant d’étudier la convergence de la suite (un)n∈N.
Prenant v = un dans (2.7), on obtient

α ‖un‖
2 ≤ a(un,un) = L(un) ≤ ‖L‖∗‖un‖

et
‖un‖ ≤

‖L‖∗
α
.
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La suite (un)n∈N est bornée et donc relativement compacte pour la topologie faible ;
il existe donc une sous-suite (unk ) et un certain u ∈ V tels que

unk → u faiblement dans V , (2.9)

c’est à dire :
〈unk ,v〉 −→ 〈u,v〉 ∀v ∈ V .

On �xe maintenantm ≤ nk , de sorte que Vm ⊂ Vnk . Ainsi, pour tout v ∈ Vm, on a

a(unk ,v) = L(v). (2.10)

On remarque alors que

a(unk ,v) −→ a(u,v) lorsque k −→ +∞.

Ceci découle de la représentation de la forme linéaire continue u 7→ a(u,v) sur V ,
où a(u,v) = 〈u,Atv〉 (At désigne l’adjoint de A).
En passant à la limite dans (2.10), on obtient

a(u,v) = L(v), ∀v ∈ Vm .

Par conséquent,

a(u,v) = L(v) ∀v ∈
∞⋃
n=1

Vn .

Puisque
⋃∞

n=1Vn = V , et par continuité de a(u, ·) et de L, on en déduit �nalement

a(u,v) = L(v) ∀v ∈ V .

Ainsi, on a prouvé que le problème variationnel (2.4) admet au moins une solution.
L’unicité découle directement de l’injectivité de l’opérateur A.

2.2 Méthode de Galerkin pour le théorème de Minty-

Browder

Dans cette section, nous supposerons que V est un espace de Banach séparable.
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Théorème 2.3. Minty-Browder [20, 11, 12]

Soit A : V → V ′ un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercif. Alors A
est surjectif.

Preuve.

La preuve du Théorème 2.3 est e�ectuée en plusieurs étapes.

Étape 1 : Approximation de Galerkin. On suppose que V soit de dimension
in�nie (si V est de dimension �nie, la surjectivité de A découle par la partie (ii) de
cette preuve). Puisque V est séparable, il existe une famille dénombrable (vi)∞i=1
de vecteurs vi de V linéairement indépendants tels que

⋃∞
n=1Vn dense dans V , où

Vn = vect {v1, ...,vn}.

Étape 2 : Construction de la solution approchée : Pour tout n ≥ 1, il existe
un ∈ Vn tel que

〈A(un),v 〉 = 〈 f ,v 〉 ∀v ∈ Vn et ‖un‖ ≤ C,

où C est une constante positive indépendante de n.

Pour chaque n ≥ 1, on dé�nit l’opérateur

An := A |Vn .

Ainsi, An : Vn → V ′n est monotone, car pour tous u,v ∈ Vn,

〈An(u) −An(v),u −v〉 = 〈A(u) −A(v),u −v〉 ≥ 0.

De plus, An hérite de l’hémicontinuité de A. Comme Vn est un espace de dimension
�nie, il résulte du Théorème 1.10 que l’opérateur An est continu.

Soit fn := f |Vn ∈ V
′
n , de sorte que ‖ fn‖V ′n ≤ ‖ f ‖V ′· Alors

1
‖v ‖
(〈An(v),v 〉 − 〈 fn,v 〉) ≥

〈A(v),v 〉

‖v ‖
− ‖ f ‖V ′ pour tout v ∈ Vn, v , 0.

Puisque A est coercif, alors il existe une constante C > 0 indépendante de n telle
que

〈An(v) − fn,v 〉 ≥ 0 pour tout v ∈ Vn avec ‖v ‖ = C .
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Puisque An : Vn → V ′n est continue, alors par le Théorème 1.15, il existe un ∈ B(0;C)
tel que

An(un) = fn,

au sens suivant

〈A(un) − f ,v 〉 = 〈An(un) − fn,v 〉 = 0 pour tout v ∈ Vn . (2.11)

Étape 3 : Estimation a priori : La suite (A(un)) est bornée dans V ′. Puisque A
est localement borné, il existe r > 0 et ρ > 0 telles que

‖v ‖ ≤ r implique ‖A(v)‖ ≤ ρ.

En combinant cette propriété avec la monotonie de A et l’identité (2.11), on obtient

〈A(un),v 〉 ≤ 〈A(un),un 〉 − 〈A(v),un 〉 + 〈A(v),v 〉

= 〈 f ,un 〉 − 〈A(v),un 〉 + 〈A(v),v 〉

≤ C‖ f ‖V ′ +Cρ + rρ pour tout n ≥ 1 et pour tout ‖v ‖ ≤ r .

La bornitude de la suite (A(un)) résulte alors de la relation

‖A(un)‖V ′ = sup
‖v ‖≤r
〈A(un),v 〉.

Étape 4 :Passage à la limite dans l’approximation de Galerkin : Puisque la
suite (un) est bornée dans V et la suite (A(un)) est bornée dans V ′ et que V est
ré�exif, alors il existe une sous-suite (um) de (un) telle que

um → u faiblement dans V , (2.12)

et

A(um) → д faiblement dans V ′. (2.13)

En utilisant (2.11), (2.12) et (2.13), on obtient

〈д,vk 〉 = lim
m→∞
〈A(um),vk 〉 = 〈 f ,vk 〉 pour tout k ≥ 1.

Par conséquent
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〈д,v 〉 = 〈 f ,v 〉 pour tout v ∈
∞⋃

m=1
Vm .

Par densité de
⋃∞

m=1Vm dans V , il découle que

〈д,v 〉 = 〈 f ,v 〉 pour tout v ∈ V .

Par conséquent д = f , et donc

A(um) → f faiblement dans V ′. (2.14)

En�n, on a

lim
m→∞
〈A(um),um 〉 = lim

m→∞
〈 f ,um 〉 = 〈 f ,u 〉.

D’après le Théorème 1.12, il résulte que A(u) = f . Par conséquent, A est surjectif.
Si on suppose de plus que A est strictement monotone, alors A est injectif.
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3
Méthode de Galerkin pour l’équation de Pois-
son

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode de Galerkin appliquée à l’équation de
Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes. L’intérêt principal de cette
approche réside dans l’utilisation d’une base hilbertienne de H 1

0 (Ω), construite à partir
des fonctions propres du Laplacien de Dirichlet.

Avant de présenter la méthode de Galerkin proprement dite, nous introduisons la base
spectrale du Laplacien de Dirichlet, qui joue un rôle fondamental dans la construction
des approximations.

3.1 Construction d’une base orthonormée de fonctions

propres de H 1
0 (Ω)

On considère le problème spectral du Laplacien avec conditions de Dirichlet homo-
gènes : 

−∆ϕk = λkϕk dans Ω,

ϕk = 0 sur ∂Ω.

Théorème 3.1. Théorème spectral [32, 8]

Il existe une suite de valeurs propres

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · → +∞,

23
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et une famille de fonctions propres {ϕk}k≥1 ⊂ H 1
0 (Ω) telles que :

(i) {ϕk}k≥1 forme une base orthonormale de L2(Ω) :∫
Ω
ϕiϕj dx = δij ,

où δij désigne le symbole de Kronecker.

(ii) Les fonctions propres sont orthogonales pour la forme bilinéaire

a(u,v) =

∫
Ω
∇u · ∇v dx ,

et véri�ent
a(ϕi ,ϕj) = λiδij .

3.2 Méthode de Galerkin pour l’équation de Poisson

3.2.1 Formulation du problème

Soit Ω ⊂ RN un domaine borné à frontière su�samment régulière et soit f ∈ L2(Ω).
Nous considérons le problème de Poisson muni de conditions aux limites de Dirichlet
homogènes : 

−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(3.1)

A�n d’étudier le problème (3.1) dans un cadre variationnel, nous introduisons la
notion de solution faible.

Définition 3.1. Une fonction u ∈ H 1
0 (Ω) est dite solution faible du problème (3.1) si elle

satisfait ∫
Ω
∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
f φ dx , ∀φ ∈ H 1

0 (Ω). (3.2)

Le résultat suivant garantit l’existence et l’unicité d’une solution faible du problème
(3.1).

Théorème 3.2

Le problème (3.1) admet une unique solution faible dans H 1
0 (Ω).
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3.2.2 Preuve du Théorème 3.2

La démonstration repose sur la méthode de Galerkin. Pour cela, nous commençons
par introduire la forme bilinéaire et la forme linéaire associées au problème (3.1) :

a(u,v) =

∫
Ω
∇u · ∇v dx , L(v) =

∫
Ω
f v dx ,

pour tous u,v ∈ H 1
0 (Ω).

La formulation faible du problème (3.1) s’écrit alors sous la forme :

a(u,v) = L(v), ∀v ∈ H 1
0 (Ω).

Étape 1 : Approximation de Galerkin. On considère la famille normalisée

ek := ϕk
√
λk
,

où (ϕk) sont les fonctions propres du Laplacien (voir Théorème 3.1).
La famille {ek}k≥1 constitue une base orthonormale de H 1

0 (Ω).
Pour tout n ∈ N, on dé�nit

Vn := span{e1, . . . , en}.

La suite croissante (Vn) est dense dans H 1
0 (Ω).

On cherche un ∈ Vn sous la forme

un =
n∑
j=1

αjej ,

solution du problème approché

a(un,v) = L(v), ∀v ∈ Vn . (3.3)

En testant avec v = ei , on obtient

αi =

∫
Ω
f ei dx .

Ainsi,

un =
n∑
i=1
(f , ei)L2 ei =

n∑
i=1

1
λi

(∫
Ω
f ϕi dx

)
ϕi .
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Étape 2 : Estimations a priori. En prenant v = un, on obtient

‖un‖
2
H 1
0
=

∫
Ω
f un dx ≤ ‖ f ‖L2 ‖un‖L2 .

Par l’inégalité de Poincaré,
‖un‖L2 ≤

1
λ1
‖un‖H 1

0 (Ω)
,

d’où
‖un‖H 1

0 (Ω)
≤ C‖ f ‖L2 .

Étape 3 : Passage à la limite. La suite (un) étant bornée dans H 1
0 (Ω), il existe une

sous-suite (encore notée (un)) telle que

un ⇀ u faiblement dans H 1
0 (Ω).

Pour toutm ≤ n et tout v ∈ Vm ⊂ Vn, on a

a(un,v) = L(v).

En passant à la limite dans cette identité et en utilisant la densité de
⋃

n≥1Vn dans
H 1
0 (Ω), on obtient

a(u,v) = L(v), ∀v ∈ H 1
0 (Ω).

Ainsi, u est solution faible du problème de Poisson.
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4
Problème du p-Laplacien

Soit Ω un domaine borné et régulier de RN , avec 1 < p < N , et soit f ∈ Lp ′(Ω). Nous
considérons le problème aux limites suivant :{

−∆pu = f (x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(4.1)

où ∆p désigne l’opérateur p-Laplacien dé�ni par

−∆pu = − div
(
|∇u |p−2∇u

)
, 1 < p < N .

A�n d’étudier le problème (4.1) dans un cadre variationnel, nous introduisons la
notion de solution faible.

Définition 4.1. Une fonction u ∈W
1,p
0 (Ω) est appelée solution faible du problème (4.1)

si elle véri�e ∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
f φ dx , ∀φ ∈W 1,p

0 (Ω). (4.2)

Le théorème suivant constitue le résultat principal de cette section et garantit l’exis-
tence d’au moins une solution faible au problème (4.1).

Théorème 4.1

Le problème (4.1) admet au moins une solution faible dansW 1,p
0 (Ω).

Démonstration. La démonstration est décomposée en plusieurs étapes.

27
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Étape 1 :Approximation deGalerkin. CommeW 1,p
0 (Ω) est séparable, on peut construire

une suite de sous-espaces de dimension �nie (Vn)n tels que

∀n ∈ N : Vn ⊂ Vn+1 ⊂W 1,p
0 (Ω),

⋃
n∈N

Vn est dense dans W
1,p
0 (Ω). (4.3)

On dé�nit ensuite une approximation de Galerkin un ∈ Vn par l’identité :∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇φ dx =

∫
Ω
f φ dx , ∀φ ∈ Vn . (4.4)

Étape 2 : Existence des solutions approchées un. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit
l’opérateur An : Vn → V ′n par

〈An(u),φ〉 =

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx −

∫
Ω
f φ dx , ∀u, φ ∈ Vn .

1. Continuité de l’opérateur An. CommeVn est de dimension �nie, il su�t, d’après
le Théorème 1.8, de montrer que An est démicontinue.
Soit (uk) ⊂ Vn une suite telle que

uk → u fortement dans Vn . (4.5)

D’après le Théorème 1.11, l’opérateur p-Laplacien dé�nit une application continue
deW 1,p

0 (Ω) dans son dualW −1,p ′(Ω). En particulier, il est démicontinu. Ainsi, en
combinant cette propriété avec (4.5), on obtient, pour tout φ ∈ Vn,∫

Ω
|∇uk |

p−2∇uk · ∇φ dx −→

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx . (4.6)

De plus, comme f ∈ Lp
′

(Ω) (ou est �xé), on a également∫
Ω
f φ dx indépendant de uk ,

d’où
〈An(uk),φ〉 −→ 〈An(u),φ〉 , ∀φ ∈ Vn .

Cela signi�e que
An(uk)⇀ An(u) faiblement dans V ′n . (4.7)

Ainsi, An est démicontinu.

2. L’opérateur An véri�e la propriété (1.7) du Théorème 1.15.
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Nous montrons maintenant qu’il existe r > 0 tel que

〈An(v),v〉 ≥ 0 pour tout v ∈ Vn tel que ‖v ‖Vn = r . (4.8)

Grâce aux inégalités de Hölder et de Sobolev, on obtient��� ∫
Ω
f v dx

��� ≤ ‖ f ‖Lp ′(Ω)‖v ‖Lp (Ω) ≤ CΩ‖ f ‖Lp ′(Ω)‖v ‖W 1,p
0 (Ω)

. (4.9)

Supposons que ‖v ‖
W

1,p
0 (Ω)

= r , pour un certain r > 0 su�samment grand. Ainsi, on a

〈An(v),v〉 =

∫
Ω
|∇v |p dx −

∫
Ω
f v dx ≥ ‖v ‖

p

W
1,p
0 (Ω)

−CΩ‖ f ‖Lp ′(Ω)‖v ‖W 1,p
0 (Ω)

≥ ‖v ‖
p

W
1,p
0 (Ω)

(
1 −CΩ‖ f ‖Lp ′(Ω)‖v ‖

1−p
W

1,p
0 (Ω)

)
≥ rp

(
1 −CΩ‖ f ‖Lp ′(Ω)r

1−p
)

≥ 0.

Ainsi, d’après le théorème 1.15, il existe un ∈ Vn, tel que ‖un‖ ≤ r , avec r indépendant de
n, et véri�ant An(un) = 0. Par conséquent, (4.4) est satisfaite.

Étape 3 : Estimations à priori sur Galerkin approximation. Prenant un comme
fonction test dans (4.4), il s’ensuit que

‖un‖
p

W
1,p
0 (Ω)

=

∫
Ω
f un dx . (4.10)

En utilisant l’inégalité de Hölder (1.9), puis l’inégalité de Poincaré (1.1), on obtient

‖un‖
p

W
1,p
0 (Ω)

≤

∫
Ω
f |un | dx

≤ ‖ f ‖Lp ′(Ω)‖un‖Lp (Ω)

≤ CΩ‖ f ‖Lp ′(Ω)‖un‖W 1,p
0 (Ω)

≤
CΩ

p′
‖ f ‖

p ′

Lp
′
(Ω)
+
1
p
‖un‖

p

W
1,p
0 (Ω)

,

(4.11)

d’où (
1 − 1

p′

)
‖un‖

p

W
1,p
0 (Ω)

≤
CΩ

p′
‖ f ‖

p ′

Lp
′
(Ω)
.

Par conséquent,

‖un‖W 1,p
0 (Ω)

≤ C
1
p

Ω‖ f ‖
p ′

p

Lp
′
(Ω)
,
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Ce qui implique que la suite (un) est bornée dansW 1,p
0 (Ω).

Étape 4 : Passage à la limite dans l’identité (4.4). Comme la suite (un)n≥1 est bornée
dansW 1,p

0 (Ω), il existe u ∈W 1,p
0 (Ω) tel que, quitte à extraire une sous-suite,

un ⇀ u faiblement dansW 1,p
0 (Ω),

un → u fortement dans Lp(Ω),
un(x) → u(x) p.p. dans Ω.

(4.12)

On �xe maintenantm ≤ n, de sorte que Vm ⊆ Vn. Pour tout φ ∈ Vm, on a∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇φ dx =

∫
Ω
f φ dx . (4.13)

En utilisant (4.12), on conclut que∫
Ω
f (x ,un)φ dx →

∫
Ω
f φ dx , (4.14)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).

Nous considérons maintenant l’assertion suivante, dont la preuve sera reportée à la
�n du chapitre.

Assertion 4.1. La convergence suivante a lieu :∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇φ dx →

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx , (4.15)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).

Dans l’identité (4.13), nous faisons tendre n → ∞ et nous utilisons (4.14) et (4.15)
pour obtenir ∫

Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
f φ dx , (4.16)

pour tout φ ∈ Vm.
Puisquem ∈ N est arbitraire, l’inégalité ci-dessus est valable pour tout φ ∈

⋃
n∈NVn.

Par densité de
⋃

n∈NVn dansW 1,p
0 (Ω), on en déduit que∫

Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
f φ dx , (4.17)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).
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4.1 Preuve de l’assertion

Rappelons que nous devons montrer que∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇φ dx →

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx , (4.18)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).

Tout d’abord, nous a�rmons que (−∆pun)n∈N est une suite bornée dans W −1,p ′(Ω).
En e�et, pour tout v ∈W 1,p

0 (Ω), on a��〈−∆pun,v〉
�� = ��� ∫

Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇v dx
��� ≤ ∫

Ω
|∇un |

p−1 |∇v | dx . (4.19)

Comme un ∈ Vn ⊂W 1,p
0 (Ω), on a |∇un | ∈ Lp(Ω) et donc |∇un |p−1 ∈ L

p
p−1 (Ω).

En appliquant l’inégalité de Hölder avec les exposants p et p
p−1 , il vient��〈−∆pun,v〉

�� ≤ ‖∇un‖p−1Lp (Ω)
‖∇v ‖Lp (Ω) ≤ ‖un‖

p−1
W

1,p
0 (Ω)

‖v ‖
W

1,p
0 (Ω)

. (4.20)

Ainsi,
‖ − ∆pun‖W −1,p ′(Ω) ≤ ‖un‖

p−1
W

1,p
0 (Ω)

≤ C, (4.21)

où C > 0 est indépendante de n.
Ainsi, la suite (−∆pun)n∈N est bornée dansW −1,p ′(Ω), et par conséquent, à extraction

près d’une sous-suite,

−∆pun ⇀ χ faiblement dansW −1,p ′(Ω). (4.22)

C’est-à-dire :
〈 −∆pun,ψ 〉 → 〈 χ ,ψ 〉 pour tout ψ ∈W 1,p

0 (Ω),

ce qui est équivalent à∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇ψ dx → 〈 χ ,ψ 〉 pour tout ψ ∈W 1,p
0 (Ω). (4.23)

Passant à la limite dans (4.13), on en déduit que

〈 χ ,ψ 〉 =

∫
Ω
f ψ dx pour tout ψ ∈ Vm .

Puisque m ∈ N est arbitraire, l’inégalité ci-dessus est valable pour toutψ ∈
⋃

n∈NVn. Par
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densité de
⋃

n∈NVn dansW 1,p
0 (Ω), on en déduit que

〈 χ ,ψ 〉 =

∫
Ω
f ψ dx pour tout ψ ∈W 1,p

0 (Ω).

En particulier,
〈 χ ,u 〉 =

∫
Ω
f u dx . (4.24)

En utilisant la monotonie de l’opérateur −∆p , on obtient∫
Ω

(
|∇un |

p−2∇un − |∇ψ |
p−2∇ψ

)
· ∇(un −ψ )dx ≥ 0, ∀ ψ ∈W 1,p

0 (Ω), (4.25)

d’où l’on déduit que

‖un‖
p

W
1,p
0 (Ω)

−

∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇ψ dx ≥

∫
Ω
|∇ψ |p−2∇ψ · ∇(un −ψ )dx . (4.26)

En utilisant (4.10), il vient

lim sup
n→∞

∫
Ω
|∇un |

p dx ≤

∫
Ω
f u dx . (4.27)

Passant à la limite supérieure dans (4.26), et en utilisant (4.24), on en conclut que〈
χ − (−∆pψ ),u −ψ

〉
≥ 0. (4.28)

En posant
ψ = u − λφ, λ > 0, φ ∈ Vm,

On obtient 〈
χ + ∆p(u − λφ),φ

〉
≥ 0.

En passant à la limite des deux côtés de l’expression précédente lorsque λ→ 0, et en
utilisant la hémicontinuité de l’opérateur −∆p ,〈

χ + ∆pu,φ
〉
≥ 0 ∀φ ∈ Vm .

Par conséquent, 〈
χ + ∆pu,φ

〉
= 0 ∀φ ∈ Vm, (4.29)

ce qui implique χ = −∆pu, puisquem est arbitraire. Cela signi�e que l’égalité précédente
est valable pour tout φ ∈W 1,p

0 (Ω). Ainsi, en utilisant, on obtient (4.15). �
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5
Problème du p-Laplacien avec un terme de ré-
action

Soit Ω un domaine borné et régulier de RN , avec 1 < p < N . Nous considérons le
problème elliptique non linéaire suivant :

−∆pu = f (x ,u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(5.1)

où ∆p désigne l’opérateur p-Laplacien dé�ni par

−∆pu = − div
(
|∇u |p−2∇u

)
, 1 < p < N .

Nous supposons que la fonction

f : Ω × R −→ R

est une fonction de Carathéodory véri�ant la condition de croissance sous-linéaire sui-
vante :

| f (x , s)| ≤ a(x) + b |s |q, pour presque tout x ∈ Ω et tout s ∈ R, (5.2)

où a ∈ Lp
′

(Ω)+, b > 0 et 0 ≤ q < p − 1.
A�n d’étudier le problème (5.1) dans un cadre variationnel, nous introduisons la

notion de solution faible.

Définition 5.1. Une fonction u ∈W
1,p
0 (Ω) est dite solution faible du problème (5.1) si

33
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elle véri�e ∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
f (x ,u)φ dx , ∀φ ∈W 1,p

0 (Ω). (5.3)

Le théorème suivant constitue le résultat principal de ce chapitre. Il garantit l’existence
d’au moins une solution faible du problème (5.1).

Théorème 5.1

Sous l’hypothèse (5.2), le problème (5.1) admet au moins une solution faible dans
W

1,p
0 (Ω).

Démonstration. La démonstration sera menée en plusieurs étapes.

Étape 1 :Approximation deGalerkin. CommeW 1,p
0 (Ω) est séparable, on peut construire

une suite de sous-espaces de dimension �nie (Vn)n telle que

∀n ∈ N : Vn ⊂ Vn+1 ⊂W 1,p
0 (Ω),

⋃
n∈N

Vn est dense dans W
1,p
0 (Ω). (5.4)

On dé�nit ensuite une approximation de Galerkin un ∈ Vn par l’identité :∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇v dx =

∫
Ω
f (x ,un)v, ∀v ∈ Vn . (5.5)

Étape 2 : Existence des solutions approchées un. Pour chaque n ∈ N, on introduit
l’application An : Vn → V ′n dé�nie par

〈An(u),v〉 =

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇v

−

∫
Ω
f (x ,u)v, pour tous u, v ∈ Vn .

1. Continuité de l’opérateur An. Comme Vn est de dimension �nie, il su�t de
montrer que l’opérateur An est démicontinu. Soit donc (uk) une suite de Vn telle
que

uk → u fortement dans Vn . (5.6)

D’après le Théorème 1.5, on déduit que

uk → u fortement dans Lr (Ω), ∀ 1 ≤ r < p∗. (5.7)
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Par ailleurs, le Théorème 1.11 assure que l’opérateur p-Laplacien

u 7→ −∆pu

dé�nit une application continue deW 1,p
0 (Ω) dans son dualW −1,p ′(Ω). En particulier,

cet opérateur est démicontinu. Ainsi, en utilisant (5.6), on obtient, pour tout φ ∈ Vn,∫
Ω
|∇uk |

p−2∇uk · ∇φ dx −→

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx . (5.8)

Comme q + 1 < p < p∗, il résulte de (5.7) que

uk → u fortement dans Lq+1(Ω).

D’après le Théorème 1.3, l’opérateur de Nemytskii

N f : u 7→ f (·,u)

associé à la fonction f est continu de Lq+1(Ω) dans L(q+1)′(Ω). Par conséquent,

N f (uk) → N f (u) fortement dans L(q+1)′(Ω).

De plus, puisque q + 1 < p∗, on a

(q + 1)′ > (p∗)′,

et donc
N f (uk) → N f (u) fortement dans L(p∗)′(Ω). (5.9)

Soit maintenant φ ∈W 1,p
0 (Ω). En appliquant l’inégalité de Hölder ainsi que l’injec-

tion de Sobolev, on obtient����∫
Ω

(
f (x ,uk) − f (x ,u)

)
φ dx

���� = ����∫
Ω

(
N f (uk) − N f (u)

)
φ dx

����
≤ ‖N f (uk) − N f (u)‖L(p∗)′(Ω)‖φ‖Lp∗ (Ω)

≤ Sp ‖N f (uk) − N f (u)‖L(p∗)′(Ω)‖φ‖W 1,p
0 (Ω)

,

où Sp désigne la meilleure constante de Sobolev associée à l’injection

W
1,p
0 (Ω) ↪→ Lp

∗

(Ω).
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Grâce à (5.9), il vient alors∫
Ω
f (x ,uk)φ dx −→

∫
Ω
f (x ,u)φ dx . (5.10)

En combinant (5.8) et (5.10), on obtient, pour tout φ ∈ Vn,

〈An(uk),φ〉 −→ 〈An(u),φ〉.

Autrement dit,
An(uk) → An(u) faiblement dans V ′n . (5.11)

Par conséquent, l’opérateur An est démicontinu, et donc continu sur Vn.

2. L’opérateur An véri�e la propriété (1.7) du Théorème 1.15.

Nous montrons maintenant qu’il existe r > 0 tel que

〈An(u),u〉 ≥ 0 pour tout u ∈ Vn tel que ‖u‖Vn = r . (5.12)

En utilisant (5.2), les inégalités de Hölder (1.9), puis l’inégalité de Poincaré (1.1), et ensuite
l’inégalité de Sobolev, on obtient��� ∫

Ω
f (x ,u)u dx

��� ≤ ∫
Ω
| f (x ,u)| |u | dx

≤

∫
Ω
(a(x) + b |u |q) |u | dx

≤ ‖a‖Lp ′(Ω)‖u‖Lp (Ω) + b |Ω |
p∗−(q+1)

p∗ ‖u‖
q+1
Lp
∗

≤ ‖a‖Lp ′(Ω)CΩ‖u‖W 1,p
0 (Ω)

+ b |Ω |
p∗−(q+1)

p∗ ‖u‖
q+1
Lp
∗

≤ C1‖u‖W 1,p
0 (Ω)

+C2‖u‖
q+1
W

1,p
0 (Ω)

.

(5.13)

Supposons que ‖u‖
W

1,p
0 (Ω)

= r , pour un certain r > 0 su�samment grand. Ainsi, on a

〈An(u),u〉 ≥ ‖u‖
p

W
1,p
0 (Ω)

−C1‖u‖W 1,p
0 (Ω)

−C2‖u‖
q+1
W

1,p
0 (Ω)

≥ rp
(
1 −C1r

1−p −C2r
q+1−p )

≥ 0.

Ainsi, d’après le théorème 1.15, il existe un ∈ Vn, tel que ‖un‖ ≤ r , avec r indépendant de
n, et véri�ant An(un) = 0. Par conséquent, (5.5) est satisfaite.
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Étape 3 : Estimations à priori sur Galerkin approximation. Prenant un comme
fonction test dans (5.5), il s’ensuit que

‖un‖
p

W
1,p
0 (Ω)

=

∫
Ω
f (x ,un)un dx . (5.14)

En utilisant la condition de croissance (5.2), on en déduit que

‖un‖
p

W
1,p
0 (Ω)

≤

∫
Ω
(a(x) + b |un |

q) |un | dx

≤

∫
Ω
a(x)|un | dx + b

∫
Ω
|un |

q+1 dx

≤ ‖a‖Lp ′(Ω)‖un‖Lp (Ω) + b |Ω |
(p−1)−q

p ‖un‖
q+1
Lp (Ω)

≤ CΩ‖a‖Lp ′(Ω)‖un‖W 1,p
0 (Ω)

+ bC
q+1
Ω |Ω |

(p−1)−q
p ‖un‖

q+1
W

1,p
0 (Ω)

.

(5.15)

Puisque q < p − 1, on déduit de (5.15) que la suite (un) est bornée dansW 1,p
0 (Ω).

Étape 4 : Passage à la limite dans l’identité (5.5). Comme la suite (un)n≥1 est bornée
dansW 1,p

0 (Ω), il existe u ∈W 1,p
0 (Ω) tel que, quitte à extraire une sous-suite,

un ⇀ u faiblement dansW 1,p
0 (Ω),

un → u fortement dans Ls(Ω), pour tout 1 ≤ s < p∗,

un(x) → u(x) p.p. dans Ω.
(5.16)

On �xe maintenantm ≤ n, de sorte que Vm ⊆ Vn. Pour tout φ ∈ Vm, on a∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇φ dx =

∫
Ω
f (x ,un)φ dx . (5.17)

Puisque q + 1 < p < p∗, il s’ensuit que

un → u fortement dans Lq+1(Ω).

D’après le Théorème 1.3, l’opérateur de Nemytskii N f associé à la fonction f est
continu de Lq+1(Ω) dans L(q+1)′(Ω). Par conséquent,

N f (un) → N f (u) fortement dans L(q+1)′(Ω).

De plus, comme (q + 1)′ > (p∗)′ (puisque q + 1 < p < p∗), on en déduit que

N f (un) → N f (u) fortement dans L(p∗)′(Ω). (5.18)
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Soit maintenant φ ∈ W
1,p
0 (Ω). En appliquant l’inégalité de Hölder et le théorème

d’injection de Sobolev, on obtient��� ∫
Ω
(f (x ,un) − f (x ,u))φ dx

��� = ��� ∫
Ω

(
N f (un) − N f (u)

)
φ dx

���
≤

∫
Ω
|N f (un) − N f (u)| |φ | dx

≤ ‖N f (un) − N f (u)‖L(p∗)′(Ω)‖φ‖Lp∗ (Ω).

Par conséquent, en utilisant (5.18), on conclut que∫
Ω
f (x ,un)φ dx →

∫
Ω
f (x ,u)φ dx , (5.19)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).

Nous considérons maintenant l’assertion suivante, dont la preuve sera reportée à la
�n du chapitre.

Assertion 5.1. La convergence suivante a lieu :∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇φ dx →

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx , (5.20)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).

Dans l’identité (5.17), nous faisons tendre n → ∞ et nous utilisons (5.19) et (5.20)
pour obtenir ∫

Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
f (x ,u)φ dx , (5.21)

pour tout φ ∈ Vm.
Puisquem ∈ N est arbitraire, l’inégalité ci-dessus est valable pour tout φ ∈

⋃
n∈NVn.

Par densité de
⋃

n∈NVn dansW 1,p
0 (Ω), on en déduit que∫

Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
f (x ,u)φ dx , (5.22)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).
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5.1 Preuve de l’assertion

Rappelons que nous devons montrer que∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇φ dx →

∫
Ω
|∇u |p−2∇u · ∇φ dx , (5.23)

pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).

Tout d’abord, nous a�rmons que (−∆pun)n∈N est une suite bornée dans W −1,p ′(Ω).
En e�et, pour tout v ∈W 1,p

0 (Ω), on a��〈−∆pun,v〉
�� = ��� ∫

Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇v dx
��� ≤ ∫

Ω
|∇un |

p−1 |∇v | dx .

Comme un ∈ Vn ⊂W 1,p
0 (Ω), on a |∇un | ∈ Lp(Ω) et donc |∇un |p−1 ∈ L

p
p−1 (Ω).

En appliquant l’inégalité de Hölder avec les exposants p et p
p−1 , il vient��〈−∆pun,v〉

�� ≤ ‖∇un‖p−1Lp (Ω)
‖∇v ‖Lp (Ω) ≤ ‖un‖

p−1
W

1,p
0 (Ω)

‖v ‖
W

1,p
0 (Ω)

.

Ainsi,
‖ − ∆pun‖W −1,p ′(Ω) ≤ ‖un‖

p−1
W

1,p
0 (Ω)

≤ C,

pour une constante C > 0 indépendante de n. La suite
(
− ∆pun

)
est donc bornée dans

W −1,p
′

(Ω).
Par conséquent, à extraction près d’une sous-suite,

−∆pun ⇀ χ faiblement dansW −1,p ′(Ω).

C’est-à-dire :
〈 −∆pun,ψ 〉 → 〈 χ ,ψ 〉 pour tout ψ ∈W 1,p

0 (Ω),

ou équivalemment,∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇ψ dx → 〈 χ ,ψ 〉 pour tout ψ ∈W 1,p
0 (Ω). (5.24)

En passant à la limite dans (5.17), on obtient

〈 χ ,ψ 〉 =

∫
Ω
f (x ,u)ψ dx pour tout ψ ∈ Vm .

Puisquem ∈ N est arbitraire, cette relation est valable pour toutψ ∈
⋃

n∈NVn. Par densité
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de
⋃

n∈NVn dansW 1,p
0 (Ω), il s’ensuit que

〈 χ ,ψ 〉 =

∫
Ω
f (x ,u)ψ dx pour tout ψ ∈W 1,p

0 (Ω). (5.25)

En particulier,
〈 χ ,u 〉 =

∫
Ω
f (x ,u)u dx . (5.26)

En prenant un comme fonction test dans (5.5), on obtient∫
Ω
|∇un |

p−2∇un · ∇un dx =

∫
Ω
f (x ,un)un . (5.27)

Par conséquent,

lim sup
n→+∞

〈 −∆pun,un − u 〉 = lim
n→+∞

〈 −∆pun,un 〉 − lim
n→+∞

〈 −∆pun,u 〉

= lim
n→∞

∫
Ω
f (x ,un)un − 〈 χ ,u 〉

= 0.

Comme l’opérateur −∆p est de type (S+) (Théorème 1.13), il en découle que

un → u fortement dans W 1,p
0 (Ω).

Or, −∆p est continu deW 1,p
0 (Ω) dans son dualW −1,p ′(Ω) (Théorème 1.11), donc

−∆pun → −∆pu fortement dans W −1,p ′(Ω).

En particulier, cela implique que (5.23) est véri�ée pour tout φ ∈W 1,p
0 (Ω).

�



Conclusion

Au terme de ce mémoire, nous avons étudié la méthode de Galerkin comme outil
fondamental pour l’analyse des équations aux dérivées partielles elliptiques. Cette mé-
thode, qui occupe une place centrale dans la théorie moderne des problèmes variationnels,
permet de construire des solutions par approximation dans des sous-espaces de dimension
�nie et constitue ainsi un lien naturel entre l’analyse fonctionnelle abstraite et l’étude
concrète des équations aux dérivées partielles.

L’objectif principal de ce travail était de mettre en évidence le rôle de la méthode de
Galerkin dans l’établissement des résultats d’existence de solutions faibles pour di�érentes
classes de problèmes elliptiques. À travers cette approche, nous avons montré comment la
réduction d’un problème posé dans un espace fonctionnel de dimension in�nie à une suite
de problèmes de dimension �nie permet d’obtenir des estimations a priori, de mettre en
œuvre des arguments de compacité et, �nalement, de justi�er rigoureusement le passage
à la limite.

Dans un premier temps, nous avons présenté les outils fondamentaux de l’analyse
fonctionnelle nécessaires à cette étude. Les propriétés essentielles des espaces de Lebesgue
et de Sobolev, ainsi que les notions de ré�exivité, de séparabilité et de convergence faible,
ont fourni le cadre fonctionnel adapté à l’application de la méthode de Galerkin.

Nous avons ensuite appliqué cette méthode à des problèmes linéaires, notamment à
l’équation de Poisson, ce qui a permis de retrouver de manière constructive le théorème
de Lax–Milgram et d’établir l’existence et l’unicité de solutions faibles dans un cadre
hilbertien.

La seconde partie du travail a été consacrée à l’étude de problèmes non linéaires
gouvernés par l’opérateur p-Laplacien. Dans ce contexte, la théorie des opérateurs mono-
tones, et plus particulièrement le théorème de Minty–Browder, a joué un rôle déterminant.
Nous avons montré que la méthode de Galerkin demeure pleinement e�cace dans ce
cadre non linéaire, à condition de disposer de propriétés adaptées telles que la monotonie,

41
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l’hémicontinuité, la coercivité et la propriété (S+).
En�n, nous avons considéré un problème du (p)-Laplacien comportant un terme de

réaction sous-linéaire. Grâce à la combinaison de la méthode de Galerkin, des arguments
de compacité et des propriétés des opérateurs de Nemytskii, nous avons établi l’exis-
tence d’au moins une solution faible. Cette application illustre la robustesse et la grande
�exibilité de l’approche galerkinienne dans le traitement de modèles non linéaires plus
généraux.

En conclusion, la méthode de Galerkin apparaît comme un outil incontournable de
l’analyse des équations aux dérivées partielles. Au-delà de son intérêt théorique pour
les preuves d’existence, elle constitue également le fondement de nombreuses méthodes
numériques modernes, notamment la méthode des éléments �nis. Son caractère à la fois
constructif, rigoureux et adaptable en fait une technique privilégiée pour l’étude d’une
large classe de problèmes linéaires et non linéaires, ouvrant ainsi la voie à de nombreuses
perspectives de recherche en analyse mathématique et en calcul scienti�que.
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