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NOTATIONS
R Ensemble des nombres reéls. .
N Ensemble des nombres entiers naturels.
Q un ouvert borné de RN (N € RY).
oS La frontiére de 2.
t

Vu Le gradient de wu, Vu = <§—;‘1, ey %) .
D.p. Presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue ).
() Produit scalaire dans RY.
|-l la norme
= par définition.

le produit scalair.
D Dérivée au sens de distribution d’ordre o € NV de u ,

Dou= ey o = Y1, 0

— La convergence fort.
— La convergence faible.
—* La convergence étoile faible.
i Le duale de I'espace LP.

ou Ou 8u)t
Oxy Oxy’ 7 Ox,

Vu gradient de u , Vu = (

Supess supérieur essentiel c’est le plus petit des majorants essentiels.
|| la norme euclidienne
i.e cest—a—dire.

Q\ [,:] La différence ensembliste de Q et [-,-] .



RESUME

Dans ce mémoire on s’intéresse & une caractérisation de la semi-
continuité inférieure des fonctionnelles intégrales du calcul des varia-
tions. Dans le cas scalaire, il en ressort que la convexité est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour la semi-continuité inférieure faible. Ce
travail a été traité indépendamment dans [12] et [6] . Une telle condi-
tion est importante non seulement du point de vue théorique mais aussi
du point de vue des applications. En effet, on étudie un probléme de
minimisation non convexe par relaxation.



ABSTRACT

In this thesis we are interested in a characterisation of the lower
semi continuity about the integral functionalities calculation of varia-
tions .In the scalar case , it appears that convexity is a necessary and
sufficient condition for lower semi continiuty.This work was handled in-
dependently in [12] et [6] .Such a condition is important not only from
the theoretical point of view but also from the application . Indeed,we
are studying a non convex relaxation minimization problem.
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INTRODUCTION

Le calcul des variations est un des sujets classique de mathématiques
qui s’est développé pour résoudre les problémes d’optimisation. On
s'intéresse, dans ce mémoire, & l'utilisation du calcul des variations
dans la résolution du probléme de minimisation d’une fonctionnelle
intégrale de type

inf {G(u) ; ueW,?(Q)}, (P)

ou G(u) = /g(x, Vu(z))dz , u: Q — R, Q est un ouvert borné de
Q
RY(NeN), g: OxRY — RU{+o0} et 1 < p < +o0.

Ce type de probléme est courant en mécanique et plus particuliére-
ment en élasticité. En effet, si N < 3, Q représente la configuration de
référence occupée par un matériau élastique et G est I’énergie associée
de densité g.

Au départ, les chercheurs se sont appuyés sur le théoréme d’exis-
tence du probléme (P). Mais avec le temps la question qui leur est
venue est : peut-on caractérisé la semi-continuité inférieure ?. ils sont
conclus que dans le cas scalaire, la condition nécessaire et suffisante de
la semi-continuité inférieure est la convexité. aussi, nous a permis de
traité le probléme non convexe par relaxation.

Le mémoire est composé essentiellement de trois parties. Dans la pre-
miére partie on a essayé de rappeler les éléments essentiels de la théo-
rie des fonctions convexes et quelques notions fondamentales d’analyse
fonctionnelle.

la deuxiéme partie, concerne la minimisation des fonctions convexes.
On y rappelle d’abord le théoréme d’existence. En suite, on exposera
une condition nécessaire et suffisante de la semi-continuité inférieure.
On terminera cette partie par un rappel d’existence et d’unicité de la
solution du probléme (P).

La troisiéme partie est consacrée a la relaxation. En étudiant les
problémes de minimisation variationnels non convexe dépourvus de so-
lution classique,on définit alors un probléme relaxé qui est équivalent
au probléme initiale (P). On étudie alors I'existence de solutions clas-
siques associées au probléme relaxé et qui ne sont que des solutions
généralisée du probléme non convexe initial.
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1. RAPPELS ET OUTILS DE BASE

Dans cette partie, nous rappelons certains résultats de base sur ’ana-
lyse convexe et sur les espaces fonctionnels( 1" espace L? et 1" espace de
Sobolev).

Dans toute la suite, X désigne un espace de Banach' , Q un ouvert
de RY (N € N), muni de la tribu borélienne B(RY) qu’on notera par
dz.

1.1. Element d’analyse convexe.

1.1.1. La convexité.
Dans cette partie nous mentionnerons les caractéristiques les plus
importantes de la convexité. Pour les démonstrations voir |3, 8, 9].

Definition 1.1. ( Graphe et épigraphe d’une fonction)
Soit g : X — R U {+o0c}
On définit le graphe de g par :

Gr(g) ={(z,g(x)) ; v € X}.

On définit I'épigraphe de g par :
epi(g) = {(z,\) € X xR A > g(z)}.

On définit le domaine de g par :
dom(g) ={z € X ; g(z) < +o0}.

Definition 1.2. (Ensemble convexe)
Soit C' partie de X et a, b deux éléments de X, le segment [a,b] est
défini par :
la, 0] ={Aa+(1—=XN)b; 0 <A< 1}

On dit que C est un ensemble convexe si :
acC et beC=lab CC.

Definition 1.3. ( Enveloppe convexe)
Soit A une partie de X, 'enveloppe convexe de A est donné par :

Conv (A) = {Z )\iai, >\z Z O, Z)\l = 1, a; € A} .
=1 =1

Remarque 1.4. Cette ensemble représente l'intersection des parties
convexes contenant A.

1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.
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Definition 1.5. ( Fonction convexe)
Soit C' un convexe de X et g : C' — RU {400}, on dit que :
(1) g est convexe si :

Vr,y € dom(g), Vt € [0,1], gtz + (1 —t)y) <tg(x)+ (1 —1)g(y)

(77) g est strictement convexe si :

Va,y € dom(g), vVt € [0,1], g(tx + (1 —t)y) < tg(z)+(1—1)g(y)

Théoréme 1.6. ( Inégalité de Jensen?)
Soit u : 2 — R intégrable et g : R — R convexe alors

g (m; 3 /Q u(x) d:z:) < mels 5 /Q g (u(@)) d.

1.1.2. La semi-continuité inférieure.
Dans cette partie, on rappelle la définition de la semi-continuité in-
férieure (en abrégé s.c.i.) d'une fonction g : X — R U {+o0} .

Definition 1.7. On dit que g est s.c.i. (séquentiellement) relativement
a la topologie faible si

Vi{w} C X 5 @, —w, liminfg(z,) > g(z).
n—-—+0oo

ouliminf g(z,) = sup inf g(x,) = sup {inf {g(zy) : m > n}n > 0}.

n——+00 n>0 m=n

Remarque 1.8. g est s.c.i. sur X si g est s.c.i. en tout point x € X.

1.1.3. La fonction conjuguée et bi-conjuguée.

Nous rappelons ici les définitions et propriétés de la conjuguée et bi-
conjuguée d'une fonction g : Q x RY — RU {400} ot dom (g(z,.)) #
(). Pour plus de détail voir [5] [6].

Definition 1.9. On appelle fonction conjugué de g et on note g* la
fonction ¢g* : Q@ x RN — R U {400} définit par :

9" (x,8") = sup {£.£" — g(z,¢)}.

EeERN

Ceci permet d’obtenir que g*(z,.) est une fonction convexe et s.c.i.

Proposition 1.10. Si pour tout x € Q, la fonction g(x,.) est convexe
et s.c.i. alors dom (g* (x,.)) # 0.

2. Johan Ludwig William Valdemar Jensen(1859-1925) est un mathématicien et
ingénieur danois.
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Definition 1.11. Soit dom (¢*(z,.)) # 0. On appelle fonction bi-
conjugué de g et on note g** la fonction g** : Q x RY — R U {*o0}
définit par :

g**(:t,ﬁ) = Ssup {55* - g*<$,£*)}

&* cRN

On obtient le théoréme de Fenchel >-Mareau *. Pour la démonstration
voir ( [5], théoréme 1.10 et [0]).

Théoréme 1.12. (Fenchel-Mareau)
Pour tout x € Q, si g(x,.) convezxe et s.c.i. alors

g (z,.) = g(z,.) p.p. v €

Remarque 1.13.
b) Ona g n’est pas nécessairement convexe alors g** est son enveloppe

*%

conveze. Autrement dit : g** représente la plus grand fonction convezxe

qui soit plus petite que g.

v N

V

FIGURE 1. Fonction bi-conjugué

Exemple 1.14. soit g: RxR — R

(2,6) — g(,6) = (| €[ +1)
On calcule g**(x, &) tel que

g**(xuf) = sup {gf* - g*(x7§>}
£*eR

1) On calcul d’abord g*(z, €) tel que
9'(2,€7) = sup{&.L” — g(x, &)}

3. Werner Fenchel (1905-198b)est un mathématicien danois d’origine allemande.
4. Jean-Jacques Moreau(1923-2014) est un mathématicien frangais.
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il vient

g'(x,€7) = sup {ere — (| €| +D)1}

On pose h(€) = ¢ — (| € | +1)1#]) et on étudie les variations de la
fonction h(§)

&&= (E+1)” §>0,22>0
T) -+ £20,2<0
£°¢
& —z(E+ 1)1 £E>0,2>0
, & —z(=E+1)"1 £<0,2>0
E+1)™=t £>20,2<0
(=¢+ 1)1 £€<0,2<0
Sio<z<1
Sié¢>0onad* —z(E+1)" 1< -1
Sié¢<Oona& —a(—-E+1)" 1< —1
Pour ¢* < 1 ona h'(£) <0
Si—-1<z<0
Sié>0ona&*+z(E+1)*t>¢—1
Sié¢<Oonal* +ax(—&+1)" 1> —1
Pour ¢* > 1 ona h'(£) > 0

Comme &6 — (| £ | +1)Pl < ¢¢ —1, V € € R alors les variations
de h sont données par le tableau suivant :

x —00 0 ~+00
signe de A + o —
variations de h &eE—1
& >1 /( \§*<1
—00 —00
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FIGURE 2. Cg« représente le graphe de b, £* < 0et |
r|<1

FIGURE 3. Cg« représente le graphe de b, £ > 0 et |
<1

25

FIGURE 4. K, représente le graphe de h , |z [> 1

D’aprés le tableaux des variations et les figures 2,3,4 on conclue
VEreR, VéE € Ron a

. o &E—-1 Si|x|<1
9(”3’5)—{/1(96) Csilzl>1
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2) On calcule maintenant ¢**(z, )

g7 (x,8) = s {68 —g" (2, )}
;}16%{5*6 — (-1}, sijz|<1
gi%{ﬁ*é —h(z)} , sifz|>1

sup {£7€ — (7€ — 1)} ;o<
£*eR

1 , sijx|<1
(e sifz >0

1.2. Espace de L? et Espace Sobolev.

On rappelle dans cette partie les notions de base associées a 1’espace
L? et 'espace de Sobolev : la norme, la convergence et quelque lemme
et des inégalités importante. Pour plus de détails voir |2].

L’espace LP? est un espace de Lebesgue de fonction (classe) p-sommable
de 2 a valeur dans R .

Definition 1.15. Soit 1 < p < 400, on définit I’espace LP par
LP ={u:Q — R mesurable; || u|[,< oco}.

Ce espace muni de la norme

1
(/|u]pdx)p, sio1<p<+4o0
| (= “

supess|u| = inf{c;lu| <c pp. sur Q}, si p=+4o0
Definition 1.16. (La convergence dans ’espace L? )
Soit {u,, u} une famille de L? jon définit la convergence dans L par :

() on dit que {u,} convergeante fortement vers w si || w,—u |[,— 0.
on note alors u,, — u.

(72) on dit que {u,} convergeante faiblement vers u si

lim Upv dr = / wo dz pour tout ve LV Avec 1<p<-+oo et
Q Q

n—-+o0o

on note alors u,, — u.

(7i1) on dit que {u,} convergeante *-faiblement dans L vers u si

lim Upv dr = / wo de  pour tout v e L' Avec p=+oo
Q Q

n—-+o0o

on note alors u,, —* u.

gs*té%{é*ﬁ—(é*ﬁ—ﬂﬁl+1)'”C')} , stz [>1
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Lemme 1.17. ( Lemme de Fatou®)
Soit {gn} une suite des fonctions mesurables de RY dans [0, +0o0].

Alors, on a linégalité suivante

/ liminf g, (z) de < liminf [ g,(z) dz.
Q

n—> 00 n—>-+00 Q

Théoréme 1.18. ( Convergence dominée de Lebesgue)
Soit p € [1,00[ et {gn} une suite de fonctions mesurables si :

(1) {gn} converge vers g p.p.

ii) il existe h € LY(Q) tel que |gn(z)| < h(z) p.p. Alors
(ii) 9
/ | gn(x) — g(z) | do =0. Autrement dit lim |g,—g|1 =0
Q n—-+0o

et en particulier lim [ g,(x) dz = /g(m) dzx.

n—+00
Corollaire 1.19. tout suite bornée de LP(2) (1 < p < +00) admet une
sous-suite convergeante pour la topologie faible.

Espace de Sobolev® Sont des espaces de Banach si 1 < p < oo,
réflexif si 1 < p < oo et séparable si 1 < p < oo adaptés a la résolution
des problémes d’équation aux dérivées partielles.

Definition 1.20. Soit 1 < p < 0o, on définit 'espace de Sobolev en
dimension 1 par :

W (Q) = {u € LP(Q) : Du € L*(Q), |a] = 1},

ce espace muni de la norme

1
ou ? )
</|u|p+ > 15 ‘Ipdx> s pel oo
|ullwip) = @ 1<i<n O%i

maz{||ullz, || g o=, 1 S i <n}, si p=-+oo

qui équivalente a
[ully + [[Vull, si p € [1,+oo

[ullwra) = _
maz{||ullp=, [[VulLe}, st p=+o0

5. Pierre Joseph Louis Fatou ( 1878 1929) est un mathématicien et astronome

frangais.
6. Lvovitch Sobolev(1908-1989) est un mathématicien et physicien atomique

russe de I’époque soviétique (URSS).
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Pour Q2 borné a frontiére réguliére lipschitzien, on définit 'opérateur
trace par :

70 : WHP(Q) — LP(Q)
U —r Ul yg
To est une application linéaire continue,donc on peut caractériser |
" espace Wol’p(Q) ol Wol’p(Q) est le noyau de 1y et D(Q2) = Wol’p(Q)

qu’on peut définit comme suit :

Wy P(Q) = {u € W'P(Q) : u,, =0}

Théoréme 1.21. (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert Lipschitzien de RN borné au moins dans une direction
et 1 < p < +oo. Alors il existe une constante C = C(p,Q) > 0, tel que

Vu € Wy (), Nullr < C.|Vul .
Pour la démonstration voir |7]

Théoréme 1.22. (Injection de Sobolev)
Soit Q) borné a frontiere réguliere, et 1 < p < +00
L’injection canonique de WHP(Q2) dans L” est compact relativement a
la topologie forte de L.
Pour la démonstration voir |5, 11]

Definition 1.23. (La convergence dans W?((Q))

Soit {u, } une suite de W'*(€2). On définit la convergence dans W?((2)
comme suit

(1) Pour tout 1 < p < +o00, on dit que {u,} convergeante fortement

U, — u dans LP(Q)

1 :
vers u dans W'P(Q), si { Vu, — Vu dans (LP(Q))N

(i7) Pour tout 1 < p < 400, on dit que {u,} converge faiblement

u, —=u dans LP(Q)

] :
vers u dans WhP(Q), si { Vu, = Vu dans (LP(Q))N

(i4i) Pour p = 400, on dit que {u,} converge *-faiblement

1p | up, —=*u dans LT(Q)
vers u dans WHP(Q), si { Vu, —* Vu  dans (L+OO(Q))N

Maintenant nous allons mentionner la relation entre la convergence
dans WP et LP.

Remarque 1.24. tout suite bornée dans WP(Q)admet une sous-suit
convergeante fortement dans LP(S2).
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Lemme 1.25. ( Mazur’™ )
Soit {u,} une suite convergeante faiblement vers u dans X. Il existe
une suite {v,} C conv{ug : k> n}® convergeante fortement vers v.

Théoréme 1.26. ( Inégalité de Cauchy® Schwarz™)
soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, soit || . || la norme eucli-
dienne associe d (-,-) Alors

Viz,y) € E* |<zy>I<|z]. yl.

7. Stanistaw Mazur (1905-1981) mathématicien polonais.

8. Le terme y,, s’écrit donc y,, = > Ajuj,m e N,n < j<m, Z A;=1,)>0.
j=n Jj=n
9. Augustin Louis Cauchy (1789-1857) , est un mathématicien francais, membre
de I’Académie des sciences et professeur a ’Ecole polytechnique.
10. Hermann Schwarz Amandusest(1843- 1921) un mathématicien allemand. Ses

travaux sont marqués par une forte interaction entre 'analyse et la géomeétrie.
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2. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE
SEMI-CONTINUITE INFERIEURE

Dans cette partie nous allons étudier I'existence de solution de pro-
bléme d’optimisation (minimisation) en calcul des variations. Nous
mentionnerai d’abord le théoréme d’existence de Weierstrass |1] ce qui
explique I'importance de la semi-continuité inférieure et la coercivité.
Ensuite on discutera le role de la convexité pour I'existence et 'unicité
de solution de ce probléme et pour cela on donne quelques résultats
simple :condition nécessaire de s.c.i. [1], condition suffisante de s.c.i

[10, 4].

2.1. Position du probléme de minimisation.
En calcul des variations on considére la fonctionnelle suivant :

G(u):/gg(.r,Vu(az))da:.

e () : est un ouvert bornée inclue dans RV, N € N.
® g: Q0 x RN - [07+OO[7 g: (I,é—) —>g(l’7£)

o 1 <p< Ho0.

On considére le probléme de minimisation suivant :

inf {G(u), u € W, "(Q)} (P))
Dans ce probléme la s.c.i. de G est plus important pour 'existence
de la solution .

Remarque 2.1. Si G n ’est pas s.c.i. alors le probleme (Py) peut n’ad-
mettre pas des solutions.

2.2. Théoréme d’éxistance.
Definition 2.2. Soient © un ouvert de RY et g : QxRN —]—o00, +00].
g est dite une intégrande de Carathéodory si

(i) €+ g(x, &) est continue sur RY, p.p. x € Q.

(ii) x> g(z, &) est mesurable, pour tout & € RV,

Lemme 2.3. Soient Q un ouvert de RY et g : Q x RN —] — 00, +00]
une fonction de Carathéodory et v : 0 — R une fonction mesurable.
Alors la fonction composée

z = g(x,v(x)),

est mesurable.
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Théoréme 2.4. (Théoréme de Weierstrass'' )

Soit (X, . ||) un espace de Banach réflexif, et G : X — R U {400}
vérifiant les deux propriétés suivantes :
(i) la coercivité :

36 =0 tel que Ve e X, G(E) = F || £|", 1 <p < o0

(ii) G est faiblement (séquentiellement) s.c.i.
i.e Y{u,} C X ; u, = u, G(u) < liminf G(u,).
n—r+o0o
Alors le probleme
inf {G(u) ; ue X}. (P,)
admet une solution. Autrement dit,
du e X tel queVu € X , G(u) = 7jg}f{G(u) = i%l)r(lG(u)

preuve. Soit {v,} une suite minimisante du probléme de minimisation
. Autrement dit,

liminf G(v,) = in}fE G(u) < +o0.
n ue
Il existe une sous-suite {v,, } (qu'on notera {v;} ) de {v,} tel que
liminf G(v,) = lilgn G(vg).

Par coercivité et la bornétude de G(vg), on obtient que {v;} est
bornée. D’ou, par réflexivité de l'espace X, il existe une sous-suite
{vg, } qui converge faiblement vers @ € X. Comme G est faiblement
(séquentiellement) s.c.i. on obtient

G(u) < limlinf G(vg,)
= hlgn G(Uk)
R
< G(u),
pour tout u € X. Donc 4 est solution du ().

11. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass(1815-1897)est un mathématicien alle-
mand, lauréat de la médaille Copley en 1895
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2.3. Caractérisation de s.c.i.
2.3.1. Condition nécessaire de s.c.1.

Proposition 2.5. Soient Q un ouvert de RN et g: Q x RY — [0 + oo
intégrande carathéodory .Si la fonctionnelle

G(u):/gg(x,Vu(x))dx.

est faiblement (séquentiellment) s.c.i. sur WP (Q), p € ]1, 00| .
Alors la fonction

§— g(z,€)
est convexe p.p. x € () .

preuve. Ona la fonctionnelle suivante :

G(u):/Qg(Vu(a:))da:.

On prouve par deux étapes
(1) Soient x € Q, t € [0,1] et a, B€RY, N e N, n € N*

On met
h=p—a«a telque o # 5.
s =nx.h — [nx.h].
y = ta+ (1 —1)6.
On définit la suit ]
up(z) = y.xr + E(I)(S)'

On définit la fonction

D (s5)

(1)t fr ) :

FIGURE 5. Le graphe de ¢(s)
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Alors
| V(t—1)(nxz.h — [nx.h]), sisel0,t]
V(s) = { V(nz.h — [nx.h] — 1)t, sis €[t 1]
On remarque que x +— nz.h — [nx.h] est la fonction de partie frac-
tionnaire et ca dérivée est égale nh alors on obtient :

| =1 —=t)nh, si se0,¢
V(s) = { nht, si seltl]

Comme Vu,(z) =y + 2V®(s) on conclue

_Joa, st xen—1,nt
vu"(x)—{ﬂ, si x € [nt,n]

Sin — 400 on a lim 1®(s) =0 donc

n—o0

u, =~ u=yzxr dans LP()
Vu, = Vu=1y dans LP(2)

Alors u,, — u dans W?(Q)
(2) On a u,, — u dans W?(Q) et G est s.c.i. Alors

G(u) < liminf G(uy,)

n—-4oo
donc

/Qg(Vu(a:))dxg liminf/gg(Vun(x))dx

n—- 400

Et par suite

/Qg(Vu(:r;))d:r; < lim inf /Otg(Vun(x))dx + lim inf/t 9(Vuy,(z))dx

n—> 400 n—>-+00

+ lim inf / 9(Vuy,(z))dx
Q\[0,1]

n—-—+oo

D’aprés le théoréme de convergence dominer on obtient

/Q gly)dz < / gla)dr + / (B + / oy S

11 vient
t 1
Ag(y)dx—/woﬁug(y)dfcé/o g(a)dwr/t 9(B)dx

On déduit
glta+ (1 —1t)B) < tg(a) + (1 —t)g(B)

Remarque 2.6.

Pour G(u) = / g(x, Vu(zx))dz. voir ([2],théoreme [5.1],page 139)
0
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2.3.2. Condition suffisante de s.c.1.

Théoréme 2.7. Soient Q un ouvert de RNet g : Q x RY — [0, +o0
est intégrand carathéodory,tel que

Er— g(x,&) est convere p.p. x €

Alors G est faiblement (séquentiellement) s.c.i. dans W'P(Q) pour
tout 1 < p < 400.

preuve. On prouve par deux étape :
(1) D’abord on montre que G est s.c.i.

Soit la suite {u, } C WP(Q) tel que  u,, —u dans W'P(Q)ona

G (u) :/Qg(x,Vu(x))dx:/Qliminfg(x,Vun(x))dx

n——+oo

On applique lemme de Fatou on obtient :

G (u) < liminf / g(x, Vu,(z))dr = liminf G(uy,)
Q

n—>-4oo n

Alors
G (u) < liminf G(uy,)

n—--+oo

(2) On montre que F est faiblement s.c.i. , il suffit de montrer que

G(u) < liminf G(u,) := «

n—-+o0o
Soit {u,} une suite tel que u, — u dans W'P(Q) et soit {un}

une sou-suit de {u,} tel que

liminf G(u,) = liminf G(u,, ) = a < 400

n—>-+00

D’oti pour tout € > 0, il ’exists k. ,Vk > k.

a—e<Gu,) <ece+a (%)

En appliquant lemme de Mazur 4 la suite {u,, : k > k.} il existe une
suite {V;} de combinaisons convexe de {u,, : k > k.} tel que

! !
Vo= M, LEN, ke Sk<i<l, Y A=1 420
i=k i=k
et
Vi = u dans LP(Q2) et VV}, — Vu LP(Q)
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Par | hypothese de convexité; il vient

G(Vi) <D NGl(un,) (%)

i=k

!
Comme Y \; = 1, on en déduit de (x) que

!
hlgrl; XiG(uy,) = « (%)

Le résultat découle par passage a la limite inférieure dans (xx) et 'étape
1

Lemme 2.8. Soit g : Q x RY — [0, +oo[ est intégrand carathéodory
vérifier
(H1) g(z,.) est strictement conveze p.p. x € ) .

(H2) 36>0 telque VEe€ X, G(&) =8¢
Alors le minimum de (P1) est unique.

preuve. :
On suppose que le probleme P admet deux solution wu; et uy tel que
uy # ug Alors

min G(u) = G(uy) = G(us)

on obtient
min G(u) = 3G(u1) + 3G (u2)

2

il vient

min G(u) = G(L ;“2)

Donc % est un solution. Mais on a g est strictement convexe alors

G5 = [ ol Vs

1
< %/g(x,Vul)dx+—/g(x,Vu2)dx
0 2 Ja
= min G(u)

contraduction.Donc (P1) admet unique solution.
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2.4. Exemple d’application. (Intégrale de Dirichlet)
Pour 2 un ouvert bornée de RY, on considéré la fonctionnelle sui-
vante :

Glu) = /Q %|Vu(x)|2dx, we W2(Q),

1) On montre la convexité

: Lo :
comme la fonction { — §|§ |# est une fonction convexe pour tout

¢ € R, sion pose £ = Vu(x) on conclu que la fonction G(u) est convexe.

2) On montre la ceorcivité, Ona
[ullwre=[lwllz + || Vulz2 .
on applique I'inégalité de point carré on obtient :
[uflwre< Ol V|2 + || V|22 .

par suit
2 1
lull,,,< (C+1) ]l Vulj2=2(C + 1)* x 5/ |Vu(@)|*dz.
Q

On pose ' = m on obtien

, 2 1 9
C < 5 [ IVuto)Ps
11 vient )
Gu) =2C [ul ,,
on conclu la fonctionnelle de Dirichlet est ceorcive.Donc il existe un
minime.
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3. RELAXATION

Dans cette partie nous aborderons les problémes de minimisation non
convexe du calcule des variations en dimension N > 1, il faut donc dé-
velopper des techniques particuliers, malheureusement plus compliquer
qu’au chapitre précédent, il s’agit de relaxer le probléme fondamentale.
Nous allons poursuivre I’étude a 1’aide du livre Temam|(] et 'article de
Carlo Sbordone et Parlo Marcelini|12].

En calcule des variations on considére la fonctionnelle suivante :

G(u)z/ﬁg(m,Vu(:c))d:z:.

ol
e ) est un ouvert bornée lipschitzien inclue dans RY (N € N).
e g: OXRY 5 R, £ g(x,€).
o 1l <p< 400
On pose les hypotheses suivant :

{ gz, Vu(@)| < B(L+[Vu(z)]") 820 (H1)
g est carathéodory (H2)

3.1. Position du probléme de minimisation.
On pose le probléme fondamentale que nous cherchons & étudier

inf {G(u) ; u € WyP(Q)} (P)

Dans ce probléme la fonction g n’est pas convexe qui implique que
GG n’est pas s.c.i. donc on cherche un autre méthode pour résoudre ce
problem.On pose le probléme relaxé de (P) suivent :

it (Glo) ; we WP @) (P)

tel que G est la régularisée s.c.i. de G quil peut étre définit comme
suite : o
G(u) = inf{lim inf G(u,), u, — u,u, € WH(Q)}

n—-=o0
Mais il ya grand difficulté de traiter G comme un intégrale ci pour
¢a on le caractériser par G**
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3.2. Caractérisation de la régularisée s.c.i.

Proposition 3.1. Soit g : Q x RY — R vérifie les hypotheses (H1) et
(H2) alors ona

G**(u) = G(u) tel que G**(u)z/ﬁg**(x,Vu(x))dx

preuve. N
On montre que epi(G*) = epi(G) donc il suffit de montrer que

conv (epi(G)) = epi(G)

sachant que

epi(G) = { (Z )\iui>z>\iki> ,G(ug) < ki ki e Rme N, \; >0 6752)\2' =1, }
i=1 i=1

=1

1) montrons que epi(G) C conv(epi(G))
ona epi(G) C conv(epi) alors

epi(G) C conv(epi(G)) = conv(epi(G)).

2) montrons que conv(epi(G)) C epi(G)

Ona
| () — Glun) =] / g(, Vu(e))dr — gz, Vun(2))de |
< / | g(a, Vu(e))dz — glz, Vu ())dz |
il vient
| Glu) — Clun) |<
Donc

G(u) <e+ Guy).
Soit u un point de conv(epi(G)) alors on a
Gu) <k;<oo, 1<i<m.

On pose u,, = » 7, u; on obtiens

Gu)<e+> Glu) <e+> ki=k
=1 =1

On conclu alors u € epi(G)
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On peut donc relaxé le probléme (P) comme suit :
inf {G™(u) ; u € WyP(Q)} (P*)

ot G**(u) = / 9" (z, Vu(z))dz, Q est un ouvert bornée lipschitzien
Q
inclue dans RY(N € N), ¢ : Q x RN - R, £ — g**(x,§)

Remarque 3.2. g** est une fonction convexe continue.

3.3. Théoréme d’existence.
On va explique la relation entre les valeurs d’adhérence dune suit
minimisante et les solutions de probléme (P).

Proposition 3.3. Le probléme (P) admet des solution .De plus :
inf {G(u) ; u € Wy?(Q)} = min {G(u) ; ue Wy"(Q)}.
Tout suite minimisante de (P) est une valeur d’adhérence d’une suite

minimisante de (P) sur la topologie faible de WyP(Q). Inversement tout
suite minimisante de (P) est une limite d’une suite minimisante de (P)

sur la topologie faible de Wy (€2).

Théoréme 3.4. Soit la fonction g : Q x RY — R vérifiant les hypo-
theses (H1) et(H2) alors

inf {/Qg(x,Vu(x))dx e W&”’(Q)} = min {/Qg**(m,Vu(x))dx e Wol’p(Q)}.

Le probléme (P**) a des solutions ce sont les valeurs d’adhérence
dans WyP(Q) de suites minimisantes du probleme (P) .

preuve.
D’abord on montre que

min G** < inf G(u).
on a G(u) < G(u) alors
min G (u) < inf G(u).
d’aprés la proposition [3.1] on obtient
min G < inf G(u).
Maintenant on montrer que
min G** > inf G(u).

on peut caractérisé G(u) par
Yu € X, il existe u,, — u dans X tel que

G(u) > lim sup G(u,).

n——+oo



Alors on a o
min G(u) > inf G(u,,) .
Par suit
min G**(u) > inf G(u).
On conclue min G**(u) = inf G(u).

Pour plus de détail voir [6](page 314 ) et |

|(page 254).

29
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CONCLUSION

Au terme de notre travail, on a abordé un probléme de minimisation
du calcul des variations dans le cas scalaire. A travers ce travail, nous
avons constater que pour l'existence de solution de probléme variation-
nelle deux hypothéses sont suffisantes : la semi-continuité inférieure et
la coercivité. De plus, on peut caractériser la la semi-continuité infé-
rieure par la convexité. Si la convexité n’est pas vérifiée, on relaxe le
probléme de minimisation et on obtient des solutions généralisées.
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