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RESUME

Le but de cette theése est d’étudier 'existence de solutions pour certains problémes aux
limites elliptiques non linéaires, posés sur des domaines bornés de RY, N > 1, via les théo-
ries des points fixes et critiques. Nos outils sont deux nouveaux théorémes que nous avons
démontrés ; le premier concerne le point critique et le deuxiéme le point fixe. L’opérateur
inverse du Laplacien est un autre ingrédient important dans nos démonstrations.

Dans le premier chapitre, nous allons présenter quelques outils mathématiques que nous uti-
liserons dans notre thése, et nous allons donner aussi des définitions et des propriétés du
calcul différentiel. Dans le deuxiéme chapitre qui contient trois sections, nous allons regrou-
per nos résultats principaux. Dans la premiére section, nous allons présenter un théoréme de
minimisation, dont la démonstration est basée sur des théorémes de points fixes et la notion
d’opérateurs potentiels sur les espaces de Hilbert. Dans la deuxiéme section, nous allons uti-
liser un théoréme de point critique pour démontrer ’existence de points fixes pour certains
opérateurs potentiels sur les espaces de Hilbert. Les resultats trouvés seront utilisés pour dé-
montrer 'existence de solutions pour une classe de problémes aux limites de type Dirichlet.
Dans la derniére section, nous allons prouver lexistence de solutions dans Cy(Q, R), pour
une certaine classe de problémes aux limites elliptiques non linéaires posés sur des domaines

bornés de RY, (N > 1), en utilisant les théorémes de points fixes et I'opérateur (—A)~t.



ABSTRACT

The aim of this thesis is to study the existence of solutions for some class of nonlinear
elliptic boundary value problems posed on bounded domains of RV, N > 1, via fixed and
critical point theories. Our tools are two new theorems that we have proved ; the first concerns
the critical point and the second the fixed point. The inverse of the Laplacien operator is an
important ingredient that we have also used.

In the first chapter, we will present some basic tools that we are going to use in our thesis.
In the second chapter which contains three sections, we will give our main results. In the
first section we will use fixed point theorems and the notion of potential operators on Hilbert
spaces to prove a minimization theorem. In the second section, we will use a critical point
theorem to prove the existence of fixed points for a potential operator on Hilbert spaces.
These results will be used to prove the existence of weak solutions for a class of boundary
value problems. In the last section, we will use fixed point theorems and the operator (—A)™!

to study the existence of solutions on the Banach space Cy(Q,R), for a class of nonlinear

elliptic boundary value problems posed on bounded domains of RY.
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NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

si X et Y sont deux espaces normés, on écrit X — Y pour signifier que X
est inclu dans Y et que l'injection canonique de X dans Y est continue.
pour signifier que X est inclu dans Y et que l'injection canonique de X
dans Y est compacte.

dual topologique.

crochet de dualité entre X et son dual.

produit scalaire.

I’ensemble des nombres réels.

I’ensemble des nombres réels positifs.

espace euclidien réel n—dimensionnel.

un ouvert de RY.

la frontiére de (2.

la dérivée partielle de u par rapport a z;.

le gradient de la fonction a valeurs réelles v : Vu = ( Ou , Ou . Ou ) )
0;1:1 8232 8:1:N
. _y 0%u
le Laplacien de v : Au =37 92
Ly

2




LP(Q) ={u: Q — R mesurable, [, |u[Pdz < oo}, avecl <p < 0.

L>(9) espace des fonctions mesurables et essentiellement bornées sur 2.

|- |lze la norme dans Pespace LP(£2).
1 1]oo la norme dans l'espace L>(€2).
cQ) espace des fonctions continues sur ).

WLP(Q2)  espace de Sobolev des fonctions de LP(£2) dont les dérivées au sens des distributions

sont également dans LP(().

ie. ¢’est-a-dire.
pP-p- presque partout.
(P.S) condition de Palais-Smale.




INTRODUCTION

Les théories des points fixes et critiques sont au coeur de 'analyse non linéaire appliquée
aux E.D.Ps, et E.D.Os, car elles fournissent les outils nécessaires pour avoir des théorémes
d’existence dans beaucoup de problémes non linéaires. L’analyse non linéaire, comme une
branche autonome des mathématiques, s’est faite imposer durant les années 1950 par des
mathématiciens, comme Browder, c’est le résultat de la combinaison de 'analyse fonction-
nelle et 'analyse variationnelle.

Cependant, les premiers résultats avaient déja été obtenus dans les années 1920 ; ils sont
appliqués a un large éventail de domaines ; en effet plusieurs problémes en physique, chimie,
biologie, économie peuvent étre representés par des modéles non linéaires.

On peut voir a titre d’exemple le modéle suivant qui peut modéliser la propagation de la
chaleur dans un domaine €2, il modélise aussi la diffusion ou la migration d’une concentration
ou une densité a travers le domaine €2, comme il peut modéliser un probléme en finance Black

et Scholes 9
ca—?—k‘Au:f, reQ, teR}

u(t,x) 207 :L‘EC()Q, tER:,
u(t=0,2) =up(x), =€l
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Dans le cas de la propagation de la chaleur, Q C RY, N = 1,2, 3 désigne un domaine occupé
par un matériaux homogeéne, isotrope et conducteur de chaleur; f(¢, ) les sources de chaleur
dans Q2 et u(t, z) la température (inconnue). Quand le domaine 2 est supposé baigner dans
un thermostat a température constante alors u(t,z) = 0 quand = € 99, t > 0. ¢ et k sont
deux constantes la premiére est une constante physique dite chaleur spécifique (qui dépend
du type de matériau),et k une constante positive.

Les problémes aux limites associés aux équations différentielles jouent un réle important dans
la théorie de la physique mathématique. De nombreux problémes, y compris des problémes
d’equations aux dérivées partielles non linéaires, peuvent étre (re)formulés sous forme de
problémes d’existence de points fixes ou de points critiques pour une certaine application
dans un certain espace approprié.

Dans les applications, les techniques de résolution basées sur la théorie du point critique
disent que la solution proposée d’un probléme aux limites est un point critique d’une certaine
fonctionnelle J sur un espace approprié, c’est a dire un point u dans I'espace ou J'(u) = 0.
La résolution du probléme se raméne & trouver les points ou les différentielles s’annulent. La
principale difficulté est de trouver les candidats appropriés.

A cet égard, on peut utiliser des considérations géométriques, mais ces derniéres n’impliquent
pas des notions de différentielles. Généralement, ceux qui peuvent produire des différentielles

sont les suites de Palais-Smale, c’est a dire, des suites qui vérifient
|J(un)| <C, VneN ou CeRY,

| (un)||xr  — 0 lorsque n — +oo.

L’existence d’une telle suite n’est pas suffisante pour produire un point critique, il est pos-
sible que cette suite soit divergente. Cependant, si 'on peut montrer que la suite possede
une sous-suite convergente, alors on obtient en effet un point critique. Une fonctionnelle qui
a la propriété que chaque suite de Palais-Smale produit un point critique est dite qu’elle
satisfait la condition de Palais-Smale. Lorsque le probléme donné se raméne & un probléme
de point fixe, on cherche a trouver u dans X qui vérifie T'u = u, ou T est une application d’un
ensemble X dans lui méme et qui vérifie certaines conditions de continuité et de compacité.

C’est dans ces deux directions qu’on a travaillé dans cette thése. Nous avons reformulé les
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problémes & étudier en problémes de rcherche de points critiques ou de points fixes. Notre
travail est structuré dans deux chapitres, présentés comme suit :

Dans le premier chapitre, nous allons rappeler quelques notions d’analyse fonctionnelle (telles
que la semi-continuité inférieure et supérieure, les espaces de Sobolev, la théorie des injec-
tions,. ..) et quelques théorémes de points fixes (Schauder, Leray-Schauder, Browder, Kras-
noselskii ) et la théorie de points critiques (minimisation, Théoréme de col, condition de
Palais-Smale,...).

Le deuxiéme chapitre regroupe tous nos résultats principaux et ; il est réparti en trois sec-
tions. Dans la premiére, nous allons présenter deux résultats importants. D’abord, nous
allons donner un théoréme de minimisation, qui fait intervenir la différentielles seconde de la
fonctionnelle & minimiser. Ce résultat est nouveau par rapport aux théorémes de minimisa-
tion connus dans la littérature, ot presque la quasi totalité de ces théorémes font intervenir
la condition forte de compacité de Palais-Smale.

Ce premier résultat montre que sur un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (., .),

si o : H — R est une fonctionnelle qui vérifie :
1. ¢ est deux fois Gateaux différentiable sur H.
2. [(I'=¢")(u)] <1, Yue H.
3. (I —¢)(C)cC ouC estun certain convexe, non vide, fermé et borné de H.

Alors, ¢ posséde un minimum global sur H. En d’autres termes, il existe uy € C' tel que

p(uo) = inf p(u).

En particulier, ¢'(ug) = 0.

La démonstration de ce théoréme repose essentiellement sur un résultat de B. Ricceri dans
[4] et le théoréme de Browder [30].

Dans la deuxiéme partie de cette section nous allons appliquer le théoréme précédent pour

prouver l'existence de solutions pour un probléme aux limites similaire au Probléme (0.0.1)

dans |7]

~ 3 Dyfas(e) Difw)) + () = fau), 7 €D

/L?]:

u(x) =0, =z €0,

(0.0.1)
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ot  est un sous ensemble borné de RV, et f : @ x R — R est une fonction de Carathéodory
qui vérifie

N +2

o, ctde L¥3(Q) si N >3, (0.0.2)

|f(z,8)| < c|s|” +d(x), ou o=

oubiend € LP(2) et 1 <p,o0<oo siN =2, a;; € L®(Q), ce L>(Q), c(z) > 0.

Le probleme de Dirichlet associé est

alu,v] = [o flz,u)v, Vv e HJ (),

(0.0.3)
u € Hy(Q),

avec alu,v] = fglil a;;(z)DiuDjv + c(x)uv.

Par sous-solution et sur-solution de (0.0.3), on désigne respectivement w et W € H} () qui
vérifient a[w,v] < [ f(x,w)v, et a[W,v] > [ f(x, W)v, Vo € H}(Q),v > 0.

On consideére la fonctionnelle ¢ : H}(2) — R définie par

plu) = Salu,u] - |

A F(z,u)dr avec F(x,s)= /OS f(z, &)d¢. (0.0.4)
Le Théoréme 6 dans [7] assure I'existence de solutions pour le probléme posé sous les condi-
tions suivantes :

1) les auteurs imposent sur f des hypothéses qui garantissent que ¢ vérifie la condition de
Palais-Smale,

2) ils supposent que la sous-solution w et la sur-solution W de (0.0.3) existent dans H} ()
et vérifient w < W.

Notre contribution consiste a éliminer la condition de Palais-Smale. Cette condition forte a
été remplacée par des hypothéses faciles a vérifier, liées & la dérivee de f.

Soit Ay la premiére valeur propre du probléme de Dirichlet.

On consideére le probléme

—Au = f(x,u), z €,

(0.0.5)
u(x) =0, z€0Q,

ou  est un domaine borné de RV, N > 1,et f, f': Q2 xR — R sont des fonctions de

Carathéodory et f’ est la dérivée de f par rapport a la deuxiéme variable. L’existence de
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solutions pour le probléme posé est assurée par les hypothéses (plus faibles) suivantes :

on suppose que

‘f($,5)| SCl|5|01—i_dl> et ‘f/<x75)’ §C2’8‘U2+d2

pour certaines constantes positives ci,co,di,dy et 1 < 01 + 1,00 +1 < % si N >3

(0 < 01,09 <oosi N =1,2) et que
1. pour chaque = € Q, fixé, f(x,y) est une fonction croissante en y

pour w(z) <y < W(z),
2. |f'(x,8)] <A, V€, Vs € R.

Alors, il existe ug € H} () qui est solution du probléme donné, de plus ug € [w, W].

Ce résultat est confirmé par un exemple.

Dans la littérature, on ne trouve pas beaucoup de travaux qui reformulent les problémes de
la recherche de points fixes en problémes de recherche de points critiques. Cette technique
a été utilisée dans |2, 42|, et nous allons aussi 'utiliser pour démontrer 'existence de points
fixes pour un certain opérateur potentiel dans les espaces de Hilbert, et c’est le but de la
deuxiéme section.

Cette section est constituée de deux parties, dans la premiére, on utilise un théoréme de
minimisation pour démontrer un théoréme de point fixe, qui affaiblie les hypothéses d'un
théoréme similaire dans [2]|. Les auteurs ont démontré dans 2| que si H est un espace de
Hilbert et T': H — H est un opérateur potentiel compact et tel qu’il existe un opérateur

linéaire B borné sur H et un élément v* € H' tels que
(T(su), u) < (B(su), u) + (v*, u), Vs €[0,1], Vu € Havec ||B < 1. (0.0.6)

Alors, I'opérateur T a un point fixe dans H.
En utilisant le théoréme de minimisation du col, on a pu localiser les points fixes de 1" dans

H. Nous allons prouver que les points fixes de l'operateur T sont les fonctions v dans H

teles que ul = po, o po > A5 B <1
En effet, nous allons prouver le résultat suivant :
si H est un espace de Hilbert et T': H — H est un opérateur potentiel compact et s’ il

existe un operateur linéaire B borné sur H et un élément v* € H' tels que
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1. (T(su), u) < (B(su), u) + (v*, u), Vs €[0,1], Vu € H avec |lu]| = po,

2 *
et Po > 1Jﬁ3“||v “BH < 1a

2. de € H avec |le| =1et <B(e),e) > 1et (T(se),e) > (B(se),e), Vs € [0, 1].
Alors, 'opérateur T a un point fixe dans H.
La deuxiéme partie de cette section va porter sur une application du résultat trouvé pour la
résolution du probléme aux limites suivant :
—Au = f(x,u), x €, 0.0.7)
u(x) =0, z€0Q,

ot  est un domaine borné de RY, N > 1, et f : QxR — R est une fonction de Carathéodory.

On suppose que :

1. il existe des fonctions a,b € L>(Q2) telles que ,

f(z,u(x)) < alz)u(x) + b(x), Vo € Q,Vu € L*(Q) avec |lul|2 < 7o,

1
our ro > et 1—m>2bmﬁ#-
pon > o L > 9)b].c |62 &
2. il existe wy € HY(Q) avec ||wo| = 1, tel que
1

TolZa <a(z) < A1, Vo eQet flx,swy(x)) > a(z)swy(z), Yo €, Vs e [0,1].
2
Alors, le lgroLbléme (0.0.7) admet une solution faible.
Dans la troisiéme section, nous allons étudier 1'existence de solutions pour un certain pro-
bléme aux limites elliptique de type Dirichlet sur I'espace de Banach Cy(Q,R) ot Q est un
domaine borné de RY(N > 1). Nous allons démontrer 1'existence d’une solution strictement
positive, en utilisant le théoréme de point fixe de Krasnosel’skii. Le théoréme de point fixe
de Schauder va étre utiliser pour prouver I'existence d’une solution non triviale du probléme
posé. Pour pouvoir appliquer les théorémes du point fixe, on cherche a reformuler le probléme
posé comme un probléme d’existence de point fixe pour un certain opérateur T'= (—A)"'F
avec (—A)~! l'inverse de l'opérateur Laplacien et F' un opérateur de Nemytskii. Le critére
de compacité d’Ascoli-Arzéla est un outil trés important pour prouver la compacité de 'opé-
rateur 7. Cette section sera aussi divisé en deux parties.
On considére le probléme

—Au = f(z,u) dans 2,

u=0 sur 0f).

(0.0.8)
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Soit E I'espace de Banach défini par : C5(Q,R) = {u € C(Q,R) : w=0 sur 90},

equipé de la norme ||ul|o = sup |u(z)|. Q2 est un domaine borné de RY (N > 1) avec frontiére
zeQ
réguliére et f: 2 x R — R est une fonction continue.

Dans la premiére partie, nous allons supposer que la condition suivante (I’inégalité globale

faible d’Harnack) est vérifiée :

il existe un ensemble compact K C €2 et un nombre > 0
tels que u(z) > n||ul|o pour tout x € K
et toute fonction super-harmonique,croissante

u € CYQ,R) avec u = 0 sur 5.

On démontre que sous les hypotheéses :

f:Q xRt — R* est une fonction continue,
do >0, 0 # 1tel que, f(z,u) <a(z)+blx)u’,V(z,u) € Q x RT (0.0.9)

ota,b O — RT sont des fonctions continues positives

et
il existe R > 0 tel que Héllr(l f(z,u) > RI[(=A) " Likllo (0.0.10)
uEx[Rn,R]
et
Ms( Je T —( o1+ M; <0 si o>1,

oM, oM, (0.0.11)
ott My = [|(=A)"allo et Mz = ||(=A)~"dlo.

Alors, le Probléme (0.0.8) admet au moins une solution.

Cette solution est dans le cone
C={u€Cy(QR), u>0 sur Q: gréllr(lu(a:) > nllullo}-
On peut voir qu’une solution du probléme posé est un point fixe de 'opérateur T' défini par
T:C— Co(UR): Tu=(—A)"'Fu,

l'opérateur de Nemytskii F' est donné par

F: Co(ULR) — C(QR): Fu(z)= f(z,u(z)).

10
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Pour appliquer le théoréme de Krasnosel’skii, en particulier pour démontrer que T'(C) C C,
on aura besoin de I'inégalité dite d’Harnack pour les fonctions super-harmonique.

La deuxiéme partie de cette section est destinée a démontrer que le probléme donné admet
une solution non triviale en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder. Selon le terme
non linéaire f, on a le premier résultat suivant : On suppose que le terme non linéaire f
satisfait

|f(z,u)| < H(z,|u]), pour tous x € Q et u € R,

ou

H: QxR — R" est telle que

— (Ay) H est continue et croissante par rapport a la deuxiéme variable,

— (Ag) il existe My > 0, tel que

M,
H(z, M) < i 0 , pour tout z € €.

(—A) M gllo
Sous les hypothéses (A1) et (Az), le Probléme (0.0.8) a au moins une solution.

Le deuxiéme resultat est : on suppose que

— (H;) Ilexiste une fonction croissante ® € C(R*,R*) et une fonction ¢ € C (Q,R*),

telles que
|f(x,u)| < Y(x)®(|u]), VY(z,u) € Q xR, (0.0.12)
Ry
- (HQ) HRO > 0, tel que @(Ro) S m

Sous les hypothéses (Hy) et (Hs), le Probléme (0.0.8) a au moins une solution.

11



CHAPITRE

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on passe en revue quelques résultats d’analyse dont on se servira souvent
dans le reste de cette thése. On en trouvera des démonstrations dans la plupart des ouvrages

qui traitent de ces questions.

1.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

1.1.1 Quelques notions de convergence

Soit X et Y, deux espaces de Banach.

Définition 1.1. (Convergence d’une suite) Soit (x,,), une suite de X et xy € X.
On dit que (x,,), converge vers xy (en norme) si lim |xn —zol|x = 0, et on ecrit z,, — xg
n oo

dans X.

Définition 1.2. (Opérateur borné) On dit qu’ un opérateur T : X — Y est borné si
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[tmage de tout borné dans X par T est un borné de Y. i.e : pour tout ensemble D borné

dans X, T(D) est borné dansY .

On note B(X,Y) 'ensemble des applications linéaires et bornées de X dans Y.

Le cas Y = R est trés important par la suite.

Proposition 1.1. (Espace dual) La classe des fonctionnelles linéaires et bornées définies
sur X, sera notée par X .

On munit X' de la norme

[Ty = sup |[(Jz)], pour JeEX.
zeX,||z||x<1

X' muni de cette norme est un espace de Banach et nous avons l’inégalité
(L) < | Jlxllzllx, V]eX, VeelX.

Remarque 1.1. Quand on travaille dans un espace de Hilbert les choses deviennent beau-
coup plus faciles.

En effet, on sait d’aprés le théoréme de représentation de Riesz que pour toute fonction-
nelle linéaire et bornée J : H — R, il existe un unique élément wy € H tel que J(h) =
(wy,h) Yh € H. Pour cette raison [’espace de Hilbert H et son dual H' peuvent étre iden-

tifiés, si par dualité nous utilisons le produit scalaire sur H, et on écrit H = H.

Remarque 1.2. Nous remarquons que si (x,) C X est une suite telle que : x, — x dans
X alors
VJ e X', (J, x,) — (J, ).

L implication inverse n’est en général pas vraie.

Définition 1.3 (Convergence faible). On dit qu’une suite (x,) C X converge faiblement

Vers x, st

VJ e X' (Jx,) — (J x)
et on écrit x,, — x.

Proposition 1.2. ([16]) Soit (x,) une suite de X. On a

13
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1. Six, — x, alors x,, — x.
2. iz, — x, alors (x,) est bornée et ||z||x <liminf, . ||z x.
3. Six, —x, et J, — J dans X', alors (o, Tn) — (J, ).

Proposition 1.3. ([16]) Lorsque X est de dimension finie, une suite (x,) converge faible-

ment si et seulement si elle converge fortement.

Exemple

Soit (e,), n = 1,2,3,..., une base orthonormée dans un espace de Hilbert H. D’aprés

[16] (théoréme V.9), tout élément = € H peut étre décomposé comme suit

n=oo
T = Z (en, T)en,
n=1

n=N
|z — Z (en,z)en|| — 0 quand N — +o0,

n=1

donc (e,,x) — 0 quand n — 400, Vo € H. Ceci signifie que e, — 0.

Mais il est clair que la suite (e, ) ne converge pas en norme vers 0 car,
Vn > 1, |leq|ln = 1.

Ceci sert comme exemple d’une suite faiblement convergente qui n’est pas fortement conver-

gente.

Définition 1.4. Un ensemble A C X est dit faiblement pré-compact si toute suite de A
contient une sous suite faiblement convergente.

Si toutes les limites faibles sont dans A, alors A est dit faiblement compact.

Remarque 1.3. 1. Comme nous allons voir par la suite, on ne peut pas appliquer les
méthodes variationnelles que lorsqu’on travaille dans des espaces de Banach qui ont
la propriété que toute boule fermée est faiblement compacte. Les espaces de Banach

qui ont cette propriété sont appelés des espaces réflexifs.

2. Soit X un espace de Banach, X son dual et X" son bidual. On a une injection

. . " . . .
canonique i : X — X définie comme suit :

(iz, J)yr xr = (L) x Vo €X, VJEX,

14
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i est linéaire et c’est une isométrie [16].

Définition 1.5. On dit que X est réflexif si i(X) = X' (i.e. i est surjective de X sur X" ).

Exemple

1. Un espace de Hilbert est réflexif.

Soit 2 un ouvert de RY.
2. Les espaces fonctionnelles LP(Q2) sont réflexifs pour 1 < p < oo.
3. L'(Q), n’est pas réflexif .
Pour plus détails voir [16].

Théoréme 1.1. ([12], [16]) Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si sa boule

fermée est faiblement compacte.

Corollaire 1.1. (/12], [16]) Si X est un espace de Banach réflexif alors toute suite bornée
(xn) C X avec ||z,||x < M, contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément

x € X vérifiant ||z||x < M.

Corollaire 1.2. (/16]) Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si
X' est réflexif.

1.2 Continuité des opérateurs

Nous allons considérer des opérateurs 1" de X dans Y et nous allons donner une définition

concernant les propriétés de la continuité de 7. La notion la plus simple est la suivante :

Définition 1.6. Lopérateur T' : X — Y est dit continu en x € X, si pour toute suite
(xn) C X qui converge vers x, T'(z,) converge vers T(x).

T est dit continu sur un ensemble A C X si T est continu en tout point x € A.

Remarque 1.4. Pour les opérateurs linéaires, les concepts de bornitude et de continuité
sont équivalents ; pour les opérateurs non linéaires, ceci n’est pas vrai.
1l existe d’autres définitions qui sont liées au concept de convergence faible. Nous énongons

les plus importantes :
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Définition 1.7. Soit T' un opérateur de X dans Y .

1. T est dit fortement continu en xo € X, si pour toute suite (z,,) C X telle que x,, — xg

dans X alors T(x,) — T(x¢) dans Y.

2. T est dit faiblement continu en xy si pour toute suite (x,) C X telle que x, — xg

dans X alors T'(x,) — T(xo) dans Y.

Remarque 1.5. 1. Comme la convergence en norme implique la convergence au sens
faible, il s’en suit que st T est fortement continu alors T est continu.
Donc la continuité forte est un concept qui est "plus fort" que le concept de la conti-
nuité.

2. Pour les fonctionnelles définies sur X, les définitions (1), (2) coincident.

Définition 1.8. [25/
Sotent X, Y deux espaces de Banach et 0 C X un ensemble non vide , et soit T un opérateur
défini de Q) dans Y. On dit que T est compact s’il est continu et envoie les ensembles bornés

dans Q) aux ensembles relativement compacts dans'Y.

Proposition 1.4. [25]
Soient X,Y deux espaces de Banach tels que X est réflexif, et soit T' un opérateur défini de
Q dans Y, ou 2 C X est non vide, fermé et convexe. Si T est fortement continu alors T est

compact.

Remarque 1.6. L’ implication inverse dans la proposition précédente n’est pas toujours vraie.
Par exemple la fonctionnelle :J(x) = ||x||g défini sur un espace de Hilbert H est compact ,

mais nous avons vu qu’il existe une suite (e,) telle que : e, — 0 et |le,||lg =1,

VneN: lim J(e,) #0.

n—>-+o0o

Limplication inverse est vraie pour les opérateurs linéaires.

Proposition 1.5. [25] Soit X un espace de Banach réflexif, et Y un espace de Banach, et

soit T € L(X,Y). Alors, T est fortement continue si et seulement si T est compact.
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1.2.1 Injections continues et compactes[23]

On rappelle qu'un espace de Banach X s’injecte de maniére continue dans un espace de

Banach Y, et on note cela par (X < Y), si
1. X CY,
2. l'injection canonique ¢ : X — Y est un opérateur continu.

Un espace de Banach X s’injecte de maniére compacte dans un espace de Banach Y, et on
note cela par (X << Y'), si X s’injecte de maniére continue dans Y et I'injection canonique

1 est un opérateur compact.

1.2.2 Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 1.2. [Ascoli-Arzéla] [41]
Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur un espace métrique compact (X,d) et a valeurs

réelles. On suppose que la suite (f,) a les deux propriétés suivantes :

(1) (fn)n est équicontinue i.e.
Ve > 0,3n > 0,Vz,y € X,Vn € N:d(z,y) <n = |fu(z) — fu(v)] <e,

(2) La suite (fn(x)), est bornée pour tout x € X.

Alors il existe une sous-suite de (f,) qui converge vers une fonction continue f dans C(X,R).

1.2.3 Opérateur de Nemytskii

Définition 1.9. (/5/)
Soit X etY deux espaces de Banach, et f:Rx X — Y : (t,x) —> f(t,x).
On appelle opérateur de Nemytskii (ou aussi opérateur de superposition) construit sur f,

lopérateur Ny de la forme suivante
[t — u(t)] — Ny(u) = [t — f(t, u(t))],

ou u est une fonction de R a valeurs dans X.
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Définition 1.10. (Fonction de Carathéodory)([18])

Soit Q un ouvert borné de RYN. On appelle fonction de Carathéodory toute fonction
f: QxR — R vérifiant les conditions suivantes :

() pour tout s € R, la fonction x — f(x,s) est Lebesque mesurable sur €2,

(i9) la fonction s — f(x,s) est continue sur R pour presque tout x dans .

Pour une fonction u mesurable sur €2, et une fonction de Carathéodory f définie sur Q2 xR

a valeurs dans R, 'opérateur de Nemytskii construit sur f est
Ny ur— f(.,u(.)) tel que : (Nyu)(x) = f(x,u(z)).

Ny transforme les fonctions mesurables en fonctions mesurables. La proposition suivante
concerne la continuité et la bornitude de I'opérateur de Nemytskii dans ’espace des fonctions

continues.

Proposition 1.6. (/28]) Soit Q2 un domaine borné de RN, N > 1, et f une fonction continue
de 0 x R dans R. Alors Uopérateur
u +— Nyu

défini par Nyu(z) = f(z,u(x)) est continu et borné de C(Q) vers C(Q).

Le théoréeme suivant garantit la continuité des opérateurs de Nemytskii dans les espaces
de Lebesgue.
Soit f: QxR — R, ou  est un ouvert borné de RV, N > 1, et N 'opérateur de Nemytskii

associé a f.

Théoréme 1.3. (/8])

On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0, et une fonction b € L1(Q2), 1 < q < oo, et
0 <o <1 telles que : |f(z,s)| < c|s|” +b(x), VYr e Q, VseR. Alors, l'opérateur
Ny : L(Q2) — LY(QY) est continu et borné.

1.2.4 Semi-continuité

On commence par donner une définition dans le cadre général.
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Définition 1.11. (/18/) Une fonction sur un espace topologique X a valeur dans [—oo, +00]
est dite semi-continue inférieurement si pour tout a € [—oo,+0o0], limage réciproque de

[—00, a] par cette fonction est un fermé pour la topologie considérée sur X.
On trouve aussi les définitions suivantes :

Définition 1.12. 1. Une fonctionnelle J : X — R est dite semi-continue inférieu-
rement (s.c.i.) au point xqy, si pour toute suite (x,) C X telle que x, — xgy, on

a
J(z9) < lim inf J(z).
2. On dit que J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i.) au point xo si pour

toute suite (x,) C X telle que x,, — xg, on a

J(x) < liminf J(z,).

n—:aoo

3. On dit que J est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point xo, si pour toute suite

(xn) C X telle que x,, — xo, on a

J(x) > limsup J(z,,).

n—-aoo
4. On dit que J est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point x, si

pour toute suite (x,) C X telle que x, — o, on a

J(zo) > limsup J(z,,).

n—aoo

Remarque 1.7. 1. Si J est continue en xy , alors f est (s.c.s) et (s.c.i) en xq et in-

versement.

2. Si J est faiblement continue en xo, alors J est (f.s.c.s) et (f.s.c.i) et inversement.

1.2.5 Fonctions convexes

Définition 1.13. (/26]) On dit qu’une partie K de X est convexe si :

Ve,ye K, V0el0,1], Ozx+(1-0)yec K.
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Soient K un convexe et J : K — R une fonctionnelle. On dit que J est convexe si :
Ve,ye K, V0e€[0,1], Jlzx+ (1 —-0)y) <0J(x)+ (1—0)J(y).
On dit que J est strictement conveze si :
Ve,y € K, avec x#y V0 €]0,1], JOx+ (1—-0)y) <0J(x)+ (1—0)J(y).

Théoréme 1.4. [Lemme de Mazur] ([16]) Soit C C X un convexe. Alors C est faiblement

fermé si seulement s’il est fortement fermé.

Corollaire 1.3. ([16]) Soit J : X —] — 00, +00] une fonctionnelle convexe. Alors J est

(f.s.c.i) si seulement si elle est (s.c.i).

1.3 Définitions et propriétés élémentaires des espaces de

Lebesgue et Sobolev [16, 39]

1.3.1 Les espaces L” avec 1 < p < 400

Définition 1.14. (Les espaces L, 1 < p < +o0)
Soient (X, 3, 1) un espace mesuré, 1 < p < +oo et f une fonction mesurable définie de X

dans R. On dit que f € LP = LP(X, X, p) st [y |f|Pdp < 4+o00. On pose alors :

£ = ([ 117a)”

Définition 1.15. (L’espace L>)
On dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L™ = L>®°(X, %, u) s’il existe une
constante C' € RY telle que |f| < C, p.p. x € X.

On pose :
| fllse = inf {C € R, |f| < C, p.p}.

Définition 1.16. Pourp € [1,00) et Q C RY un ouvert, on note LP(Q?) ’espace de Lebesque

défini par :

LP(Q) = {f : Q = R, fmesurable et/ |f|Pdx < —1—00} ,
Q
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munt de la norme

1lle = (/Q|f|pd:v);-

Pour p = oo, on note
L>(Q) = {f : Q0 — R; f mesurable, 3 C € R telle que |f(x)| < C, p.p. sur Q} ,
que I'on munit de la norme
1Flloc = sup-ess|f].

Lemme 1.1. (Inégalité de Hélder)
1

1
Soient (X, %, ) un espace mesuré et p,q € (1,400) tels que —+ — = 1.
P q
Soient f € LP(X, 3, u) et g € LY(X, X, ). Alors
foe LNX, S, ) et fgllr < || Flleo N9l s

Comme un cas particulier, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.5. (Inégalité de Cauchy-Schwarz )[16]
Soit u € L*(Q) et v € L*(Q). Alors

| Tuvldz <l o]

1.3.2 Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue [23], [39]

Soit (£2,, 1) un espace mesuré, ot € est un ouvert de RY, et p la mesure de Lebesgue,

définie sur la complétion de la tribu borélienne.

Théoréme 1.6. (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)n une suite de fonctions mesurables sur Q0 a valeurs dans R telle que
falz) — f(x), quand n — +oo presque partout dans €.

|fu(2)| < g(x), presque partout dans Q.

Alors f est intégrable et 'on a
/ |fu — fldp — 0, quand n — +o0.
Q

En particulier,

/Q Fodp — /Q fdp.
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Le théoreme de la convergence dominée existe aussi en version LP.

Théoréme 1.7. Soit p € (1,400) et (fn)n une suite de fonctions de LP(S2, %, du)
telle que

falz) — f(x), quand n — +oo presque partout dans €2,

et telle qu’il existe une fonction g € LP(2, 3, du) a valeurs dans R
telle que 'on aut

|fu(z)| < g(x), presque partout dans Q.

Alors, f € LP(Q,%,du) et l'on a
| fo — fllr — 0, quand n — +oc.

On fera un usage répété de la réciproque partielle du théoréeme de la convergence dominée.

Théoréme 1.8. [18] Soit p € (1,400) et (fn)n une suite de fonctions de LP(Q, %, du) telle
que

| fo — fllr — 0, quand n — +oc.

Alors il eziste une sous-suite (f,, )r et une fonction g € LP(S, X, du) telles que
fo. () — f(x), quandk — +o00 presque partout dans €2,

et

| fr(2)] < g(x) presque partout dans €.

Ce résultat est moins connu que le théoréme direct, mais trés utile. L’extraction d’une
sous-suite est obligatoire dans ce théoréme. A propos de sous-suites, on utilisera aussi souvent

la petite idée d’unicité suivante :

Lemme 1.2. [18] Soit X un espace topologique et (z,), une suite de cet espace qui a la
propriété qu’il existe x € X tel que de toute sous-suite, on peut extraire une nouvelle sous-

suite qui converge vers x. Alors la suite entiére (x,), converge vers x.
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1.3.3 Espace de Sobolev, théorémes d’injections [16], [23]

Soit © un sous ensemble de RV, N > 1 et soit p € R tel que 1 < p < oo. L'espace de
Sobolev W1P(Q) est défini par

WP (Q) = {u € LP(Q),Vu € LP(Q)}.
WP (Q) est équipé de la norme

[ullwrr = llulle + [Vl e,

ou

ou de la norme équivalente (||u|\’£p + 3N, HE)xZHIL)p>p (sil<p<o0).

On pose H'(Q2) = W2(Q).

WHP(2) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo, WHhP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo,
et il est séparable pour 1 < p < oco.

Soit 1 < p < 0o, W, P(Q) est la fermeture de C1(Q) dans W'P(Q). On pose HL(Q) = W, *(Q).
L’espace W, () est equipé de la norme de W'2(Q).

Inégalité de Poincaré

On suppose 1 < p < 0o et €2 un ouvert borné. Alors, il existe une constante ¢ qui dépend
de Q et p telle que
lull o (Q) < el Vullir, Yu € Wy™(Q).

. . o, 1 . . N
En particulier, la quantité ||Vu|r» est une norme sur W,”(Q) et elle est équivalente a la
norme ||ul|y1p.
Le long de ce travail, on aura souvent besoin de certaines injections dites de Sobolev, qu’on

rappelle dans le théoréme suivant dit de Rellich-Kondrachov.

Théoréme 1.9. [16]/ On suppose que Q est borné de classe C', alors on a les injections

compactes sutvantes :

1 1
Si p < N alors : WHP(Q) < L9(Q), Vg € [1,p*), ou E -~ _

Si p= N alors : W"P(Q) < LI(Q), Vq € [1,+00).

Si p > N alors : W'P(Q) —— C(9Q).
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En particulier, Uinjection de W'?(Q) dans LP() est compacte pour tout p (et tout N ).

Théoréme 1.10. ([12]) Soient Q un domaine borné de RY, et 1 < p < oo. L’espace LP(1Q)
s’injecte dans L1(Q)( LP(Q) — LI1(QY)) pour 1 < q < p, et il existe une constante M > 0
telle que :

[ulle < Mljullzr, YV u e LP(Q), 1 < g <p.

De plus, Uinjection I : LP(Q2) — L1(Q2) est compacte pour 1 < q < p.

1.4 Opérateurs différentiables

1.4.1 Opérateurs différentiables

Par la suite, X et Y seront deux espaces de Banach et 2 un ouvert de X.

Définition 1.17. Un opérateur F : Q — Y est dit Gdteaux différentiable en a € €0, s’il

existe un opérateur linéaire et borné, T(a) : X — Y tel que

F _F
lim L@ ZF@) o whex

t—s0 t

e L’ opérateur T'(a) sera appelé la différentielle au sens de Gateaux de F' en a, qui sera
notée DF(a). Par définition DF(a) € B(X,Y).

e DF(a)h € Y est appelée la différentielle au sens de Gateaur de F en a dans la
direction h.

o [ est Gateaux différentiable sur (), si F' est Gateaux différentiable en tout point de 2.
Dans ce cas Uapplication a — DF(a) est appelée la différentielle au sens de Gateaur

de I sur §2 et est notée par DF' .

Définition 1.18. Un opérateur F : Q@ — Y est dit Fréchet différentiable (ou différentiable)

en a € Q s’il existe un opérateur linéaire borné T'(a) : X — Y tel que
F(a+h)—F(a) =T(a)h+W(a,h), VheX

avec
W (a, h)lly

=0.
Inlx—0  ||h|lx
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e L'opérateur T(a) est appelée la différentielle au sens de Fréchet de F' en a € ), qui
sera notée dF(a) ou F'. Par définition dF(a) € B(X,Y).

o [ est Fréchet différentiable sur S), si F' est Fréchet différentiable en tout point de 2 ;
dans ce cas Uapplication a — dF(a) est appelée la différentielle au sens de Fréchet

de F sur ) et est notée par dF ou F', donc dF : Q) — B(X,Y).

Remarque 1.8. 1. Si F est Fréchet différentiable au point a € §2, alors F' est continue

en a .

2. On remarque directement de la définition que si F' est Fréchet différentiable en a,

alors F est Gateauz différentiable en a.

3. Le cas inverse n’est pas toujours vrai, mais on a le théoreme suivant :

Théoréme 1.11. (/12]) Si F est Gateaux différentiable sur un voisinage U(a) d’un point
a €, et si DF est continue sur U(a), alors F' est Fréchet différentiable sur U(a) et on a
dF (x) = DF(z) pour tout x € U(a).

Définition 1.19. On dit que F est de classe C* sur Q (F € CY(Q,Y)) si F est différentiable
sur Q et F' € C°(Q, B(X,Y)).

Théoréme 1.12. ([12]) Si F est Gateaux différentiable sur Q et DF € C°(Q, B(X,Y))

alors F est de classe C' sur ).

1.4.2 Fonctionnelles différentiables

Définition 1.20. (/23]) Soient X un espace de Banach, Q un ouvert de X et J une fonc-
tionnelle définie de 2 dans R. On dit que J est Fréchet différentiable en a € ), s’il existe

T € X' telle que
J(a+v)—J(a)—Tv

lim
lof|—0 vl

=0.
Alors, pour une fonctionnelle J qui est différentiable on a
J(a+wv) = J(a) = Tv+ o([lv]),

quand ||v]| — 0 pour un certain T € X'. On note que si J est Fréchet différentiable en a,

alors elle est continue en a.
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Remarque 1.9. (/23]) Si J est Fréchet différentiable en a, alors il existe une unique fonc-
tionnelle T € X' qui satisfait la Définition 1.20.

Définition 1.21. Soit J : Q@ — R une fonctionnelle Fréchet différentiable en a. L’unique
élément de X' qui satisfait la Définition 1.20 est appelé la différentielle au sens de Fréchet

de J au point a, et il est noté par J'(a) ou dJ(a). On a alors
J(a+v) = J(a) = J(u)v+o(|v]), quand |[v|| — 0.
On introduit maintenant une notion de différentiabilité plus faible.

Définition 1.22. (/23]) Soient X un espace de Banach, 2 un ouvert de X et J une fonc-
tionnelle définie de ) dans R. On dit que J est Gateaux différentiable en a € €1, s’il existe

T € X' tel que
lim J(a+tv) — J(a)
t—0

=Tv, Yve X.

Si J est Gateaux différentiable en a, alors il existe une unique fonctionnelle T € X' qui
satisfait la Définition 1.22. Elle est appelée la différentielle au sens de Gdteauz de J au point

a, et elle est notée par Ji(a).

Remarque 1.10. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de
Gateauz. Si on veut prouver que J est C, il suffit donc de prouver qu’elle est Gateauz

différentiable, puis de vérifier que la différentielle Ji, est continue.

1.5 Reésultats de minimisation

1.5.1 Points extrémes

Définition 1.23. Soit J : X — R une fonctionnelle. Un point xo € X est appelé extrémum

de J s’il existe un voisinage U(xg) de o tel que : ou bien
J(z) < J(xg), VxeU(zxg), (Jestmaximal en xo)

ou bien

J(x) > J(xg), VaeU(xy), (Jestminimal en xy).
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Définition 1.24. (/23]) Soient X un espace de Banach et 2 un ouvert de X. On suppose
que la fonctionnelle J définie de () dans R est différentiable. Un point critique de J est un
point xo € Q tel que J'(xy) = 0. Comme J'(x9) € X', donc on a J'(xg)v =0 Yv € X.

— Si J'(x9) =0 et J(xg) = ¢, on dit que zo est un point critique au niveau c.

— L’équation J'(x¢) = 0 est dite ’équation d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle

J.

L’exemple le plus simple de point critique d’une fonctionnelle J € C'(Q, R) est le point

extrémal ; c’est-a-dire un point ot J atteint un minimum ou un maximum, local ou global.

Définition 1.25. Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X —] — 00, +00] est une
suite (z,), telle que

lim J(x,)=infJ.
X

n——+00
Théoréme 1.13. (/12]) Soit J une fonctionnelle définie sur un domaine Q@ C X et xo un
point intérieur de ). Supposons que J est Gateaux différentiable en xy. Alors, si xg est un

extrémum de J, il est donc un point critique de J.

Remarque 1.11. Si xy € 092, alors on n’a pas nécessairement Jj(zo) = 0.

1.5.2 Théoréme de Weierstrass généralisé

Théoréme 1.14. (/12]) Soit X un espace de Banach réflexif et Q un sous-ensemble de X
qui est borné et faiblement fermé .
St la fonctionnelle J est faiblement continue sur ), alors J est bornée supérieurement et

inférieurement sur . De plus J atteint son supremum et son infimum.

Démonstration. Nous allons démontrer tout d’abord que J est bornée inférieurement. Sup-

posons que ceci n’est pas vrai, alors il existe une suite (x,) C ) avec

lim J(z,) = —o0,
n—-4oo

comme ) est bornée, la suite (z,) est uniformément bornée, donc il existe (z,,) C (z,)

telle que x,, — xo; comme () est faiblement fermé, alors =y € 2. Puisque J est faiblement

continue, alors lim J(x,,) = J(zo).
k—+o00
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Mais ceci est impossible car kinjoo J(,,) = —oo; donc J est bornée inférieurement.

De la méme maniére, nous démontrons que J est bornée supérieurement.

Montrons maintenant que J atteint son infimum :

posons a = ;Ielsf) J(x), ceci veut dire que Vo € Q,J(x) > « et il existe une suite (z,,) C 2
telle que a = nli_>moo J(z,) ; comme précédemment, on peut trouver une sous-suite (z,, ) C €2
telle que x,,, — xg, xg € Q et kliﬁmoo J(zp,) = a.

Puisque J est faiblement continue, on obtient que kli_r}noo J(zn,) = J(x0) = o, donc J(xp) = «
et J(z) > a,Vx € Q.

Ceci montre que J atteint son infimum sur €2 ou point x.

De la méme maniére, on démontre que J atteint son supremum en un point zy € 2. O

1.5.3 Théorémes de minimisation

Théoréme 1.15. ([12]) Soit X un espace de Banach réflexif et Q un sous-ensemble dans X
borné et faiblement fermé.
Si la fonctionnelle J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i) sur Q, alors J est

bornée inférieurement et atteint son infimum.

Démonstration. Montrons que J est bornée inférieurement.

si ceci n’est pas vrai, alors il existe une suite (z,) C 2 avec dim J(x,) = —00, (z,) est
uniformément bornée, alors il existe une sous-suite (z,,) C (z,) telle que z,, — zo avec
xo € Q.

Comme J est (f:s.c.i), alors on a J(zg) < ilgﬂfg J(,,). Mais ceci est impossible puisque
J (2, ) — —oo; donc J est bornée inférieurement.

Maintenant montrons que J atteint son infimum :

soit a = ;gg J(x) et soit (z,) C Q telle que ninioo J(x,) = «, alors on a aussi que (z,)
admet une sous-suite (z,,) telle que x,, — xg, avec lim J(z,,) = a.

k—4o00

Du fait que J est (f.s.c.i), alors

J(x¢) < liminf J(z,, )= lim J(z,, )=

k—+00 k—>4-o00
Mais par la définition de « on doit avoir J(zy) > a; ceci montre que J(zg) = a.

Donc J atteint son infimum. ]

28



Préliminaires

Remarque 1.12. Si on pose J = —g dans le théoréme précédent, on voit qu’une fonction-

nelle qui est (f.s.c.s) est bornée supérieurement et atteint son supremum, .

Théoréme 1.16. (/20]) Soit X un espace de Banach réflexif et Q un sous-ensemble dans X
faiblement fermé. Si la fonctionnelle J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i)
sur §2, alors J atteint son infimum sur ) si et seulement si une suite minimisante de J est

bornée sur ).

Démonstration. Soit (z,) une suite minimisante de J. On suppose (z,) est bornée ; comme
X est réflexif, alors il existe une sous-suite (z,,) C (z,) qui converge faiblement vers .
Comme J est (f.s.c.i) donc :

J(z) < liminf J(z,,) = lim J(z,,)= i)n{f J,

k— 400 k— 400

on conclut que i&f J = J(z). O
Définition 1.26. Soit J: X — R U {+o00}. On dit que J coercive ssi :

J(u) = +o0.

l[ull x —+o0

Théoréme 1.17. ([/12], [20]) Soit X un espace de Banach réflexif et J est une fonctionnelle

définie sur X, telle que

1. lim  J(x) =400,

[Jufl x —+o00
2. J est (f.s.c.i),
alors J est bornée inférieurement sur X et atteint sa borne inférieure en un point xy € X.

De plus, si J est Gateaux différentiable en xo, alors Ji;(xo) = 0.

Démonstration. Supposons que J n’est pas bornée inférieurement, alors il existe une suite
(xn,) telle que ngrproo J(x,) = —o0.

D’aprés (1), la suite est uniformément bornée; donc (z,,) admet une sous-suite (x,,) telle
que T,, — xo avec kinjoo J(2p,) = —o0.

D’aprés (2), on a

J(z9) < liminf J(z,,) = lim J(z,,)= —o0,

k— 400 k—>400
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et ceci est impossible. Donc J est bornée inférieurement.

Montrons maintenant que J atteint son infimum :

soit a = inf J(x) et soit (z,) une suite minimisante de J, i.e, lim J(z,) = «; comme
zeX n—s—+0o

précédemment, (z,) admet une sous-suite (x,, ) telle que z,,, — zo € X et donc

J(zo) < liminf J(z,,) = lim J(z,,) =

k—s—+00 k—+oo

Comme J(zo) > « par définition de « alors J(zg) = a.
La derniére partie du théoréme est une conséquence du Théoréeme 1.13. O]
Corollaire 1.4. ([26]) Soient X un espace de Banach réflexif et J une fonctionnelle définie
sur X telle que

1. J est convexe,

2. J est coercive,

3. J est s.c.i ( pour la topologie forte).
Alors J atteint son infimum.

Théoréme 1.18. ([13]) Soit J € C*(X,R) conveze. Alors xg € X est un minimum de J si

et seulement si xy est un point critique de J.

1.5.4 Théoréme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert et H’ son dual. L'un des résultats les plus utilisés dans

I’analyse fonctionnelle linéaire est le théoréme de Lax Milgram

Définition 1.27. On dit qu’une forme bilinéaire a - H x H — R est

1. continue s’il existe une constante C' telle que

la(u, )| < Cllullallvllm Vu,ve H,

2. coercive sil existe une constante o > 0 telle que

a(u,u) > allul|f; Vv e H.
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Théoréme 1.19. (/16]) Soit a : H x H — R une forme bilinéaire, continue et coercive.

Alors pour tout ¢ € H', il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v), Yve€ H.
De plus, si a est symétrique, alors la fonctionnelle J : H — R définie par :
1
J(”) = ia(va U) - (gpa U)
atteint son mintmum en u.

Notons que :

o [lullz < Zllella

e L’application T}, : H — R, définie par

est une forme linéaire continue sur H et ||T,||z < C.

e [’opérateur solution S : H' — H, S¢ = u, est un opérateur linéaire et borné.

1.6 Théorie des points critiques

1.6.1 Condition de Palais-Smale

Définition 1.28. (/23] [26]) Soit X un espace de Banach et J : X — R une fonctionnelle
différentiable sur X. On dit qu’une suite (uy,), est de Palais-Smale pour la fonctionnelle J
St

1. (J(up))n est bornée dans R,

2. J'(u,) — 0 dans X'.
Définition 1.29. (/25/, [26]) Soit J : X — R une fonctionnelle de classe C*. On dit que
J wvérifie la condition de Palais-Smale (PS), si toute suite (u,) de X telle que

1. (J(up))n est bornée dans R,

2. J'(u,) — 0 dans X',
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contient une sous-suite (uy,, ), convergente.

Définition 1.30. Soit X un espace de Banach et J : X —> R une fonctionnelle différen-

tiable. On dit que J vérifie la condition de Palais-Smale au niveau ¢, (PS)., si toute suite

(u,) de X telle que
1. J(u,) — ¢ dans R;
2. J(u,) — 0 dans X',

contient une sous-suite (uy, ) convergente.

1.6.2 Principe variationnel d’Ekeland

Théoréme 1.20. [La forme forte du principe variationnel d’Ekeland] ([20], [43])

Soit (X,d) un espace métriqgue complet et p : X — R U {400} une fonctionnelle s.c.i,
bornée inférieurement et non identiquement égale & +oo (@ # +00).

Soit e > 0 et x € X vérifiant

p(z) < inf p(u) + .

Alors, pou tout X > 0, il existe y = y(e) € X tel que
— (a) o(y) < ¢(z),
— (b) d(z,y) < A et
— (0 »ly) <p(u) + 5d(u,y), Vue X, usy.

Démonstration. On considére la relation définie sur X par

u<vspu) <ev)— %d(u, v),

ol < définie un ordre partiel dans X qui dépend de A. La réflexivité et ’antisymétrie sont
évidentes. Pour la transitivité, on suppose que u < v et v < w. Comme d(u,w) < d(u,v) +
d(v,w), on en déduit que u < w.

Nous allons utiliser 'ordre <, pour définir une suite décroissante d’ensembles fermés tels que

l'interssection

Sn = {y} = {y(V)}.
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Les ensembles définis par

I, ={ue X;u=<v}

sont non vides (v € I,) et fermés car ¢ est s.c.i. En effet, soit (u,), C I, telle que u, — u

quand n — 4-00; alors

elug) + < d(u,v) < 9(v), Yk EN.

Par conséquent,

v

o(v) lim inf {gp(uk) + ;d(uk, v)}

k—4o00

lim inf @ (uy) + < d(u,v)

k—+o00 /\

o(u) + ; d(u,v).

On commence par z; = z (le z qui apparait dans les hypothéses du principe) et on pose

v

v

S1={ue X;u=<z}.

On prend 2, € 5 tel que
<infp+ =
plz2) < info+ o5
On définit
Sn={ue X;u=<z,}

et on choisit z,,1 € 5, qui satisfait
) €
P(zp41) < lgnfSO t o
Zni1 € Sy, implique que , z,.1 < z,, pour tout n, et on a
S1 2085 2.D08, D841 D ...

On peut montrer que le diamétre de S,, tend vers zéro.

En effet, pour v € S, 41, on a u < 2,41 et u € S,,. Donc,

. €
plu) + 1 d(u, zn1) < plens) < plu) + 507
Par conséquent,
A
d(u, 2p41) < on+1’
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ce qui signifie que

diam (S,11) < ;;

D’ou, diam (S,) — 0 quand n — +00.
Comme X est un espace métrique complet et (S,), est une suite décroissante d’ensembles

fermés dont le diam (S,,) — 0, on en déduit que leur intersection est un singleton,

nSn = {y}

Nous allons vérifier que le point y satisfait les propriétés (a), (b), et (c).
.Comme y € Sy, on a y < x. Alors la propriété (a) est vérifiée.

. Pour la propriété (b), on a

Ay a) < 2elr) — pl)
< i(gg)f(w(U)Jr&—w(y))
< A

. pour la propriété (c), si pour un certain v € X, nous avions u < y, alors nous aurions

u < z, pour tout n. Alors u € NS,, ce qui donne, u = y. O
n

Remarque 1.13. Quand X est un espace normé, la notion de dérivée a un sens. La propriété

(c) dans le principe d’ Ekeland implique que

€
/
e (W)llxr <
A
Ainsi, on a comme conséquence, le résultat utile suivant :

Théoréme 1.21. (/20], [43])
Soit X un espace de Banach et ¢ : X — R une fonctionnelle s.c.i, bornée inférieurement,

et Gateaux différentiable. Alors pour tout € > 0 et tout u € X vérifiant

p(u) < inf p(z) +e,

il existe un point v € X qui vérifie les relations suivantes :
— (d) »(v) < p(u),
— (V) llv—ull < Ve et
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— () ¢ @) < Ve

Démonstration. Les relations (a’) et (b') sont évidemment (a) et (b) dans le principe d’Eke-
land pour A = /¢, tandis que pour (), de la relation (c¢), nous avons , pour tout w € X et

pour t > 0,

o(v) — i(v + tw) < Vel

Par passage a la limite quand ¢ tend vers 0, nous aurons pour chaque w dans X,

—{¢'(v), w) < Vellwl.

Ce qui est aussi vrai pour —w, d’ou

(#(0),w)] < VElwl,

et donc

Le résultat suivant s’appelle la formulation faible du principe variationnel d’Ekeland.

Corollaire 1.5. Soit (X,d) un espace métrique complet et ¢ : X — R U {400} une
fonctionnelle s.c.i, bornée inférieurement, et non identiquement égale 4 +oo (@ % +00).
Alors,

pour tout € > 0 donné, il existe u. € X tel que

plue) < inf p(u) +¢,

et
o(ue) < o(u) + ed(us,u), Yu € X, u. # u.

Démonstration. Du fait qu’il existe toujours un certain point @ € X tel que

pli) < inf p(u) +e.

Alors d’aprés le Théoréme 1.20, il existe u. € X (en prenant A = 1) tel que

plue) < p(a) < inf p(u) + ¢
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et

o(u:) < p(u) + ed(us,u), Yu € X, u. # u.

]

Quand 'espace n’est pas réflexif, ou si la fonctionnelle est seulement semi-continue infé-
: ) , : o - . ) L
rieurement, en présence d’une certaine compacité, le principe variationnel d’Ekeland implique

la conséquence directe suivante :

Corollaire 1.6. (/26],[43]) Soit X un espace de Banach et ¢ € C'(H,R). On suppose que
la fonctionnelle @ est bornée inférieurement et vérifie la condition de Palais-Smale au niveau

c avec ¢ = inlf;[ o(u). Aors ¢ admet un point critique au niveau c.
uc

Remarque 1.14. En effet, ¢ atteint un minimum (voir [19, Corollaire 1.1.1]), et chaque
point de minimum local ug d’une fonctionnelle Gateauz différentiable ¢ est un point critique,

i.e., ¢'(up) = 0.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 1.5, il existe u,, € X, tel que
¢ < p(un) <+,

Vv e X o)+ llv—ual > o(un).

En écrivant

w(v) = e(uy) + (@' (uy),v — up) + o(v — uy,), on en déduit que
||90,(Un)HX/ — 0, quand n — 400,

c’est a dire que ¢'(u,) — 0, alors que ¢(u,) — ¢. Comme ¢ satisfait la condition de Palais-
Smale, il existe une sous-suite (uy,, ), et u € X, tels que u,, — u. Puisque ¢ € C'(X,R),

alors on a ¢(u) = c et ¢'(u) = 0. O

1.6.2.1 Théoréme du col de la montagne (Mountain pass theorem)

Théoréme 1.22. [Théoréme du col de la montagne (Mountain pass theorem)| ([23],/26])
Soit X un espace de Banach et ¢ € C'(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On
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SuUppose que

(17) il existe p>0 et >0 tels que p(u) > o pour toutu € X avec ||ul| = p;
(173) il existe uy dans X avec ||uy|| > p tel que p(uy) < o.
Alors o posséde une valeur critique ¢ > o, caractérisée par

¢ = inf max u),
veAue'y([O,U)SO( )

ol

A={yeC([0,1],X) :v(0) =0, v(1) = us}.

Démonstration. 11 est clair que ¢ < oo puisque ([0, 1]) est compacte, donc la borne su-
périeure de J sur chaque chemin est atteinte. Par ailleurs, pour tout chemin v € A, on a
v(0) = 0 et y(1) = uy, avec ||u1|| > p, et la fonction w définie sur [0, 1] & valeurs dans R par :
w(t) = ||v(t)|l, est continue et satisfait w(0) = 0 et w(1) = |Juy||. Donc, d’aprés le théoréme
des valeurs moyennes, on en déduit que pour tout 0 < p < ||u1]], il existe s € (0, 1) tel que

w(s) = p =|v(s)]|. Par conséquent, max o(u) > o, ce qui implique que ¢ > o.
uey ’

— t A
V] a mnax Iv@)l, ve€

(A, d) est un espace métrique complet ot d est une distance définie par

d(y1,72) = mmax [71(t) = v (t)ll, V71,72 € A

On considére la fonctionnelle

¢:A— R avec ¢(y) = mnax e(v(1)).

Comme la fonction
o:Ax[0,1] — R

est continue, alors ¢ est s.c.i.
De plus, ¢ = ir/{f ¢ > o, donc ¢ est bornée inférieurement. En appliquant le théoréme d’Eke-

land (voir Corollaire 1.5), pour chaque € > 0 on obtient 'existence de 7. € A telle que

o(7e) < cHe, (1.6.1)
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() = o(v:) —elly —:lla, Vy €A (1.6.2)
On définit

I ={tel0,1]: p(:(t)) = max ©(7:(s))}-

D’apreés (1.6.1) et (1.6.2), on peut en déduire qu’il existe au moins . € I. tel que ||¢'(1:(t:))]] <
€.
Pour conclure, il suffit de prendre la suite de Palais-Smale u,, = v1 (t1), et le résultat vient

n n

en appliquant la condition de Palais-Smale au niveau c. O]

1.7 Quelques théorémes de points fixes

Soit T est une application d’un ensemble X dans lui-méme. On appelle point fixe de T" tout
élément u de X tel que T'(u) = u. De nombreux problémes, peuvent étre (re)formulés sous
forme de probleéemes d’existence de points fixes. On rappelle d’abord un résultat élémentaire

qui est le théoréme du point fixe de Picard pour une contraction.

Théoréme 1.23. [18/

Soit (X,d) un espace métrique complet, T : X — X wune contraction, i.e., il existe une
constante k < 1 telle que, Vu,v € X, d(T(u),T(v) < kd(u,v).

Alors T admet un point fize unique ug = T (ug). De plus, pour tout u € X, la suite des itérées

(T™(u)) converge vers ug quand m — 0.
Par la suite on aura besoin du théoréeme suivant :

Théoréme 1.24. [Théoreme de Browder] [30]
Soit H un espace de Hilbert et C' un sous-ensemble non vide borné, fermé, convexe de H.

Alors, toute application non expansive T : C' —> C' admet un point fixe dans C.

Les théorémes de points fixes de Schauder sont un outil important pour prouver 'existence

de points fixes pour certains opérateurs. Nous allons citer quelques versions.

Théoréme 1.25. [Schauder] [18]
Soit X un espace vectoriel normé, C' un convexe non vide et compact de X etT une appli-

cation continue de C' dans C. Alors T admet un point fixe.

38



Préliminaires

Théoréme 1.26. [ Schauder | [18]
Soit X un espace de Banach, C' un convexe fermé et non vide de X et T une application

continue de C' dans C telle que T(C) soit relativement compact. Alors T admet un point

fize.

Théoréme 1.27. [Schauder]| [38]
Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach X et T :

C — C une application compacte. Alors T admet au moins un point fixe.

Théoréme 1.28. | de Type Leray-Schauder] (p 46; Thm 3.5)[10]
Soit U un ouvert borné d’un espace de Hilbert H, 0 € U et T : U — H une application non

expansive. On suppose que
AT'(u) # u pour tout v € OU et X € [0,1].

Alors T admet au moins un point fize dans U.

Théoréme 1.29. [Alternative non linéaire de Leray-Schauder] [38]

Soit  un ouvert, borné d’un espace de Banach X etT : Q0 — X wune application compacte.
Alors on a lalternative suivante :

(¢) T admet un point fize dans <2,

(i1) il existe uw € O, il existe A € [0,1] : u = AT(u).

Théoréme 1.30. [Théoréme du point fize de Schauder-Tychonoff] [29]
Soit Q0 un sous-ensemble non wvide, fermé et convere d’un espace de Hausdorff localement

conveze X. Supposons que l'opérateur T : Q@ — Q est continu et T(Q2) est compact dans S).

Alors T admet un point fixe dans €.
On rappelle aussi deux autres théorémes de points fixes.

Théoréme 1.31. [Théoréme du point fize de Schaefer] [38]

Soit X un espace de Banach et T : X — X un opérateur complétement continu. On a alors
Ualternative suivante :

(1) ’équation uw =T (u) admet une solution,

(17) lensemble S = {u € X, u= AT(u), A € (0,1)} est non borné.
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Définition 1.31. [13/

Un cone C dans un espace de Banach X est un sous ensemble fermé, convexe de X tel que

C # {0}, \C C C pour tout N € Rt et CN(—C) = {0}.

Théoréme 1.32. [Théoréme de Krasnosel’skii] [22]

Soit X un espace de Banach, C C X un cone; on suppose que T : C —> C est une application
complétement continue telle que pour certains r et R avec 0 < r < R, ['une des conditions
sutvantes est satisfaite :

() [[Tull < flull pour |Jull = r et | Tull = |lull pour [Jul| = R,

() [[Tull = [lull pour |lull = r et |[Tul] < [lu] pour [ju]| = R.

Alors, T admet un point fize ug avec r < ||ugl| < R.
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CHAPITRE

RESULTATS PRINCIPAUX

2.1 Existence de solutions pour un probléme aux limites
elliptique sur les espaces de Hilbert via un théoréme
de minimisation global [33]

Le but de cette section est de donner un nouveau théoréme de minimisation, pour les
opérateurs potentiels non expansifs sur les espaces de Hilbert. Ce théoréme nous a permis de
donner un nouveau résultat similaire a celui de Hofer dans [17], mais avec des hypothéses plus
faibles. Ce résultat est confirmé par un exemple. Le lien entre le point fixe d’'un opérateur
potentiel et le minimum global d’une certaine fonctionnelle d’énergie a été établi dans [4].
Les théorémes de minimisation dans [7, 17] sont basés sur la condition de compacité de
Palais-Smale, qui est une condition forte et dont la vérification n’est pas toujours évidente.

En utilisant les théorémes du point fixe, nous allons démontrer dans cette section , que
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pour les opérateurs potentiels non expansifs sur les espaces de Hilbert, on peut avoir les
mémes résultats de |7, 17| en remplagant la condition de Palais-Smale par des hypotheéses
plus faibles liées a la différentielle de la fonctionnelle & minimiser. Pour atteindre ce but, nous
allons donner un théoréme de minimisation dont la démonstration est basée sur le théoréme
du point fixe de Browder et une proposition de Ricceri dans [4].

Soit (H, (.,.)) un espace Hilbert. Un opérateur 7' : H — H est dit opérateur potentiel
(opérateur gradient), s’il existe une fonctionnelle Gateaux différentiable ¢ : H — R telle

que Gradp(u) = T(u), pour tout u € H, i.e.,

p(u+th) — o(u)

11_{% ; = (T(u),h) Vu,h e H.
On note par (.,.) le produit scalaire dans H et ||.|| = /(.,.) la norme.

Définition 2.1. Soit (X,d) un espace métrique et U C X.

L’application T : U — X est dite non expanzive si
d(T(u),T(v)) < d(u,v), Yu,v € X.

Définition 2.2. Soit X un espace vectoriel normé et soit ||.||x sa norme.

L’application T : X — X est dite non expansive si
1T (u) —TW)|x < |lu—v|x, Yu,veX.

Définition 2.3. Soit X un espace de Banach et X' son dual topologique.

Lopérateur T : X — X' est dit monotone si
Vu,v € X, (T'(u) — T(v),u —v) > 0.

Proposition 2.1. [1//
Soit X un espace de Banach et X' son dual topologique,
¢ : X — R une fonctionnelle Gateaux différentiable et ¢’ : X — X'.

On a les équivalences suitvantes
1. ¢ convexe <= ¢’ est monotone.

2. 51 ¢ est conveze, on a

¢ admet un minimum global en w si et seulement si ¢'(u) = 0.
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Démonstration. On suppose que @ est convexe et on démontre que ¢’ est monotone.

Pour t € (0, 1), I'inégalité de convexité s’écrit :
o (tu+ (1 —t)v) <tp(u) + (1 —t)e(v), u,veX,
que 'on peut écrire :
p (v +tu—v) <pv)+t(p(u) —p)), wvelX,
d’on

p (v +tu—v)) = pv)
t

en faisant tendre ¢ vers zéro, on a :
(¢'(v),u—v) <pu) —p(v), wveX,
de la méme maniére on trouve
(@' (u), v —u) < p(v) —p(u), wvelX,
en additionnant les deux inégalités, on trouve :
(@' (u) —¢'(v),u—v) >0, uveX.

Maintenant, on suppose que ¢’ est monotone et on démontre que ¢ est convexe.

Pour ¢ € [0, 1], soit J(t) := ¢ (tu+ (1 —t)v) = p (v +t(u —v)), wu,v € X. Donc
Jt)={( (v+tlu—v)),u—v), uvelX.
Comme J' est croissante, on a J'(st) < J'(s) pour 0 < ¢, s < 1. Par conséquence on a

J(t) — J(0) = /Ot T'(0)do = t/ol T(ts)ds < t (J(1) — J(0))

par suite on a

J(t) <tJ(1) = (1 —1)J(0),

ce qui signifie que

o (tu+ (1 —t)v) <tp(u)+ (1 —1t)pv), uvelX.
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Maintenant, on démontre (2). On sait par le Théoréme 1.13 que si u est un minimum de ¢

alors, u est un point critique. D’autre part, de la convexité de ¢ on a

(@' (u),v —u) <o) —p(u), YveX,

par suite, si ¢'(u) =0 on a

o(u) < ), YoveX.

Proposition 2.2. [//
Soit H un espace de Hilbert et (.,.) le produit scalaire sur H,
T : H— H un opérateur potentiel non expansif, et p : H — R une fonctionnelle telle que

¢ =1—="T. Alors le minimum global de ¢ coincide avec le point fize de T.

Démonstration. Soit ug un point fixe de T. Alors Tug = ug et donc ¢'(ug) = 0.

D’autre part, comme 7' est non expansif, alors pour tous u,v € H,
1T (u) = T()l[a < llu—vlln,
et on a alors

(P (u) —¢'(v),u—v) = (u—Tu—v+Tv,u—"v)

= (u—v,u—v)— (Tu—Tv,u—v)

v

lu =l = 1T (w) = T(@) | ullu = vllm

> 0.

D’ou ¢’ est monotone, et par suite  est convexe.
La convexité de ¢ associée a ¢'(ug) = 0, nous donne d’aprés la Proposition 2.1 que wug est

un minimum global pour . O]

Théoréme 2.1. [Théoréme des valeurs moyennes pour les opérateurs| [12]

Soient X etY deux espaces de Banach et T : A C X — Y un opérateur Gateauz différen-
tiable sur A. Pour toute paire d’éléments a et b avec ta+b(1—t) € A et t €[0,1], il existe
7€ (0,1) tel que :

IT(a) =TO)lly <[[DT(ra+ (1 =7)b)]I|b — allx.
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On rappelle le critére de compacité de Palais-Smale [26]. Soit ¢ € C'(H,R). Si toute
suite (up), d’éléments dans H pour laquelle (¢(u,,)), est bornée dans R et ¢'(u,) — 0,
quand n — 400 dans H’ posséde une sous suite qui converge, alors on dit que ¢ satisfait

la condition de Palais-Smale (PS).

Proposition 2.3. [7, 17]. Soit H un espace de Hilbert et ¢ € C'(H,R) satisfaisant la
condition de Palais-Smale. Soit C un sous-ensemble fermé et convexe de H. On suppose que
T =1 — ¢ envoie C dans C et que ¢ est bornée inférieurement dans C. Alors, il existe

ug € C tel que  ¢'(up) =0, et irclfgo = ¢(ug).

Démonstration. Par le principe variationnel d’Ekeland, on a : étant donné ¢ > 0, il existe

ue € C tel que p(u.) < irc1fg0 +eet
(1) plue) <o) +ellu—ul, YueC.

En prenant u = (1 — t)u. + tTu. avec 0 < t < 1, et en utilisant la formule de Taylor, on

trouve a partir de (1)
tl' (ue) 1* < et (ue) || + oft),

en faisant tendre ¢ vers zéro, on trouve

Il (ue) | < e.

Par la condition de Palais-Smale, on en déduit qu’il existe ug € C' tel que u. — ug, quand

e — 0. Comme ¢ et ¢’ sont continues, on obtient le résultat voulu. O]

Dans [7], les auteurs ont considéré le probléme

= S Dy(ag(@)Di(w) + cl@)u = flz,u), wE D,
b=l (2.1.1)
u(x) =0, z€0Q,

ol  est un sous-ensemble borné de RY, a;; € L®(Q), ¢ € L%, c(x) >0,

f:Q xR — R une fonction de Carathéodory telle que :

() [f(2,8)| < cfs]” + d(),
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2N
avec ¢ une constante positive et o = % et d € LN+2 si N > 3, ou bien d € L? et
l<po<oosi N=2.

Le probléme de Dirichlet associé est

alu,v] = Jo f(z,u)vdz, Vv € H(Q)

(P)
u € Hy(Q)

N
avec, alu,v] :/ > a;j(z)DiuDjv + c(z)uvdz.
Q.

1,j=1
Par une sous-solution et sur-solution de (P), on désigne respectivement w et W dans H} (1)

qui vérifient,
afw,v] < / fz,w)vde, et alW,v] > / f(z, Wvdz, Yo € Hy(Q),v > 0.
Q Q
Soit ¢ : H}(Q) — R une fonctionnelle définie par

o(u) = ;a[u,u] - /QF(x,u)dx, avec F(z,s) = /Os f(z, €)de. (2.1.2)

Théoréme 2.2. [Théoréeme 6 dans [7] |

On impose a f des conditions qui garantissent que @ définie dans (2.1.2) satisfait la condition
de Palais-Smale. On suppose aussi que la sous-solution w et la sur-solution W du Probléme
(P) existent dans H(QY) et que w < W. On suppose que pour chaque x € Q fixé, f(z,s)
est une fonction croissante en s avec w(zx) < s < W(zx).

Alors il existe ug € Hg(Q) tel que :

up € [w, W], o(ug) = inf ¢ et @' (ug) =0,

w, W)
ou [w, W|={tw+ (1-t)W, tel0,1]}.

Par conséquent, uy est solution du Probleme (P).

Dans la démonstration de ce théoréme on aura besoin du principe du maximum dont on

rappelle une version. considérons le probléme suivant :

—Au=f xel,
u(z) =0, z €,

(2.1.3)

ot  est un ouvert borné de RN, N > 1 et f € L?(9Q).
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Théoréme 2.3. [Principe du mazimum)| [15] Si f > 0 presque partout dans ), alors u > 0

presque partout dans €2.

Le principe du maximum ne fait que traduire une propriété parfaitement naturelle de
point de vue physique : par exemple dans le contexte de I’équation stationnaire de la chaleur,
si on chauffe (f > 0), la température intérieure est toujours plus grande que la température
au bord (u > 0).

Pour démontrer le Théoréme 2.3 on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Si u € H}(Q), alors ut = max(u,0) appartient a H}(Q) et Vu™ = 1,50Vu
presque partout dans Q, ot 1,~0(x) vaut 1 la ot u(z) > 0 et 0 ailleurs.
En utilisant la formulation variationnelle du Probleme 2.1.3 avec v =u~ = —min(u,0) qui

appartient a HY(Q) en vertu du Lemme 2.1 (car u=u" —u~), on a
/ fu dr = / VuVu™ dx = / ly<coVuVudr = —/ |Vu™ > dz < 0. (2.1.4)
Q Q Q Q

Mais u= > 0 et f > 0 presque partout dans ). Par conséquent, tous les termes de (2.1.4)
sont nuls, et comme u~ € H} () on en déduit que u~ = 0, et par suite u > 0 presque partout

dans ().

Maintenant on démontre le Théoréme 2.2.

Démonstration. 1l est facile de voir que C' = [w, W] est fermé et convexe. D’autre part, par
le principe de maximum on a (I — ¢’) envoie C' dans lui méme. De plus, par la condition de
croissance (x) imposée sur f, on voit que ¢ est bornée inférieurement. Comme ¢ vérifie la
condition de Palais-Smale, on en déduit de la Proposition 2.3, ’éxistence de ug dans C' qui
vérifie

—_— M / —
p(uo) = Jof pet @ (ug) = 0.

2.1.1 Reésultat principal|33]

Soit H un espace de Hilbert et (.,.) le produit scalaire sur H. Soient I et I’ les opérateurs

définis par I'H—H ur—Iu):H—R v+ I(u)v=(u,v)
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I':H — L(H, H)
u—I'(u): H— H'
vi— I'(u)v: H— R
wr— (I'(u).v).w = (w,v).
Théoréme 2.4. [33] Soit ¢ : H — R une fonctionnelle telle que
1. ¢ est deux fois Gdteauz différentiable sur H.
2. (I' =" (w)|| <1, VueH.

3. (I —¢)(C)cCC pour un certain sous-ensemble non vide C' de H, conveze, fermé

et borné.

Alors, ¢ possede un minimum global sur H, i.e., il existe ug € C' tel que
p(uo) = nf o.

En particulier, ¢'(ug) = 0.
Démonstration. On cherche & montrer que les conditions du théoréme de Browder sont
satisfaites. Comme ¢ est deux fois Gateaux différentiable, alors ¢ et ¢” existent.
Soit, T:H—H avec T=1-¢.
On remarque que T est un opérateur potentiel.

En effet, soit
p: H— R telle que ' =1.

On a alors, pour tout u € H, T(u) = (¢ — ¢)'(u).
Pour montrer que T' est non expansif, on utilise le théoréme des valeurs moyennes (voir [12]

p. 122 ). Pour tous wu,v € H, il existe 15 € (0, 1) tel que

I Tu—To|| < ||DT(rou+ (1 —m0)v).(u—v)l,
< |IDT(rou + (1 — 70)v)|[[lu — v,

1" = ") (rou+ (1 = 70)v) [lu = v,
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ici, DT est la différentielle de T. En utilisant I’hypothése (2) on a
|Tu —To|| < ||lu—2|, Yu,veH.

Donc T est un opérateur non expansif.
Par le Théoréme 1.24, 'opérateur T' admet un point fixe dans C, et par la Proposition 2.2,

ce point fixe est un minimum global de ¢ dans H. O

Maintenant, on peut prouver un résultat analogue au théoréme précédent.

Théoréme 2.5. [33] Soit ¢ : H — R une fonctionnelle vérifiant les hypothéses (1) et (2)

du Théoreme 2.4. On suppose aussi qu’il existe un ouvert borné U de H avec 0 € U et

~1
¢ (u) # u \Yu € dU, YA€ 0,1].

Alors, ¢ admet un minimum global dans U, i.e., il existe ug € U tel que

p(uo) = inf .
En particulier, ¢'(up) = 0.

Démonstration. Le résultat vient immédiatement du Théoréme 1.28, puisque les hypothéses

imposées garantissent que \(I — ¢')(u) # u pour tout u € U et A € [0, 1]. O

2.1.2 Application
On considére le probléme

—Au = f(x,u), z €,
u(z) =0, z €I,

(2.1.5)

ou  est un domaine borné de RV, N > 1,et f, f/: Q2 x R — R sont des fonctions de
Carathéodory ou f’ est la dérivée de f par rapport a la deuxiéme variable. On suppose aussi

que

[z, 9)] Sals|™ +di, et [f(z,9)] < cals|” + dy, (2.1.6)
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ol ¢q, Cy, dy et do, sont des constantes positives, et 0 < 01,09 < % sSiN>3 (0< 0,00 <
ocosi N =1,2).

Une solution faible du Probléme (2.1.5) est une solution du probléme

Jo Vu.Vvdx — [, f(z,u).vdz =0, Yve Hy(Q),

(2.1.7)
u e H}(Q).

La norme sur lespace Hj(Q2) est notée par ||||. Soient w, W € H}(Q) respectivement la
sous-solution et la sur-solution du Probléme (2.1.7) et soit A\; la premiére valeur propre du

probléme linéaire de Dirichlet :

—Au(z) = Mu(z), z€Q,

u(z) =0, =€ (2.1.8)

On rappelle qu'une valeur réelle A est dite valeur propre du Probléme (2.1.8), s’il existe
une fonction u € HJ(Q) telle que, u # 0, et (w,v)gp = AMu,v)2, Vo € H(©2). Comme
u # 0 on peut immédiatement conclure que A > 0, puisque si on prend v = u on obtient
lul|* = Al|ul|22. On désigne par A; la premiére valeur propre du Probléme (2.1.8), le théoréme

suivant assure ’existence de \; et donne sa caractérisation.

Théoréme 2.6. [2/] Le Probléme (2.1.8) admet une suite de valeurs propres (Ap)n>1, €t une
suite de fonctions propres (uy)n>1, normale dans L*(Q) (|lun|lzz = 1, Vn), et sa premiere

valeur propre vérifie
[[u?
weHH(Q),u0 ||ul|2,
2.0< A <A< 3< <A< A1 < ...

1.\ =

Démonstration. On pose
A1 = inf {HuH2 cu € Hy(Q), |lullz: = 1} ,
et soit (u,), une suite telle que
U, € Hy(Q), [[tn]lz2 = 1, et ||u,||* = A\ quand n — +o0.

La suite (u,,), est bornée dans l'espace réflexif H}(Q), donc il existe u et une sous suite notée

aussi (uy), telles que u,, — u dans H}(Q), quand n — +oo. Par ailleurs, par I'injection
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compacte de H} () dans L*(Q2), on a u,, — u dans L*(Q), quand n — +o0o. Par la continuité
de la norme, on en déduit que ||u||zz = 1. D’autre part, par la définition de A;, et la semi

continuité inférieure faible de la norme, on a

Bl
A1 < 1% = [ull < liminf Ju, || <l flug||* = A,
d’ott \; = ||ul|?, ce qui signifie que 'infimum est atteint. Maintenant, on montre que \; est

une valeur propre du Probléme (2.1.8). Soit u # 0 la fonction ou I'infimum est atteint, et

soit v dans H}(2). On consideére la fonction g définie au voisinage de zéro par

|u + tvl]?
t) = ——5—.
9(t) |u + tv||3.

Comme u # 0, alors g est bien définie et elle atteint son minimum en zéro, d’ou ¢’'(0) = 0.

Par un calcul simple de la dérivée par rapport a ¢, on trouve

[(u, v) gy — Mi(u, U)LQ} =0.

Il reste & montrer que \; est la plus petite valeur propre. Si A est une autre valeur propre de
Probleéme 2.1.8, alors il existe une fonction p € H}(Q) telle que (¢, v)g = A, v)r2, Yo €
H}(Q), et ||¢]lzz = 1. Si on prend v = ¢, on a ||¢]|> = A. Vue la définition de A\;, on peut
déduire que \; < A O

Quand 2 est borné, on rappelle le résultat important suivant (voir [23], [24])
1 1
Jul[r2 < WHUHNU € Hy ().
Théoréme 2.7. On suppose que

) Salsl? +di, et |f(es)| < eals| + do,

c1,Co,dy et do, sont des constantes positives, et 0 < o1,09 < % siN >3 (0<o01,00 <

oo si N =1,2) et que
1. pour chaque x € §Q, fixé, f(x,y) est croissante en y avec w(z) <y < W(z),
2. 1f(x,s)| < M\, Vo € Q, Vs € R.

Alors, il existe ug € HL(Q) qui est une solution faible du Probleme (2.1.5) et ug € [w, W1.
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Pour la démonstration du théoréme 2.7, on aura besoin des résultats suivants :

Proposition 2.4. [9/, [25]
Soit Q0 un ouvert borné de RV, N > 1 et f : QO x R — R une fonction de Carathéodory
satisfaisant

|f(z,s)| < ci]s|™ +dy, Vo €Q, s €R,

ou c¢q,d; sont des constantes positives, et 0 < o1 < % siN>3(0<o0;<o0siN=1,2).

Soit F: QxR — R définie par F(x,u)= [y f(x,s)ds.
Alors, la fonctionnelle

w: H} () — R
1
wr— p(w) = Sl = | Fla,u)de,
Q
est bien définie, différentiable au sens de Fréchet et on a

o' (u).v = (u,v) — /Q f(z,u)vdz, Vv € Hi(S).

1
Démonstration. On pose p(u) = K(u) — J(u) ot K(u) = §||u||2 et J(u) = [ F(z,u)dx. 11
est clair que, K est bien définie et est Fréchet différentiable, avec K'(u).v = (u, v). J est

bien définie. La condition de croissance imposée sur f permet de déduire que

F(z,u) = /Ou f(z,s)ds,

< /cl|s|‘”ds+/ dy ds,
0 0
< 01641— 1sign(u)u01+1 + dyu,
(&1
F < ——Ju| T+ d
Pl < S+ dil,
/]F(x,u)|dx < a /|u|‘”+1dac+d1/ lu| dz < oo.
Q o1+ 1Ja Q

Maintenant, on démontre que J es Fréchet différentiable. En utilisant le théoréme des valeurs

moyennes et la continuité de f par rapport a la deuxiéme variable, on peut montrer que

lim 1(F(sc, u(z) + to(z)) — F(z,u(x))) = f(z,u(z)).v(z).

t—0 ¢

En utilisant la condition de croissance imposée sur f, et les inégalités de Holder et de Min-

kowski, on peut voir que

1(F(:B,u(:v) + tv(z)) — F(z,u(z))) < g(x), avec g € L'(Q).
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Par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue on trouve

"(u).v = /Qf(ac,u(x))v(x) dr.

Si J' est continue en chaque u € Hj(Q), alors elle est Fréchet différentiable. Dans le cas ou
N >3 onal <o +1< 2%, et H}(Q) s'injecte de maniére compacte dans L7 T(Q).
D’autre part, la condition de croissance imposée sur f permet de déduire que I'opérateur de
Nemytskii associ¢ a f est continu de L7+ (Q) vers L%(Q) Maintenant, Soit (u,), une
suite dans H}(Q) telle que nEIEOO u, = ug dans H}(Q), donc u, — ug dans HJ(Q2) quand
n — 400, et par l'injection compacte on a u, — uy dans L°1(Q) quand n — +oc. De

plus, la continuité de I'opérateur de Nemytskii nous donne, || Nju, — Nyugl|, o1t1 — 0 quand
o1

n — +o0o. On peut voir que J'(u,) — J'(ug) dans (H(2))" quand n — +o0. En effet,
1T (un) = J (o)l oy = sup [{J(un) = J (uo), v},

[vl<1
— [, m(w))i\vm\ da,

IN
)
=
T
:J\
—
8
g
S

[oll<1
L

< swp ([ |Feun@) ~ fu@)|* dn) ([ o)

HUH<1
< sup [|Nyu, = Nyuol| o [[v]| porer,

[[oll<1 7
< 7 sup [[Nyun = Nyuol|porsi [[o]],

[oll<1 71
< n||Nyu, — Nyugl| or1 — 0, quand n — +oo0.
o1

Pour le cas N = 2, on procéde de la méme maniére en utilisant I'injection compacte de H} ()
dans L7'72(Q), et la continuité de 'opérateur de Nemytskii de L7172(Q) dans L (Q). Dans
le cas ou N = 1, I'injection de I'espace H}(f2) dans C(Q) est compacte. Si on suppose que
ngrfoo u, = up dans H}(Q), on a aussi u, — wuy dans HJ(Q2) quand n — +oo, et par

I'injection compacte on a u,, — ug dans C(Q2). Comme Popérateur N; est continu sur C'(£),

on a || Ny(un) — Ny(uo)llo@ — 0. Par ailleurs,

1" (un) = I (wo) |3y = |\ilul£1 [(J' (un) — J(uo), v)],
< s | ) - f(x,uou)))\v(x)\dx,

<IN ) = Ny(uo)lleggy swp [ [o(a

||v||<1
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17" (un) = J(wo)llmpyy < [INf(un) — Ne(uo)ll e sup [oll o €2,
< Q[N (un) = Ny (uo)ll oo HSInglHUH,
< 0|[Ny(un) — Ny(uo)ll o — 0, quand n — +oo0.
m
Si f’ est la dérivée de f par rapport & la deuxiéme variable et satisfait
|f/<33', 8)‘ < 02‘8‘02 + d27 V€ st € Ra
oll ¢, dy sont des constantes positives, et 0 < g9 < % sSiN>3 (0<oy<o0si N=1,2),

alors, d’apreés la Proposition 2.4, la fonctionnelle ¢’ est Fréchet différentiable. En suivant les

régles du calcul dans [1], on trouve
(@"(u).v).w = /QVU.VCU — /Qf’(x,u).v.wdaj, Vo,w € Hy(9Q).
En effet,

J" (u)(v,w) = jt (ij(u +tv + ws)>

)
t=s=0

avec,

J(u+tv+ sw) = /Q F(z,u(z) + tv(z) + sw(z)) dx.

D’apres la Proposition 2.4, on a

CZSJ(U +tv + sw) = /Q f(z,u(z) + tv(z) + sw(z))w(zx) d,

et encore par la méme proposition, on a

(Gt sw) = [ () + (o) + swla)u(a)a) d,

donc

d (d
pr (dSJ(u +tv + ws))

De la méme maniére on trouve

:Af’(x,u(x))w(x)v(x) d.

t=s=0

= (w, v).
t=s=0

d (d
Rall (el e
o (ds (u—i—tv—l—ws))

Maintenant, on démontre le Théoréme 2.7.

(2.1.9)
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Démonstration. On considére le probléme
Jo Vu.Vudr — [ f(z,u)vdz =0, Vv € HJ(Q),
u € Hy(Q).

Comme on peut le voir immédiatement, une solution faible du Probléme (2.1.5) est un point
critique de la fonctionnelle ¢ définie dans la Proposition 2.4. Pour montrer que le Probléme
(2.1.7) a une solution, on montre que ¢ satisfait les hypothéses du Théoréme 2.4.

On commence par montrer que
I(I" = ") (W) < 1,Vu € Hy(9).

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on a

I =)Wl = sup |(I'=¢")(u)vwl,

[0l <L flwl[<1

N d
l<Li<1 | / (2, u)v(2)w()dz|

< L1 @ w)lfo@) o) da

Hv\<1 IIWH<1

< A sup /|v<x>uw<x>|dx
loll<1,||lw||<1 €2
1
< A ([ 1eyan)” ([ fotpar)’
||v||<1 Hw||<1 Q
< N s ol el
[lv]|<L,]|w]I <1
1 1
< s (lol) - (Slel)
o<1 jwl<t \ VA1 A
= swp o]l ]
llv]| <1,||w]| <1
< 1.

Soit C' = [w, W] ={u € H}Q) : w(z) < u(zx) < W(x), Vo € Q}.

(i) C est un sous ensemble fermé.

En effet, soit (u,) C C une suite qui converge vers u dans Hj(2) quand n — +oo, donc
u, — u dans L*(Q) quand n — +oo. Alors, il existe une sous-suite (u,,) telle que
Up, () — u(x) p.p.x € Q. Comme (u,) C C pour tout n, on a w(x) < uy,, (r) < W(x);

par passage a la limite quand k& — +o0, on trouve w(x) < u(x) < W(z), i.e., u € C.
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(i)  C est un convexe de Hj(€2).

En effet, soient u et v dans C' et ¢ € [0, 1]. I est facile de vérifier que
w(z) < tu(x) + (1 —t)v(x) < W(z).

(17i) C est borné.
Par définition de C' on a si u € C = [w, W], il existe t € [0, 1] tel que

u=tw+ (1—-t)W,

donc,

[ull = [[tw + (1 =)W < [lw]] + [[W]].

(iv) Maintenant, on montre que (I — ¢')(C) C C.
Soit u € C, on a w(zr) < u(x) < W(z),z € Q. Comme f est croissante par rapport a sa

deuxiéme variable y pour w(z) <y < W(z), on a alors
Fo,w(@) < Fla,u(@) < fla, W ().

Soit v € H}(2) et v > 0, on a

/Qf(x,w(x))vdx < /Qf(x, u(z))vdr < /Qf(x, W (z))vdz.
Comme w et W sont respectivement la sous et la sur-solution du Probléme (2.1.7), on a

/QVwVde < /Qf(x, w(x))vdr < /Qf(x,u(:p))vdx < /Qf(x, W (z))vdr < /QVWVvdm.

En d’autres termes,

(w,v) < ((I —¢')(u),v) < (W,v), Yo € H}Q), et v>0.
Par le principe du maximum on en déduit que

w < (I =¢)(u) <W, sur Q.
Donc, pour tout x dans €2 on a
w(z) < (I ¢)(w)(z) < W(z),

ce qui signifie que (I — ¢')(u) € C. Alors, (I — ¢')(C) C C. L'existence de la solution faible
du Probléme (2.1.5) vient du Theorem 2.4. O
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Exemple 2.2. On considere le probleme aux limites

() =" (ln(exp(u(:c)) +10) - ;) L re(—1,1),

u(—1) = u(+1) =0.

(2.2.1)

Q=[-1,1], f:OQxR—R avec:

N

Flou) = (ln(exp(u) +10) — ;) |

% exp(u)

! =—— >0,V R
flw,u) 4exp(u)+10> THER

2
n
]f’(x,u)] < Z = >\1'

Il est facile de voir que w et W qui sont définies sur Q par w(z) = 0 et W(z) =

’/T2

— (|=] = |z|*) sont respectivement une sous-solution et une sur-solution du Probléeme (2.2.1).

4
f(2,0) = g(an - ;) >0 =—w'(2),
flo W) =T (ln(exp(W(w)) +10) — 1) <™ .

Donc toutes les hypotheses du Théoréeme 2.7 sont satisfaites.
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2.3  Sur un nouveau théoréme de point fixe sur les es-
paces de Hilbert via le lemme du col et application
aux problémes aux limites elliptiques [34]

Dans cette section, en se basant sur un théoréme de point critique, nous allons donner un
nouveau théoréme d’existence de point fixe sur les espaces de Hilbert, pour des opérateurs
potentiels vérifiant certaines conditions. Le résultat trouvé sera appliqué a I’étude d’éxistence
de solutions pour un probléme aux limites.

Soit X un espace de Banach. Un opérateur T': X — X’ est dit opérateur potentiel sur
un sous ensemble ) C X, s’il existe une fonctionnelle Gateaux différentiable ¢ : @ — R
telle que Vp(u) = T'(u), pour tout u € Q ([12]). En d’autres termes

Ll th) — ()
t—0 t

= (T(u),h)y x YueQheX.

Ici (., .)xs x référe au crochet de dualité entre X et son dual topologique X’. Pour un opé-
rateur potentiel donné, on suppose toujours que ¢(0) = 0. Les opérateurs potentiels appa-
raissent en physique dans de nombreux phénomeénes d’équilibre qui proviennent de la méca-
nique quantique, telle que le potentiel d’un opérateur Hamiltonien dans I’équation de Schro-
dinger. En effet, en mécanique quantique, dans la représentation de Schrédinger, 1’évolution
dans le temps d’un systéme quantique est caractérisée (au niveau infiniment petit) par 'opé-

_d A
rateur Hamiltonien, tel qu’exprimé par la célébre équation de Schrédinger ih;f = H (1), on

est la fonction d’onde du systéme et H est I'Hamiltonien, et h, h = — sont respectivement
Y 9 p

les constantes de Dirac et de Planck. Dans un état stationnaire, ¢ (t) = exp(_Z)@ZJ(O), ou B
est I'énergie de I’état stationnaire. On dit que 'opérateur T': X — X admet un point fixe
dans X ¢'il existe uy € X tel que T'(ug) = ug. Dans [42], les auteurs ont reformulé le probléme
de la recherche de points fixes d’un opérateur potentiel 7', en un probléme de recherche de
points critiques de la fonctionnelle J avec J' = I — T. On rappelle qu’un point critique de
J dans X est un élément uy € X, tel que J'(up) = 0. Dans ce travail, nous avons donné
un nouveau théoréme de point fixe pour les opérateurs potentiels compacts sur les espaces

de Hilbert. Nous avons imposé des conditions sur 'opérateur 7', de sorte que le théoréeme

du col assure l'existence des points critiques pour la fonctionnelle J, et donc I'existence des
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points fixes pour I'opérateur T. Le résultat principal est appliqué pour prouver l’existence

de solutions pour un probléme aux limites de type Dirichlet.

Théoréme 2.8. [1], [12] Soient X etY deuz espaces de Banach, Q un sous ensemble ouvert
de X, et o : Q — Y une application de classe C*. Pour x,y € Q, si x +ty € Q pour tout
t €10,1], alors

1
olx+y) = pz) +/O < Dy(x +ty),y > dt.

Ce résultat exprime le lien entre 'opérateur potentiel T' et la fonctionnelle Gateaux

différentiable ¢ puisque

Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert et soit (.,.), le produit scalaire sur H et ||.|| = +/(.,.)
la norme. En suivant [42], les auteurs dans [2] ont utilisé un théoréme de minimisation pour

prouver le résultat suivant :

Théoréme 2.9. Soit H un espace de Hilbert et soit T : H — H wun opérateur potentiel

compact tel qu’ il existe un opérateur linéaire, borné B défini sur H et v* € H tels que
(T(su), u) < (B(su), u) + (v*, u), Vs €[0,1], Vu € H avec |B]| < 1. (2.3.1)

Alors, lopérateur T admet un point fize dans H.

Démonstration. On considére la fonctionnelle v définie par

1 1
v : H— R, avec Y(u) = §||u||2 —/O (T'(su),u)ds.

Etape 1 : La fonctionnelle v est bornée inférieurement. En effet, pour tout ¢ > 2(1||U||||BH)
on a
1 2 ! *
o) = gl = [ (Blsw, u) + (0", u)] ds
0
1 2 ! 2 ! *
> Slul? = [ slul?IBlds — [ (0w ds
0 0
1 1
>l = SllPUBY = o il

1 *
= (= 1Bl = o el = .
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Etape 2 : ¢ satisfait la condition de Palais-Smale.
Soit (un), une suite dans H telle que E&n ' (u,) = 0 et (Y(uy,)) est bornée, i.e., il existe
une constante 7 telle que [¢)(u,)| < 7, pour tout entier positive n. De 'hypothése (2.3.1), on

a
2 0) 2 Sl = [ (Blsw), w) + 7)) ds
0
1 2 ! 2 ! *
Sl = [ slualP1Bllds = [ (7, ua) ds
2 0 0
1 1
e e S e e g [
]' *
= (U= 1Bl = " )

ce qui signifie que (uy,), est bornée dans H. Puisque la suite (u,) est bornée et 'opérateur T’

Y

v

est compact, donc il existe une sous-suite (uy, )r C (u,)n telle que T'(u,, ) — w. On affirme

que u,, — w dans H. On a lim ¢'(u,) = 0, avec ¢'(u,) = up, — T(u,). D’on,

n—+

[tny, = wll < Ny, =T (un, )| + 1T (wny) = wlf — 0, quand k — 400

Donc, la condition de Palais-Smale est satisfaite. Le Corollaire 1.6 assure 1’existence du point

critique de la fonctionnelle v qui est un point fixe de 'opérateur 7. n

Nous allons donner un théoréme qui affaiblie les conditions du Théoréme 2.9. Notre
démonstration est basée sur le théoreme du col ou les conditions géométriques nous ont

permis de donner une caractérisation de la solution et en particulier sa localisation.

2.3.1 Reésultat principal

Théoréme 2.10. soit H un espace de Hilbert et T : H — H wun opérateur potentiel
compact tel qu’il existe un opérateur linéaire, borné B défini sur H et v* € H' satisfaisant

les conditions sutvantes :

1. (T(Su), u> < (B(Su), u)—l—(v*, u), Vs €[0,1], Yu € H, avec |ul| = po, pour py >
A 1Bl <1,

. de€ H avec |e]| =1 et (B( ), e> > 1 tels que
( (se) ) > (B(se),e), Vs € [0,1].
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Alors, l'opérateur T admet un point fixe dans H.

Démonstration. Comme T est un opérateur potentiel, il existe une fonctionnelle ¢ : H — R

Gateaux différentiable telle que

o' =T et pu) = /01 (T(su),u) ds.

On considere la fonctionnelle J : H — R définie par :
| R 1
Jw) = Sl = [ (Tsu).u)ds

1
et soit ¢ la fonctionnelle définie par ¢ (u) = §||u||2, u € H. la fonctionnelle J définie par
J(u) = ¥(u) — p(u),u € H, est la somme de deux fonctionnelles de classe C'(H,R)), et
J'(u) =Y (u) — ¢'(u) pour tout uw € H. Soit u € H, on a ¢'(u).v = (u, v), Yv € H et donc,
(

u—"T(u), Yu € H. Par conséquent, les points critiques de J sont les points fixes de

S
Il

Nous allons prouver que sous les hypothéses imposées dans le Théoreme 2.10, les conditions

du théoréme du col sont satisfaites.

Théoréme 2.11. [Théoréme du col de la montagne (Mountain pass theorem)] ([23],[26])
Soit X un espace de Banach et ¢ € C'(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On

Suppose que

(13) il existe p>0 et 0 >0 tels que p(u) > o pour toutu € X avec ||ul| = p;

(1ii) il existe uy dans X avec ||uy]| > p tel que p(uy) < o.

Alors ¢ posséde une valeur critique ¢ > o, cractérisée par

¢ = inf max u),
YEA uGA/([O,l})SO( )

A= {7 € C([0,1], X) : v(0) =0, v(1) = ul}.

Etape 1 : J satisfait la condition de Palais-Smale.

Soit (u,) une suite dans H telle que 1_1)&1 J' (u,) = 0et (J(uy)) est bornée, i.e., il existe une
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constante K telle que |J(u,)| < K, pour tout entier positive n. De '’hypothése (1), on a
1 1
K> Ju,) > =|un? —/ {(B(sun), un> + <v*,un>} ds
2 0
> Sl = [ slualPBlds = [ (", un) ds
0 0

1 1
> Sllunll® = SllwnlPHBI = [[v7 el

1 *
= 5 (1= 1B hall? = 1"

ce qui signifie que (u,) est bornée dans H. Puisque la suite (u,,) est bornée et 'opérateur T’
est compact, donc il existe une sous-suite (u,,) C (u,) telle que T'(u,,) — w. On affirme

que u,, — w dans H. En effet, on a 1_131 J (u,) =0, avec J'(u,) = u, — T(u,). D’ou,
[ttny, = w| < [ttn,, = T(un,)[| + [|T(tn,) — w|| — 0, quand k — +o0.

Donc, la condition de Palais-Smale est satisfaite.

Etape 2 : J satisfait 'hypothése (i4) du Théoréme 1.22.

Soit py un nombre positif tel que py > IQJTI;”H’ et soit ap = %po((l — |Bl)po — 2||v*||> Si

llu|| = po, on a d’aprés 'hypothése (1)
1 2 ! *
Jw) = Sl = [C|(Blsw, w) + @00 ds

1 1 Lo
> Sl [ slulBlds — [ (', u)ds
0 0

1 1
gllell® = SIulPIBI = [l

1 *
= (1= 1B1) = e el

1 *
_ §HuH((1 — IBIul - 211"

= oo( 1Bl — 2071

= Qp.

v

11 suffit de prendre p = py, et 0 = .
Etape 3 : J satisfait I'hypothése (iii) du Théoréme 1.22.

D’aprés 'hypotheése (2), il existe e € H tel que ,

el = 1et 1~ (Be)e) <0,
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Soit ¥ = e, avec £ > 0. Alors,

Tee) = Slieell ~ [ ((see).gc)as
< el — [ (Blste),ee)ds

= 2&(llel - (Ble).c))
= ;§2(1 — (B(e),e)) — —oo quand § — +00.

La fonctionnelle J satisfait les hypothéses du théoréme du col donc J admet un point critique

qui est un point fixe de 7. O

2.3.2 Application

On considére le probléme suivant :

{ —Au= f(z,u), x€Q, (2.3.2)

u(z) =0, z €99,

ot  est un domaine borné de RY, N > 1, f: QxR — R est une fonction de Carathéodory
qui satisfait les conditions de croissance suivantes :

il existe a,b>0et0<o <2 siN >3 (0 <0 <oo si N=1,2) tels que
|f(z,uw)| < alul” +0b, Ve € Q, Yu € R. (2.3.3)

On peut voir qu'une solution faible du Probléme (2.3.2) est une solution du probléme

{ Jo VuVvde — fo f(z,u)vde =0, Yo € Hy(Q), (2.3.4)

u € Hi(Q),

donc, une solution faible du Probléme (2.3.2) satisfait
(u,v) — / f(z,u)vdr =0, Yo e Hy(Q).
Q
Soit T': H(Q2) — HL(Q) 'opérateur défini par

(Tu,v) = /Q f(z,u(z)v(z)ds, Yo € Hy ().

63



Sur un nouveau théoréme de point fixe via le lemme du col

On peut vérifier que 'opérateur 7' est potentiel. En effet, on considére la fonctionnelle J telle
que :
J (u).v = (u,v) —/ f(z,u(z)v(x)dz, Vv e Hy(),
Q
d’ou

J'(u)v = (u—Tu,v) = ((I —T)u,v), Vv € Hi(Q),

on peut en déduire que

T(u) = (I—J)(u), ue Hy(Q).

Alors, il est clair que T' est un opérateur potentiel.

Pour démontrer que 'opérateur T' est compact, on aura besoin du résultat suivant sur la
continuité des opérateurs de Nemytskii dans les espaces de Lebesgue.

Soit f: QxR — R, ou  est un ouvert borné de RV, N > 1, et Ny 'opérateur de Nemytskii

associé a f.

Théoréme 2.12. [8§/

On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0, et une fonction b € L1(Q), 1 < g < oo, et >0
telles que : |f(x,s)| <c|s|” +b(z), Vz e, VseR. Alors, l'opérateur

Ny : L(Q2) — L)) est continu et borné.

Démonstration. Soit uw € L97(2) et soit Ny l'opérateur de Nemytskii associé¢ a f. Par la

condition de croissance sur f et 'inégalité de Minkowski on a :

Nl = ([, rf<x,u<x>>|wx)‘11

< ( "dx+b( )' )’

< ( de‘ +</Q'b(x)q ’
< (/ u(x) dx)‘l’+||b\|m

<

o((f moreas)) ™)+ pet

< cllullfes +[1b]lza < 00

Donc, Ny est bien défini. De plus, si K est un sous-ensemble borné de L79(€2), et si u € K,
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alors il existe M > 0 telle que ||ul|p-« < M. Par conséquent,
INfulle < M7 + |[blja < M

Donc, Ny est un opérateur borné.

Maintenant, on démontre que Ny est continu. Soit (u,) une suite qui converge vers uy dans
L79(Q2), on veut montrer que Nyu, — Nyuy quand n — +oo, dans LI(Q). u, — uy
quand n — 400 dans L79((2), alors il existe une sous-suite (u,, ) et h € L79(Q2), telles que

Up, () —> ug(x), pp.x € et ‘unk(x)‘ < h(zx). Par la condition de croissance sur f, on a

(@ (2))] < clun, ()] + (),

et donc

[ (@, (2))] < elh(@)|” + bx) € L),

he € L1(Q)), car h € L79(Q2). D’autre part, f est continue par rapport a la deuxiéme variable,
donc f(z,u,, (z)) — f(x,uo(x)) quand k — —+oo. Par le théoréme de la convergence

dominée de Lebesgue, on a
| Nsun, — Nyugl|pe — 0, quand k — +o0.

Du lemme 1.2, en déduit la continuité de NNy. O

Lemme 2.2. [Remarque 2.1, [9]]
Lopérateur T : H} () — HY(Q) est compact.

Démonstration. Dans le cas ou N > 3, ona 0 < o < %—fg, et l'injection de H}(Q) dans
L°TY(Q) est compacte. D’autre part, en vue de I'hypothése (2.3.3), 'opérateur de Nemytskii
associé a f est continu de Lot () dans L% (). Maintenant, soit (u,) une suite bornée
dans H}(Q); on veut démontrer que (T'(u,)) admet une sous-suite qui converge fortement
dans H}(Q). Comme HJ(Q) est réflexif, il existe une sous-suite (uy,, ) et uy dans Hj(Q)
avec u,, — ug quand k — +oo; par l'injection compacte de H} () dans L7t (2), on a
Up, — up quand k — +oo dans L7T(Q). De plus, par la continuité de 'opérateur Ny, on
a

HNf(unk) - Nf(uo)| gl — 0, quand k — +o0.

’
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| Tun, —Tul| = sup [(Tun, — Tug,v)

llvll<1
< sup / ‘f(ac,unk(x))—f(x,uo(x)) U(x)‘dx

o] <1 /€2

%H UL-Q-I o+1 0-1‘,-1

< s ([ [ (o) = oo | o) ([ oo )

o<1 \/€2 Q
< sup [|Ne(u,, ) — N¢(u v
< s [t = Ny, o],
< mosup |[Ny(un,) — Np(uo)|| Lo ||

flvll<1 Lo

< nHNf(unk) — Ny (uo) — 0 quand k — +o0.

o+1
L o

De la méme maniére, dans le cas N = 2, on utilise I'injection compacte de H}(€2) dans

L#(Q)), pour s € [2,+00[. Dans le cas N = 1, on utilise I'injection compacte de H}(Q2) dans

C(Q) et la continuité de Popérateur de Nemytskii sur I'espace des fonctions continues. [

Soit A1 la premiére valeur propre du probléme linéaire de Dirichlet définie dans la section

précédente. On rappelle que [|u|| = sup ess|u(x)|, Yu € L>(). Le théoréme suivant assure
e

I’existence de points fixes pour 'opérateur T, et qui ne sont rien d’autres que les solutions

du probléme aux limites donné.

Théoréme 2.13. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. il existe deux fonctions a,b € L>®(Q) telles que

f(z,u(x)) < a(z)u(x) + b(x), Vo € Q,Vu € L*(Q) avec ||ul|r2 < ro,

1
ro > et 1—lale > 9)p)| Q] -L,
/)\1|Q| A1 V1
2. il existe wg € Hy(Q) avec ||wo|| = 1, telle que ———— < a(x) < A\1,Vz € Q,

||wo||%2

[z, swo(x)) > a(x)swy(x), Yo € Q, Vs e [0,1].

Alors le probleme (2.3.2) admet une solution faible.

Démonstration. Nous allons appliquer le Théoréme 2.10.

D’abord, on montre que I’hypothése (1) du Théoréme 2.10 est satisfaite.

Soit B Popérateur linéaire defini sur H}(Q) par :

(Bu,v) = /Q a(z)u(z)o(z)de, Yu,v € HHQ)

66



Sur un nouveau théoréme de point fixe via le lemme du col

et soit v* € (H}(Q)) tel que
(v*,v) = /Qb(x)v(x)dx, Vv € Hy ().

En utilisant les inégalités de Holder et de Poincaré, on peut montrer que l'opérateur B est

borné. En effet,

|Bul| = sup [(Bu,v)]
llvll<1
= sup /a(aj)u(:c)v(:c)dx'
ol <1 1/€2
< lallee sup | fu(z)o(z)| dx
loll<1 /€
< llalle sup fJullz2[v] 2
lv[|<1
= ||a||oo||U||L2|SI|1p [0l 2
<

1
| 0o —=||u sup v
ol \/ATH | \/—H |

1
< 5llalelul

Par hypothése on a, 1 — %HaHoo > 0, et comme B est linéaire et ||Bu|| < /\—11||a||oo||u||, il en
résulte que ||B]| < 1.
Soit po = 19V A1, et u € HY(Q) tels que |Jul| = po. Comme ||u|z2 < 7o alors, ||sul|2 < 7o

pour tout s € [0, 1]. D’aprés 'hypothése (1) du Théoréme 2.13, on a
(T(Su), u) = / flz, (su)(z)).u(x)dx

< /Qa(a:)( +/

= (B(su),u) + (v", u).
2|
1—|B]
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Poincaré, on peut voir que

Maintenant, on montre que py >

o) = s o)
/Qb(x)v(x)dx’

< [Pl sup | Jo(z)|dz

[oll<1

< HbHoo”SIHIE\/\Q\HUHL%

= sup
[vll<1

67



Sur un nouveau théoréme de point fixe via le lemme du col

[l < Il V2 sup |[vlz2
o<t

1
sup |||

VAL <
1
< ||bHoo\/|Q|ﬁ-

< [blloov/1£2]

1 : [[o*]]
On a —— < 19y/|9?|, par suite, ||[v*]| < ||b]|s|€2]7o et donc, rg > ——r7—,
vou V1€ [[o*]] J_H |€2] T

v*|[V A
comme, py = roV A1, alors py > ||||b|||||Q|l

Maintenant, puisque || B|| < |Cf\||°°, alors 1 — % <1-B|,
1

1
comme 2Hb||OO’Q’W < 1-— m’ on a
1

A1
2blloel = < 1 |B]|
veR
donc
V1
Mol ~ T [B]
ie.,
VA, 2]
bl ~ T B
d’ou
s 2l
T~ 5]

Dans I'étape suivante, on montre que '’hypothése (2) du Théoréme 2.10 est satisfaite.

On commence par montrer qu’il existe e € Hj(Q2) avec |le]| =1 tel que (Be, e) > 1.
D’aprés hypothése (2) du Théoréme 2.13, il existe wy € HL(Q) avec ||wy|| = 1, et a(x) >
Vo € .

lwollZ"

On prend e = wy, on a alors

Be,e) = / 24
( e e) Qa(x)(e(x)) x
1

> i/ le(x)|2dx
lellZ2 Jo

= 1.
Maintenant, on montre que (T(se), e> > <B(se), e) pour tout s € [0, 1].

D’aprés ’hypothése (2) du Théoréme 2.13, pour e = wy,
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ona f(z,se(x)) > a(z)(se)(z), Vo € O,
(T(se).¢) = /Q Fz, se(z))e(z)dz,
> [ a()(se)(@).cla)dz,

= (B(se).e).

D’apres le Théoréme 2.10, Popérateur potentiel T admet un point fixe ug dans H} (), ce

qui signifie que J'(up) = 0. Le Probléme (2.3.2) admet une solution faible. O
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2.4 Existence de solutions pour des problémes aux li-
mites elliptiques sur un domaine borné de R" via
certains théorémes de points fixes [35]

Dans cette section, on considére le probléme aux limites

—Au = f(z,u) dans €,
u=20 sur 0f2,

(2.4.1)

ou f: QxR — R est une fonction continue, et & C RY, N > 1, est un domaine borné
dont la frontiére est régulieére. Selon le comportement du terme non linéaire f, nous allons
donner des résultats d’existence de solutions du Probléme (2.4.1) sur un espace de Banach
approprié. Nos outils sont les deux théorémes de points fixes de Krasnosel’skii et de Schauder.
L’existence et I'unicité des solutions de ce probléme ont été étudiées dans plusieurs articles, ot
différents arguments étaient utilisés (voir [31] pour les références). Dans [31, 40|, le théoréme
du point fixe de Krasnosel’skii (compression-expansion fixed point theorem) a été utilisé
comme un outil de base pour montrer ’existence et la localisation de solutions positives du
probléme (2.4.1). Nous mentionnons que le role de I'inégalité d’Harnack, pour 'application
du théoréme de Krasnosel’skii dans les cones, a été montré en premier dans [32]. Dans [40], les
auteurs ont reformulé le Probléme (2.4.1) comme un probléme de point fixe ou 1'on cherche
u dans ’espace des fonctions continues et qui vérifie Tu = u, ou T est un opérateur de
la forme T' = (—A)7'F avec (—A)~! l'opérateur inverse du Laplacien et F lopérateur de
Nemytskii. Nous nous sommes inspiré de [36] et [40] pour démontrer des résultats d’existence
pour le probléme donné. Quand le termes non linéaire f vérifie certaines conditions, nous
allons utiliser le théoréme de Krasnosel’skii pour prouver 'existence de solutions positives,
et le théoréme de Schauder pour prouver 'existence d’au moins une solution non triviale
dans l'espace des fonctions continues. On rappelle quelques notions qui seront utilisées par

la suite.

Proposition 2.5. Soit Q un ouvert quelconque de RN, N > 1. On note D(Q) l’espace des

fonctions C*° a supports compacts dans ). Soit T une distribution sur 2. Alors la forme
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linéaire définie par

oo, (2L, = (.2}

est une distribution.

Définition 2.4. On suppose que f : QxRT — R* est une fonction continue. Une solution
positive du Probleme (2.4.1) est une fonction u € C* (ﬁ, R) qui vérifie (2.4.1) (avec Au dans

le sens des distributions), et u (z) > 0 pour tout x € €.

Définition 2.5. Une fonction super-harmonique dans un domaine 0 C RN est une fonction

u € CHQR) avec Au < 0 dans le sens des distributions, i.e.,
/ Vu-Vov >0 pourtoutv e C;°(Q,R) avecv(x) >0 sur Q.
Q

Il est facile de voir que si v(z) > 0 sur 2 et Au < 0 dans le sens des distributions, par

la formule de Green on a
/Au‘vda::—/ Vu-Vodr <0.
Q Q

Lemme 2.3. [6] Soit Q un domaine borné de RN (N > 1) et a frontiére réguliere, et soit

g € L>(Q). Le probleme

(2.4.2)
= Wol’p(Q), p>1,

admet une solution unique u € C3(Q). De plus, 'opérateur
(=A)7: L2(Q) — Gy(Q)
gr—u
est continu, compact et monotone, ot u est l'unique solution du Probléme (2.4.2).

L’opérateur de Nemytskii est un ingrédient de base lorsqu’on veut utiliser des méthodes
d’analyse fonctionnelle non linéaire. En effet, lorsqu’on veut transformer le probléme proposé
en un probléme de recherche de points fixes d’un certain opérateur défini entre des espaces
appropriés, 'opérateur de Nemytskii favorise une sorte de composition. Ainsi, les propriétés
de cet opérateur, telles que la continuité et la bornitude sont nécessaires.

Le lemme suivant est une extension du lemme de Heine (les fonctions continues sur les

compacts sont uniformément continues).
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Lemme 2.4. [11] Soit X etY deuz espaces métriques, K un compact de X et ¢ € C(X,Y).
Alors,

Ve > 0,36 > 0,¥(z,y) € X? [z € K,d(z,y) < 6] = [d(p(x),0(y)) < €].

La proposition suivante concerne la continuité et la bornitude de 'opérateur de Nemytskii

dans 'espace des fonctions continues.

Proposition 2.6. /28] Soit Q un domaine borné de RN, N > 1, et f une fonction continue

de Q x R dans R. Alors Uopérateur

u — Nypu, avec Nyu(z) = f(x,u(z))
est continu et borné de C(Q) vers C(Q).

Démonstration. On donne la démonstration en trois étapes.

Etape 1 : N ¢ est bien défini; en effet,

soit la suite (z,,) C 2, on suppose que z,, — z, quand n — +00.

Comme u est continue sur Q, on a u(z,) — u(z), quand n — +o0. Alors par la continuité

de f par rapport a la deuxiéme variable, on en déduit que
Nyw(zy) = f(an, u(z,)) — f(z,u(zr)) = Nru(z), quand n — +o0.

Etape 2 : N ¢ est borné; en effet, soit K C C(Q2) un ensemble borné, on montre que

N¢(K) est borné dansC(S2), c’est-a-dire
aM >0, tel que, Vu € K : ||Nyullc < M. (%)
Comme K est un ensemble borné dans C(Q), alors
dR >0, Vue K : ||lul|lc <R.

D’aprés la continuité de f, on a

|flz,u(x) < sup  |f(r,y)] < M.
(1,y)EQX[—R,R]

72



Existence de solutions sur un domaine borné de RY via certains théorémes de points fixes

Donc

”NquC’ < M,

Le., (x) est vérifice.

Etape 3 : N; est continu (voir [11]). En effet, soit u et h € C(Q,R), X = O xR, Y =
R, K = {(:E,u(x)), S Q} ,ip = f. D’aprés le Lemme 2.4, on a

Ve > 0,36 > 0,¥(21,22) € X% [21 = (w,u(x)) € K, |21 — 22lx <6] = [|f(21) — f(z)| < g].
En particulier, pour 2z, = (x,u(z) + h(x)), on obtient :
Ve > 0,30 > 0, [h(x)| < 6 = |f(x, ux) + b)) — [, u(@)] <e,

en passant aux sup on a :

Ve > 0,36 > 0, [Allc <6 = [ Nj(u+h) — Nyw)l|e < e O

Théoréme 2.14. [Théoréme de compression-ezpansion de Krasnosel’skii] [22]

Soit E un espace de Banach et C C E un cone, on suppose que T’ : C — C est une application
complétement continue telle que pour certains nombres réels r et R avec 0 < r < R, l'une
des conditions suivantes est satisfaite :

() [[Tull < flull pour f[ull = r et [[Tull = |[ull pour |ul| = R,

(i) [[Tull = |lull pour |lull = r et |[Tul] < [lu] pour [ju]| = R.

Alors T admet un point fize u avec r < ||ul| < R.

On rappelle que les théoréemes de points fixes de Krasnosel’skii ont été largement utilisés
comme outil de base pour prouver I'existence de solutions positives d’'une £.D.O, et donner
une idée sur leurs localisations, mais presque jamais utilisés pour les E.D.Ps sauf dans des
cas particuliers ou 1’ E.D.P peut étre réduite & une E.D.O.

Dans [32] en 2012, I'auteur a expliqué pourquoi la technique de Krasnosel’skii est applicable
pour les E.D.Os, mais elle ne 'est pas pour les E.D.Ps, et qu’on a besoin d’autres arguments.

Il a considéré le probléeme

Lu=v"=\f(u) dans(0,1),
u >0, (2.4.3)
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ou f: RT — R*. Ce probléme est equivalent a la recherche des points fixes de 'opérateur
T =L 'F dans C ([0,1],R"). F est I'opérateur de Nemytskii associ¢ a f et (L7 'h)(z) =
fol G(z,y)h(y)dy, = €]0,1], he C([0,1],RT), et G(x,y) la fonction de Green,

(l-y); 0<zr<y<l,
(I-2)y; 0<y<z<l

G(r,y) =

Les propriétés suivantes sont essentielles pour l'applicabilité de la technique de Krasnosel’skii,
(i) G(z,y) <Gly,y), Y,y €[0,1],

(i1) pour chaque sous-interval Qy = (a,b) C (0,1), 0 < a < b < 1, il existe une constante
M > 0 telle que G(x,y) > G(y,y), Yz € |a,b], y € 0,1].

Ce qui implique que pour chaque h € L*([0,1],R") et Vx € [a,b], 2/ € [0,1], on a

L@ = [ G yhtdy
M/; Gy, y)h(y)dy

M [ 6 i)y
= M),

v

v

i.e., (L7'h)(x) > M|L'h|o Vax € [a,b]. (%% *)

.| est la norme du maximum dans C([0, 1]). En se basant sur 'estimation (), il définit
le cone

K={ueC([0,1,R") : u(z) > Mu|w, Yz €[0,1]}.

Malheureusement, ces résultats ne sont pas connus pour n > 1, et L = —A; c’est la rai-
son pour laquelle les théorémes de points fixes de Krasnosel’skii dans les cones ne peuvent
étre appliqués aux E.D.Ps. Dans le cas n > 1, au lieu de 'inégalité (x x *), 'ingrédient
essentiel est une autre inégalité locale dite inégalité de Moser-Harnack pour les fonctions
super-harmoniques positives. Dans [32], 'auteur a montré que cette inégalité est suffisante
pour produire un certain cone de fonctions pour lequel la technique de Krasnosel’skii est

aussi applicable aux équations elliptiques.

Lemme 2.5. [Moser][52]

n
Soitn236t1§p<72, ou bien n =2 et 1 <p < oo. Soit R > 0. Alors il existe une
n_
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constante My = My (n,p, R) > 0 telle que pour toute fonction positive, super-harmonique

u € Bygr(xo), l'inégalité suivante est vérifiée
u(x) = Molu|rr(B,m)0), © € Br(zo)- (2.4.4)

Un résultat similaire en résulte pour tout domaine €y avec Qo C €2, comme le montre le

théoréme suivant :

Théoréme 2.15. [32] Soitn >3 et1 <p< LQ, ou bien n =2 et 1 < p < oo, et Q
n E—
avec Qy C Q. Alors il existe une constante M = M (n,p,,Qy) > 0, telle que pour toute

fonction positive, super-harmonique u sur §2, l'inégalité suivante est satisfaite
u(x) > Mlulpr(ag), € Qo (2.4.5)

Dans [31], Pauteur a utilisé une inégalité plus générale dite d'Harnack (global weak Har-

nack inequality) sur un domaine borné Q@ C RY, N > 1,

il existe un ensemble compact K C €2 et un nombre n > 0

tels que u(x) > nju|rrq) pour tout x € K, p € [1,400], (2.4.6)

et toute fonction super-harmonique, positive

u € C(Q,R) avec u = 0 sur 5.

Cette inégalité est un ingrédient trés important pour appliquer la technique de Krasnosel’skii
dans les cones. Elle permet de prouver que l'opérateur envoie le cone dans lui méme.
L’inégalité d’Harnack sur les bornés € de RY, N > 1, est donnée aussi sous la forme

suivante :

il existe un ensemble compact K C €2 et un nombre n > 0

tels que u(x) > nllu our tout r € K
aue u(z) > plullo o

et toute fonction super-harmonique, positive

u € CY(Q,R) avec u = 0 sur 5.

L’inégalité (2.4.7) a été utilisée dans [40] pour prouver 'existence de solutions positives pour

le Probléeme (2.4.8),

—Au = A\f (z,u) dans €,
u =0, sur 0f),

(2.4.8)

75



Existence de solutions sur un domaine borné de RY via certains théorémes de points fixes

ot f: QxR — R est une fonction continue, et Q C RV, N > 1, est un domaine borné
dont la frontiére est réguliere, et A € R. L’espace considéré est l’espace de Banach C) (ﬁ, ]R)

et le cone est

C={uec Co(Q,RY) : u(zx) >nlullo Vre K}.

Théoréme 2.16. [40/
On suppose que (2.4.7) est satisfaite. Alors pour chaque X\ vérifiant

1 <A< 1
fonll(=A)" ko Soll(=A)=1]fo’

il existe au moins une solution positive pour le Probléeme (2.4.8),

ou,
fo = lim sup max f@y) o f_ = liminf min f<x’y),
y—0t x€Q Yy I y—o0 zeK Y
J, = liminf min f(@.y) et fo = limsup max f(x,y)
y—0t z€K Y Y00 2 y

2.4.1 Existence de solutions positives

Pour prouver 'existence de solutions positives du Probléme (2.4.1), nous allons donner
des hypothéses sur le terme non linéaire f qui vont nous permettre d’appliquer le théoréme

de Krasnosel’skii dans un certain cone. Soit £ I'espace de Banach défini par
Co(QR)={ue C(OQR): u=0 sur 90}

équipé de la norme [Jully = sup |u(z)|. Soit K un sous-ensemble de ; pour h: Q — R, hy,
z€Q

est définie par : hy, () = h(z)siz € K et by, () =0si z € Q\ K. Nous allons supposer

que la condition suivante est vérifiée :

il existe un ensemble compact K C €2 et un nombre n > 0

tels que u(x) > nllu our tout x € K
aue u(z) > nlullo o10)

et toute fonction super-harmonique, positive

u € CHQ,R) avec u = 0 sur 9.
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Théoréme 2.17. On suppose que

f: QxRY — R* est une fonction continue
1- Jo >0, 0 #1 tel que, f(z,u) < a(z)+blx)u’,V(z,u) € A x RT

ot a,b QQ — RT sont des fonctions continues positives,

2- il existe R > 0 tel que Hélll(l f(z,u) > R|(=A) 1k llg
uEw[Rn,R]

1 o 1
My( )ﬁ + M; <0 quand o > 1,

g- CT]W'Q)G_1 B (O'MQ
ot My = |[(=A)allo et My = ||(—A)~"bl|o.

Alors le Probléme (2.4.1) admet au moins une solution positive.

Démonstration. On considére le cone C et 'opérateur de Nemytskii F,

F: G (QR) — C(ULR)
ur— Fu avec Fu(x) = f(x,u(x)),
C={ueCy(QR), u>0 sur Q: Héllr(lu(l') > nllullo}-

On définit 'opérateur T par :
T:C— C)y (g, R)

ur— Tu  avec Tu = (—A)"'Fu,
(=AY L) — C5(Q)

gr—u avec (—A)u=g.

(2.4.10)

(2.4.11)

(2.4.12)

Il est facile de vérifier que toute solution du Probléme (2.4.1) est un point fixe de 'opérateur

T, i.e., u est une solution du Probléme (2.4.1) si et seulement si u = (—A)~' Fu.

En effet, si u est un point fixe de T" alors Tu = u. Comme Tu = (—A)~!Fu, on en déduit par

la définition de 'opérateur (—A)~! que (—A)Tu = f(.,u) au sens des distributions. Donc u

est solution du probléme (2.4.1). Réciproquement, si u = (—A)~!Fu, alors u = T.

Pour montrer que 'opérateur T' admet un point fixe, nous allons montrer que les hypothéses

77



Existence de solutions sur un domaine borné de RY via certains théorémes de points fixes

du Théoréme 2.14 sont satisfaites.
(1) Effectivement, T'(C) C C.

Il est clair que 'opérateur T satisfait :

—A(Tu) = f(.,u) dans €2,
Tu=0 sur OfS).

Comme f(x,u) > 0, alors T'u est super-harmonique, alors par 'inégalité d’Harnack (2.4.9),

onasiveT(C), il existe u € C telle que v = T'u. Do,

gsréllr(w(x) = ;Iél}l(lTu(:E)
> nl[Tullo
> nlvllo-

(2) D’autre part, opérateur T est compact.

Comme f est continue, alors par la Proposition 2.6, I'opérateur F' est continu et borné.
D’autre part, par le lemme 2.3, Uopérateur (—A)~! est compact et le théoréme d’Ascoli-
Arzéla garantit que l'injection de C}(Q2) dans C(f2) est compacte. Donc l'opérateur T est
compact. En effet, soit (u,) une suite bornée dans Cj (ﬁ, R) , donc (F'u,) est bornée dans
C (L R) et dans L>®(Q). Comme lopérateur (—A)~! est compact, donc ((—A)~*Fu,) ad-
met une sous suite qui converge dans Cj(Q) —— C (Q,R).

(3) Maintenant, on montre que 1'une des conditions (7) ou (i) du Théoréme de Krasnosel’s-
kii est satisfaite.

Soit r un nombre positif qui sera donné plus tard. On considére les deux ensembles
S = {u € Co(,R), |Jullo < r} et Sy = {u € Co(Q,R), [Jullo < R} .

Soit u € C N ASy, en utilisant Ihypothése (2.4.10) et la monotonie de opérateur (—A)~,

ITulle = [I(=2)""Fully
< [[(=8)" a(.) +b()u) o
< (=8)"allo + (=2)""b()u"llo
< N(=8)""allo + ullg (—2)~"bllo
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ITullo < [I(=2)"allo +r7lI(=2)""bllo

< Ml +'I"UM2.

On remarque que si 0 < o < 1, on ar — M; — r My — 400 quand r — +o00. Dong, si
r est choisi suffisamment grand (r > R), on a M; + r?My < r. D’autre part, en utilisant
(2.4.12), on en déduit que pour o > 1, il existe r > 0 qui satisfait M; + r? My < r. Alors,
pour tout 0 >0, 0 # 1, ona || Tullo <r = |Jullo.

Maintenant, si u € C N Sy, en utilisant (2.4.11) et la monotonie de 'opérateur (—A)~1,

[Tullg = [[(—=A)""Fullo

> [[(=A) " (Fu),lo

> min f(x,y)sup](—A)*ll‘K)\
zeK zeK
y€E[Rn, R]

> RI(—=2)""1)lo I (=A) " 1k) o

= R

= |lullo.

D’ou, ||Tullo > ||ullo pour ||ullo = R. Alors, le résultat d’existence découle du théoréme

du point fixe de Krasnosel’skii, i.e., il existe u € C tel que R < |Jullp < 7. O

2.4.2 Reésultats généraux d’existence

Dans cette sous-section, nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Schauder pour
montrer l'existence de solutions pour le probléme (2.4.1). Maintenant le terme non linéaire
f est défini sur Q x R et a valeurs dans R.

On suppose que f satisfait :
|f(z,u)| < H(z,|u|), pour tous = € Qetu € R,

H: QxRt — R telle que

(A1) H est continue et croissante par rapport a sa deuxiéme variable,
(Ag) il existe My > 0, tel que

M,
H(x, My) < H 0 , pour tout x € 2.

(=A) " gllo
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Théoréme 2.18. Sous les hypothéses (Ay) et (Az), le Probleme (2.4.1) admet au moins

une solution.
Démonstration. Soit D = B(0, My) = {u € Co (LR), [Jullo < Mo}, et
T: D—Co(LR), Tu=(-A)"Fu

T est compact et on a pour tout v € T'(D), il existe u € D tel que v = T'u. Par la monotonie

de l'opérateur (—A)~! et comme H est croissante par rapport a sa deuxiéme variable,

lolo = [Tulo
— l(=A)" Ful,
< = A) H(. [l
< l=A) < M)l
M,y
. H< ARV ENE 119”0)

< m”( A)" gllo

= M07
ce qui implique que v € D, i.e., T(D) C D. Par le théoréme du point fixe de Schauder, on

en déduit que 'opérateur 7" admet un point fixe dans D. O

Maintenant, on suppose que
(Hy) il existe une fonction croissante par rapport a sa deuxiéme variable, ® € C(R* R™)

et une fonction ¢ € C (ﬁ, R+) , telles que
|f(x,u)| < Y(x)®(|u]), VY(z,u) € Q xR, (2.4.13)
(Hy) 3Ry >0, tel que @(R)<L
i v Y=
Théoréme 2.19. Sous les hypothéses (Hy) et (Hs), le Probléme (2.4.1) admet au moins

une solution.

Démonstration. On considére 'opérateur compact

T: D=DB(0,Ry) = {uecCy(LR), [lulo <R} — Co(QR),
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Applications

Tu= (—~A)"'Fu, Yu € D.

On a T(D) C D. En effet, v € T(D) implique qu’il existe u € Cp (2, R) avec [|ul < Ry et

v = Tu. En utilisant les hypotheses (H;), (Hz) et la monotonie de 'opérateur (—A)~! on a

lollo = [ Tully
= (=) Fully
< =2y w0l
< (=AM O@(fullo)]
< (=) w)eR)|,
< O(Ro)[[(=2)"¢llo
< Ry.

D’ou, T(D) C D. Donc, par le théoréme du point fixe de Schauder, 'opérateur 7" admet un

point fixe, qui est solution du Probléme (2.4.1). H

Remarque 2.1. Si dans les Théoremes 2.18 et 2.19, on suppose qu’il existe xo € Q tel que

f(x0,0) # 0, alors les solutions obtenues sont non triviales.
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CONCLUSION

Dans cette thése nous avons donné deux théorémes. Le premier est un théoréme de
minimisation dont la démonstration est basée sur la théorie des points fixes. Le deuxiéme
théoréme concerne les points fixes et dont la preuve est basée sur la théorie des points
critiques.

Les deux nouveaux théorémes démontrés nous ont permis de prouver 'existence de solutions
pour certains problémes aux limites elliptiques de type Dirichlet, d’une part.

D’autre part, le théoréme de minimisation démontré, permet de prouver I'existence de points
critiques sans faire appel a la condition forte de compacité de Palais-Smale.

Notons que ces résultats peuvent servir pour la modélisation mathématique, dans le sens ou
ils donnent naissance a de nouveaux algorithmes de programmation comme par exemple en

traitement d’image.
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