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Introduction générale

L�e¤et Hall quantique entier (EHQE) découvert au début des années 80 est un thème

de recherche majeur de la physique de la matière condensée[1]. Il apparaît lorsque le po-

tentiel de désordre est beaucoup plus fort que les interactions, sans négliger ces dernières

interactions. L�e¤et Hall quantique entier a été observé dans divers systèmes bidimension-

nels. Au départ il s�agissait surtout de gaz d�électrons dans des hétérostructures ou puits

quantiques à base de GaAs. Ont suivi de nombreux autres semi-conducteurs comme des

puits quantiques de silicium, des hétérostructures Si/SiGe. Un unique électron sur une

surface bidimensionnelle soumis à un champ magnétique possède un spectre très particu-

lier, organisé en niveaux macroscopiquement dégénérés sont appelés � niveaux de Landau

�.

Ce manuscrit du mémoire est organisé comme ceci. Le chapitre1 est une introduction

générale sur l�e¤et Hall classique. Nous exposons les conditions expérimentales, la nature

dans lequel il observé. Il s�explique par un modèle bidimensionnel simple d�électrons soumis

à un champ magnétique perpendiculaire.

Le chapitre 2 met l�accent sur les systèmes à basse température et les électrons dans

les hétérostructures.

Nous introduisons dans le chapitre 3 les concepts fondamentaux de l�EHQE. On fait

un rappel sur le mouvement d�une particule dans un potentiel central,et nous décrirons

la dynamique des électrons dans un gaz bidimensionnel, nous commençons par considérer

le problème quantique minimal d�un électron sur un plan soumis à un champ magnétique

perpendiculaire intense.

Finalement, dans le chapitre 4 nous présentons la méthode analytique appliquée à

1



Introduction générale

l�EHQE, cette méthode basée sur la détermination de l�énergie d�interaction coulombienne

pour un nombre �ni d�électron Ne = 2; 3; 4; ::: jusqu�à 8 électrons.
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Chapitre 1

E¤et Hall Classique

1.1 Introduction

L�e¤et Hall a été découvert en 1879 par Edwin Herbert Hall. Il montre expérimen-

talement que sous champ magnétique un courant induit une tension dans la direction

perpendiculaire et que cette tension est proportionnel au champ magnétique appliqué[2].

Cette tension, appelée tension de Hall .

1.2 L�électron et le système de Hall

Un système d�e¤et Hall classique est soumi à deux forces fondamentales (voir �gure

1.1[4]) sont la force de Lorentz et la force électrostatique.

Fig. 1.1 �E¤et Hall classique.
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1.3 Résistance de Hall E¤et Hall Classique

La force de Lorentz subie par une charge q dans un champ magnétique s�écrit :

�!
F m = q

��!v ��!B� ; (1.1)

où q = �e est la charge de l�électron, �!v la vitesse des électrons,
�!
B l�induction

magnétique.

La force électrostatique est dé�nie par :

�!
F e = q

�!
EH ; (1.2)

où
�!
EH Champ de Hall.

1.3 Résistance de Hall

Si on applique la deuxième loi de Newton sur les deux forces :

X�!
F ext = 0; (1.3)

�!
F m +

�!
F e =

�!
0 ; (1.4)

donc :

�e:�!EH + e(
�!v ��!B ) = �!0 ; (1.5)

�!
EH =

�!v ^ �!B ; (1.6)

EH = vB sin
��
2

�
; (1.7)

EH = vB; (1.8)

EH = vB sin(
�

2
); (1.9)
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1.3 Résistance de Hall E¤et Hall Classique

alors :

EH = vB: (1.10)

D�autre part on crée un gradient de densité électronique perpendiculaire à la direction

du courant. Ce gradient mène à une tension U :

EH �
UH
w
= RH :JX ; (1.11)

JX = q:EH ; (1.12)

Jx = ne:q:EH ; (1.13)

tel que Jx la densité decourant et ne la densité des charges .

On a aussi :

Jx = ne:q:V;

= ne:q:
EH
B
; (1.14)

alors le champ de Hall EH s�écrit

EH =
Jx
ne:q

:B;

= RH :JX : (1.15)

Par identi�cation :

RH =
EH
Jx

=
B

ne:q
: (1.16)

5



1.4 Conclusion E¤et Hall Classique

Fig. 1.2 �Résistance de Hall RH en fonction du champ magnétique B.

Donc la résistance de Hall RH est proportionnelle au champ magnétique B et inver-

sement proportionnelle à la densité électroniqueFig.1.2.

La résistance longitudinale Rx et de Hall RH sont dé�nies respectivement par :

Rx =
Ux
Ix
et RH =

UH
Ix

(1.17)

Si on note L etW tel que : L est la longueur etW la largeur de la plaque conductrice.

Selon le long coté de l�échantillon (L) la densité de courant est uniforme
�!
J , et le champ

électrique EH est aussi uniforme suivant le coté (W ).

on peut prendre l�approximation suivante :

EH =
UH
W
: (1.18)

Cette dernière approximation est véri�é pour un échantillon, où Lo W [5].

1.4 Conclusion

L�e¤et Hall classique est le fait qu�un électron dans un champ magnétique perpendi-

culaire acquiert une résistance qui varie linéairement avec le champ magnétique.
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Chapitre 2

Électrons dans des hétérostructures

à T! 0K

2.1 Introduction

Le traitement quantique d�un système de l�e¤et Hall est basé sur certaine conditions

expérimentales : un champ magnétique très fable jusqu�à 10 Tesla, la température doit être

très fort (3-30 mK) et le mouvement des électrons doit être restreint à deux dimensions[3,

4]. Ce dernier, peut le dé�nir comme un gaz d�électron à basse température.

Nous avons décrit brièvement dans ce chapitre la réalisation d�un gaz électronique

bidimensionnel, l�intérêt et la propriété de ce gaz.

2.2 Semi conducteurs

Les semi-conducteurs sont des corps solides dont la conductivité électrique se situe

entre celle des conducteurs et celle des isolants. Ils sont isolants s�ils sont purs et au zéro

absolu, et leurs conductivité électrique augmente avec la température T [6], et en distingue

deux types de semi-conducteurs :

7



2.3 Les hétérostructures GaAs/AlGaAs Électrons dans des hétérostructures à T! 0K

2.2.1 Semi-conducteur intrinsèque :

Un semi-conducteur intrinsèque est un semi-conducteur pur, mais en réalité il existe

un peut d�impureté. Cette dernière présente une propriété électronique négligeable : les

électrons de la bande de conduction proviennent uniquement de la bande de valence et

laissent des trous derrière eux. Si on appelle : n la densité d�électrons et p la densité de

trous, on a dans un semi-conducteur intrinsèque n=p.

2.2.2 Semi-conducteur extrinsèque :

Un semi-conducteur extrinsèque ou semi conducteur dopé tout semi-conducteur qu�on

a introduit volontairement des impuretés, et il existe :

Un semi-conducteur extrinsèque de type n : est un semi-conducteur dopé avec des

impuretés dites donneuses, en faible concentration par rapport aux autres atomes du

cristal : typiquement 1015 a 1018cm�3. Les impuretés donneuses fournissent des électrons

supplémentaires au système. Ce sont par exemple des atomes de Phosphore (ou Arsenic,

ou tout élément de la colonne V du tableau périodique).

Un semi-conducteur extrinsèque de type p : est un semi-conducteur dopé avec des

impuretés dites accepteuses, en faible concentration par rapport aux autres atomes du

cristal : typiquement 1015 a 1018cm�3. Les impuretés accepteuses fournissent des trous

supplémentaires au système. Ce sont par exemple des atomes de Bore (ou Aluminium, ou

Gallium, ou tout élément de la colonne III du tableau périodique).

2.3 Les hétérostructures GaAs/AlGaAs

Une hétérostructure est une jonction formée par la juxtaposition de deux matériaux de

natures di¤érentes. Les hétérostructures semi-conducteur-semi-conducteur sont générale-

ment des hétéroépitaxies car les deux semi-conducteurs mis en présense ont la même struc-

ture cristallographique (cubique à faces centrées)[7].. Quand les deux semi-conducteurs

ont une conductivité du même type, l�hétérostructure est dite isotype, et quand les deux

semi-conducteurs ont une conductivité déférente, l�hétérostructure est dite anisotype[8].
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2.4 Gaz d�électron bidimensionnel (GEB) Électrons dans des hétérostructures à T! 0K

De nombreux composants à hétérostructures sont aujourd�hui produit industriellement,

la plupart étant des composants GaAs/GaAlAs : diode laser à double hétérostructures,

transistors bipolaires hétérojonction, diode laser à puits quantiques.

2.4 Gaz d�électron bidimensionnel (GEB)

Le gaz d�électron bidimensionnel est la structure dans laquelle on arrive à obtenir

des couches très minces entrecoupées de puits quantiques. Ces derniers étant produits à

partir d�une série de couches du semi-conducteur placé de façon d�un superposées où bien

un Sandwich. Par exemple : l�Arséniure de gallium (GaAs) et l�Arseniure d�aluminium

(AlAs). L�énergie potentielle étant plus basse dans le GaAs, les électrons resteront dans

ces couches-la, prise en sandwich par deux couches de AlAs (�gure 1-1). Les �ls quantiques

sont obtenus lorsque les électrons sont situés dans deux directions de l�espace[9], en laissant

le mouvement libre dans la troisième dimension.

Fig. 2.1 �Puits quantiques fabriqués avec Ga-Al-As.

2.5 Intérêt des gaz d�électron bidimensionnel (GEB)

La concentration en porteurs libres dans un semi-conducteur massif tridimensionnel

non dopé est très faible (de l�ordre de ne = 1011=Cm3 ), on peut augmenter ce nombre

d�électrons libres en introduisant des dopants au cours de la croissance du matériau c�est

à dire en introduisant des impuretés comme : le silicium (Si) dans l�Arséniure de Gallium

9



2.6 propriétés d�un gaz d�électron à 2D Électrons dans des hétérostructures à T! 0K

(GaAs). L�ionisation de ces impuretés libérant un électron dans le cas de donneurs (dopage

n), ou un trou pour les accepteurs (dopage p). Cette augmentation du nombre de porteurs

libres contribue à augmenter la conductivité du matériau. La di¤usion des porteurs libres

par ces impuretés ionisées limite la conductivité même à basse température. Tout autant

les centres de di¤useurs le nombre de porteurs augmente mécaniquement par la croissance

de nombre de dopants. La solution des hétérojonctions à modulation de dopage consiste

à séparer spatialement les porteurs libres des impuretés ionisées, ce qui permet de réduire

énormément la di¤usion. Lors d�un processus di¤usif, le temps de relaxation dû aux défauts

et aux impuretés est mesuré par la mobilité. En présence d�un champ électrique extérieur

appliqué, les électrons acquièrent en régime stationnaire, une vitesse de dérivé dans la

direction du champ appliqué. La mobilité est dé�nie comme le rapport entre cette vitesse

et le champ électrique. Séparer les porteurs libres des impuretés permet donc d�accroitre

la mobilité. C�est sur ce principe que sont constitués les gaz bidimensionnels d�électrons

à partir d�hétérojonctions à modulation de dopage que nous allons maintenant d´écrire

[10].

2.6 propriétés d�un gaz d�électron à 2D

Le gaz d�électrons bidimensionnel ou bien les hétérojonctions GaAs/AlGaAs est ca-

ractérisé par des propriétés qui sont[10] :

� On trouve les électrons bidimensionnels du coté de GaAs dans la jonction et les

donneurs chargés positivement dans l�autre coté de la jonction.

� L�e¤et des impuretés sur les électrons est négligeable, donc on peut réaliser des

échantillons de gaz d�électrons bidimensionnel avec une très grande mobilité.

� La mobilité dans un gaz bidimensionnel d�électrons de concentration en por-

teur de 1012=cm2 sur une épaisseur de 100A� est 106cm2=V s par contre dans un semi-

conducteur tridimensionnel dopé de concentration en porteurs de 1017=cm3, la mobilité

est de l�ordre de 104cm2=V s.

� Dans un système de l�e¤et Hall, le gaz d�électrons bidimensionnel sous un champ

magnétique est considéré comme un système isotrope.
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2.6 propriétés d�un gaz d�électron à 2D Électrons dans des hétérostructures à T! 0K

� Dans la structure des hétérojonctions GaAs/AlGaAs la distance moyenne entre

électrons voisins est de l�ordre de 10 nm.

11



Chapitre 3

E¤et Hall qauntique entier

3.1 Introduction

En 1980, von Klitzing et leurs collaborateurs ont réalisé des mesures très précises

du tenseur de résistivité dans un échantillon de Si-MOS à très basse température et en

présence d�un champ magnétique[1]. Il découvre que la résistance de Hall RH varie par

un nombre entier et représente des plateaux [11].

3.2 Observation expérimentale

L�observation expérimentale de l�e¤et Hall quantique entier par Von Klitzing montre

que la résistance de Hall forme des plateaux sous les conditions présidentes[1] :

Fig. 3.1 �Experience de VonKlitzing qui permet l�observation de l�EHQE.

12



3.2 Observation expérimentale E¤et Hall qauntique entier

La résistance de Hall (schéma à droite) présente une succession de plateaux qui coïn-

cident avec l�annulation de la résistance longitudinale. La ligne verte pointillée représente

la variation de la résistance de Hall prédite par la théorie classique.

Ces plateaux correspondent a des facteurs de remplissage tel que [3]. :

� =
Ne
NB
; (3.1)

avec Ne nombre d�électron et NB la dégénérescence des niveaux de Landau ou le

nombre de quanta de �ux. Ou encore

� =
ne
nB

= 2�l2Bn; (3.2)

avec nB = NB=S est la densité de �ux, est S est l�aire du systeme.

La compréhension de l�EHQE se fait en deux temps. D�abord il faut montrer que

l�expression de la résistance de Hall est la même en mécanique quantique qu�en mécanique

classique. On la réécrit en introduisant le facteur de remplissage des Niveaux de Landau.

Pour un systéme à 2D :

RH =
EH
Jx

=
B

nee
: (3.3)

En remplaçant la densité d�électrons nepar leur expression, on trouve :

RH =
B

e2
S

Ne

e

h
h

=
�

�0

1

Ne

h

e2

=
NB
Ne

h

e2

=
h

�e2
; (3.4)

� prend des valeur entier.
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3.3 Rôle du désordre E¤et Hall qauntique entier

3.3 Rôle du désordre

Le désordre dans l�EHQE est le résultat du potentiel induit par des impuretés de

substitution qui est à l�origine du dopage d�un semi-conducteur.Il est représenté par un

potentiel aléatoire V (�!r ) à l�intérieur de l�échantillon, dont les variations spatiales sont

lentes devant le rayon cyclotron
�
lB

����!rV ���� }!c
�
. Ainsi localement une trajectoire cyclo-

tron est soumise à un champ électrique
�!
E = 1

e

�!rV et acquiert donc une vitesse de dérive

[13] :

�!�? =
1

e

��!rV ^ �!B�
B2

(3.5)

Ce trajectoire ne peut pas contribuer au transport électronique, les états dans lesquels

se trouvent ces électrons sont souvent quali�és d�états localisés. Cependant le long de la

direction x , la résistance est nulle. Celle-ci fait un problème de transport de courant ; qui

sera expliqué par l�état de bord.

La caractérisation d�un bord est l�existance d�un potentiel de con�nement. Ce poten-

tiel est rapidement croissant au bord .

La modélisation de potentiel de con�nement peut donner par[15] :

Fig. 3.2 �L�énergie des niveaux de Landau augmente lorsque les trajectoires cyclotrons

se rapprochent des bords.
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3.4 Electron dans un champ magnétique E¤et Hall qauntique entier

V (y) = 0; 0 < y < Ly; (3.6)

V (y) = 1; (y < 0) ou (y > Ly) (3.7)

Dans le cas où lB @V@y � }!c , on peut exprimer l�énergie des NL par :

En;k = (n+
1

2
)}!c + V (yc) (3.8)

3.4 Electron dans un champ magnétique

Si on applique un champ magnétique suivant l�axe z perpendiculaire a un gaz bidi-

mensionnel d�électrons situé dans le plan xy, la projection de la position r de l�électron,

et V sa vitesse suivant l�axe z est nulles. Commençons maintenant la description de l�e¤et

Hall quantique par l�introduction d�un champ magnétique B = (0; 0; B) appliqué perpen-

diculairement au gaz bidimensionnel d�électrons[14].

L�électron est soumis à la force de Lorentz représenté par et l�équation (1.1). On pose

Vx = vx et Vy = vy.

Donc [16] :

��
x = �!cvy
��
y = !cvx: (3.9)

On integre 3.9 ,on obtient :

�
x = �!c(y � Y )
�
y = !c(x�X)

=)
x = X � r sin( !ct+ ')

y = Y + r cos( !ct+ '):
(3.10)

Alors le mouvement de l�électron dans un champ magnétique est un mouvement

cyclotron de centre (X ; Y ), parcouru à la fréquence !c, comme schématisé sur la Figure

Fig.3.3.

Où �!r représente la position de l�électron, �!� relie les deux vecteurs �!R et �!r .
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3.5 Niveaux de Landau E¤et Hall qauntique entier

Fig. 3.3 �Mouvement cyclotron d�un electron à la position ~r autour du centre de guidage

~R.

Le mouvement cyclotron d�un électron dans un champ magnétique ~B autour du centre

de guidage R(X; Y ), où
�!
R est le centre de l�orbite cyclotron et considéré comme une

constante du mouvement. L�équation (3.11) donne la relation entre
�!
R , �!r et �!� [12] :

� = (�x; �y)

= r �R: (3.11)

3.5 Niveaux de Landau

Dans ce chapitre, on va étudier le problème d�une particule dans un champmagnétique

B appliqué selon l�axe z. Ensuite, on va voir une approche intuitive du problème quantique.

Nous utilisons la jauge symétrique qui consisté à écrire le potentiel vecteur
�!
A sous la forme

�!
A = 1

2
(�By; Bx; 0). Dans ce cas L�Hamiltonien du système s�écrit[17] :

H =
1

2me

h�!p + e�!Ai2
=

�!
� 2

2me

; (3.12)

�!p = �~�!r est l�opérateur implilsion,
�!
A le potentiel vecteur tel que

�!r ^ �!A =
�!
B =

�!
B z:

L�opérateur de la quantité de mouvement s�écrit
�!
� = me

�!v = �!p + e�!A . Dans ce cas,

l�opérateur impulsion p ne commute pas avec l�hamiltonien H à cause de la dépendance

16



3.5 Niveaux de Landau E¤et Hall qauntique entier

spatiale de A, par contre l�opérateur quantité de mouvement est commute, donc on peut

écrire :

H =

�!
� 2

2me

=
(�2x +�

2
y)

2me

(3.13)

Les relations de commutations est donné par :

[�x;�y] = e([px; Ay] + [Ax + py])

= �i~e(@xAy � @yAx)

= �i~e(�!r ��!A )

= �ie~B

= �i~2=`2 (3.14)

Ou ` : est la longueur magnétique(ou �rayon de Larmor�) tel que ` =
p
~=eB :

Nous considérons
�!
B = Bz avec B � 0:

On reconnaît, à un facteur multiplicatif près, les relations de commutations entre

variables canoniques.

Ainsi, l�Hamiltonien( 3.13 ) a une même structure algébrique qu�un oscillateur har-

monique à 1D. On dé�nit donc les opérateurs de création et d�annihilation :

a =
lBp
2~
(�x � i�y); et a+ =

lBp
2~
(�x + i�y); (3.15)

[a; a+] = 1: (3.16)

Alors l�Hamiltonien H peut être réécrit en termes de a et a+ tel que :

H =
~2

2ml2B
(aa+ + a+a)

= ~!c(aa+ +
1

2
); (3.17)
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3.5 Niveaux de Landau E¤et Hall qauntique entier

avec !c =
ejBj
me
la pulsation cyclotronique, aa+ = n est la valeurs propres de N:

Les énergies possibles s�organisent par niveaux selon :

En = ~!c(n+
1

2
) (3.18)

Le spectre est donc séparé en niveaux, appelés �niveaux de Landau�[3].

Fig. 3.4 �Niveaux de Landau. n représente les niveaux, et m est associé à la dégénéres-

cence de chaque niveau.

On peut voir ce système comme deux oscillateurs harmoniques tel que l�équation

(2.13) devient :

En = ~!c(aa+ +
1

2
) + ~!0(b+b+

1

2
); (3.19)

où la deuxième fréquence de l�oscillateur est nulle, et b+b = m, le deuxième nombre

quantique (valeur propre).

Les opérateurs b et b+ sont donnés par :

b+ =
lBp
2~
(X � iY ); et b = lBp

2~
(X + iY ); (3.20)

X =
lBp
2
(b+ + b); et Y =

ilBp
2
(b+ � b): (3.21)
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3.6 Potentiel central E¤et Hall qauntique entier

L�ensemble des états propres de H sont exprimés par les deux nombres quantiques n,

m par :

a+ j n;mi =
p
n+ 1 j n+ 1;mi;

a j n;mi =
p
n j n� 1;mi; (ni0); (3.22)

b+ j n;mi =
p
m+ 1 j n;m+ 1i;

b j n;mi =
p
m j n;m� 1i; (mi0) (3.23)

Lorsqu�un des deux nombres quantique est égal à zéro, on obtient :

a j 0;mi = 0;

b j n; 0i = 0: (3.24)

A l�aide des opérateurs d�échelle, un état arbitraire peut par conséquent être construit

à partir de l�état j 0; 0i [16] :

j n;mi = (a+)
n

p
n!

(b+)
m

p
m!

j 0; 0i (3.25)

3.6 Potentiel central

Un potentiel central est un potentiel qui ne dépend que de la position de la particule

qu�à travers sa norme[19]. Il intervient dans de nombreux systèmes physiques dont l�un

des plus importants est celui d�une particule plongée dans un potentiel coulombien[20].

On étudiera également le cas d�un système de deux particules dont l�interaction, qui est

décrite par un potentiel V (�!r1 ��!r2 ), dépendant seulement de leurs positions relatives
�!r1 � �!r2 , �!r1 et �!r2 étant les vecteurs positions des deux particules dans un référentiel

d�inertie d�origine O.
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3.6 Potentiel central E¤et Hall qauntique entier

3.6.1 Mouvement d�une particule dans un potentiel central

Considérons une particule de masse M en mouvement dans un potentiel central de

sorte que V (r) ne dépend que de la distance r = jrj et l�hamiltonien H de la particule

s�écrit[20] :

H = T + V

=
�~2
2M

� + V (r) ; (3.26)

où � est le laplacien,et M =M1 +M2

Pour un système de deux particules de masse M1 et M2 l�hamiltonien devient :

H =
�~2
2M1

�1 �
~2

2M2

�2 + V (�!r1 ��!r2 ) : (3.27)

On a P = i~r, donc l�hamiltonien 3.27 on peut écrite comme suite :

H =
p21
2M1

+
p22
2M2

+ V (�!r1 ��!r2 ) ; (3.28)

où
�!
P1 =M1

�!
V1 et

�!
P2 =M2

�!
V2 sont les quantités de mouvement des deux particules.

On dé�nit les coordonnées du centre de masse G du ce système par :

�!rG =
M1
�!r1 +M2

�!r2
M

: (3.29)

Alors on déduire :

�!r1 = �!rG +
M2

M
�!r ; (3.30)

�!r2 = �!rG +
M1

M
�!r : (3.31)

D�après les équations3.30et3.31 :

�!r1 ��!r2 = �!r :

L�équation3.28devient :

20



3.6 Potentiel central E¤et Hall qauntique entier

H = HG +Hr

=
p2G
2M

+
Mp2

2M1M2

+ V (�!r ) ; (3.32)

tel que :

HG =
p2G
2M

est l�hamiltonien du centre de masse dans le référentiel du centre de masse

se terme est nul
��!
PG = 0

�
, etHr =

Mp2

2M1M2
+ V (�!r ) est l�hamiltonien relative et représente

l�énergie du système des deux particules dans le référentiel du centre de masse [20].

Dans le cas d�un système dont l�interaction est décrite par le potentiel coulombien

[21] :

V (r) =
�q2
4�"0r

=
�e2
r
; (3.33)

où r est la distance des deux particules et e2 = q2

4�"0
, et � = M1M2

M
est la masse réduite

du système.

Alors l�hamiltonien relative devient :

Hr =
p2

2�
� e

2

r
: (3.34)

L�hamiltonien relative l�équation 3.34 peut représente par équation aux valeurs propres

suivant :

[
�~2
2�
�� e

2

r
]	 (�!r ) = E 	(�!r ) (3.35)

L�étude de l�e¤et Hall quantique mérite un traitement du mouvement d�un électron

dans un champ magnétique, et pour décrire ce phénomène, nous avons décrit brièvement

l�hamiltonien d�une particule dans un potentiel central, ainsi que l�énergie d�un système

de deux particules dont l�interaction est décrite par le potentiel coulombien 1
r
. Dans le

cinquième chapitre, cette étude d�énergie sera complétée par une méthode analytique,

pour véri�er que l�état fondamental de la fonction d�onde de Laughlin pour la fraction

� = 1.
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3.7 Explication de l�e¤et Hall quantique entier E¤et Hall qauntique entier

3.7 Explication de l�e¤et Hall quantique entier

L�e¤et Hall quantique entier explique tout d�abord que les plateaux de résistance se

produisant autour de Bi =
h�
i e
et ils correspondent à un facteur de remplissage :

� =
�

B=�0
= i (avec i entier):

La même chose pour le champ magnétique, la formule classique de la résistance de

Hall donne : RH = h
i e2
ce qui est égale à la valeur obtenue expérimentalement. Ainsi, a

priori, le fait que la résistance de Hall ait cette valeur pour ce champ magnétique n�est pas

surprenant ; le point qui mérite d�être expliqué c�est que la résistance de Hall soit constante

quand le champ magnétique est au voisinage de cette valeur[18]. Ainsi qu�un plateau

indique que pour une certaine valeur de champ B le système devient incompressible à

cause de la densité d�électrons ne qui reste accrochée à celle du quanta de �ux nB pour

garder le rapport � = ne
nB
= p constant.

3.8 Conclusion :

Nous avons présenté dans ce chapitre les propriétés des électrons d�un gaz d�électrons

à 2D soumis à un champ magnétique intense. Nous recherchons explicitement les états

propres de l�hamiltonien H dans la jauge symétrique. Pour des champs plus intenses, la

résistance de Hall présente des plateaux alors que la résistivité longitudinale s�annule et

on obtenir l�e¤et Hall quantique entier (EHQE).

22



Chapitre 4

Application de la Méthode

Analytique à l�EHQE

4.1 Introduction

L�e¤et Hall quantique entier est beaucoup plus complexe et nécessite une compré-

hension profonde d�introduire le problème de Ne électrons en interaction coulombienne.

Dans ce chapitre nous présentons les fonctions d�onde de Laughlin qui sont de très bonnes

approximations du fondamental lorsque le facteur de remplissage est � = 1.

Considérons d�abord les électrons libres, pour un champ magnétique uniforme homo-

gène B = (0; 0;�B).

On introduit les variables complexes z et z avec z = x + iy. La fonction d�onde de

Laughlin associe a ces variables complexe s�écrit[22] :

	(z1; z2; :::; zNe) = CNe

NeY
i<j

(zi � zj) exp(�
NeX
j=1

jz2i j=4l2B): (4.1)

Les vecteurs de position on coordonnées polaires[23] en notation complexe zj = xj +

yj = rje
i'j , avec r est la distance radiale et ' est l�angle polaire.

Pour un système dans la géométrie du disque avec Ne électrons et un facteur de

remplissage � = 1 les électrons polarisés dans le sens du champ magnétique et occupent

tous les plus bas niveaux du Landau (PBNL). La densité électronique de ce système est
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4.2 Méthode de Ciftja Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

donné par �0 =
Ne

N

(nombre d�électrons par unité de l�aire) ou bien on peut récrire :

�0 =
1

2�l20m
; (4.2)

où l0 =
p
}=(eB) est la longueur magnétique et } la constante de Planck. On réduire

le rayon de disque tel que ce dernier est varie en fonction de Ne :

RNe
l0

=
p
2Ne: (4.3)

Nous étudions analytiquement les fonctions d�ondes d�un système d�électrons ( Ne =

1; ::::; 8) de l�EHQE dans la géométrie du disque. On peut ensuite comparer ces résultats

avec celui obtenu par le modèle proposé par Ciftja [24] de l�état fondamental à � = 1.

4.2 Méthode de Ciftja

L�énergie d�interaction par particule de l�état fondamental[24, 25]est :

� = �ee + �eb + �bb; (4.4)

où �ee =
h
^
V eei
Ne
, �eb =

h
^
Vebi
Ne

et �bb =
h
^
Vbbi
Ne

sont respectivement l�énergie totale, l�énergie

d�interaction électron-électron, électron-substrat et substrat-substrat.

4.2.1 Interaction électron-électron

On peut écrire �ee comme suite :

�ee = �
d
ee + �

x
ee; (4.5)

où �dee est l�énergie d�interaction directe, �
x
ee est l�énergie d�interaction d�échange.

Pour calculer �dee et �
x
ee respectivement nous avons :

�dee =
1

2Ne

Z
d2r1

Z
�(�!r1 ��!r2 )�(�!r1 )�(�!r2 )d2r2; (4.6)
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4.2 Méthode de Ciftja Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

�xee =
�1
2Ne

Z
d2r1

Z
�(�!r1 ��!r2 ) j �(�!r1 ;�!r2 ) j2 d2r2; (4.7)

avec �(�!ri ) est la fonction de la densité depend de ri et ne dépende pas de �i(i = 1; 2),

et dé�ni comme suite :

�(�!ri ) =
Ne�1X
j=0

j 	j(�!ri ) j2 (4.8)

= �0F (
ri
l0
); (i = 1; 2); (4.9)

où

F (x) = e�
x2

2

Ne�1X
j=0

1

j!

�
x2

2

�j
; (4.10)

avec �(�!r1 ;�!r2 ) est la matrice de la densité électronique de deux particules :

�(�!r1 ;�!r2 ) =
Ne�1X
	j(

j=0

�!r1 )�	j(�!r2 ) (4.11)

= �0e
� r21+r

2
2

2l20

Ne�1X
j=0

1

j!

�r1r2
2

�j
eij(�2��1); (4.12)

avec leur complexe conjugue est :

��(�!r1 ;�!r2 ) = �0e
� r21+r

2
2

2l20

Ne�1X
j;=0

1

j;!

�r1r2
2

�j;
eij

;(�2��1): (4.13)

Donc :

j �(�!r1 ;�!r2 ) j2= ��(�!r1 ;�!r2 )�(�!r1 ;�!r2 )

= �0e
� r21+r

2
2

2l20 f
Ne�1X
j=0

Ne�1X
j;=0

1

j!j;!

�
r1r2
2l20

�jj;
ei(j�j

;)(�2��1)g: (4.14)
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4.2 Méthode de Ciftja Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

4.2.2 Interaction substrat - substrat :

On dé�ni l�énergie d�intéraction substrat- substrat par :

�bb =

DbVbbE
Ne

=
e2�20
2Ne

Z

Ne

d2r

Z

Ne

1

j�!r � r0jdr
0: (4.15)

D�aprés les calcules on trouve :

�bb =
8

3�

r
Ne
2

e2

l0
: (4.16)

D�après l�équation (4.16), l�énergie d�interaction substrat - substrat varie suivant la

relation[24]
DbVbbE / N 3

2
e :

4.2.3 Interaction électron-substrat

On dé�ni l�équation de l�énergie d�interaction électron- substrat par :

�eb =
hbVebi
Ne

=
�e2�0
Ne

Z
d2r1� (

�!r 1)
Z

Ne

1

j�!r 1 ��!r j
d2r: (4.17)

A partire de les détailles du calcul de �eb ( voir annexe B) on trouve :

�eb =
�e2

l0

r
2

Ne

Z 1

0

dq

q
J1

�
q
p
2Ne

�
e
�q2
2 L1n�1

�
q2

2

�
; (4.18)

avec :

Lkn(x) =
exx�k

n!

dn

dxn
(xn+ke�x); (4.19)

tel que Lkn sont les polynômes de Laguerre associés d�ordre n = 0; 1; ::::et de degré

k = 0; 1; :::::

On peut écrire ces polynômes de Laguerre comme suit :

Lkn(x) = (�1)k
dk

dxk
[Ln+k(x)]; (4.20)

26
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Où :

Ln = L
0
n(x) (4.21)

4.3 Méthode analytique

L�hamiltonien de système précédent est :

^
H =

^
T +

^
V ; (4.22)

où
^
T est le terme qui représente l�opérateur de l�énergie cinétique avec le choix de

symétrie de Jauge
�!
B = r��!A :

bT = 1

2me

NeX
i=1

hc�!p i + e�!Aii2 : (4.23)

Cette dernière énergie est considéré comme une constante h T
N
i = 1

2
}!, et bV est

l�opérateur d�énergie d�interaction colombienne :

bV = bVee + bVeb + bVbb; (4.24)

tel que bVee est l�opérateur d�énergie d�interaction colombienne électron-électron :
Vee =

NeX
i<j

e20
jri � rjj

; (4.25)

avec bVeb est l�opérateur d�énergie d�interaction colombienne électron- substrat :
Veb = ��

NeX
i=1

Z
SNe

d2r
e20

jri � rj
; (4.26)

et bVbb est l�opérateur d�énergie d�interaction colombienne substrat- substrat :
Vbb =

�2

2

Z
SNe

d2r

Z
SNe

d2r0
e20

jr � r0j : (4.27)
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4.3 Méthode analytique Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

L�énergie fondamentale de se système est la somme des potentiels énergétique avec

l�unité d�énergie e2

l0
où l�expression d�interaction est :

H	(z1; :::::; zNe) = E	(z1; :::::; zNe): (4.28)

Pour trouver les résultats analytique exact de l�interaction colombienne. Nous calcu-

lons la valeur de l�énergie d�interaction d�un état :

E(Ne) =
h	jV j	i
h	j	i ; (4.29)

où h	j	i sont les fonctions d�ondes non normalisé[26].

h	(z1; :::::; zNe)j	(z1; :::::; zNe)i = j	(z1; :::::; zNe)j
2

= FNe(
�!r 1; :::::;�!r Ne)e

�
�SNe (

�!r 1;:::::;
�!r Ne )

2l0

�
; (4.30)

tel que :

FNe(
�!r 1; :::::;�!r Ne) =

NeY
i=>j

(�!r i ��!r j)2 ; (4.31)

et :

SNe(
�!r 1; :::::;�!r Ne) =

NeX
j=1

r2j : (4.32)

Pour calculer Vee, Veb et Vbb il faut faire un traitement analytique basé sur des outils

mathématiques ainsi que une simulation numérique par le code Mathématica[27].

Pour notre système de Ne électrons le polynôme de Laughlin est :

PL = Det

26666664

0BBBBBB@
z01 z02 � � z0Ne

z11 z12 � � z1Ne

� � � � �

zNe�11 zNe�12 � � zNe�1Ne

1CCCCCCA

37777775
=

Y
i<j

(zi � zj) ; (4.33)
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où : zj = rje�i�j :

D�après la transformation de Jacobi :

Z1 = z1 � z2;

Z2 =
z1
2
+
z2
2
� z3;

� � � � � �

Zi =
z1
i
+ � � �+ zi

i
� zi+1;

� � � � � �

ZNe = R =
z1
Ne
+ � � �+ zNe

Ne
; (4.34)

tel que R est le centre de masse des coordonnées de notre système, Zi sont les coor-

données complexes de Jacobi (i = 1; 2; :::::; Ne), zi sont les vecteurs de position à 2D à la

représentation complexe (i = 1; 2; :::::; Ne).

Cette dernière est véri�é les relations suivantes :

Z NeY
k=1

d2zk =

Z NeY
k=1

d2Zk;Ne > 2; (4.35)

NeX
k=1

z2k = NeR
2 +

Ne�1X
j=1

j

j + 1
Z2k ;Ne > 2: (4.36)

On calcule la matrice inverse pour déterminer les zi en fonction Zi, et on remplace

les zi dans la fonction d�onde de Laughlin (4.33) et on déduire le polynôme de Jacobi.

4.3.1 Application numérique pour Ne = 8 :

Les coordonnées complexes de Jacobi Zi :
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4.3 Méthode analytique Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

Z1 = z1 � z2;

Z2 =
z1
2
+
z2
2
� z3;

Z3 =
z1
3
+
z2
3
+
z3
3
� z4;

Z4 =
z1
4
+
z2
4
+
z3
4
+
z4
4
� z5;

Z5 =
z1
5
+
z2
5
+
z3
5
+
z4
5
+
z5
5
� z6;

Z6 =
z1
6
+
z2
6
+
z3
6
+
z4
6
+
z5
6
+
z6
6
� z7;

Z7 =
z1
7
+
z2
7
+
z3
7
+
z4
7
+
z5
7
+
z6
7
+
z7
7
: (4.37)

On calcule la matrice inverse pour déterminé les zi, on obtient :

z1 =
Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+
Z7
8
+ Z8;

z2 = �Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+
Z7
8
+ Z8;

z3 = �2Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+
Z7
8
+ Z8;

z4 = �3Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+
Z7
8
+ Z8;

z5 =
�4Z4
5

+
Z5
6
+
Z6
7
+
Z7
8
+ Z8;

z6 =
�5Z5
6

+
Z6
7
+
Z7
8
+ Z8;

z7 =
�6Z6
7

+
Z7
8
+ Z8;

z8 = �7Z7
8
+ Z8: (4.38)

Lorsque on remplace z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7 et z8 dans Le polynôme de Laughlin :
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4.3 Méthode analytique Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

PL = Z1

�
�Z1
2
+ Z2

��
Z1
2
+ Z2

��
�2Z2
3
+ Z3

��
�Z1
2
+
Z2
3
+ Z3

��
Z1
2
+
Z2
3
+ Z3

�
�
�3Z3
4
+ Z4

��
�2Z2
3
+
Z3
4
+ Z4

��
�Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+ Z4

�
�
Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+ Z4

��
�4Z4
5
+ Z5

��
�3Z3
4
+
Z4
5
+ Z5

�
�
�2Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+ Z5

��
�Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+ Z5

�
�
Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+ Z5

��
�5Z5
6
+ Z6

��
�4Z4
5
+
Z5
6
+ Z6

�
�
�3Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+ Z6

��
�2Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+ Z6

�
�
�Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+ Z6

��
Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+ Z6

�
�
�6Z6
7
+ Z7

��
�5Z5
6
+
Z6
7
+ Z7

��
�4Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+ Z7

�
�
�3Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+ Z7

��
�2Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+ Z7

�
�
�Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+ Z7

��
Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+
Z4
5
+
Z5
6
+
Z6
7
+ Z7

�
(4.39)

Pour une fonction d�onde 	(r1; :::::; rNe) l�interaction colombienne est :

Interaction électron- électron :

Vee =
Ne (Ne � 1)

R e22
jz1�z2j j	(z1; :::::; zNe)j

2 d2z1::::d
2zNe

2
R
j	(z1; :::::; zNe)j

2 d2z1::::d2zNe
; (4.40)

"ee =
(Ne � 1)

R e22
jz1�z2j j	(z1; :::::; zNe)j

2 d2z1::::d
2zNe

2
R
j	(z1; :::::; zNe)j

2 d2z1::::d2zNe
: (4.41)

Interaction électron-substrat :

Veb = ��Ne

R
d2r1:::d

2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2
R
SNe

d2r
e20

jr1�rjR
d2r1:::d2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2

; (4.42)
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4.4 Résultats Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

où :

Z
SN

d2r
e20

jr1 � rj
=
2e20SNe
RNe

Z 1

0

J1 (q) J0

�
qr1
RNe

�
dq

q
: (4.43)

Donc :

Veb = �
2e20�NeSNe
RNe

R1
0
J1 (q)

dq
q

R
d2r1:::d

2rNejJ0
�
qr1
RN

�
	(r1; : : : ; rNe)j2R

d2r1:::d2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2
: (4.44)

D�après la transformation on a trouvé :

Veb = �
2e20�NeSNe
RNe

R1
0
J1 (q)

dq
q

R
d2z1:::d

2zNeJ0

�
qjz1j
RNe

�
j	(z1; : : : ; zNe)j2R

d2z1:::d2zNej	(z1; : : : ; zNe)j2
(4.45)

Ou : J1 (q) et J0
�
qjz1j
RN

�
sont les fonctions de Bessel d�ordre zéro.

Donc :

"eb = �
2e20�SNe
RNe

R1
0
J1 (q)

dq
q

R
d2z1:::d

2zNeJ0

�
qjz1j
RNe

�
j	(z1; : : : ; zNe)j2R

d2z1:::d2zNej	(z1; : : : ; zNe)j2
: (4.46)

Interaction substrat -substrat

Le potentielle d�Interaction substrat -substrat est :

Vbb =
8

3
e20�0NeRNe =

r
�Ne
2

/8Ne
3�

e2

l0
: (4.47)

Le facture de remplissage � = 1, alors :

"bb =
8

3�

r
Ne
2

e2

l0
: (4.48)

4.4 Résultats

D�après les calcules qu�on a fait par un code mathematica, nous arrivons jusqu�à 8

particules. Les énergies caractéristiques de la fraction � = 1 sont résumées dans le tableau

suivant :
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4.4 Résultats Application de la Méthode Analytique à l�EHQE

Ne = 4 Ne = 5 Ne = 6 Ne = 7 Ne = 8

"ee 0:556813 0:695198 0:821184 0:937565 1:046229

"eb �2:25835 �2:55:644 �2:813950 �3:055411 �3:279657

"bb 1:200422 1:342112 1:47021 1:588009 1:697653

" �0:501121 �0:513334 �0:522556 �0:529837 �0:535775

Tab. 4.1 �Energies d�interactions par particules (unitée
2
0

l0
. ) pour un système de l�e¤et

Hall quantique entier.

En comparant nos résultats avec ce obtenu par Ciftja[24].

Ne = 4 Ne = 5 Ne = 6 Ne = 7 Ne = 8

"ee 0:556813 0:695198 0:821184 0:937565 1:046229

"eb �2:25835 �2:55:644 �2:813950 �3:055411 �3:279657

"bb 1:200422 1:342112 1:47021 1:588009 1:697653

" �0:501121 �0:513334 �0:522556 �0:529837 �0:535775

Tab. 4.2 �Energies d�interactions par particules (unitée
2
0

l0
. ) pour un système de l�e¤et

Hall quantique entier (Ciftja 2011) .

On peut résume ces deux tablaux par le graphe suivant :

Fig. 4.1 �Graphe qui comparé les énregies de la méthode analytique(disque en rouge) et

le modéle de Ciftja (rectangle bleu).
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D�après la comparaison de deux tableaux et la représentation graphique on remarque

qu�on a obtenu le même résultat.

4.5 Conclusion

La fonction d�onde de Laughlin s�écrit comme de simples déterminants de Slater

présenté au moyen d�un package Mathématica. Cette base est couramment utilisée pour

décrire les systèmes quantiques à 2D.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Au cours de ce mémoire, nous avons étudie deux modèles di¤érents appliqués à l�e¤et

Hall quantique entier dans une géométrie du disque. L�étude de l�EHQE avec le potentiel

de Coulomb, dans la géométrie du disque, serait bien évidemment très intéressante. On a

déterminé l�énergie d�interaction coulombienne dans le plus bas niveau de Landau dans des

systèmes de petite taille jusqu�à 8 électrons. Par conséquent, nos résultats sont également

liés à la physique plus générale d�autres systèmes de matière condensée 2D fortement

corrélés.

L�énergie totale par particule dans la limite thermodynamique (Ne !1) est égale à

�0:626657. Dans ce cas, les énergies calculées sur la géométrie du disque sont les analogues

des énergies calculées sur la géométrie de sphère[24]

Finalement, on peut dire que l�application de l�EHQE est très vaste, à titre d�exemples

on peut citer, l�EHQE dans le cadre de la théorie quantique des champs et dans la théorie

des cordes appliquée aux trous noirs.
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Annexe A

Interaction substrat - substrat

L�énergie d�interaction substrat-substrat est donnée par[24] :

�bb =

DbVbbE
Ne

=
e2�20
2Ne

Z

Ne

d2r

Z

Ne

1

j�!r � r0jdr
0; (A.1)

avec 
Ne = �R
2
Ne
est l�aire de disque.

Pour calculer l�intégrale de 1

j�!r �
�!
r0 j
on utilise la formule suivant :

1

j �!r �
�!
r0 j

=
+1X

m=�1

+1Z
0

eim('�'
0)jm(kr1)jm(kr2)dk; (A.2)

où jm(x) sont les fonctions de Bessel d�ordre m:

À l�aide de cette formule on peut trouvée l�intégrale sur les variables angulaires :

Z 2�

0

d�1

Z 2�

0

1

j �!r �
�!
r0 j

d�2 = (2�)
2

+1Z
0

j0 (kr) j0 (kr
0) dk (A.3)

L�intégrale sur les varaibles radiales est :

Z 1

0

xJ0 (x) dx = �J1 (�) (A.4)

Donc :

�bb =
e2�20
2Ne

(2�)2R2Ne

Z 1

0

dk

k2
J21 (kRNe) (A.5)
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Interaction substrat - substrat

On sait que :

Z 1

0

dx

�
J1 (x)

x

�2
=
4

3�
(A.6)

Alors :

�bb =
e2�20
2Ne

(2�)2
4R3Ne
3�

(A.7)

On utilisé l�equation 4.3 pour simpli�e l�equation A.7 :

�bb =
8

3�

r
Ne
2

e2

l0
(A.8)
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Annexe B

Interaction électron- substrat

Nous dé�nissons l�énergie d�interaction électron- substrat comme suite[24] :

�eb =
�e2�0
Ne

Z
d2r1� (

�!r 1)
Z RNe

0

rdr

Z 2�

0

1

j�!r 1 ��!r j
d� (B.1)

Où :� (�!r 1) est la fonction de la densité d�une particule.

D�après l�équationA.3 on trouve :

Z 2�

0

1

j�!r 1 ��!r j
d� = 2�

Z 1

0

J0 (kr1) J0 (kr) dk (B.2)

Nous utilisons l�équationA.4 on trouve :

�eb =
�2�e2�0RNe

Ne

Z 1

0

dk

k
J1 (kRNe)

Z
� (�!r 1) J0 (kr) d2r1; (B.3)

avec �(�!ri ) = �0F ( ril0 ); (i = 1; 2) .

On pose : r1
l0
= x et kl0 = q ;on trouve :

�eb =
�e2
l0

r
2

Ne

Z 1

0

dq

q
J1

�
q
p
2Ne

�Z 1

0

F (x)xJ0 (qx) dx; (B.4)

où :

F (x) = e
�x2
2

Ne�1X
j=0

1

j!

�
x2

2

�j
; (B.5)
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Interaction électron- substrat

et on dé�ni l�intégrale sur x :

Z 1

0

x2je
�x2
2 xJ0 (qx) dx = 2

jj!e
�q
2 Lj

�
�q2
2

�
; (B.6)

tel que Lj (x) est le polynôme de Laguerre et L1p (x) est le polynôme de Laguerre

associe :

pX
n=0

Ln (x) = L
1
p (x) ; (B.7)

donc :

Z 1

0

F (x)xJ0 (qx) dx = e
�q2
2 L1Ne�1

�
q2

2

�
; (B.8)

alors l�énergie d�interaction d�électron- background est :

�eb =
�e2

l0

r
2

Ne

Z 1

0

dq

q
J1

�
q
p
2Ne

�
e
�q2
2 L1Ne�1 (B.9)
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Annexe C

interaction électron-électron

L�interaction électron-électron directe donné par[24] :

�dee =
e2

2Ne

Z
d2r1�(

�!r1 )
Z

1

j �!r1 ��!r2 j
�(�!r2 )d2r2 (C.1)

Où :� (�!r i) est la fonction de la densité d�une particule deponde de ri et indépon-

dament que 'i(i = 1; 2):

Avec �(�!ri ) = �0F ( ril0 ); (i = 1; 2). L�équation C.1 devient :

�dee =
e2�0

2

2Ne

Z
d2r1F (

r1
l0
)

Z
1

j �!r1 ��!r2 j
F (
r2
l0
)d2r2 (C.2)

A partir de la formuleA.2 on peut calculer l�intégrale sur les variables angulaires :Z 2�

0

d�1

Z 2�

0

1

j~r1 � ~r2j
d�2 = (2�)

2

+1Z
0

j0 (kr1) j0 (kr1) dk (C.3)

Où j0(kri); (i = 1; 2) sont les fonctions de Bessel du premier type et ordre intégral 0.

On remplacéC.3 dans C.2, on obtenir :

�dee =
e2�0

2(2�)2

2Ne

1Z
0

[F (
r1
l0
)j0(kr1)r1dr1]

2dk (C.4)

On pose : r1
l0
= x et k 0 = q :

�dee =
e2

2Ne

+1Z
0

[F (x)j0(qx)xdx]
2dq (C.5)
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interaction électron-électron

On a :

+1Z
0

F (x)j0(qx)xdx = e
�q2
2 L1Ne�1(

q2

2
) (C.6)

En �n L�expression de l�energie d�intéraction électron-électron direct est :

�dee =
e2

2Nel0

+1Z
0

[e
�q2
2 L1Ne�1(

q2

2
)]2dq (C.7)

Pour calculer L�énergie d�interaction d�échange �xee :

�xee =
�e2
2Ne

Z
d2r1

Z
1

j�!r1 ��!r2 j
j �(�!r1 ;�!r2 ) j2 d2r2 (C.8)

Où �(�!r1 ;�!r2 ) est la densité électronique de deux particules :

�(�!r1 ;�!r2 ) =
Ne�1X
	j(

j=0

�!r1 )�	j(�!r2 ) (C.9)

Donc l�expression de la matrice de la densité électronique est donné par :

�(�!r1 ;�!r2 ) = �0e
� r21+r

2
2

2l20

Ne�1X
j=0

1

j!

�r1r2
2

�j
eij(�2��1) (C.10)

Donc :

j �(�!r1 ;�!r2 ) j2= �0e
� r21+r

2
2

2l20 f
Ne�1X
j=0

Ne�1X
j;=0

1

j!j;!

�
r1r2
2l20

�jj;
ei(j�j

;)(�2��1)g (C.11)

On peut aussi récrire énergie :

�xee = �
x
1 + �

x
2 (C.12)

Tel que :

�x1 = �
e2�20
2Ne

Z
d2r1

Z
d2r2

e
�r21+r

2
2

2l20

j~r1 � ~r2j

Ne�1X
j=0

"
1

j!

�
r1r2
2l20

�j#2
(C.13)
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interaction électron-électron

Et :

�x2 = �
e2�20
2Ne

Z
d2r1

Z
d2r2

e
�r21+r

2
2

2l20

j~r1 � ~r2j

Ne�1X
j 6=j0

Ne�1X
j=0

1

j!j0!

�
r1r2
2l20

�j+j0
ei(j�j

0)('2�'1) (C.14)

Avec :

"
1

j!

�
r1r2
2l20

�j#2
=

1

j!2j

�
r1
l0

�2j
1

j!2j

�
r2
l0

�2j
(C.15)

�x1 = � e2

2l0Ne

Ne�1X
j=0

1Z
0

dq

24 1Z
0

xj0 (qx)
x2je

�x2
2l20

j!2j
dx

352 (C.16)

�x1 = � e2

2l0Ne

1Z
0

dq

�
L1Ne�1

�
q2

2

��2
e�q

2

(C.17)

On calculer �x2 :

�x2 =
�e2�20
2Ne

Ne�1X
j 6=j0

Ne�1X
j=0

1

j!j0!2j+j0

Z
d2r1r1e

�r21
2l20

�
r1
l20

�j+j0 Z
d2r2e

�r22
2l20

�
r2
l20

�j+j0
ei(j�j

0)(�2��1)

j�!r 1 ��!r 2j
(C.18)

Avec :
2�Z
0

d�1

2�Z
0

ei[m(j�j
0)](�2��1) = 2��m;j�j; (C.19)

2�Z
0

d�1

2�Z
0

ei(j�j
0)(�2��1)

j�!r 1 ��!r 2j
d�2 = (2�)2

1Z
0

Jj�j0 (kr1) Jj�j0 (kr2) dk (C.20)

�x2 =
� (2�)2 e2�20

2N

Ne�1X
j 6=j0

Ne�1X
j=0

1

j!j0!2j+j0

1Z
0

dk

24 1Z
0

dr1r1Jj�j0 (kr1) e
�r21
2l20

�
r1
l20

�j+j0352 ; (C.21)

où :

Ne�1X
j 6=j0

Ne�1X
j=0

! 2

Ne�1X
j=j0+1

Ne�2X
j0=0

: (C.22)
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interaction électron-électron

Donc :

�x2 =
� (2�)2 e2�20

Ne

Ne�1X
j=j0+1

Ne�2X
j0=0

1

j!j0!2j+j0

1Z
0

dk

24 1Z
0

dr1r1Jj�j0 (kr1) e
�r21
2l20

�
r1
l20

�j+j0352

=
�e2
Nel0

Ne�1X
j 6=j0

Ne�1X
j=0

1

j!j0!2j+j0

1Z
0

dq

24 1Z
0

dxxJj�j0 (qx) e
�x2
2l20 (qx)j+j

0

352 (C.23)

On a l�intégrale suivant :

1Z
0

yJ�(qy)e
��y2y2n+�dy =

n!

2�n+1+�

�q
2

��
� e

�q2
4� L�n

�
q2

4�

�
; (n+ �) > �1 (C.24)

Avec : � = j � j0; � = 1
2
et n = j0;et conséquence (n+ �) = j = 1; 2; :::::: > �1 et

(2n+ �) = j + j0.

Par identi�cation :

1Z
0

xJj�j0(qx)e
�x2

2 xj+j
0
dx = j0!2j

0
qj�j

0
e
�q2
2 Lj�j

0

j0

�
q2

2

�
(C.25)

On remplacé C.25 dans C.23 on obtenir :

�x2 =
�e2
Nel0

Ne�1X
j=j0+1

Ne�2X
j0=0

j0!2j
0

j!2j

1Z
0

dqq2(j�j
0)e�q

2

�
Lj�j

0

j0

�
q2

2

��2
(C.26)
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Nomenclature

Sigle Signi�cation
EHQE E¤et Hall Quantique Entier

GEB Gaz d�électron bidimentionnel

NL Niveau de Landau

PBNL Plus Bas Niveau de Landau

Sigle Signi�cation
B Champ magnétique

E Champ électrique

I Courant électrique

J Densité de courant électrique

T Température

lB Longueur magnétique

Ne Nombre d�électrons

NB =
�
�0

Nombre de quanta de �ux

n Niveau de Landau

� Facteur de remplissage

�0 =
h
e Quantum de �ux

!c =
eB
m Pulsation cyclotron

ne =
N
S Densité des charges.

� = B:S Flux total du champ B

nB Densité de �ux

PJ Polynôme de Jacobi

PL Polynôme de Laughlin

S Aire du système utilisé

Rc Rayon cyclotron

RN Rayon du disque

me Masse réelle de l�électron
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 ملخص:
الكمي  التأثیر الكمي. فیما یخص من الممكن استخدام تطبیقات لانھائیة لتأثیر ھول أصبحالموصلات  أشباهبالتوسع في صناعة المواد 

ى مجال ــــــفي درجة حرارة منخفضة جدا تقارب الصفر كیلفن إل ةالموضوع الموصلات أشباهلھذه الظاھرة فھو یحدث عند تعرض 
مغناطیسي قوي جدا. في ھذه الحالة فان المقاومة في أشباه الموصلات الناتجة من قسمة جھد ھول على التیار لا یتغیر بشكل خطــي 

)./( فقط وإنما یتغیر بكمیات محدد مقدارھا حسب ثابت فون كلیتزینج 2eh  
ملء  ملاعلصحیح في اي ــمفعول ھول الكمفي  للإلكتروناتالمختصرة  للأنظمةالدقیقة  النتائج بعض نقدمس العمل ھذا في

ي تسھل  ـــمختلف الكمیات. كما أن استعمال إحداثیات جاكوب حسابجاكوبي لتسھیل  . كما نستعمل إحداثیاتیساوي الواحد
 بالإلكترونات.و ذلك للحساب الدقیق للكمیات المطلوبة الخاصة  حساب التكاملات المعقدة و التي تحتوي على عدة متغیرات

dε مقارنة مع ما قد سلف سنعرض نموذجا ریاضیا لسفیدجا لتحدید طاقة التفاعل المباشرة xε و المتبادلة    لكل إلكترون.
 

.التي استعملھا سیفیتجا الریاضیة تتماشى ونتائج الطریقةعمال الطریقة التحلیلیة باست إلیھاالنتائج التي توصلنا   
 

  ، الطریقة التحلیلیة، النموذج الریاضي.الصحیحلكلاسیكي، مفعول ھول الكمي مفعول ھول ا الكلمات المفتاحیة:
 

Résumé : 
En développant la fabrication de matériaux semi-conducteurs, il est devenu possible d'utiliser 
des applications infinies pour l'effet Hall quantique. En ce qui concerne l'effet quantique de ce 
phénomène, il se produit lorsque les semi-conducteurs placés à très basse température près de 
0 K à un champ magnétique très intense. Dans ce cas, la résistance dans les semi-conducteurs 
résultant de la division de la tension de Hall sur le courant ne change pas uniquement en 
forme linéaire, mais change en quantités spécifiques, selon la constante de Von Klitzing (

2/ eh ). 
Dans ce travail nous présentons quelques résultats exacts  correspondant aux systèmes réduits 
des électrons dans le régime de l'effet hall quantique entier au facteur de remplissage 1. 
L'utilisation des coordonnées de Jacobi est l'outil principal qui  facilite le calcul exact de 
diverses quantités. Des expressions  fait intervenir des intégrales numériques de beaucoup de 
variables sont  considérablement simplifiées à l'aide des coordonnées de Jacobi  nous 
permettant de calculer exactement de diverses quantités  correspondant aux systèmes à 
plusieurs électrons. En comparaison de ce qui précède, nous présenterons un modèle 
mathématique pour Ciftja pour déterminer l'énergie d’interaction par particule directe dε  et 
d’échange xε  de chaque électron. 
Les résultats que nous avons obtenus par calcul analytique est en accord avec les résultats 
obtenus par le modèle mathématique proposé par  Ciftja. 
Mots-clés : L’Effet Hall Classique, l’Effet Hall Quantique Entier, méthode analytique, 
modèle mathématique. 
 

Abstract: 
By developing the fabrication of semiconductor materials, it has become possible to use 
infinite applications for the quantum Hall effect. Regarding the quantum effect of this 
phenomenon, it occurs when semiconductors placed at very low temperatures near  0K at a 
very intense magnetic field. In this case, the resistance in the semiconductors resulting from 
the division of the Hall voltage on the current does not change only in linear form, but 
changes in specific quantities, according to the von Klitzing constant ( 2/ eh ). 
In this work we present some exact results corresponding to small systems of electrons in the 
integer quantum Hall effect at filling factors one.  
Use of Jacobi coordinates is the key tool that facilitates the exact calculation of various 
quantities. Expressions involving integrals over many variables are considerably simplified 
with the help of Jacobi coordinates allowing us to calculate exactly various quantities 
corresponding to systems with several electrons. In comparison with the above, we will 
present a mathematical model of Ciftja to determine the direct interaction energy per particle 

dε  and exchange xε  of each electron. 
The results that we obtained by analytical calculation are in good agreement with the results 
obtained by the mathematical model proposed by Ciftja. 
Keywords: Classical Hall Effect, Integer Quantum Hall Effect, analytical method, the 
mathematical model. 
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