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Résumé

Dans ce travail, on étudie la stabilisation de solution d’une chaine qui se déplace axia-
lement du type de Kirchhoff par un contole a la limite viscoélastique. On analyse que la
dissipation produite par la limite viscoélastique est suffisante pour éliminer les vibrations
transversales qui se produisent pendant le mouvement axial de la chaine, et on montre éga-
lement & cela décroissance de déplacement de corde dans un taux arbitraire. En comparant
avec les chaines immobiles, on conclu que le mouvement de la corde lui-méme produit assez
extra le découragement s’assure la stabilisation.

Mots-clés :
Chaine de Kirchhoff, axial de déplagant, limite de controle de type de mémoire, décroissance

arbitraire.



Abstract

In this memory, we study the stabilization of solutions of an axially moving string of
kirchhoff type by a viscoelastic boundary control. We prove that the dissipation produced
by the viscoelastic term is sufficient to suppress the transversal vibrations that occur during
the axial motion of the string, and we also show that the string displacement decay in an
arbitrary rate. When comparing with immobile strings, we conclude that the movement of
the string itself produces enough extra damping ensuring the stabilization.

Key words :

Kirchhoff string, axial motion, boundary control of memory type, arbitrary decay.
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Introduction générale

L’objectif de ce travail est de présenter quelques progrés récents sur ’analyse mathéma-
tique (en un sens pratique) du probléme de type Kirchhoff. Ces problémes traitent de la
physique du point de vue mathématique, et plus particulirement du point de vue des équa-
tions aux dérivées partielles. Plus précisément, ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et aux rappels de quelque on résultats
de I'analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie 'existence et 1'unicité de la solution du modéle (2.1),
en utilisant la méthode variationnelle.

Et dans le troisiéme chapitre on monte que le probléme de type Kirchhoff du condition aux
limites dynamique est stable.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback); elle
consiste donc & garantir la décroissance de I’énergie des solutions vers 0 de fagon plus ou
moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le probléme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a déterminer
le comportement asymptotique de I’énergie que 1'on note E(t) (c’est la norme des solutions
dans l'espace d’état), a étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle ou pas.

Il existe plusieurs degrés de stabilité. Le premier degré consiste a analyser simplement

la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, i.e :
E(t) — 0, lorsque t— +oc.

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second degré, on s’intéresse a la décroissance de 1’énergie la plus rapide, c’est-a-

dire lorsque celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e :

E(t) < Ce™, Vt >0,
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ou C et ¢ sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.
Quant au troisiéme degré, il étudie les situations intermédiaires, dans lesquelles la dé-

croissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple
C
E(t) < o vt > 0,

ou C et « sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales. Dans ce

cas, il faut prendre des données initiales plus réguliéres, dans le domaine de 1'opérateur.



Chapitre 1

Rappels

Espace L?

Soit © un ouvert de R™, muni de la mesure de Lebesgue dx. On désigne par L'(Q) I'espace

des classes des fonctions intégrables sur €2 a valeurs dans R, on le munit de la norme

1l = / f(@)|dz

Soit p € R avec 1 < p < 400, on définit 'espace des classes des fonctions LP(€2) par :

LP(Q)) = {f : 2 = R mesurable tel que / |fIPdx < oo}
Q

e = ( | \f<x>|pdx)’l’

On dit qu'une fonction f : Q@ — R appartient a L} (Q) si f € LP(2) pour tout compact
K cQ

muni de la norme

Remarque 1.1 L’espace L? muni du produit scalaire
(1.9) = [ fodo. f.ge @
Q
est un espace de Hilbert.

Définition 1.1 Soit X un espace de Banach, 1 < p < oo et [0,T] un intervalle de R. On

appelle espace de Lebesque a valeurs dans X et on note LP(0,T; X) l’espace des fonctions
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f:]0, T[— X, mesurables qui vérifient :

i) i 1<p<oo, (i 1fFadt)” = Iflmorx < .

i) Sip=o0, supess|[f|:=[[f]lrxrn) < o0

Proposition 1.1 L?(0,T; X) muni de la norme || f||ro,r;x), 1 < p < 00 est un espace de

Banach.

Espaces de Sobolev

Dérivée faible

Définition 1.2 Soit Q un ouvert de R, et u € L},.(Q) une fonction a une i-éme dérivée

faible dans L}, .(Q) telque 1 < i < n s’ existe f; € L, .(Q) telle que pour toute o € C5°(£2)

loc

on ait

[ u@piptaie = = [ p@)etos

1

loe(82) au sens des distributions, on

Cela revient a dire que f; est la i-éeme dérivée de u € L
écrit
ou

fi-

Espace H!(Q)

Définition 1.3 Soit Q un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H*(Q) est défini par

HY(Q) = {v € L*(Q), tel que Vic {1,...,N}g;' € LQ(Q)}, (1.1)

v

e, €St la dérivée partielle faible de v.

ot
En physique ou en mécanique [’espace de sobolev est souvent appelé espace d’énergie au sens
ot il est constitué des fonctions d’énergie finie (c’est-a-dire de norme |u|| g1y finie). Les
fonctions d’énergie finie peuvent éventuellement étre “singulieres ” ce qui a un sens physique

possible.

Proposition 1.2 Muni du produit scalaire

(1, v) = /Q (u(@)o(x) + Vu(z) Vo(z)) de (12)

10



Rappels

et de norme 2
nmmmnz([jmuﬂ%wvwwfwm)

Uespace de sobolev H(Q) est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1 (de densité). Si 2 un ouvert borné régulier de classe C', ou bien si Q = RY,

ou encore si 2 = RN alors C>°(Q) est dense dans H' ().

Espace Hj ()
Définie maintenant un autre espace sobolev qui est un sous-espace de H'(£2) et qui nous

sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet.

Définition 1.4 Soit C2°(Q2) l'espace des fonctions de classe C™ a support compact dans €.
L’espace de sobolev HY(Q) est défini comme ’adérence de C°(§)) dans H'(Q).

Proposition 1.3 Muni du produit scalaire (1.2)de H' (), lespace de sobolev H}(Q) est un

espace de Hilbert.

Corollaire 1.4 voir[10] Soit Q un ouvert de RN borné. Alors la semi-norme

1/2
ooy = ([ 19060
Q

est une norme sur H}(Q) équivalente a la norme usuelle induite par celle de H*(£2)

Espace H™(1)

On peut aisément généraliser la définition 1.3 de I'espace de sobolev H'(£2) aux fonctions
qui sont m fois dérivable au sens faible. Commencons par donner une convention d’écriture
bien utile. Soit & = (ay, ..., ay) un multi-indice, c’est-a~dire un vecteur & N composantes
entiéres positives a; > 0. On note |a| = Zfil et pour une fonction v,

olely

= - (®
a1 an
Oxi" - 0z

0%v(x)

11
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Définition 1.5 Pour un entier m > 0, l'espace de Sobolev H™(2) est défini par
H™Q) ={ve L*Q) tel que ,Ya avec |a| <m,0% € L*(Q)}, (1.3)
ot la dérivée partielle 0%v est a prendre au sens faible

Proposition 1.5 Muni du produit scalaire
(u,v) :/ Z 0%u(z)0%v(x)dx (1.4)
Q
la|<m
et la norme ||ullgm @) = \/(u,w), Uespace de Sobolev H™(S2) est un espace de Hilbert.
Les fonctions de H™ () ne sont pas toujours continues ou réguliéres (cela dépend de m

et de N), mais si m est suffisament grand alors toute fonction de H™(S)) est continue.

Théoréme 1.2 Si Q) est un ouvert borné régulier de classe C', et sim > N/2, alors H™({2)

est un sous-espace de ’ensemble C(S)) des fonctions continues sur ).

Théoréme 1.3 (de trace).
Soit Q0 est un ouvert borné régulier de classe Ct, ou bien ) = Rf. On définit application

trace o
H(Q)NOWQ) — L200)NC0Q) (1.5)
v - Y(v) = v|sa.
Cette application vy se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H' ()

dans L*(09), notée encore . En particulier, il existe une constante C' > 0 telle que, pour

toute fonction v € H(Q), on a
[0l 22 (00) < Cllvllm1(@)- (1.6)

Théoréme 1.4 Soit Q est un ouvert borné régulier de classe C*. On définit 'application

trace v1

HYX(Q)NCYQY) — L2H0Q)NC(09N) 7)
v — %’aﬂ
avec % = Vu.n. Cette application v, se prolonge par continuité en une application linéaire
continue de H*(Q) dans L*(0Q). En particulier, il existe une constante C > 0 telle que,
pour tout fonction v € H*(Q), on a

ov
Ha—n!lﬂ(aﬂ) < O]l a2(0)- (1.8)

12
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Espace W1?(Q)

Soit € un ouvert quelconque de R" et p € R, 1 < p < 400, I'espace W1P(Q) est définit
par

WP (Q) = {u € LP(Q); tel que du € LP(Q),1<i<n}

ou ; est la i-éme dérivée faible de u € L], (Q).

On pose
HY(Q) = Wh(Q).

Espace W™P(Q)

Soit €2 un ouvert de R™,m > 2 et p un nombre réel tel que 1 < p < +o0, on définit

W™P(Q) comme suit
WmP(Q) = {u € LP() tel que D%u € LP(Q),Vao, |a] < m}

ot @ € N |a| = oy +... + v, et D% = 971...0%" est la dérivée faible de u € L},.(2) au sens
de la définition 1.1.

L’espace W™P(§2) est muni de la norme
lullwms = llullze + D 1Dl
0<|a|<m

On pose
H™(Q) = W™2(Q).

Remarque 1.2 Les espaces H™()) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire
(u,v)gm = (u,v)p2 + Z (D%, D)2 pour wu,ve H™(Q).
0<|a|<m
Lemme 1.6 Soit v € L*(Q). Pour 1 <i < N on peut définir une forme linéaire continue
F& dans H='(Q) par la formule

ov 0
<ax',¢>H71’H5(Q) = —/Szvaf'dx pour toutp € H}(Q). (1.9)

13
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qui vérifie

ov
15z =22 < vz
Siv e H'Y(Q), alors la forme linéaire continue 2~ coincide avec la dérivée faible dans L*(£2)
de v.
Inégalités

Notation :Soit 1 < p < +00. On note par q 'exposant conjugué de p i.e. % + % =1.

Lemme 1.7 : (Inégalité de Holder). Soient p,q € Ry tel que 1 < p,q < 400 avec %4-% = 1.
Soient f € LP(Q) et g € LY(Q). Alors,fg € L'(Q) et

1fgllr) < 1Fllr@llglloc)

St p=q =2 on aura l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Lemme 1.8 : (Inégalité de Poincaré). Soit Q@ un ouvert borné de R™ de frontiére assez
réguliere.
Alors

lulla < B||Vull2, pour wu € Hg(Q),

ot B~' = inf Iz,
ullz0 el

Lemme 1.9 :(Inégalité de Sobolev-Poincaré). Soit p un nombre avec 0 < p < +oo(n = 1,2)

ou 0 < p < —2(n>2). Alors il existe une constante C(p, ) telle que
lullp+1 < Clo, DIVulla,  pour u € Hy(9),

Lemme 1.10 :(de Gronwall). Soient g une fonction € L>(0,T),g(t) > 0,p.p.t € [0,T] , a
une fonctions € LY(0,T) et 3 positive
une fonction a(t) > 0,p.p.t € [0,T].
On suppose t
g(t) < /0 a(s)g(s)ds + B, p.p.t €[0,7T].
Alors
g(t) < Bexp (/Ota(s)ds) ,p.p-t €1[0,T].

14
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Formulation variationnelle des problémes elliptiques

Dans cette section, on s’intéresse a 1’analyse mathématique des équations aux dérivées
partielles de type elliptique. En régle générale ces équations elliptiques correspondent a des
modeles physiques stationnaires, c’est-a-dire indépendants du temps. On va montrer que
les problémes aux limites sont bien posés pour ces e.d.p. elliptiques, c’est-a-dire qu’elles
admettent une solution, unique, et dépendant contintiment des données.

L’approche qu’on va suivre est appelée approche variationnelle. On reprend cette ap-
proche variationnelle pour les problémes d’évolution en temps (e.d.p. de type parabolique
ou hyperbolique).

Au cous de cette section et des suivants, ’exemple prototype d’équation aux dérivées
partielles de type elliptique sera le Laplacien pour lequel on étudie le probléme aux limites

suivant

—Au=f dans
u=0 sur 0f2

(1.10)

Approche variationnelle

Le principe de I'approche variationnelle pour la résolution des équations aux dérivées
partielles est de remplacer I’équation par formulation équivalente, dite variationnelle, ob-
tenue en intégrant ’équation multipliée par une fonction quelconque, dite test. Comme il
est nécessaire de procéder a des intégrations par partie dans I’établissement de formulation

variationnelle, on commence par donner quelques résultats essentiels a ce sujet .

Formule de Green et formule d’intégration par partie

Théoréme 1.5 (Formule de Green). Soit Q un ouvert régulier de classe C'. Soit w une

fonction de C*(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elle vérifie la formule de Green

ow

q Oz

(x)dx = /69 w(z)n;(x)ds, (1.11)

ol n; est la i-éme composant de la normale extérieure unité de €.

Corollaire 1.11 (Formule d’intégration par partie). Soit Q un ouvert régulier de classe C*.

Soit u et v deuz fonctions de C*(Q) a support borné dans le fermé Q0. Alors elle vérifie la

15
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formule d’intégration par partie

/Qu(x)g;jl (x)dx = —/Qv(yc)g;;z (x)dx + /89 u(z)v(z)n;(x)ds. (1.12)

Corollaire 1.12 Soit Q un ouvert régulier de classe C*. Soit u une fonction de C*(Q) et v
une fonction de C1(Q), toutes deux a support borné dans le fermé Q. Alors elles vérifient la

formule d’intégration par partie

Au(a)o(@)de = — | Vu(@).Vo@)de + [ Z(@)o()ds, (1.13)
/ J f3

Qan

ot Vu = (a“

B est le vecteur gradient de wu.

)1§z‘§N

Formulation variationnelle

Pour simplifier la présentation, on suppose que l'ouvert €2 est borné et régulier, et que
le second membre f de (1.10)est continu sur 2. Le résultat principal de cette sous-section

est la proposition suivant.

Proposition 1.13 Soit u une fonction de C*(Q).Soit
X ={¢pcCQ) telque ¢ =0 sur 00}.

Alors u est une solution du probléme auzx limites (1.10) si et seulement si u appartient a X
et vérifie ’égalité
/Vu(x).Vv(a:)da: = / f(x)v(z)dz Vv e X. (1.14)
Q Q
L’égalité (1.14) est applée la formulation variationnelle du probleme aux limites (1.10).

Remarque 1.3 En notation compacte on peut réécrire la formulation variationnelle (1.14)sous

la forme : trouver u € X tel que
a(u,v) = L(v) pour toute fonction v € X,

a(u,v) :/QVu(a;).V’u(x)dx
et

L(v) = / f(@)(z)dz,

16
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oua(.,.) est une forme bilinéaire sur X et L(.) est une forme linéaire sur X. C’est sous cette
forme abstraite que on résoudre (avec quelques hypothéses) la formulation variationnelle

dans la prochaine sous-section.

Théorie de Lax-Milgram
Cadre abstrait

On décrive une théorie abstraite pour obtenir I'existence et I'unicité de la solution d’une
formulation variationnelle dans un espace de Hilbert. On note V un espace de Hilbert réel
de scalaire (,) et de norme || ||. Suivant la remarque de sous-section précédente on considére

une formulation variationnelle du type :
trouve u € V' tel que a(u,v) = L(v) pour toute fonction v € V (1.15)

Les hypotheéses sur a et L sont

1. L(.) est une forme linéaire continue sur V, c’est-a-dire que v — L(v) est linéaire de

V dans R et il existe C' > 0 tel que

|L(v)| < Cllv|| pour tout v € V

2. a(.,.)est une forme bilinéaire sur V, c’est-a-dire que w — a(w, v) est une forme linéaire
de V dans R pour tout v € Vet v — a(w, v) est une forme linéaire de V dans R pour

tout w e V

3. a(.,.)est continue, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que
la(w,v)| < M||wl||||v|| pour tout w,v € V/ (1.16)
4. a(.,.)est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe v > 0 tel que
a(v,v) > v|jv|* pour tout v € V. (1.17)

Comme nous le verrons au cours de cette sous-section, toutes les hypothéses ci-dessus sont

nécessaires pour pouvoir résoudre (1.15). En particulier, la coercivité de af., .) est essentielle.

17
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Théoréme 1.6 (Laz-Milgram)

Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V, a(.,.) une forme
bilinéaire continue coercive sur V. Alors la formulation (1.15) admet une unique solution.

De plus cette solution dépend contintiment de la forme linéaire L.

18



Chapitre 2

L’existence et I'unicité

2.1 Introduction

Le modeéle mathématique de Kirchhoff du mouvement d’une chaine (cable) qui se déplace
entre deux oeillets avec une vitesse constante v avec 0 < v < 1 est régie par 1’équation

suivante
1
Y + 20y = (1 — 2 b/ yidx) Yoy, T €[0,1], t>0
0

un des oeillets est serré sur un corps rigide définie par une premiére condition au bord :
y(0,t) = 0, t > 0, tandis que 'autre est serré sur un corps & propriétés viscoelastique

donnée par une deuxiéme condition au bord, donnée par

1 ¢
(1 —v* + b/ yid:c) ye(1,t) + / h(t — s)y(1,s)ds =0, t>0,
0 0

La distance entre les deux oeillets est supposée égale a 1.
La dynamique de la chaine peut étre représentée par le modeéle (2.1) ci- dessous (voir

[16]), qui est dérivée en utilisant le principe de Hamilton généralisé (voir [5])

( Vit + 20y = (1 — v 4 bfol yfcdx) Yooy, T €[0,1], t>0,
y(0,t) =0, t>0,

(1 — 024 ] y;{;da;) Ye(1,8) + [ h(t — 8)ye(1,8)ds =0, ¢ >0,
[ Y(z,0) = f(z),p(z,0) = g(x), z€][0,1].

(2.1)

Ou y(x,t) représente le déplacement transversal de la chaine et b est un constant positive.

19



Introduction

L’équation (2.1) nous informe que ce modéle se caractérisé par le fait que la tension dans

la chaine est donnée par

1
T(t):1+b/ y2dr, Yt > 0.
0

La premiére condition aux limite dans Eq.(2.1) indique la fixation de la chaine (corde)
au x=0, et la seconde condition aux limite exprime le fait que la flexible est serré dans un
corps avec des propriétés viscoelastic a x=1.

Et le terme de convolution représente le controle aux limites. Pour plus de détails sur la
signification physique de cette condition voir par exemple [12].

Les deux fonctions f(x) et g(x) représentent le déplacement initial et la vitesse initiale de la
chaine, respectivement. Au moins une des fonctions f, g n’est pas identiquement nulle sur
[0,1].

Le controle aux limite de type mémoire a été utilisé par plusieurs auteurs, et de nom-
breux résultats sur I'existence et la stabilité des solutions ont été établis pour les structures
immobiles.

En plus, il existe differents modéles qui peuvent décrire la dynamique d’une chaine de
déplacement axial : modeles linéaires et modéles non linéaires voir par exemple [1, 2, 3, 8,

, L1, 18, 19]. La stabilité d’une chaine de type Kirchhoff qui se déplace axialement a 1’aide
d’un controle au limite a attiré de nombreux recherches en raison de leur commodité dans
les applications.

Le probléme (2.1) a d’abord été étudié dans l'article de Shahruz dans [15] avec le controle
de frontiére suivant

u(t) = —ky(1,t), Vt>0.

ou k > 0. Il a prouvé que la chaine est stable et a noté que la chaine est stable sans un controle
au limite lorsque 1’on autorise une de ses extrémités a se déplacer librement transversal. Le

méme modéle a été étudié par Kim et al[5| avec un contrdle au limite différent
u(t) = —k(t)ye(1,t) — 6(t)sint, ¥Vt > 0.

ou k,0 € C'[0,00[. Il est prouvé que ce controle au limites est suffisant pour stabiliser la
chaine exponentiellement.
Notre objectif dans ce travail est de stabiliser le méme modéle que dans [5] mais en

utilisant une atténuation beaucoup plus faible & savoir un controle au limite du type mé-
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Pexistence et 'unicité

moire. Quand v = 0 nous montrons que le controle aux limites est capable de stabiliser

asymptotiquement le systéme (chapitre 3), en utilisant le principe inverse de LaSalle.
Dans le troisieme chapitre, on énonce ’hypothése sur la fonction de relaxation et pré-

sentons une certaine notation qui sera utilisée, donnée par :

(A) h : Ry — R, est une fonction continue et il existe une fonction non décroissante «/(t)

tel que o/ (t)\a(t) = n(t) est un fonction décroissante qui vérifie :

/000 h(s)a(s)ds < oo.

et il existe des fonction satisfaisant I’hypothése (A) par exemple :

1. On pose h(t) =a(l+t)"?, avec a>0 et p>1.

Le rendement simple de calcul de h satisfait toutes les conditions dans (A) avec
alt) =b(14+1)7, o/ (t) = bB(1+1)°1 n(t) = bB(1+t)™" avec byp>0 et p—fF> 1.
2. h(t) =a(l +t)°e P b>0,p > 0 est un exemple qui vérifie (A) avec
alt) = (1+t)%e? o/(t) = B(1+ 1) et 4 q(1 + )%™ 0<qg<p et B>0,
n(t) = (1+8)7[B+q(1+1)).
3. h(t) =e P alt) =e, d(t) =qe?™,0 < ¢ <p,n(t)=q.

Dans la présente partie, on va démentrer l'existence et 1'unicité des solutions au probléme

(2.1) dans l'espace utilisé est donnée par

V ={ue H(0,1),u(0)=0}.

2.2 lDexistence et 'unicité

Comme dans ce chapitre, se décompose en trois étapes : premiérement (section 2.1), on
établit une formulation variationnelle, deuxiémement (section 2.2), on démontre ’existence
et 'unicité de la solution de cette formulation variationnelle en utilisant une base hilbertienne
de fonctions propres, troisiémement (section 2.3), on montre que cette solution variationnelle

vérifie bien le probléme aux limites.
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Formulation variationnelle

L’idée est d’écrire une formulation variationnelle qui ressemble a une équation ordinaire
du deuxiéme ordre. On multiple donc I’équation (2.1) par une fonction test w(z) qui dépend
pas du temps t. A cause de la condition aux limites on demandé a ce que w s’annule sur le

bord de 'ouvert 2. Un calcul formel conduit a

/Q e ) (2)d + 20 /Q (2, 80 () d — (1 b /Q ygd:p> /Q Y (2, )0 () dz = 0

par intégration par partie on obtient

/Qytt(x,t)w(x)dx — 2U/Qyt(x,t)wx(x)d:1: + (1 — v’ + b/ﬂyidx) /ny(x, t)w,(x)dx =0

donc on a
d2

—5 y(x,t)w(:p)dx—Qvi / y(x,t)Vw(x)dm+(1 —v? + b/ yidm) / Vy(z,t)Vw(z)dr =0

(2.2)

Il est clair que 'espace naturale pour la fonction test w est H}(Q). On introduit alors le

produit scalaire de L?(Q2) est la forme bilinéaire a(y,w) définie par

0y = [ y@ula)ds et (5. Yoy, = [ y()Vula)ds
Q Q
et
a(y,w) = (1 —v® 4 b/(Vy(x))de) / Vy(z)Vw(z)dx
Q Q
Soit un temps final 7" > 0 (éventuellement égal & +00), on se donne des conditions initieles

Yo € HY(Q)NH?*(Q) et y; € HY(Q). La formulation variationnelle déduite de (2.2) est donc :
trouver une solution y dans C([0, T], H*(2))NC ([0, T], H3(Q)) N C?([0,T], L*()) telle que

%@(t)awﬁ?(m +a(y, w) — 2“%@@)7 Vw)e) =0 Yw € Hj(Q),0<t<T,

yt=0)=yo, Z(t=0) =y

(2.3)

Les données initiales ont bien un sens (2.3) grace au choix de I'espace d’énergie C([0, T, H?(2))N
C([0,T), H}(2)) N C3([0,T], L*(2)) pour la solution y. On justifie encore ce choix un peu
plus loin en établissant son lien avec des égalités d’énergie.

Finalement la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (2.3) doit étre prise

au sens faible puisqu’a priori la fonction ¢ — (y(t), w)r2(q) n'est que deux fois dérivable
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Pexistence et 'unicité

en temps puisqu’elle appartient & C*(0,7) et a priori la fonction t — (y(t), Vw) 12(q) n’est
qu'une fois dérivable en temps puisqu’elle appartient & C1(0,T) (voir le Lemme 1.6 et la

Remarque 2.1 pour plus de précisions ).

Un résultat général

Pour démontrer 'existence et 1'unicité de la solution de la formulation variationnelle
(2.3), nous revenons encore au cadre général de de l'opérateur Laplacien et nous ramener a
la résolution d’une famille de simples équations differentielles ordinaires du deuxiéme ordre.
Soit H et V et G trois espaces de Hilbert tel que H C V' C ( avec injection dense et compact
(typiquement H = H?*(Q) et V = Hj(Q) et G = L*(Q) ).

Théoréme 2.1 woir[l1()]. Soient V et H et G trois espaces de Hilbert tel que H C 'V C G
avec injection compact et H est dense dans V, et V est dense dans G. Soit a(y,w) une forme
biliniéaire symétrique continue et ceorcive dans V. Soit un temps final T > 0, une donnée

initiale (yo,y1) € VN H x V. Alors le probleme.
L y(t), w)raa) + aly, w) — 0% (y(t), Vw)2) =0 Yw e V,0<t < T,
y(t=0)=yo, L(t=0)=1y
(ou léquation (2.4) a lieu sens faible dans [0,T] ) a une unique solution y € C([0,T]) N
([0, T), V) N C*([0, T, G,

(2.4)

Remarque 2.1 (délicate) voir[10)].
Pour le lecteur épris de rigueur mathématique, nous revenous sur le sens de la dérivée en
temps dans la formulation variationnelle (2.3). Au vu des espaces dans lequel nous cher-
chons la solution y(t), la fonction t — (y(t), w)q n’est pas dérivable au sens classique : elle
appartient a C'(0,T) et a C'(0,T) et a C*(0,T) .

On peut néonnois définie sa dérivée au sens faible du Lemme 1.6 (ou au sens des distri-
butions). Plus précisément ,%(y(t),w},q et L{y(t),Vw)y est défini comme un élément de

H=Y0,T) (c’est-a-dire une forme linéaire continue sur H(0,T)) par les formules

<%<y(t),w>ﬂ,¢(t)>H1’H6(0’T) = /O <y(t),w>H%(t)dt Vo € H(0,T)

(500, Twh o)) =~ [ 6.V mar vo e Hj0.7)

H-1,H}0,T) dt
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Par conséquent, dire que [’équation de (2.4) a lien au sens faible dans ]0,T| est équivalent

a dire que

| oGz [ atue,wpood+ 20 [ o). Vo @i =0

pour tout w € V et tout ¢ € C(]0,T[) puisque C°(]0,T[) est dense dans H(0,T). Pour
conclure, rassurons le lecteur : si y est solution de (2.4), alors, par l’égalité méme qu’est
(2.4), la dérivée C‘f—;@(t),w)H appartient o C*(0,T) et la dérivée L(y(t), Vw)y appartient

a CH0,T) et on peut donc dire que (2.4)a lieu presque partout dans [0,T]/.

Application

On applique maintenant le résultat abstrait du théoréme 2.1 a 1’équation (2.1), et on
prouve que cette approche variationnelle a bien permis de résoudre I’équation aux dérivées

partielles d’origine.

Définition 2.1 On pose 0 < T < oo , nous disons que y est une solution forte de systeme

(2.1)en [0,T] avec
y € C([0,T]; H*(0,1)) N C*([0,T]; V) n C*([0, T; L*(0, 1))

et y satisfait (2.1) pour tout t € [0,T] et presque tous x dans (0,1).
Awvec notre hypothése(A), le probleme (1) peut étre formulé comme équation intégrale évolu-

tionnaire du type variationnel ([12],[17]).

Théoréme 2.2 voir[10]. Soit Q un ouvert borné régluier de RN, et un temps final T > 0. On
considére une donnée initiale (yo,y1) € Hy (Q)NH?(Q) x H} (). Alors I’équation (2.1)admet
une unique solution y € C([0,T], H*(Q)) N C*([0,T], H3 () N C?([0,T], L*()).

Preuve. On applique le théoreme (2.1) & la formule variationnelle (2.3) de I’équation (2.1)
(ses hypothéses sont facilement vérifices H = H%(Q) et V = H}(Q) et G = L*(Q) ) et on
montre que a(y(t),w) est bilinéaire, continue et coercive :

— a(y(t),w) et bilinéaire car I'intégrale et linéaire
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Pexistence et 'unicité

— la continuité de a(y(t), w)

la(y(t), w)| =

IN

IN

IN

<

| (1 I /ﬂ (Vy(x,t))de) /Q Yyl ) Vi(x)dz|
|1—v2+b/9(vy(x,t>>2dx|\/va<x,t)vw(x)dx|

(102 /Q Yy, )| Vw(z)|de + (b /Q (Vy(:c,t))Qd:c) /Q Yy, )| Vo) dz

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schawarz

max(1 - Uva/Q(Vy(SC,t))QdSC) </Q !Vy(a:,t)IZ) ; (/Q |Vw(x)y2)1/2

ClIVyll 2@l Vw22 @)

avec C' = max(1 —v*b [,(Vy(z,t))*dz) tel que C' >0 .

— la coercivité de a(y(t), w)

|a(w, w)|

_ ](l—v2+b /Q (Vw(x))2dx) /Q (Vw(x))2da]
=l [ (w2t + (b [ (Fot)?ir) [ (u)ya
> min(1 =05 [ (Vala)2dn) [ Vel

> Chlwling

Cy = min(1 —v%,b [,(Vw(z,t))*dz) tel que C > 0.
Donc il reste & montrer que I'unique solution y € C([0, T, H?(2)) N C*([0, T], H{(2)) N
C*([0,T7, L*(©2)) de cette formulation variationnelle est bien une solution de (2.1). Tout

d’abord la condition aux limites de Dirichlet se retrouve par application du Théoréme 1.4

et Théoréme 1.3 de trace a y(t) € Hy(2) pour tout ¢ € [0,77], et la condition initiale est

justifiée par la continuité de y(¢) en ¢ = 0 comme fonction & valeurs dans H}(Q) N H?(2) et

de dy/dt(t) en t = 0 comme fonction & valeurs dans H;(2). m
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Chapitre 3

Stabilisation d’une chaine de Kirchhofft

par un controle aux limites

3.1 Des estimations a priori

Théoréme 3.1 voir/1/] L’énergie associée a Eq.(2.1) est donnée par

1 1 ! b [ ?
E(t)—§/0 yfdx+§(1—v2)/0 yidm+1{/o yidm] , t>0

Preuve. On multiple 'Eq (2.1) par y; et on intégre entre [0,1], on obtient

1 1 1 1
/ YuYpdx +v / 2Ypypdr = (1 — 0¥+ b / yidﬂf) / Yoo Yrdx
0 0 0 0

on intégrant par parties par rapport au temps, on obtient

[yf(x,t)]é—%/ol iytdx—i—v [y (z,1)], = (1—U2+b/01 dx) {[yx(x ez, t)] —-/ dtyw }

par les conditions aux bord on trouve

1
yZ(1,1) / yidr + vyl (1,t) = (1 — ? +b/ yidaz) {y:p(l )y (1,1) / de}
0

donc on obtient

d 1 1 1 b [t 2 L

— —/ yfdx+—(1—vz)/ yid:v—I—— / y§d$ = 1—1}2+b/ yidx Yo (1, t)ye (1, 1)
at ) 2 ), 2 ; 11/, .
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Des estimations a priori

Alors

2

1 12 1 2 12 b 12
E(t):§ ; ytd1'+§(1—?f) : yxdiﬁ';l ; ypdr| , t>0

Lemme 3.1 A partir d’Eq. (2.1), la fonction E(t) vérifie

GE0 < —50- 000+ gl (54 ) [ he- o, G

pour tout t >0 et 6 > 0

Preuve. Par le théoréme de transport de Reynolds (voir[7]), le dérivé de E(t) est égal a

%E(t) = /01 %E(m,t)dx = /01 (%E(m,t)) dz + [vﬁ(x,t)};

1 1 1 ~ 1
- / YeYpdx + (1 — ¥+ b/ ygdx) / Yalwedx + [vE(x, t)} (3.2)
0 0 0 0

1 1 b [
E(z,t) = éyf(ac,t) +3 <1 —v? + 5/0 yi(a:,t)dx) y2(x,t), >0 (3.3)

A T'aide des conditions aux limites dans Eq.(2.1) et la définition (3.3) on obtient

telque

~ | 1 b [
[E(x,t)} < ¥ y2(1,t)dx + 5 (1 — v+ 5/ yida:) y2(1,t), t>0 (3.4)
0

En remplagant y,; d’Eq.(2.1) dans Eq. (3.2), et on utilise 'intégrale par partie on trouve

d 1
dt 0 0

1 ~ 1
+ <1 — v+ b dm) / YuYurdr + [vE(m,t)]
0 0

1
/ {(1 —v* 4+ b/ yﬁdm) Yot — Qnytyt] dx
0
+ <1 — 024D dx) / Yo Yurdx

v v b [*
b g+ g (1=t g [ )
2 2 2 J,

IN
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Des estimations a priori

1 1 1
< (1 —v 4+ b / yidx) { / Yz i +yxym)d:c} — / 20 Yy dw
0 0 0

v

b 1
R 1—v2+—/ y2dr ) (1, 1)
2 > 2 /,

1 1
< (1 —v2—|—b/0 yida:) UO (%ytym) da:} —vy;(1,1)

v v b [!
b gy (1= g [ o)
2 2 2/

1
0
v 2 b ' 2 2
+ S| 1-v"+3 ya:dx yaz(17t)
2 2 Jo
Donc
d 2 ' v 2
dt 0 2
v b [t
+ = (1 —v? + —/ yidx) y2(1,1). (3.5)
2 2 Jo
On pose

1
1—1}2—|—b/ yidel—vQ
0

a partir des conditions aux limites dans Eq.(2.1), on obtient

1 ¢
(1 — 2 + b/ yzdx) y(1,t) = —/ h(t — s)y:(1, s)ds
0 0
Alors

2

V2(1,1) = (1 - z1)f01 ygdx>2 (/Ut h(t — )y (1, s)ds)

Donc on obtient I'Eq suivant :

1 1 t 2
(1 — 24 b/ yidx) y2(1,1) < T </ h(t — s)y(1, s)ds)
0 —-v 0

(3.6)

IN
=
OA\#
>
—
~
|
N
N
S+
:,:
»
~—
U
»
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Des estimations a priori

par estimation de premiére limite dans du membre de droite du Eq.(3.5), on a

1
(1 v [ yzdm) y(1, (1, 1)
0

5 1 b o[ 2
< %1 —(1=v*+= 2 (1

) h ¢
§§yt2(1,t)+%/ h(t — s)y?(1,s)ds,§ > 0,t > 0. (3.7)
0
d’aprés I'Egs. (3.5), (3.6), et (3.7), on obtient
d 0 12l ([
—E@lt) < —yi(L,t)+—— | h(t—s)yi(1,s)d
GE0) < G0+ 50 [ b= (1)

Uy v s 2
2yt(17t>+ 21_@2 0 h(t S)yt(]ws)ds

1 1 1 v t
< —Z(v=503A(1 - z — (1
< 50 6>yt<7t>+2uhul(§+1_v2)/oh(t $)y7 (L, s)ds

Il est clair que la dérivée de 1’énergie classique d]fl—gt) de signe non deni, cependant, en posant

1
9251(75):/ 2y, (ye + vy )dz, t >0
0

et 1
Pa2(t) = / H,(t — s)y2(1,s)ds, t>0
0

telque

Ce qui permet de denir la fonction modifié¢ par

F(t) = E(t) + M¢1(t) + Aada(t), t = 0.
Le premier résultat prouve que F(t) et E(t) + ¢2(t) sont équivalents. m

Proposition 3.2 [ existe 5; > 0,7 = 1,2 tels que

PilE() + ¢2(t)] < F(t) < Bo E(t) + ¢a(1)] (3.8)

Pour tout t > 0 et pour \; assez petity = 1,2 .
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v # 0

Preuve.
On a
E(t) = E(t) + Mg1(t) + Aaga(t), t>0

Alors pour tout C positive

F(t) < CE(t) + Aaoa(t)

donc

min{C, M }[E(t) + ¢2(t)] < F(t) < maz{C, M} E() + ()]

et on appliqué 'inégalité de Young au fonction ¢4 (t) et considérant \;,7 = 1, 2 suffisamment

petite, la relation (3.8) suit immédiatement. m

3.2 la stabilisation asymptotique en cas de déplacement

v#£0

Dans cette section, on énonce et prouve notre résultat de décroissance, on commence par

estimer la dérivé de ¢4 (t)

Lemme 3.3 A partir d’Eq.(2.1). Une différenciation de la fonction ¢,(t) vérifie :

%Gbl(t) < —E(t)+ % [1 + 1}%1%@2;})} /0 h(t — s)y?(1,5)ds

+ (1 +v)y2(1,t),t > 0.

DN | —

Preuve. On a

%gzﬁl(t) _ /01 %51(;5,15)6[1;: /01 (%gl(x,t)) de + [val(x,t)];

1 1 . 1
= / Yy (Yt + VYur)dx +/ Yt (ye + vy, )dx + [U¢1($a t)}o >0
0 0

telque
O1(2, ) = w2, ) (wel, 1) + vga(2,1)), £ > 0.
A T'aide des conditions aux bord dans Eq.(2.1), et la définition (3.11), on trouve

[ﬁgl(ﬂ?at)r < .

1
. 5%2(1, t)+ 51+ 20)y2(1,t),t > 0.
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v # 0

En remplagant y;; d’Eq.(2.1) dans Eq.(3.10) et a partir de la relation (3.12), on a

1 1
%cbl(t) < / Yy [(1 — v+ b/ yidl“> Ypw — 20Ygt + VYge | do
0 0

1
+ /:cyxt(yt—irvyx)dx
0

v v
+ S (16 + (1 +20)5:(1,0)

1 1
< / Ty {(1 —v? b/ yid:c) Yoz — vymt] dx
0 0

1 1
+ / TYprYpdx + v / TYrYardT
0 0

+ S+ S (L 20)2(L ).t 2 0.

alors

d 1 1 1
—1(t) < —21}/ LYYz dT + [1 —v? 4 b/ yidm} / TYpYprdx
dt 0 0 0

1 1
v v
+2@/ XYy Yprdx +/ Y ypdr + §yt2(1,t) + 5(1 +20)y2(1,t),t > 0.
0 0

On intégre par partie, et on utilisant les conditions aux limites dans Eq.(2.1), alors il vient

igb(t) < 1—1}2+b/1 2dx lx 2(3515)1—1/1 2dx | + lx 2(:L‘t)1
dt 1 = 0 Ys 2 Y\ T, o 9 0 Yz 2 Yy ) o
Lt ) v 2
= 5 [ e SO0+ S0 202000
0
2 ' Ly Lty Ly
0 0
L, ) v 2
= 5 [ e S0 + S0 20200
0
d 1 2 ' 2 1 2
—01(t) < —E@{)+ = |1 —v"+b | yidx|y:(1,t)+=-(1+v)y;(1,1)
dt 2 ; 2
+ 2(1 +20)y2(1,1),t > 0. (3.13)
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v # 0

alors d’apés I'Eqs(3.6) et (3.13), en conclue 1'équation(3.9) m
Théoréme 3.2 Supposez que l'hypothése (A) a vérifie. Si tlim n(t) =n =0, alors
—00
E(t) < Ae v londs 4> ¢

et sin # 0, alors
E(t) < Ae™, t>0

Pour quelques constantes positives A et v, a condition que H,(0)||h||; < v;((;__:;)) .

Preuve. On dérive ¢,(t), on trouve

%@(t) = / Ha(t = 5)y; (1, 5)ds
_ /Ot (%Ha(t _ s)y§(1,s)> ds + [Ha(t — s)y?(L,5)],

= HL(0)2(10) + / H (¢ — s)y2 (1, 5)ds

2 fa/(t—s) 2 ' 2
=m0t — [ Sy a2 nds — [ bt — s, s)ds
o aft—s) 0
on va poser 'hypothése que o (t)/ a(t) = n(t) est une fonction décroissante, on obtient

t
£Q§2t < H,(0)y2(1,t) — H s)yZ(1,t)ds— [ h(t—s)y(1,s)ds, t>0 (3.14
dt t t 0
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v # 0

La dérivé de F(t) a partir d’Eq.(2.1) a 'aide d’Eqs.(3.1),(3.9), et de (3.14) est estimé

comime suit

d d
th( ) = a(E(t) + Ai¢1(t) + Aa2 (1))
d d d
= B+ M 6i(t) + Ao (1)

IN

Ly + L (A= /th<t—>2<1 \d
30 =90+ gkl (5475 ) | $)y; (1, 5)ds

+ A (—E(t) - Q(HA {1 + M] /Ot h(t — s)y2(1, S)dS)

1 —v?) 1—?

t
+ A (Ha(O y2(1,1) / H,(t — s)y?(1 t)ds—/ h(t—s)yf(l,s)ds)
0

< M) - [50-0) - 20 - W -
g (5 ) e )
></Oth(t—s)yf(l,s)ds—kgn(t) /OtHa(t—s)yf(l,t)ds, £>0 (3.15)

on prend ¢ = g et Ay choisi de sorte que

1 2 v v
—|lh - <A < .
| ”1<v+1—z}2) 7~ 4H,(0)

on pose
v?(1 —v?)

Ha(0)[[A]lx < m
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v # 0

YR < —ME®) - {—(v——)—

1 1 v 1 1 v | R v(1+ 2v)
— z 7 )z S )y, e A 2
{z”h”l (5+1—v2> 2Hh‘|1<5+1—v2> Al2(1—U2) T

/o h(t — s)y?(1,s)ds — Aon(t) /0 H,(t — s)y?(1,t)ds

< MEW) - {—Al ! ]yf(lat)— {—A12<|1’h_|!102) {1+U(11jv22v)”

/o h(t — 8)y2(1,8)ds — Xan(t) /o H,(t — s)y2(1,t)ds

X

X

Puis, on choisie \; assez petit, alors on a

ZF() —ME(t) — \on(t / H,(t — s)y?(1,t)ds, t>0.

Si la tlim n(t) = 0, alors quelque soit Cy > 0 il existe t.(Cy) > 0 tels que n(t) < Cj.
—00

d

FM) = —ME[) = dan(t)d2(t)

< —maz{dy, A pn(t)[E(t) + ¢a(1)]

Par conséquent, a partir de la Proposition (3,2), on obtient

d

ZF() < —Con(DF (1), >t = t.(C)) (3.16)

Pour C5 constante positive. L” intégration d’Eq.(3.16) nous donne

d

SE(W/F() < ~Conlt), 124,

on intégre entre (., 1)

implique que
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donc

F(t) < CaemC2Jionds -y >y

Pour tout C5 constante positive, et par la continuité et la proposition (3,2), on obtient
E(t) < Ae v honds 4>

Pour quelques constantes positives A et~.
Si la tlim n(t) # 0 , alors il exist t>0et Cy >0 tels que n(t) > Cy pour t > t.
—00
Ainsi,
d

—F(t) < —C:-F > ¢

Pour Cy > 0 qui donné par
E(t) < Ae™, t>0

Pour quelques constantes positives A ety . Ceci achéve la preuve. m

3.3 Stabilité asymptotiquement dans le cas v =0

Dans cette section, on traite le probléme (2.1) au cas ou la chaine serait immobile

(v=0)(le principe réciproque de LaSalle voir|6]). On considére le systéme suivant

( Yy = (1 +be1 yid:r) Yooy, = €[0,1], t>0,

y(0,8) =0, t=0,

(140 Jy w2de) ga1,6) + fy bt = )1, 5)ds =0, >0,
( ¥(0,2) = f(z),5:(2,0) = g(2), = €0,1].

(3.17)

On a mentionné dans les sections précédentes que la chaine dans 1’état mobile produit
I’atténuation de frais supplémentaires représentée dans le terme —%yf(l, t) . Dans ce cas-ci,
cet terme n’apparait pas. Pour ceci, on considére la condition aux limite dans Eq.(3.17)
au lequel est équivalent le méme dans ’état mobile. Nous immobile aurons la stabilité
asymptotique mais sans n’importe quel taux explicite. On définie ’énergie classique associée
a Eq.(3.17) par

2

1 [t 1 [t o[ [!
E(t) = —/ yZdr + —/ y2dr + — [/ yidm} , t>0
2 Jo 2 Jo 4 1Jo

35



Stabilité asymptotiquement dans le cas v = 0

On définit I'énergie modifié par

Eﬁﬁ:ﬂﬂ——(A%@M%y%Lﬂ+%@owﬂJLtZO
(hoy)(t) = /o h(t — 8)|y(t) — y(s)]*ds, t>0.

On suppose que le noyau vérifie
h(t) >0 et W (t) <0 pourtout t >0

tel que
1-— / h(s)ds > 0.
0

Comme y(0,t) = 0 et 32(1,t) < fol y2dz qui implique que E(t) > 0 pour tout ¢ > 0.
Proposition 3.4 La dérivé de l’énergie modifiée E(t) a partir d’Eq.(3.17) est

CE(t) = 1 (W oy)(1,6) — sh((1,10), 120

1
2
Preuve. Multiplication d’Eq.(3.17) par y;, et on intégre dans intervale [0.1], en utilisant

I'intégration par partie on obtient :

1 1 1
/ Yuypdr = (1 +b/ yidw) / Yoo Ypdx
0 0 0

d’apres le preuve du théoreme 3.1, on a :

d |1 [t 1/t b ! 2 !
5{5/ gacs g [opare | [ as] }=(1+b/ e ) (1.0 (1.0) ~ 2010
0 0 0 0

donc on obtient :

1
%®>m@ﬂwLﬂ—%@w

t

h(t = s)y(1, s)ds — y; (1, 1)

ZE() = (1+b

= yt<17 t)

S— S—

et l'identité suivante :

w(1,1) (/Oth(t — )1, 8)ds — yt(l,t))
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= 0o @+ ([ Hes ) uoun - 5 tew 0.0

= Lo ) - g how) (10— g0+ 555 [ ([ hisias) o]
%g(t) — %E(t) - %% [(/Oth(s)ds) y2<1,t)] + % (hoy)(1,1)

% {(/Oth(s)ds> y2(1,t)} + % (hoy) (1)

Donc on obtient

DN | —

Théoréme 3.3 Dans la nouvelle hypothése sur le noyau h, le systéme (3.17) est asympto-

tiguement stable.

Preuve. La proposition (3,4) indique que toutes les orbites sont lices en V x L?(0,1)
D’ailleurs, E'(t) = 0 si y(1,t) = 0, > 0. Si on regarde £(t) comme E(t) = £(y), puis
un argument simple dans la proposition (3,4) donne

(o) (1,1) = Sh(tF(1,1), # >0

d 1
_5(%) = 5

dt

Les liés du ce (énergie du second degré) et premier impliquent les pracompact de la trajec-
toire (voir|[1]). Par le Principe d’invariance de La Salle (voir|[6],[17]), la trajectoire tend au

sous-ensemble invariable maximal de
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On réclame que B réduit a la solution zéro. Pour celui, on montre que la seule solution

d’Eq.(3.17) avec y(1,t) = 0 est I'insignifiante. On considére la fonction suivante :
F(t)=£&E() + Moi(t), t>0

Ou
1
b1(t) = / vyapde, t> 0.
0

Les calculs semblables comme dans le lemme (3.3) on obtient

d d d
%F(t) = Eg(t) + )\1%%(75)
= >\1%¢1(t)

1

d
= AIE . Ty yrdx

Lo
= )\1/0 a(xyxyt)dx

1
= N\ / (XYuryr + TYpYu)d
0

En remplagent le y,; d’Eq (3.17). et en intégrant par partie on obtient

d 1 1
1 1 1
= A / TYutYr + M1 <1+b / yﬁdm) / TY Yz
0 0 0
1, e 2 ! 2 1, 1t 2
= M(zyi(L,t)—= | yide )+ M (140 | yide | | zy:(1,t) — = [ yidx
2 2 Jo 0 2 2 Jo

A A
= —ME()+ 311/3(1775) + éyi(li)

ainsi que y(1,t)=0 nous donne

d
- - _ >
S F(t) = =ME(t), t>0

qui implique que F(t) se décroissance exponentiellement & zéro et
EX)=E({)=Cst < Me™ t>0.

on conclu que E(t)=0. C’est-a-dire, on a la solution zéro .
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Conclusion

Dans ce mémoire on a prouvé l'existence et I'unicité de la solution du probléme de type
Kirchhoff en utilisant la méthode variationnelle .Nous avons aussi obtenu la décroissance
exponentielle de I’énergie associée a la solution dans deux cas, cas ot la vitesse ne s’annulle
pas v # 0 et dans le cas ou la vitesse est nulle v = 0.

Le terme mémoire h(t) utilisé qui vérifie ’hypothése suivante :

/Ooo h(s)a(s)ds < oo.

perspectives
Les résultats obtenus dans ce mémoire on suppose entrevoir plusieurs pistes de recherche.
Tout d’abord au sujet du modéle considéré et des résultats obtenus. On peut étendre ces

résultats a des situations plus générale.
1. par exemple dans le cas ot on change la tension T(t) (posé un probléme).

2. une autre hypothése sur le terme mémoire h(t) (il existe méme probléme avec une

notre hypothese).

3. annuller le terme mixte dans le probléme (ou notre probléme devient un probléme

simple et situé a été simple de démontrer I'existence et 1'unicité).
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