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Résumé

Dans ce travail, on étudie la stabilisation de solution d’une chaine qui se déplace axia-

lement du type de Kirchhoff par un contôle à la limite viscoélastique. On analyse que la

dissipation produite par la limite viscoélastique est suffisante pour éliminer les vibrations

transversales qui se produisent pendant le mouvement axial de la chaine, et on montre éga-

lement à cela décroissance de déplacement de corde dans un taux arbitraire. En comparant

avec les chaines immobiles, on conclu que le mouvement de la corde lui-même produit assez

extra le découragement s’assure la stabilisation.

Mots-clés :

Chaine de Kirchhoff, axial de déplaçant, limite de contrôle de type de mémoire, décroissance

arbitraire.
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Abstract

In this memory, we study the stabilization of solutions of an axially moving string of

kirchhoff type by a viscoelastic boundary control. We prove that the dissipation produced

by the viscoelastic term is sufficient to suppress the transversal vibrations that occur during

the axial motion of the string, and we also show that the string displacement decay in an

arbitrary rate. When comparing with immobile strings, we conclude that the movement of

the string itself produces enough extra damping ensuring the stabilization.

Key words :

Kirchhoff string, axial motion, boundary control of memory type, arbitrary decay.
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Introduction générale

L’objectif de ce travail est de présenter quelques progrès récents sur l’analyse mathéma-

tique (en un sens pratique) du problème de type Kirchhoff. Ces problèmes traitent de la

physique du point de vue mathématique, et plus particulirement du point de vue des équa-

tions aux dérivées partielles. Plus précisément, ce mémoire est composè de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et aux rappels de quelque on résultats

de l’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans ce travail.

Dans le deuxième chapitre on étudie l’existence et l’unicité de la solution du modèle (2.1),

en utilisant la méthode variationnelle.

Et dans le troisième chapitre on monte que le problème de type Kirchhoff du condition aux

limites dynamique est stable.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback) ; elle

consiste donc à garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers 0 de façon plus ou

moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le problème de stabilisation auquel on s’intéresse revient à déterminer

le comportement asymptotique de l’énergie que l’on note E(t) (c’est la norme des solutions

dans l’espace d’état), à étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle ou pas.

Il existe plusieurs degrés de stabilité. Le premier degré consiste à analyser simplement

la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro, i.e :

E(t)→ 0, lorsque t→ +∞.

C’est ce que l’on appelle la stabilisation forte.

Pour le second degré, on s’intéresse à la dècroissance de l’énergie la plus rapide, c’est-à-

dire lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, i.e :

E(t) ≤ Ce−δt, ∀t > 0,
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TABLE DES MATIÈRES

où C et δ sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

Quant au troisième degré, il étudie les situations intermédiaires, dans lesquelles la dé-

croissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple

E(t) ≤ C

tα
, ∀t > 0,

où C et α sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales. Dans ce

cas, il faut prendre des données initiales plus régulières, dans le domaine de l’opérateur.
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Chapitre 1

Rappels

Espace Lp

Soit Ω un ouvert de Rn, muni de la mesure de Lebesgue dx. On désigne par L1(Ω) l’espace

des classes des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans R, on le munit de la norme

‖f‖L1 =

∫
Ω

|f(x)|dx

Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞, on définit l’espace des classes des fonctions Lp(Ω) par :

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R mesurable tel que

∫
Ω

|f |pdx <∞
}

muni de la norme

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

On dit qu’une fonction f : Ω → R appartient à Lploc(Ω) si f ∈ Lp(Ω) pour tout compact

K ⊂ Ω

Remarque 1.1 L’espace L2 muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫
Ω

fgdx, f, g ∈ L2(Ω)

est un espace de Hilbert.

Définition 1.1 Soit X un espace de Banach, 1 ≤ p ≤ ∞ et [0, T ] un intervalle de R. On

appelle espace de Lebesgue à valeurs dans X et on note Lp(0, T ;X) l’espace des fonctions
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Rappels

f :]0, T [→ X, mesurables qui vérifient :

i) Si 1 ≤ p <∞,
(∫ T

0
|f |pXdt

) 1
p

:= ‖f‖Lp(0,T ;X) <∞.

ii) Si p =∞, sup
X
-ess |f | := ‖f‖L∞(0,T ;X) <∞.

Proposition 1.1 Lp(0, T ;X) muni de la norme ‖f‖Lp(0,T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞ est un espace de

Banach.

Espaces de Sobolev

Dérivée faible

Définition 1.2 Soit Ω un ouvert de R, et u ∈ L1
loc(Ω) une fonction a une i-ème dérivée

faible dans L1
loc(Ω) telque 1 ≤ i ≤ n s’il existe fi ∈ L1

loc(Ω) telle que pour toute ϕ ∈ C∞0 (Ω)

on ait ∫
Ω

u(x)∂iϕ(x)dx = −
∫

Ω

fi(x)ϕ(x)dx

Cela revient à dire que fi est la i-ème dérivée de u ∈ L1
loc(Ω) au sens des distributions, on

écrit

∂iu =
∂u

∂xi
= fi.

Espace H1(Ω)

Définition 1.3 Soit Ω un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par

H1(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω), tel que ∀i ∈ {1, ..., N} ∂v

∂xi
∈ L2(Ω)

}
, (1.1)

où ∂v
∂xi

est la dérivée partielle faible de v.

En physique ou en mécanique l’espace de sobolev est souvent appelé espace d’énergie au sens

où il est constitué des fonctions d’énergie finie (c’est-à-dire de norme ‖u‖H1(Ω) finie). Les

fonctions d’énergie finie peuvent éventuellement être ”singulières ” ce qui a un sens physique

possible.

Proposition 1.2 Muni du produit scalaire

〈u, v〉 =

∫
Ω

(u(x)v(x) +∇u(x).∇v(x)) dx (1.2)
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Rappels

et de norme

‖u‖H1(Ω) =

(∫
Ω

(
|u(x)|2 + |∇u(x)|2

)
dx

)1/2

l’espace de sobolev H1(Ω) est un espace de Hilbert.

Théorème 1.1 (de densité). Si Ω un ouvert borné régulier de classe C1, ou bien si Ω = RN
+ ,

ou encore si Ω = RN , alors C∞c (Ω̄) est dense dans H1(Ω).

Espace H1
0 (Ω)

Définie maintenant un autre espace sobolev qui est un sous-espace de H1(Ω) et qui nous

sera très utile pour les problèmes avec conditions aux limites de Dirichlet.

Définition 1.4 Soit C∞c (Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.

L’espace de sobolev H1
0 (Ω) est défini comme l’adérence de C∞c (Ω) dans H1(Ω).

Proposition 1.3 Muni du produit scalaire (1.2)de H1(Ω), l’espace de sobolev H1
0 (Ω) est un

espace de Hilbert.

Corollaire 1.4 voir[10] Soit Ω un ouvert de RN borné. Alors la semi-norme

|v|H1(Ω) =

(∫
Ω

|∇v(x)|2dx
)1/2

est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme usuelle induite par celle de H1(Ω)

Espace Hm(Ω)

On peut aisément généraliser la définition 1.3 de l’espace de sobolev H1(Ω) aux fonctions

qui sont m fois dérivable au sens faible. Commençons par donner une convention d’écriture

bien utile. Soit α = (α1, ..., αN) un multi-indice, c’est-à-dire un vecteur à N composantes

entières positives αi ≥ 0. On note |α| =
∑N

i=1 et pour une fonction v,

∂αv(x) =
∂|α|v

∂xα1
1 · · · ∂x

αN
N

(x).
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Définition 1.5 Pour un entier m ≥ 0, l’espace de Sobolev Hm(Ω) est défini par

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω) tel que ,∀α avec |α| ≤ m, ∂αv ∈ L2(Ω)}, (1.3)

où la dérivée partielle ∂αv est à prendre au sens faible

Proposition 1.5 Muni du produit scalaire

〈u, v〉 =

∫
Ω

∑
|α|≤m

∂αu(x)∂αv(x)dx (1.4)

et la norme ‖u‖Hm(Ω) =
√
〈u, u〉, l’espace de Sobolev Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

Les fonctions de Hm(Ω) ne sont pas toujours continues ou régulières (cela dépend de m

et de N), mais si m est suffisament grand alors toute fonction de Hm(Ω) est continue.

Théorème 1.2 Si Ω est un ouvert borné régulier de classe C1, et si m > N/2, alors Hm(Ω)

est un sous-espace de l’ensemble C(Ω̄) des fonctions continues sur Ω̄.

Théorème 1.3 (de trace).

Soit Ω est un ouvert borné régulier de classe C1, ou bien Ω = RN
+ . On définit l’application

trace γ0

H1(Ω) ∩ C(Ω̄) → L2(∂Ω) ∩ C(∂̄Ω)

v → γ0(v) = v|∂Ω.
(1.5)

Cette application γ0 se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H1(Ω)

dans L2(∂Ω), notée encore γ0. En particulier, il existe une constante C > 0 telle que, pour

toute fonction v ∈ H1(Ω), on a

‖v‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω). (1.6)

Théorème 1.4 Soit Ω est un ouvert borné régulier de classe C1. On définit l’application

trace γ1

H2(Ω) ∩ C1(Ω̄) → L2(∂Ω) ∩ C(∂̄Ω)

v → ∂v
∂n
|∂Ω

(1.7)

avec ∂v
∂n

= ∇u.n. Cette application γ1 se prolonge par continuité en une application linéaire

continue de H2(Ω) dans L2(∂Ω). En particulier, il existe une constante C > 0 telle que,

pour tout fonction v ∈ H2(Ω), on a

‖∂v
∂n
‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H2(Ω). (1.8)

12



Rappels

Espace W 1,p(Ω)

Soit Ω un ouvert quelconque de Rn et p ∈ R, 1 ≤ p ≤ +∞, l’espace W 1,p(Ω) est définit

par

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); tel que ∂iu ∈ Lp(Ω), 1 ≤ i ≤ n}

où ∂i est la i-ème dérivée faible de u ∈ L1
loc(Ω).

On pose

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Espace Wm,p(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn,m ≥ 2 et p un nombre réel tel que 1 ≤ p ≤ +∞, on définit

Wm,p(Ω) comme suit

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) tel que Dαu ∈ Lp(Ω),∀α, |α| ≤ m}

où α ∈ Nn, |α| = α1 + ...+αn et Dαu = ∂α1
1 ...∂αn

n est la dérivée faible de u ∈ L1
loc(Ω) au sens

de la définition 1.1.

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖Wm,p = ‖u‖Lp +
∑

0<|α|≤m

‖Dαu‖Lp

On pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Remarque 1.2 Les espaces Hm(Ω) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
∑

0<|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2 pour u, v ∈ Hm(Ω).

Lemme 1.6 Soit v ∈ L2(Ω). Pour 1 ≤ i ≤ N on peut définir une forme linéaire continue
∂v
∂xi

dans H−1(Ω) par la formule

〈 ∂v
∂xi

, φ〉H−1,H1
0 (Ω) = −

∫
Ω

v
∂φ

∂xi
dx pour toutφ ∈ H1

0 (Ω). (1.9)
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qui vérifie

‖ ∂v
∂xi
‖H−1(Ω) ≤ ‖v‖L2(Ω).

Si v ∈ H1(Ω), alors la forme linéaire continue ∂v
∂xi

coïncide avec la dérivée faible dans L2(Ω)

de v.

Inégalités

Notation :Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On note par q l’exposant conjugué de p i.e. 1
p

+ 1
q

= 1.

Lemme 1.7 : (Inégalité de Hölder). Soient p, q ∈ R+ tel que 1 ≤ p, q ≤ +∞ avec 1
p
+ 1

q
= 1.

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω). Alors,fg ∈ L1(Ω) et

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Si p = q = 2 on aura l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Lemme 1.8 : (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière assez

régulière.

Alors

‖u‖2 ≤ B‖∇u‖2, pour u ∈ H1
0 (Ω),

où B−1 = inf
‖u‖6=0

‖∇u‖2
‖u‖2 .

Lemme 1.9 :(Inégalité de Sobolev-Poincaré). Soit p un nombre avec 0 ≤ p < +∞(n = 1, 2)

ou 0 ≤ p ≤ 4
n−2

(n > 2). Alors il existe une constante C(p,Ω) telle que

‖u‖p+1 ≤ C(p,Ω)‖∇u‖2, pour u ∈ H1
0 (Ω),

Lemme 1.10 :(de Gronwall). Soient g une fonction ∈ L∞(0, T ), g(t) ≥ 0, p.p.t ∈ [0, T ] , a

une fonctions ∈ L1(0, T ) et β positive

une fonction a(t) ≥ 0, p.p.t ∈ [0, T ].

On suppose

g(t) ≤
∫ t

0

a(s)g(s)ds+ β, p.p.t ∈ [0, T ].

Alors

g(t) ≤ β exp

(∫ t

0

a(s)ds

)
, p.p.t ∈ [0, T ].
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Formulation variationnelle des problèmes elliptiques

Dans cette section, on s’intéresse à l’analyse mathématique des équations aux dérivées

partielles de type elliptique. En règle générale ces équations elliptiques correspondent à des

modèles physiques stationnaires, c’est-à-dire indépendants du temps. On va montrer que

les problèmes aux limites sont bien posés pour ces e.d.p. elliptiques, c’est-à-dire qu’elles

admettent une solution, unique, et dépendant continûment des données.

L’approche qu’on va suivre est appelée approche variationnelle. On reprend cette ap-

proche variationnelle pour les problèmes d’évolution en temps (e.d.p. de type parabolique

ou hyperbolique).

Au cous de cette section et des suivants, l’exemple prototype d’équation aux dérivées

partielles de type elliptique sera le Laplacien pour lequel on étudie le problème aux limites

suivant  −∆u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(1.10)

Approche variationnelle

Le principe de l’approche variationnelle pour la résolution des équations aux dérivées

partielles est de remplacer l’équation par formulation équivalente, dite variationnelle, ob-

tenue en intégrant l’équation multipliée par une fonction quelconque, dite test. Comme il

est nécessaire de procéder à des intégrations par partie dans l’établissement de formulation

variationnelle, on commençe par donner quelques résultats essentiels à ce sujet .

Formule de Green et formule d’intégration par partie

Théorème 1.5 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert régulier de classe C1. Soit w une

fonction de C1(Ω̄) à support borné dans le fermé Ω̄. Alors elle vérifie la formule de Green∫
Ω

∂w

∂xi
(x)dx =

∫
∂Ω

w(x)ni(x)ds, (1.11)

où ni est la i-ème composant de la normale extérieure unité de Ω.

Corollaire 1.11 (Formule d’intégration par partie). Soit Ω un ouvert régulier de classe C1.

Soit u et v deux fonctions de C1(Ω̄) à support borné dans le fermé Ω̄. Alors elle vérifie la

15
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formule d’intégration par partie∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x)dx+

∫
∂Ω

u(x)v(x)ni(x)ds. (1.12)

Corollaire 1.12 Soit Ω un ouvert régulier de classe C1. Soit u une fonction de C2(Ω̄) et v

une fonction de C1(Ω̄), toutes deux à support borné dans le fermé Ω̄. Alors elles vérifient la

formule d’intégration par partie∫
Ω

∆u(x)v(x)dx = −
∫

Ω

∇u(x).∇v(x)dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x)ds, (1.13)

où ∇u =
(
∂u
∂xi

)
1≤i≤N

est le vecteur gradient de u.

Formulation variationnelle

Pour simplifier la présentation, on suppose que l’ouvert Ω est borné et régulier, et que

le second membre f de (1.10)est continu sur Ω̄. Le résultat principal de cette sous-section

est la proposition suivant.

Proposition 1.13 Soit u une fonction de C2(Ω̄).Soit

X = {φ ∈ C1(Ω̄) telque φ = 0 sur ∂Ω}.

Alors u est une solution du problème aux limites (1.10) si et seulement si u appartient à X

et vérifie l’égalité ∫
Ω

∇u(x).∇v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx ∀v ∈ X. (1.14)

L’égalité (1.14) est applée la formulation variationnelle du problème aux limites (1.10).

Remarque 1.3 En notation compacte on peut réécrire la formulation variationnelle (1.14)sous

la forme : trouver u ∈ X tel que

a(u, v) = L(v) pour toute fonction v ∈ X,

avec

a(u, v) =

∫
Ω

∇u(x).∇v(x)dx

et

L(v) =

∫
Ω

f(x)v(x)dx,
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oùa(., .) est une forme bilinéaire sur X et L(.) est une forme linéaire sur X. C’est sous cette

forme abstraite que on résoudre (avec quelques hypothèses) la formulation variationnelle

dans la prochaine sous-section.

Théorie de Lax-Milgram

Cadre abstrait

On décrive une théorie abstraite pour obtenir l’existence et l’unicité de la solution d’une

formulation variationnelle dans un espace de Hilbert. On note V un espace de Hilbert réel

de scalaire 〈, 〉 et de norme ‖ ‖. Suivant la remarque de sous-section précédente on considére

une formulation variationnelle du type :

trouve u ∈ V tel que a(u, v) = L(v) pour toute fonction v ∈ V (1.15)

Les hypothèses sur a et L sont

1. L(.) est une forme linéaire continue sur V, c’est-à-dire que v → L(v) est linéaire de

V dans R et il existe C > 0 tel que

|L(v)| ≤ C‖v‖ pour tout v ∈ V

2. a(.,.)est une forme bilinéaire sur V, c’est-à-dire que w → a(w, v) est une forme linéaire

de V dans R pour tout v ∈ V ,et v → a(w, v) est une forme linéaire de V dans R pour

tout w ∈ V

3. a(.,.)est continue, c’est-à-dire qu’il existe M > 0 tel que

|a(w, v)| ≤M‖w‖‖v‖ pour tout w, v ∈ V (1.16)

4. a(.,.)est coercive (ou elliptique), c’est-à-dire qu’il existe ν > 0 tel que

a(v, v) ≥ ν‖v‖2 pour tout v ∈ V. (1.17)

Comme nous le verrons au cours de cette sous-section, toutes les hypothèses ci-dessus sont

nécessaires pour pouvoir résoudre (1.15). En particulier, la coercivité de a(., .) est essentielle.
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Rappels

Théorème 1.6 (Lax-Milgram)

Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V, a(.,.) une forme

bilinéaire continue coercive sur V. Alors la formulation (1.15) admet une unique solution.

De plus cette solution dépend continûment de la forme linéaire L.
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Chapitre 2

L’existence et l’unicité

2.1 Introduction

Le modèle mathématique de Kirchhoff du mouvement d’une chaîne (câble) qui se déplace

entre deux oeillets avec une vitesse constante v avec 0 ≤ v ≤ 1 est régie par l’équation

suivante

ytt + 2vyxt =

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yxx, x ∈ [0, 1], t ≥ 0

un des oeillets est serré sur un corps rigide définie par une première condition au bord :

y(0, t) = 0, t ≥ 0, tandis que l’autre est serré sur un corps à propriétés viscoelastique

donnée par une deuxième condition au bord, donnée par(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yx(1, t) +

∫ t

0

h(t− s)yt(1, s)ds = 0, t ≥ 0,

La distance entre les deux oeillets est supposée égale à 1.

La dynamique de la chaine peut être représentée par le modèle (2.1) ci- dessous (voir

[16]), qui est dérivée en utilisant le principe de Hamilton généralisé (voir [5])

ytt + 2vyxt =
(

1− v2 + b
∫ 1

0
y2
xdx
)
yxx, x ∈ [0, 1], t > 0,

y(0, t) = 0, t ≥ 0,(
1− v2 + b

∫ 1

0
y2
xdx
)
yx(1, t) +

∫ t
0
h(t− s)yt(1, s)ds = 0, t ≥ 0,

y(x, 0) = f(x), yt(x, 0) = g(x), x ∈ [0, 1].

(2.1)

Où y(x,t) représente le déplacement transversal de la chaine et b est un constant positive.
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Introduction

L’équation (2.1) nous informe que ce modèle se caractérisè par le fait que la tension dans

la chaine est donnée par

T (t) = 1 + b

∫ 1

0

y2
xdx, ∀t ≥ 0.

La première condition aux limite dans Eq.(2.1) indique la fixation de la chaine (corde)

au x=0, et la seconde condition aux limite exprime le fait que la flexible est serré dans un

corps avec des propriétés viscoelastic à x=1.

Et le terme de convolution représente le contrôle aux limites. Pour plus de détails sur la

signification physique de cette condition voir par exemple [12].

Les deux fonctions f(x) et g(x) représentent le déplacement initial et la vitesse initiale de la

chaine, respectivement. Au moins une des fonctions f, g n’est pas identiquement nulle sur

[0,1].

Le contrôle aux limite de type mémoire a été utilisé par plusieurs auteurs, et de nom-

breux résultats sur l’existence et la stabilité des solutions ont été établis pour les structures

immobiles.

En plus, il existe differents modèles qui peuvent décrire la dynamique d’une chaine de

déplacement axial : modèles linéaires et modèles non linéaires voir par exemple [1, 2, 3, 8,

9, 11, 18, 19]. La stabilité d’une chaine de type Kirchhoff qui se déplace axialement à l’aide

d’un contrôle au limite a attiré de nombreux recherches en raison de leur commodité dans

les applications.

Le problème (2.1) a d’abord été étudié dans l’article de Shahruz dans [15] avec le contrôle

de frontière suivant

u(t) = −kyt(1, t), ∀t ≥ 0.

où k > 0. Il a prouvé que la chaine est stable et a noté que la chaine est stable sans un contrôle

au limite lorsque l’on autorise une de ses extrémités à se déplacer librement transversal. Le

même modèle a été étudié par Kim et al[5] avec un contrôle au limite différent

u(t) = −k(t)yt(1, t)− θ(t)sint, ∀t ≥ 0.

où k, θ ∈ C1[0,∞[. Il est prouvé que ce contrôle au limites est suffisant pour stabiliser la

chaine exponentiellement.

Notre objectif dans ce travail est de stabiliser le même modèle que dans [5] mais en

utilisant une atténuation beaucoup plus faible à savoir un contrôle au limite du type mé-
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l’existence et l’unicité

moire. Quand v = 0 nous montrons que le contrôle aux limites est capable de stabiliser

asymptotiquement le système (chapitre 3), en utilisant le principe inverse de LaSalle.

Dans le troisième chapitre, on énonce l’hypothèse sur la fonction de relaxation et pré-

sentons une certaine notation qui sera utilisée, donnée par :

(A) h : R+ → R+ est une fonction continue et il existe une fonction non décroissante α(t)

tel que α′(t)\α(t) = η(t) est un fonction décroissante qui vérifie :∫ ∞
0

h(s)α(s)ds <∞.

et il existe des fonction satisfaisant l’hypothèse (A) par exemple :

1. On pose h(t) = a(1 + t)−p, avec a > 0 et p > 1 .

Le rendement simple de calcul de h satisfait toutes les conditions dans (A) avec

α(t) = b(1+t)β, α′(t) = bβ(1+t)β−1, η(t) = bβ(1+t)−1 avec b, p > 0 et p−β > 1.

2. h(t) = a(1 + t)be−pt,b > 0, p > 0 est un exemple qui vérifie (A) avec

α(t) = (1 + t)βeqt, α′(t) = β(1 + t)β−1eqt + q(1 + t)βeqt, 0 < q < p et β > 0,

η(t) = (1 + t)−1[β + q(1 + t)].

3. h(t) = e−pt, α(t) = eqt, α′(t) = qeqt, 0 < q < p, η(t) = q.

Dans la présente partie, on va démentrer l’existence et l’unicité des solutions au problème

(2.1) dans l’espace utilisé est donnée par

V =
{
u ∈ H1(0, 1), u(0) = 0

}
.

2.2 l’existence et l’unicité

Comme dans ce chapitre, se décompose en trois étapes : premièrement (section 2.1), on

établit une formulation variationnelle, deuxièmement (section 2.2), on démontre l’existence

et l’unicité de la solution de cette formulation variationnelle en utilisant une base hilbertienne

de fonctions propres, troisièmement (section 2.3), on montre que cette solution variationnelle

vérifie bien le problème aux limites.
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l’existence et l’unicité

Formulation variationnelle

L’idée est d’écrire une formulation variationnelle qui ressemble à une équation ordinaire

du deuxième ordre. On multiple donc l’équation (2.1) par une fonction test w(x) qui dépend

pas du temps t. A cause de la condition aux limites on demandé à ce que w s’annule sur le

bord de l’ouvert Ω. Un calcul formel conduit à∫
Ω

ytt(x, t)w(x)dx+ 2v

∫
Ω

yxt(x, t)w(x)dx−
(

1− v2 + b

∫
Ω

y2
xdx

)∫
Ω

yxx(x, t)w(x)dx = 0

par intégration par partie on obtient∫
Ω

ytt(x, t)w(x)dx− 2v

∫
Ω

yt(x, t)wx(x)dx+

(
1− v2 + b

∫
Ω

y2
xdx

)∫
Ω

yx(x, t)wx(x)dx = 0

donc on a

d2

dt2

∫
Ω

y(x, t)w(x)dx−2v
d

dt

∫
Ω

y(x, t)∇w(x)dx+

(
1− v2 + b

∫
Ω

y2
xdx

)∫
Ω

∇y(x, t)∇w(x)dx = 0

(2.2)

Il est clair que l’espace naturale pour la fonction test w est H1
0 (Ω). On introduit alors le

produit scalaire de L2(Ω) est la forme bilinéaire a(y, w) définie par

〈y, w〉L2(Ω) =

∫
Ω

y(x)w(x)dx et 〈y,∇w〉L2(Ω) =

∫
Ω

y(x)∇w(x)dx

et

a(y, w) =

(
1− v2 + b

∫
Ω

(∇y(x))2dx

)∫
Ω

∇y(x)∇w(x)dx

Soit un temps final T > 0 (éventuellement égal à +∞), on se donne des conditions initieles

y0 ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω) et y1 ∈ H1

0 (Ω). La formulation variationnelle déduite de (2.2) est donc :

trouver une solution y dans C([0, T ], H2(Ω))∩C1([0, T ], H1
0 (Ω))∩C2([0, T ], L2(Ω)) telle que d2

dt2
〈y(t), w〉L2(Ω) + a(y, w)− 2v d

dt
〈y(t),∇w〉L2(Ω) = 0 ∀w ∈ H1

0 (Ω), 0 < t < T,

y(t = 0) = y0,
dy
dt

(t = 0) = y1 .
(2.3)

Les données initiales ont bien un sens (2.3) grâce au choix de l’espace d’énergie C([0, T ], H2(Ω))∩

C1([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ C2([0, T ], L2(Ω)) pour la solution y. On justifie encore ce choix un peu

plus loin en établissant son lien avec des égalités d’énergie.

Finalement la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (2.3) doit être prise

au sens faible puisqu’a priori la fonction t → 〈y(t), w〉L2(Ω) n’est que deux fois dérivable
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l’existence et l’unicité

en temps puisqu’elle appartient à C2(0, T ) et a priori la fonction t → 〈y(t),∇w〉L2(Ω) n’est

qu’une fois dérivable en temps puisqu’elle appartient à C1(0, T ) (voir le Lemme 1.6 et la

Remarque 2.1 pour plus de précisions ).

Un résultat général

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de la formulation variationnelle

(2.3), nous revenons encore au cadre général de de l’opérateur Laplacien et nous ramener à

la résolution d’une famille de simples équations differentielles ordinaires du deuxième ordre.

Soit H et V et G trois espaces de Hilbert tel que H ⊂ V ⊂ G avec injection dense et compact

(typiquement H = H2(Ω) et V = H1
0 (Ω) et G = L2(Ω) ).

Théorème 2.1 voir[10]. Soient V et H et G trois espaces de Hilbert tel que H ⊂ V ⊂ G

avec injection compact et H est dense dans V, et V est dense dans G. Soit a(y, w) une forme

biliniéaire symétrique continue et ceorcive dans V. Soit un temps final T > 0, une donnée

initiale (y0, y1) ∈ V ∩H × V . Alors le problème. d2

dt2
〈y(t), w〉L2(Ω) + a(y, w)− 2v d

dt
〈y(t),∇w〉L2(Ω) = 0 ∀w ∈ V, 0 < t < T,

y(t = 0) = y0,
dy
dt

(t = 0) = y1 .
(2.4)

(où l’équation (2.4) a lieu sens faible dans ]0,T[ ) a une unique solution y ∈ C([0, T [) ∩

C1([0, T ], V ) ∩ C2([0, T ], G).

Remarque 2.1 (délicate) voir[10].

Pour le lecteur épris de rigueur mathématique, nous revenous sur le sens de la dérivée en

temps dans la formulation variationnelle (2.3). Au vu des espaces dans lequel nous cher-

chons la solution y(t), la fonction t→ 〈y(t), w〉G n’est pas dérivable au sens classique : elle

appartient à C(0, T ) et à C1(0, T ) et à C2(0, T ) .

On peut néonnois définie sa dérivée au sens faible du Lemme 1.6 (ou au sens des distri-

butions). Plus précisément , d
2

dt2
〈y(t), w〉H et d

dt
〈y(t),∇w〉H est défini comme un élément de

H−1(0, T ) (c’est-à-dire une forme linéaire continue sur H1
0 (0, T )) par les formules〈

d2

dt2
〈y(t), w〉H , φ(t)

〉
H−1,H1

0 (0,T )

=

∫ T

0

〈y(t), w〉H
d2φ

dt2
(t)dt ∀φ ∈ H1

0 (0, T )〈
d

dt
〈y(t),∇w〉H , φ(t)

〉
H−1,H1

0 (0,T )

= −
∫ T

0

〈y(t),∇w〉H
dφ

dt
(t)dt ∀φ ∈ H1

0 (0, T ).
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l’existence et l’unicité

Par conséquent, dire que l’équation de (2.4) a lien au sens faible dans ]0, T [ est équivalent

à dire que∫ T

0

〈y(t), w〉H
d2φ

dt2
(t)dt+

∫ T

0

a(y(t), w)φ(t)dt+ 2v

∫ T

0

〈y(t),∇w〉H
dφ

dt
(t)dt = 0

pour tout w ∈ V et tout φ ∈ C∞c (]0, T [) puisque C∞c (]0, T [) est dense dans H1
0 (0, T ). Pour

conclure, rassurons le lecteur : si y est solution de (2.4), alors, par l’égalité même qu’est

(2.4), la dérivée d2

dt2
〈y(t), w〉H appartient à C2(0, T ) et la dérivée d

dt
〈y(t),∇w〉H appartient

à C1(0, T ) et on peut donc dire que (2.4)a lieu presque partout dans ]0,T[.

Application

On applique maintenant le résultat abstrait du théorème 2.1 à l’équation (2.1), et on

prouve que cette approche variationnelle a bien permis de résoudre l’équation aux dérivées

partielles d’origine.

Définition 2.1 On pose 0 < T ≤ ∞ , nous disons que y est une solution forte de système

(2.1)en [0,T] avec

y ∈ C([0, T ];H2(0, 1)) ∩ C1([0, T ];V ) ∩ C2([0, T ];L2(0, 1))

et y satisfait (2.1) pour tout t ∈ [0, T ] et presque tous x dans (0,1).

Avec notre hypothèse(A), le problème (1) peut être formulé comme équation intégrale évolu-

tionnaire du type variationnel ([12],[13]).

Théorème 2.2 voir[10]. Soit Ω un ouvert borné régluier de RN , et un temps final T > 0. On

considère une donnée initiale (y0, y1) ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω)×H1

0 (Ω). Alors l’équation (2.1)admet

une unique solution y ∈ C([0, T ], H2(Ω)) ∩ C1([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ C2([0, T ], L2(Ω)).

Preuve. On applique le théoreme (2.1) à la formule variationnelle (2.3) de l’équation (2.1)

(ses hypothèses sont facilement vérifiées H = H2(Ω) et V = H1
0 (Ω) et G = L2(Ω) ) et on

montre que a(y(t), w) est bilinéaire, continue et coercive :

– a(y(t), w) et bilinéaire car l’intégrale et linéaire
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l’existence et l’unicité

– la continuité de a(y(t), w)

|a(y(t), w)| = |
(

1− v2 + b

∫
Ω

(∇y(x, t))2dx

)∫
Ω

∇y(x, t)∇w(x)dx|

≤ |1− v2 + b

∫
Ω

(∇y(x, t))2dx||
∫

Ω

∇y(x, t)∇w(x)dx|

≤ (1− v2)

∫
Ω

|∇y(x, t)||∇w(x)|dx+

(
b

∫
Ω

(∇y(x, t))2dx

)∫
Ω

|∇y(x, t)||∇w(x)|dx

d’aprés l’inégalité de Cauchy-Schawarz

≤ max(1− v2, b

∫
Ω

(∇y(x, t))2dx)

(∫
Ω

|∇y(x, t)|2
)1/2(∫

Ω

|∇w(x)|2
)1/2

≤ C‖∇y‖L2(Ω)‖∇w‖L2(Ω)

avec C = max(1− v2, b
∫

Ω
(∇y(x, t))2dx) tel que C > 0 .

– la coercivité de a(y(t), w)

|a(w,w)| = |
(

1− v2 + b

∫
Ω

(∇w(x))2dx

)∫
Ω

(∇w(x))2dx|

= |(1− v2)

∫
Ω

(∇w(x))2dx+

(
b

∫
Ω

(∇w(x))2dx

)∫
Ω

(∇w(x))2dx|

≥ min(1− v2, b

∫
Ω

(∇w(x))2dx)‖∇w‖2
L2(Ω)

≥ C1|w|2H1(Ω)

C1 = min(1− v2, b
∫

Ω
(∇w(x, t))2dx) tel que C > 0.

Donc il reste à montrer que l’unique solution y ∈ C([0, T ], H2(Ω)) ∩ C1([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩

C2([0, T ], L2(Ω)) de cette formulation variationnelle est bien une solution de (2.1). Tout

d’abord la condition aux limites de Dirichlet se retrouve par application du Théorème 1.4

et Théorème 1.3 de trace à y(t) ∈ H1
0 (Ω) pour tout t ∈ [0, T ], et la condition initiale est

justifiée par la continuité de y(t) en t = 0 comme fonction à valeurs dans H1
0 (Ω)∩H2(Ω) et

de dy/dt(t) en t = 0 comme fonction à valeurs dans H1
0 (Ω).
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Chapitre 3

Stabilisation d’une chaine de Kirchhoff

par un contrôle aux limites

3.1 Des estimations a priori

Théorème 3.1 voir[14] L’énergie associée à Eq.(2.1) est donnée par

E(t) =
1

2

∫ 1

0

y2
t dx+

1

2
(1− v2)

∫ 1

0

y2
xdx+

b

4

[∫ 1

0

y2
xdx

]2

, t ≥ 0

Preuve. On multiple l’Eq (2.1) par yt et on intégre entre [0,1], on obtient

∫ 1

0

yttytdx+ v

∫ 1

0

2yxtytdx =

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)∫ 1

0

yxxytdx

on intégrant par parties par rapport au temps, on obtient[
y2
t (x, t)

]1
0
−1

2

∫ 1

0

d

dt
y2
t dx+v

[
y2
t (x, t)

]1
0

=

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)[
[yx(x, t)yt(x, t)]

1
0 −

1

2

∫ 1

0

d

dt
y2
xdx

]
par les conditions aux bord on trouve

y2
t (1, t)−

1

2

∫ 1

0

d

dt
y2
t dx+ vy2

t (1, t) =

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)[
yx(1, t)yt(1, t)−

1

2

∫ 1

0

d

dt
y2
xdx

]
donc on obtient

d

dt

{
1

2

∫ 1

0

y2
t dx+

1

2
(1− v2)

∫ 1

0

y2
xdx+

b

4

[∫ 1

0

y2
xdx

]2
}

=

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yx(1, t)yt(1, t)

− vy2
t (1, t)− y2

t (1, t)
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Des estimations a priori

Alors

E(t) =
1

2

∫ 1

0

y2
t dx+

1

2
(1− v2)

∫ 1

0

y2
xdx+

b

4

[∫ 1

0

y2
xdx

]2

, t ≥ 0

Lemme 3.1 À partir d’Eq. (2.1), la fonction E(t) vérifie

d

dt
E(t) ≤ −1

2
(v − δ)y2

t (1, t) +
1

2
‖h‖1

(
1

δ
+

v

1− v2

)∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds, (3.1)

pour tout t ≥ 0 et δ > 0

Preuve. Par le théorème de transport de Reynolds (voir[7]), le dérivé de E(t) est égal à

d

dt
E(t) =

∫ 1

0

d

dt
Ẽ(x, t)dx =

∫ 1

0

(
∂

∂t
Ẽ(x, t)

)
dx+

[
vẼ(x, t)

]1

0

=

∫ 1

0

ytyttdx+

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)∫ 1

0

yxyxtdx+
[
vẼ(x, t)

]1

0
(3.2)

telque

Ẽ(x, t) =
1

2
y2
t (x, t) +

1

2

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
x(x, t)dx

)
y2
x(x, t), t ≥ 0 (3.3)

A l’aide des conditions aux limites dans Eq.(2.1) et la définition (3.3) on obtient[
Ẽ(x, t)

]1

0
≤ 1

2
y2
t (1, t)dx+

1

2

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
y2
x(1, t), t ≥ 0 (3.4)

En remplaçant ytt d’Eq.(2.1) dans Eq. (3.2), et on utilise l’intégrale par partie on trouve

d

dt
E(t) =

∫ 1

0

yt

[(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yxx − 2vyxt

]
dx

+

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)∫ 1

0

yxyxtdx+
[
vẼ(x, t)

]1

0

≤
∫ 1

0

[(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yxxyt − 2vyxtyt

]
dx

+

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)∫ 1

0

yxyxtdx

+
v

2
y2
t (1, t) +

v

2

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
y2
x(1, t)
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≤
(

1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)[∫ 1

0

(yxxyt + yxyxt)dx

]
− v

∫ 1

0

2yxtytdx

+
v

2
y2
t (1, t) +

v

2

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
y2
x(1, t)

≤
(

1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)[∫ 1

0

(
∂

∂x
ytyx

)
dx

]
− vy2

t (1, t)

+
v

2
y2
t (1, t) +

v

2

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
y2
x(1, t)

≤
(

1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yt(1, t)yx(1, t)−

v

2
y2
t (1, t)

+
v

2

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
y2
x(1, t)

Donc
d

dt
E(t) ≤

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yt(1, t)yx(1, t)−

v

2
y2
t (1, t)

+
v

2

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
y2
x(1, t). (3.5)

On pose

1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx ≥ 1− v2

à partir des conditions aux limites dans Eq.(2.1), on obtient

(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yx(1, t) = −

∫ t

0

h(t− s)yt(1, s)ds

Alors

y2
x(1, t) =

1(
1− v2 + b

∫ 1

0
y2
xdx
)2

(∫ t

0

h(t− s)yt(1, s)ds
)2

Donc on obtient l’Eq suivant :(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
y2
x(1, t) ≤

1

1− v2

(∫ t

0

h(t− s)yt(1, s)ds
)2

≤ ‖h‖1

1− v2

∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds. (3.6)
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Des estimations a priori

par estimation de première limite dans du membre de droite du Eq.(3.5), on a(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yt(1, t)yx(1, t)

≤ δ

2
y2
t (1, t) +

1

2δ

(
1− v2 +

b

2

∫ 1

0

y2
xdx

)2

y2
x(1, t)

≤ δ

2
y2
t (1, t) +

‖h‖1

2δ

∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds, δ > 0, t ≥ 0. (3.7)

d’aprés l’Eqs. (3.5), (3.6), et (3.7), on obtient

d

dt
E(t) ≤ δ

2
y2
t (1, t) +

‖h‖1

2δ

∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

− v

2
y2
t (1, t) +

v

2

‖h‖1

1− v2

∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

≤ −1

2
(v − δ)y2

t (1, t) +
1

2
‖h‖1

(
1

δ
+

v

1− v2

)∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

Il est clair que la dérivée de l’énergie classique dE(t)
dt

de signe non deni, cependant, en posant

φ1(t) =

∫ 1

0

xyx(yt + vyx)dx, t ≥ 0

et

φ2(t) =

∫ 1

0

Hα(t− s)y2
t (1, s)ds, t ≥ 0

telque

Hα(t) = α(t)−1

∫ ∞
t

h(s)α(s)ds.

Ce qui permet de denir la fonction modifié par

F (t) = E(t) + λ1φ1(t) + λ2φ2(t), t ≥ 0.

Le premier résultat prouve que F(t) et E(t) + φ2(t) sont équivalents.

Proposition 3.2 Il existe βi > 0, i = 1, 2 tels que

β1[E(t) + φ2(t)] ≤ F (t) ≤ β2[E(t) + φ2(t)] (3.8)

Pour tout t ≥ 0 et pour λi assez petit,i = 1, 2 .
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v 6= 0

Preuve.

On a

F (t) = E(t) + λ1φ1(t) + λ2φ2(t), t ≥ 0

Alors pour tout C positive

F (t) ≤ CE(t) + λ2φ2(t)

donc

min{C, λ2}[E(t) + φ2(t)] ≤ F (t) ≤ max{C, λ2}[E(t) + φ2(t)]

et on appliqué l’inégalité de Young au fonction φ1(t) et considérant λi, i = 1, 2 suffisamment

petite, la relation (3.8) suit immédiatement.

3.2 la stabilisation asymptotique en cas de déplacement

v 6= 0

Dans cette section, on énonce et prouve notre résultat de décroissance, on commençe par

estimer la dérivé de φ1(t)

Lemme 3.3 À partir d’Eq.(2.1). Une différenciation de la fonction φ1(t) vérifie :

d

dt
φ1(t) ≤ −E(t) +

‖h‖1

2(1− v2)

[
1 +

v(1 + 2v)

1− v2

] ∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

+
1

2
(1 + v)y2

t (1, t), t ≥ 0. (3.9)

Preuve. On a

d

dt
φ1(t) =

∫ 1

0

d

dt
φ̃1(x, t)dx =

∫ 1

0

(
∂

∂t
φ̃1(x, t)

)
dx+

[
vφ̃1(x, t)

]1

0

=

∫ 1

0

xyx(ytt + vyxt)dx+

∫ 1

0

xyxt(yt + vyx)dx+
[
vφ̃1(x, t)

]1

0
, t ≥ 0 (3.10)

telque

φ̃1(x, t) = xyx(x, t)(yt(x, t) + vyx(x, t)), t ≥ 0. (3.11)

A l’aide des conditions aux bord dans Eq.(2.1), et la définition (3.11), on trouve[
φ̃1(x, t)

]1

0
≤ 1

2
y2
t (1, t) +

1

2
(1 + 2v)y2

x(1, t), t ≥ 0. (3.12)

30



la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v 6= 0

En remplaçant ytt d’Eq.(2.1) dans Eq.(3.10) et à partir de la relation (3.12), on a

d

dt
φ1(t) ≤

∫ 1

0

xyx

[(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yxx − 2vyxt + vyxt

]
dx

+

∫ 1

0

xyxt(yt + vyx)dx

+
v

2
y2
t (1, t) +

v

2
(1 + 2v)y2

x(1, t)

≤
∫ 1

0

xyx

[(
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yxx − vyxt

]
dx

+

∫ 1

0

xyxtytdx+ v

∫ 1

0

xyxyxtdx

+
v

2
y2
t (1, t) +

v

2
(1 + 2v)y2

x(1, t), t ≥ 0.

alors
d

dt
φ1(t) ≤ −2v

∫ 1

0

xyxyxtdx+

[
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

] ∫ 1

0

xyxyxxdx

+2v

∫ 1

0

xyxyxtdx+

∫ 1

0

xyxtytdx+
v

2
y2
t (1, t) +

v

2
(1 + 2v)y2

x(1, t), t ≥ 0.

On intégre par partie, et on utilisant les conditions aux limites dans Eq.(2.1), alors il vient

d

dt
φ1(t) ≤

[
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

]([
1

2
xy2

x(x, t)

]1

0

− 1

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
+

[
1

2
xy2

t (x, t)

]1

0

− 1

2

∫ 1

0

y2
t dx+

v

2
y2
t (1, t) +

v

2
(1 + 2v)y2

x(1, t)

≤
[
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

](
1

2
y2
x(1, t)−

1

2

∫ 1

0

y2
xdx

)
+

1

2
y2
t (1, t)

− 1

2

∫ 1

0

y2
t dx+

v

2
y2
t (1, t) +

v

2
(1 + 2v)y2

x(1, t)

d

dt
φ1(t) ≤ −E(t) +

1

2

[
1− v2 + b

∫ 1

0

y2
xdx

]
y2
x(1, t) +

1

2
(1 + v)y2

t (1, t)

+
v

2
(1 + 2v)y2

x(1, t), t ≥ 0. (3.13)
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v 6= 0

alors d’apés l’Eqs(3.6) et (3.13), en conclue l’équation(3.9)

Théorème 3.2 Supposez que l’hypothèse (A) à vérifie. Si lim
t→∞

η(t) = η = 0, alors

E(t) ≤ Ae−γ
∫ t
0 η(s)ds, t ≥ 0

et si η 6= 0, alors

E(t) ≤ Ae−γt, t ≥ 0

Pour quelques constantes positives A et γ, à condition que Hα(0)‖h‖1 <
v2(1−v2)
2(2−v2)

.

Preuve. On dérive φ2(t), on trouve

d

dt
φ2(t) =

d

dt

∫ t

0

Hα(t− s)y2
t (1, s)ds

=

∫ t

0

(
∂

∂t
Hα(t− s)y2

t (1, s)

)
ds+

[
Hα(t− s)y2

t (1, s)
]t

0

= Hα(0)y2
t (1, t) +

∫ t

0

H ′α(t− s)y2
t (1, s)ds

= Hα(0)y2
t (1, t)

+

∫ t

0

[
−α

′(t− s)
α2(t− s)

∫ ∞
t−s

h(s)α(s) + α−1(t− s)
(∫ ∞

t−s
h(s)α(s)

)′]
y2
t (1, s)ds

= Hα(0)y2
t (1, t)

+

∫ t

0

[
−α

′(t− s)
α(t− s)

α−1(t− s)
∫ ∞
t−s

h(s)α(s) + α−1(t− s)
(∫ ∞

t−s
h(s)α(s)

)′]
y2
t (1, s)ds

= Hα(0)y2
t (1, t) +

∫ t

0

[
−α

′(t− s)
α(t− s)

Hα(t− s) + α−1(t− s)
(∫ ∞

t−s
h(s)α(s)

)′]
y2
t (1, s)ds

= Hα(0)y2
t (1, t)−

∫ t

0

α′(t− s)
α(t− s)

Hα(t− s)y2
t (1, t)ds−

∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

on va poser l’hypothèse que α′(t)/α(t) = η(t) est une fonction décroissante, on obtient

d

dt
φ2(t) ≤ Hα(0)y2

t (1, t)−η(t)

∫ t

0

Hα(t− s)y2
t (1, t)ds−

∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds, t ≥ 0 (3.14)

32



la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v 6= 0

La dérivé de F(t) à partir d’Eq.(2.1) a l’aide d’Eqs.(3.1),(3.9), et de (3.14) est estimé

comme suit

d

dt
F (t) =

d

dt
(E(t) + λ1φ1(t) + λ2φ2(t))

=
d

dt
E(t) + λ1

d

dt
φ1(t) + λ2

d

dt
φ2(t)

≤ −1

2
(v − δ)y2

t (1, t) +
1

2
‖h‖1

(
1

δ
+

v

1− v2

)∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

+ λ1

(
−E(t) +

‖h‖1

2(1− v2)

[
1 +

v(1 + 2v)

1− v2

] ∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

)

+ λ2

(
Hα(0)y2

t (1, t)− η(t)

∫ t

0

Hα(t− s)y2
t (1, t)ds−

∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds

)

≤ −λ1E(t)−
[

1

2
(v − δ)− λ2Hα(0)− λ1

(1 + v)

2

]
y2
t (1, t)−

−
{
λ2 −

1

2
‖h‖1

(
1

δ
+

v

1− v2

)
− λ1

‖h‖1

2(1− v2)

[
1 +

v(1 + 2v)

1− v2

]}

×
∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds− λ2η(t)

∫ t

0

Hα(t− s)y2
t (1, t)ds, t ≥ 0 (3.15)

on prend δ = v
2
et λ2 choisi de sorte que

1

2
‖h‖1

(
2

v
+

v

1− v2

)
< λ2 <

v

4Hα(0)
.

on pose

Hα(0)‖h‖1 <
v2(1− v2)

2(2− v2)
.
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la stabilisation asymptotique en cas de déplacement v 6= 0

donc

d

dt
F (t) ≤ −λ1E(t)−

[
1

2
(v − v

2
)− v

4Hα(0)
Hα(0)− λ1

(1 + v)

2

]
y2
t (1, t)

−
{

1

2
‖h‖1

(
1

δ
+

v

1− v2

)
− 1

2
‖h‖1

(
1

δ
+

v

1− v2

)
− λ1

‖h‖1

2(1− v2)

[
1 +

v(1 + 2v)

1− v2

]}

×
∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds− λ2η(t)

∫ t

0

Hα(t− s)y2
t (1, t)ds

≤ −λ1E(t)−
[
−λ1

(1 + v)

2

]
y2
t (1, t)−

{
−λ1

‖h‖1

2(1− v2)

[
1 +

v(1 + 2v)

1− v2

]}

×
∫ t

0

h(t− s)y2
t (1, s)ds− λ2η(t)

∫ t

0

Hα(t− s)y2
t (1, t)ds

Puis, on choisie λ1 assez petit, alors on a

d

dt
F (t) ≤ −λ1E(t)− λ2η(t)

∫ t

0

Hα(t− s)y2
t (1, t)ds, t ≥ 0.

Si la lim
t→∞

η(t) = 0, alors quelque soit C1 > 0 il existe t∗(C1) ≥ 0 tels que η(t) ≤ C1.

d

dt
F (t) ≤ −λ1E(t)− λ2η(t)φ2(t)

≤ −max{λ1, λ2}η(t)[E(t) + φ2(t)]

Par conséquent, a partir de la Proposition (3,2), on obtient

d

dt
F (t) ≤ −C2η(t)F (t), t ≥ t∗ = t∗(C2) (3.16)

Pour C2 constante positive. L’ intégration d’Eq.(3.16) nous donne

d

dt
F (t)/F (t) ≤ −C2η(t), t ≥ t∗

on intégre entre (t∗, t) ∫ t

t∗

d

ds
F (s)/F (s)ds ≤ −C2

∫ t

t∗

η(s)ds, t ≥ t∗

implique que

lnF (t) ≤ −C2

∫ t

t∗

η(s)ds, t ≥ t∗.
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Stabilité asymptotiquement dans le cas v = 0

donc

F (t) ≤ C3e
−C2

∫ t
t∗ η(s)ds, t ≥ t∗.

Pour tout C3 constante positive, et par la continuité et la proposition (3,2), on obtient

E(t) ≤ Ae−γ
∫ t
0 η(s)ds, t ≥ 0

Pour quelques constantes positives A etγ.

Si la lim
t→∞

η(t) 6= 0 , alors il exist t̂ ≥ 0 et C4 > 0 tels que η(t) ≥ C4 pour t ≥ t̂.

Ainsi,
d

dt
F (t) ≤ −C5F (t), t ≥ t̂

Pour C4 > 0 qui donné par

E(t) ≤ Ae−γt, t ≥ 0

Pour quelques constantes positives A etγ . Ceci achève la preuve.

3.3 Stabilité asymptotiquement dans le cas v = 0

Dans cette section, on traite le problème (2.1) au cas où la chaine serait immobile

(v=0)(le principe réciproque de LaSalle voir[6]). On considére le système suivant

ytt =
(

1 + b
∫ 1

0
y2
xdx
)
yxx, x ∈ [0, 1], t > 0,

y(0, t) = 0, t ≥ 0,(
1 + b

∫ 1

0
y2
xdx
)
yx(1, t) +

∫ t
0
h(t− s)yt(1, s)ds = 0, t ≥ 0,

y(0, x) = f(x), yt(x, 0) = g(x), x ∈ [0, 1].

(3.17)

On a mentionné dans les sections précédentes que la chaine dans l’état mobile produit

l’atténuation de frais supplémentaires représentée dans le terme −v
2
y2
t (1, t) . Dans ce cas-ci,

cet terme n’apparaît pas. Pour ceci, on considére la condition aux limite dans Eq.(3.17)

au lequel est équivalent le même dans l’état mobile. Nous immobile aurons la stabilité

asymptotique mais sans n’importe quel taux explicite. On définie l’énergie classique associée

à Eq.(3.17) par

E(t) =
1

2

∫ 1

0

y2
t dx+

1

2

∫ 1

0

y2
xdx+

b

4

[∫ 1

0

y2
xdx

]2

, t ≥ 0
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On définit l’énergie modifié par

E(t) = E(t)− 1

2

(∫ t

0

h(s)ds

)
y2(1, t) +

1

2
(h ◦ y)(1, t), t ≥ 0

où

(h ◦ y)(t) =

∫ t

0

h(t− s)|y(t)− y(s)|2ds, t ≥ 0.

On suppose que le noyau vérifie

h(t) > 0 et h′(t) ≤ 0 pourtout t ≥ 0

tel que

1−
∫ ∞

0

h(s)ds > 0.

Comme y(0, t) = 0 et y2(1, t) ≤
∫ 1

0
y2
xdx qui implique que E(t) > 0 pour tout t ≥ 0.

Proposition 3.4 La dérivé de l’énergie modifiée E(t) à partir d’Eq.(3.17) est

d

dt
E(t) =

1

2
(h′ ◦ y) (1, t)− 1

2
h(t)y2(1, t), t ≥ 0.

Preuve. Multiplication d’Eq.(3.17) par yt, et on intègre dans intervale [0.1], en utilisant

l’intégration par partie on obtient :∫ 1

0

yttytdx =

(
1 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)∫ 1

0

yxxytdx

d’après le preuve du théoreme 3.1, on a :

d

dt

{
1

2

∫ 1

0

y2
t dx+

1

2

∫ 1

0

y2
xdx+

b

4

[∫ 1

0

y2
xdx

]2
}

=

(
1 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yx(1, t)yt(1, t)− y2

t (1, t)

donc on obtient :

d

dt
E(t) =

(
1 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yx(1, t)yt(1, t)− y2

t (1, t)

= yt(1, t)

∫ t

0

h(t− s)yt(1, s)ds− y2
t (1, t)

et l’identité suivante :

yt(1, t)

(∫ t

0

h(t− s)y(1, s)ds− yt(1, t)
)
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Stabilité asymptotiquement dans le cas v = 0

=
1

2
(h′ ◦ y) (1, t) +

(∫ t

0

h(s)ds

)
yt(1, t)y(1, t)− 1

2
(h ◦ y)′ (1, t)

=
1

2
(h′ ◦ y) (1, t)− 1

2
(h ◦ y)′ (1, t)− 1

2
h(t)y2(1, t) +

1

2

d

dt

[(∫ t

0

h(s)ds

)
y2(1, t)

]
où

d

dt
E(t) =

d

dt
E(t)− 1

2

d

dt

[(∫ t

0

h(s)ds

)
y2(1, t)

]
+

1

2
(h ◦ y)′ (1, t)

= yt(1, t)

(∫ t

0

h(t− s)y(1, s)ds

)
− 1

2

d

dt

[(∫ t

0

h(s)ds

)
y2(1, t)

]
+

1

2
(h ◦ y)′ (1, t)

=
1

2
(h′ ◦ y) (1, t)− 1

2
(h ◦ y)′ (1, t)− 1

2
h(t)y2(1, t) +

1

2

d

dt

[(∫ t

0

h(s)ds

)
y2(1, t)

]

− 1

2

d

dt

[(∫ t

0

h(s)ds

)
y2(1, t)

]
+

1

2
(h ◦ y)′ (1, t)

Donc on obtient

d

dt
E(t) =

1

2
(h′ ◦ y) (1, t)− 1

2
h(t)y2(1, t), t ≥ 0.

Théorème 3.3 Dans la nouvelle hypothèse sur le noyau h, le système (3.17) est asympto-

tiquement stable.

Preuve. La proposition (3,4) indique que toutes les orbites sont liées en V × L2(0, 1)

D’ailleurs, E ′(t) = 0 si y(1, t) = 0, t ≥ 0. Si on regarde E(t) comme E(t) = E(y), puis

un argument simple dans la proposition (3,4) donne

d

dt
E(yt) =

1

2
(h′ ◦ yt) (1, t)− 1

2
h(t)y2

t (1, t), t ≥ 0.

Les liés du ce (énergie du second degré) et premier impliquent les pracompact de la trajec-

toire (voir[4]). Par le Principe d’invariance de La Salle (voir[6],[17]), la trajectoire tend au

sous-ensemble invariable maximal de

B =

{
y :

d

dt
E(t) = 0

}
.

37



Stabilité asymptotiquement dans le cas v = 0

On réclame que B réduit à la solution zéro. Pour celui, on montre que la seule solution

d’Eq.(3.17) avec y(1, t) = 0 est l’insignifiante. On considére la fonction suivante :

F (t) = E(t) + λ1φ1(t), t ≥ 0

Où

φ1(t) =

∫ 1

0

xyxytdx, t ≥ 0.

Les calculs semblables comme dans le lemme (3.3) on obtient

d

dt
F (t) =

d

dt
E(t) + λ1

d

dt
φ1(t)

= λ1
d

dt
φ1(t)

= λ1
d

dt

∫ 1

0

xyxytdx

= λ1

∫ 1

0

∂

∂t
(xyxyt)dx

= λ1

∫ 1

0

(xyxtyt + xyxytt)dx

En remplaçent le ytt d’Eq (3.17). et en intégrant par partie on obtient

d

dt
F (t) = λ1

∫ 1

0

[
xyxtyt + xyx

(
1 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)
yxx

]
dx

= λ1

∫ 1

0

xyxtyt + λ1

(
1 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)∫ 1

0

xyxyxx

= λ1

(
1

2
y2
t (1, t)−

1

2

∫ 1

0

y2
t dx

)
+ λ1

(
1 + b

∫ 1

0

y2
xdx

)(
1

2
y2
x(1, t)−

1

2

∫ 1

0

y2
xdx

)

= −λ1E(t) +
λ1

2
y2
t (1, t) +

λ1

2
y2
x(1, t)

ainsi que y(1,t)=0 nous donne

d

dt
F (t) = −λ1E(t), t ≥ 0

qui implique que F(t) se décroissance exponentiellement à zéro et

E(t) = E(t) = Cst ≤Me−ct, t ≥ 0.

on conclu que E(t)=0. C’est-à-dire, on a la solution zéro .
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Conclusion

Dans ce mémoire on a prouvé l’existence et l’unicité de la solution du problème de type

Kirchhoff en utilisant la méthode variationnelle .Nous avons aussi obtenu la décroissance

exponentielle de l’énergie associée à la solution dans deux cas, cas où la vitesse ne s’annulle

pas v 6= 0 et dans le cas où la vitesse est nulle v = 0.

Le terme mémoire h(t) utilisé qui vérifie l’hypothése suivante :∫ ∞
0

h(s)α(s)ds <∞.

perspectives

Les résultats obtenus dans ce mémoire on suppose entrevoir plusieurs pistes de recherche.

Tout d’abord au sujet du modèle considéré et des résultats obtenus. On peut étendre ces

résultats à des situations plus générale.

1. par exemple dans le cas où on change la tension T(t) (posé un problème).

2. une autre hypothèse sur le terme mémoire h(t) (il existe même problème avec une

notre hypothèse).

3. annuller le terme mixte dans le problème (où notre problème devient un problème

simple et situé à été simple de démontrer l’existence et l’unicité).
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